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1.- SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

Un gran namero de problemas de las ciencias yginiaria requieren un tratamiento con
ecuaciones que relacionan dos conjuntos de vasidblea ecuacion del tipo:
ax=b

Se denomina ecuacion lineal. La palabra liheak referencia a que la grafica de la ecuacion
anterior es una linea recta. De forma analogaciaactones del tipo:

X1+ &X2+ ... + anXn = b, (1)

donde losay b son constantes conocidas y lassen incognitas, son llamadesuaciones
lineales En muchos problemas, la resolucion pasa pormatar los nimerosjxincognitas)

que satisfagan la ecuacion (1) .
Una solucién de la ecuacion lineal (1) ea sacesion de n nimeros ¢, C; ... G, con la
propiedad que satisfacen la ecuacion.

Ejemplo 1.1
Para la ecuacion lineal: £x 3% + 4 =-13
Una solucién de la misma es: 120, % =-1, %=-4

Puesto que cumple la ecuacion anterior 6(0) - 3(-1) + 4(-4) =-13
ésta no es la Unica solucion de la ecuacién lideadh, puesto que

pe-3, % =-1/3, x=1 también es solucion.

Observacion. Una ecuacion lineaho contiene productos, cocientes o raices de las
incégnitas. Todas las incognitas se presentan iineicte a la primera potencia y no aparecen
como argumento de funciones trigopnométricas, ltméas o exponenciales.

Las siguientes ecuaciones son lineales:

a) X*2_4 b) 3xy +2xd=
y
c) JYx-3x’=6 d) 2.sen(2x-3)4=35

El problema central que estudiaremos en é&stna es cuando se presentan un conjunto de
ecuaciones lineales que deben cumplirse en formaltéinea, a dichos conjuntos se les llama
sistemas de ecuaciones lineales

Consideramos el problema de determmatdimeros reales: 1Xxz, Xs,.....,% que satisfagan
simultdneamente lam condiciones siguientes:
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a, X, tanX, fo... a.x, = b
o Ay Xy T ayX, T a,,%, = b, En dondeijay b son elementos de R.
A, X+ A%, o, a,.X, = b,

Al conjunto de ecuaciones anteriormente sefdas, se les llama usistema dem
ecuaciones lineales com incognitas. Los valores de 1% X, ... , X% que satisfacen
simultaneamente a todas las ecuaciones del sistenstituyenuna soluciéndel sistema de
ecuaciones lineales. Resolver un sistema lineakisten en encontrar todas las posibles
soluciones, si es que existen.

El uso de doble subindice para los coeficiedeetas incdgnitas, permite la ubicacion en el
sistema, el primer subindice corresponde a la @mag el segundo a la incognita que
acompaifia.

En el proceso para resolver un sistema lirsmalisan dos axiomas importantes del algebra
elemental:
1) Sia=b y c=d entonces a+c = b+d
2) Sia=b y k es cualquier niumero real entonkces= k.b

El primero de estos axiomas nos garantizasjuen un sistema de ecuaciones sumamos
miembro a miembro dos ecuaciones, obtenemos atecién correcta. El segundo axioma nos
dice que si multiplicamos cada lado de una ecuggo@dnuna constante X 0, se obtiene una
ecuacion valida. El caso k = 0, no es util porgesultaria 0 = 0, que aunque es cierta no
contribuye a encontrar la solucion del sistema.

x-3y = -3

Ejemplol.2  Resolver el sistema lineal
2X+y 8

Para determinar las soluciones de este sisteaa, lutilizaremos la técnica llamanteetodo
de eliminacionque seguramente se haya trabajado en cursoslibdrato.

Procedimiento.
-2X+6y =

2x+y =
i) sumamos miembro a miembro las ecuacionebtgnemos: 7y=14
i) despejando y se obtiene: y=2
iv) sustituyendo este valor en una de lag@ones se obtiene: x =3
v) Sustituyendo x =3 e y=2 en las dosaeiones del sistema dado, verificamos que
efectivamente estos valores constituyen una salucié

Ejemplo 1.3 Consideremos el sistema lineal x=3y =1
2X -6y 3

i) multiplicamos los miembro de la primera eddagor -2 8
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Aplicando el mismo procedimiento anterioobtendremos 0 =1 lo cual carece de
sentido. Esto significa el sistema lineal dadoieoe solucion.

Ejemplo1.4 -x-2y + 3z =-4
3x+2y—-5z= 4

Multiplicando los miembros de la primerai@cion por 3 y luego sumando miembro a
miembro con la segunda ecuacién se obtiene :
-4y + 4z = -8 dende y =2z +2

sustituyendo en la primera ecuacion se tiene-2(z+2) + 3z = -4
de alli se despeja x para obtener: x= z

Asi la soluciéon del sistemaes x=r y= 2+r, z=r donde r es un nunrea
cualquiera. Por lo tanto este sistema tiene irfingoluciones.

Estos ejemplos muestran que un sistema lineal peede
- Una solucion
- Ninguna solucién
- Infinitas soluciones

Desde el punto de vista geométrico una eodundaieal con dos incognitas representa una
recta en el plano, en este sentido resolver uenssstde dos ecuaciones lineales con dos
incognitas equivale a encontrar la intersecciondihas rectas, aqui se presentan tres
posibilidades:

Ya Y ‘/ Y4

o

v

v

»
X X 7 X
Rectas paralelas; Restaantes; ctie coincidentes;
interseccién vacia urosmlinto en comudn infisifguntos en comun

Al resolver cualquier sistema de ecuad@direales estaran presentes tres posibilidades:
solucion Unica, infinitas soluciones o ninguna sidn.

En el ejemplo 3. se puede observar queisetma consta de dos ecuaciones con tres
incégnitas, cada ecuacion geométricamente repgeserplano en Ry la solucién corresponde
a las ecuaciones paramétricas de una recta’edi¢ha recta es la interseccién de los dos
planos.

Dado un sistema de ecuaciones lineales® submeta para resolverlo es encontrar un
sistema lineal equivalente (que tiene la mismacsdh), en el que la solucién general se pueda
determinar facilmente. Las operaciones que sezezalpara obtener el sistema equivalente son
las siguientesperaciones elementales:
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Tipo | Intercambio de dos ecuaciones del siatem

Tipo Il Reemplazo de una ecuacion por un matggcalar no nulo de ella

Tipo lll Reemplazo de una ecuacion del sistemdgsuma de ella y un mdaltiplo real de
otra ecuacion del sistema.

Ejemplc 1.5  Encuentre la solucion general del sistemd * 2y + 1z

aplicando las operaciones descritas anteriormente Xty -z
3x -2y +5z

-5

Si analizamos emétodo de eliminaciondescrito en anteriormente, observamos o
siguiente. Al realizar los pasos del método de iakgion, so6lo modificamos los nUmeros que
aparecen junto a las incégnitaisx>2< e X Asi, podemos encontrar una forma de escribir un

sistema lineal sin tener que escribir las incogniEn esta seccion definimos un objeto que nos
permite hacerlo; es decir, escribir sistemas lggeale una forma compacta que facilite la
automatizacion del método de eliminacidbn en unapugadora, que permita obtener un

procedimiento rapido y eficaz para determinar lalsicsones. También desarrollaremos las

operaciones sobre las matrices y trabajaremos kas e acuerdo con las propiedades que
cumplen

El sistema propuesto en se puede representa 1 2 7 1
solamente con los coeficientes y los términos -1 1 -1 2
constantes, mediante el siguiente arreglo. 3 -2 § -_g

Este arreglo se llama matriz y cada nunderéa matriz se denomina componente. Para
facilitar el trabajo con sistemas de ecuacionesalgs, vemos la necesidad de trabajar con
matrices por tal razén introduciremos este concemiontinuacion.

2.- MATRIZ
Una matriz es una distribucion rectangulateoada &1 Ao . A
de elementos de un conjunto numérico determinado, 1 Ay ... B
estos elementos se colocan en filas y columnasade | ; S
siguiente maner S
8 @2 - 8mn

. -2 5 . .
Ejemplo 2.1 (% % J Es una matriz con dos filas y tres columnas.

Observaciones:
I. Usaremos las letras mayusculas A, B, C, ..., ganatar las matrices.
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i. La matriz anterior la denotaremos con A y se puedx@resar asi: A=(3,
donde i =1, 2, 3,....., m representa las fikas j = 1, 2, 3,......, n representa las
columnas. Para referirnos al elemento de la métrizjue estd en la filai y en la
columnaj lo denotamos asij a

iii.  En nuestro caso los elementgsaran nimeros reales, salvo que se indiquen otros.

iv. Denotaremos por Mn(R) al conjunto de todas las matricesnddilas y n columnas
con elementos reales, donde my &".

v. Si A es una matriz de m filas y n columnas, direpos A tiene tamafo mxn.

Ejemplo 2.2 Supongamos que un empresario tiene cuatro glacdda una de las cuales
fabrica tres productos, si aij denota la cantidagbducto i elaborada en la planta j en una
semana, entonces la matriz de 3x4

Plantal Planta2 Planta3 Plantad

Pr oductol 560 360 380 0
Pr oducto2 340 450 420 80
Pr oducto3 280 270 210 380

Esta matriz nronorciona la nroducciéon del fabrieaart una sema

2.1. Igualdad de matrices:Sean AOM y(R) Y BOM ,o(R: A=B - m=p, n=q y

ademas g by paratodo i= 1,2, 3,....m y j= 132....,n . Es decir dos matrices son
iguales si ellas tienen el mismo nimero de filasjiemo nimero de columnas y los elementos
gue ocupan la misma posicién también son iguales.

2.2. CLASES DE MATRICES

Segun el aspecto de las matrices, éstas puedéitalae en:

* Matriz columna y Matriz fila: Una matriz mx1 B@ma matriz columna. De igual
manera, una matriz 1xn se llama matriz fila.

Una matriz cuadrada es la que tiene el mismo numerblas que de columnas. Se dice
gue una matriz cuadracex n es de orden. Al conjunto de todas las matrices cuadradas
de orden n con numeros reales lo denotaremos panNugar de M,

Ejemplo2.3. Sean _ 123 _ {2 -3} EntoncesAy B son matrices
A=4 0 51y B=|_ ] cuadradas de orden 3y 2
3 -1 2

respectivament
* Matriz Nula: Si AOM ,»(R)/ & =0 para todo ij, diremos que A es la matriz rddeorden
mxn. y la denotaremos pQxn.
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00O
Oox3=
00O

* Matriz Identidad: Sea¥ (Ij)OM,(R), Si ;= {f S_' '_i J_ diremos queles la
si i=]j
matriz identidad de orden n y la denotaremoslporsimplemente | si no hay dudas sobre el
1 00
. 10
tamano. 21{ J 4=/0 1 0
01
0 01

» Matriz Diagonal: La matriz Al My(R) es diagonal si y sélo si=a0 para todo # j.

2 0 O
D=|0 -3 0
0 0 1

* Matriz triangular superior: Sea [B My(R), A = (g) es una matriz triangular superior si
ysolosig =0 i >j.

* Matriz triangular inferior:  Sea Al Mn(R), A = (g) es una matriz triangular inferior si 'y
solosig=0 0Oi<j.

1.0 0 P
Triangular inferior 020 Triangular superior 0-2 9
380 0 0§

2.3 OPERACIONES ELEMENTALES POR FILAS:
Dada una matriz de orden mxn. Una opéreentre filas es elemental si se corresponde

con uno de los siguientes tipos:

i.  Intercambio de dos filas: que denotaremos pdi o fj

ii.  Multiplicar una fila por un escalar no nulo. Poeraplo multiplicar la fila i por a

fi — Gfi
iii.  Sustituir una fila por ella misma mas un multipatra fila diferente:
if-> fi+aff az0, e #

Matrices equivalentes:
Dos matrices A,BO0 Mmxi(R) son equivalentes si una se obtiene de la otdiante una
sucesion finita de operaciones elementales pa. fila

-1 0 1 1 0 1
Ejemplo2.3 SeaA=| 2 2 -3]| siaplicamos f- f,+2f; obtenemos B=0 2 -1
-3 1 4 -3 1 4

Si a B le aplicamos la operacion 4 f, (intercambio de filas) obtenemos
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En este caso podemos afirmar que A, B
Cz-3 1 4| y Csonequivalentes entre si.
0 2 -1

Matriz elemental.
Una matriz cuadrada A se dice que es elemental gusde obtener de la identidad por medio
de una sola operacion elemental por fila.

100
Ejemplo2.4. Sia|0 1 0] le aplicamos la operacién elemental- f;-2f; se obtiene

0 01
-2

una matriz elemental 0 |. Si a esta nueva matriz se le efectia otra operaci
1

o O -
o O

1 0 -2
elemental entre sus fila como por ejemplof, ~ f; se obtieng0 0 1 |[la cual no es
01 O

elemental

Matriz reducida por filas.
Sea AJ Mmuxn(R), A es una matriz reducida por filas si se veaifjue:

i) El primer elemento no nulo de cada fila no nutale
i) Cada columna de A que contiene el primer elemeatouto de alguna fila tiene ceros
en las demas posiciones.

Matriz escalonada.
Sea AJ Mmx(R), A es una matriz escalonada si se verifica qu
i) Las filas nulas de A (si las hay) estan debajaddilas no nulas.
i) Si dos filas sucesivas tienen elementos no nuidenees el primer elemento no nulo de
la fila de abajo esta a la derecha del primer eitoneo nulo de la fila de arriba

EJERCICIOS Determine si las matrices dadas son escalonaoasducidas por filas:

2 -2 410 3 100
000 O 010
0 3 405 -3 010
A= 1 B=|0 2 3 -1| C=|1 0 0 D=
0 0023 = 0 01
2 001 2 001
0 0004 2 000

Matriz escalonada reducida por filas.
Sea A0 Mmxn(R), A es una matriz escalonada reducida por fdag\ es escalonada y
ademas es reducida por filas.
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Observacion
En la forma escalonada reducida por foddos los elementos situados arriba y abajo del
primer 1 de la fila son ceros.

TEOREMA:
Toda matriz mxn sobre el cuerpo R es egentala una matriz escalonada y reducida por
filas sobre el mismo cuerpo.

3. SISTEMAS DE ECUACIONES USANDO LA FORMA MATRICIA L

a1Xg tagoXo + ... anXn = b
Dado el sistema de ecuaciones|a21X1 +a22X2 + ........ agnXn = bp

amlxl + amz X2 + o aman = bm
a; 8, ... . Gy . -
4 a a Es llamada matriz de los coeficientes
_ _ A rzomooTen del sistema de ecuaciones
i) La matriz: A=
arnl amz a'mn
&1 @ .. an b
) 8 .. an b
i) La matriz: Cs+ . : : es la matriz aumentada del sistema.

8 8mz - &mn bm
iii) Si X es una columna con las incognitas y B es lanapa que contiene los términos
constantes del sistema, entonces AX = B es la representacion matricial del
sistema de ecuaciones.
iv) Si a,a,.....,a, son n constantes que satisfacen las m ecuaciehestéma entonces

diremos que la columna con los valo&gsa,,....., a, €s una solucion del sistema de

ecuaciones.
V) Si b =b,=....=b, =0, se dice que el sistema (1) es un sistema horrogénsu

forma matricial es AX 9.

Vi) Para el sistema lineal general existen tres paddoies: que no tenga soluciones
(sistema incompatible), que tenga una Unica salu@stema compatible determinado)
0 que tenga un numero infinito de soluciones (giateompatible indeterminado).

vii)  Un sistema lineal homogéneo, es compatible, puga® x, =x, =...x, = Q es
siempre una solucion; llamada solucidn trivialeste caso existen dos posibilidades: la
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solucion trivial es la Unica solucién o hay un néamefinito de soluciones ademas de la
trivial.

viii)  Diremos que dos sistemas de ecuaciones son equesks la matriz aumentada de uno
es equivalente a la matriz aumentada del otro.

iX) Si dos sistemas de ecuaciones son equivalentesicestellos tienen el mismo conjunto

solucion.

X) La técnica basica para resolver, un sistema deciernes es la de determinar otro
sistema equivalente al sistema original, cuyascimhes se puedan determinar mas
facilmente.

Xi) Un sistema compatible con mas incégnitas que eon@sj tiene infinitas soluciones.

4. METODOS PARA RESOLVER SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

Para resolver un sistema de ecuaciones existéns métodos que podemos clasificar en
directos e indirectos, entre los métodos direegian: Eliminacién Gaussiana con sustitucion
regresiva, Método de Gauss-Jordan, Regla de Crawé¢odo de la inversa, Factorizacion L.U.
Entre los métodos indirecto se destacan el de Jgailmle Gauss-Seidel.

En este curso trataremos soOlo algunos métaditectos. Iniciaremos con los métodos
basados en la obtencion de sistemas equivalentes.

Teorema

SeanAx = b y Cx = d dossistemas linealegada uno con m ecuaciones y n incognitas. Si las
matrices aumentadalA'b) y (Cid) de estos sistemas son equivalentes por filasnegso
ambos sistemas lineales tienen exactamente lasasisofuciones.

Corolario
Si Ay C son dos matrices de m x n equivalenteggraglones, entonces los sistemas lineales A
x =0y Cx = 0tienen exactamente las mismas soluciones.

4.1 ELIMINACION GAUSSIANA CON SUSTITUCION REGRESIVA :
Procedimiento:
a) Se considera la matriz aumentada del sistema.

b) Se determina una matriz escalonada equivalentenatlé&z aumentada del sistema

c) Se construye un sistema de ecuaciones equivai@ntanterior, donde se detecta
directamente un valor de una de las incégnitas

d) Se usa la sustitucion regresiva para encontrardimses de las restantes incégnitas.

e) Verificar la solucion
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¥ o+ 2y o+ 7z = 3
. . 2 o+ By - 1 = -4
Ejemplo 4.1 Sea el sistema Y _
) . . 3x - 2y - z = 2
su matriz ampliada asociada es
1 2 1 : 3
2 5 -1 : -4
3 -2 -1 : 2

Ahora resolvemos por el método de Gauss sabieneédagprimera columna corresponde a los
coeficientes de l&, la segunda a los de Yala tercera a los de lay la cuarta a los términos
independientes:

1 2 1 3) fa-f22h (1 2 1 3 12 1 3
2 5 -1 -4|of0fts. o 1 -3 -10lo0BDER2Ll0 1 -3 -10
3 -2 -1 2 0 -8 -4 -7 0 0 -28 -87

De este modo, el sistema tiene una solucion Unigee obtendremos mediante la sustitucion
regresiva.

-87 87 87\ -280+261 -19
= = y= -10+3 — | = =
-28 28 28 28 28

X=3

_87_2(—19j_84—87+38_ 35 _5

28 28 28 28 4

Ejercicio: Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:

X1_2X2 +3X3 =11
4X1+X2_X3 =4

2Xl - X2 +3X3 :10

4.2 ELIMINACION DE GAUSS -JORDAN
Procedimiento:
a) Se considera la matriz aumentada del sistema

b) Se determina la matriz escalonada reducida, e@uiteah la anterior .

c) Se construye un sistema de ecuaciones equivadrdaterior, donde se puede ver de
inmediato la solucion del sistema.

d) Verificar la solucion.

Resuelva el sistema de ecuaciones del ejemploitandb el método de eliminacion Gauss-
Jordan.

¥ o+ 2y o+ 7z = 3
2¢ o+ By - 7z = -4
Ix - 2y - z = 2
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Ejemplo 42. El sistema dado englemplo4.1 es

1 2 1 : 3
la matriz ampliada asociadaaéles2 5 -1 : -4
3 -2 -1 : 2

Al igual que en eéjemplo4.1 empezamos a escalonar la matriz aumentactaos
operaciones elementales en las filas.

1 2 1 3) fo-f2h (1 2 1 3 12 1 3
2 5 -1 -4/ofnfE. o 1 -3 -10/o0BDE®2.l0 1 -3 -10
3 -2 -1 2 0 -8 -4 -7 0 0 -28 -87

ya se obtuvo la forma escalonada, ahora procedamesucir.

fp f+lfs 5
12 1 3 10 7 28) - 4 (10 0 4
01 -3 -10/0B0TM® .o 1 -3 -1w0|0fDBBT.|0 1 o0 S8
0 0 —-28 —-87 0 0 -28 -87 0 0 -28 -87
100 2
fa 2L f 4 . .
D020 .o 1 0 ‘2—15? La cuarta columna contiene la solucion slstema de
87
0 0 1 %8

ecuaciones dado.  Verifiquelo.
Ejemplo 4.3 Aplicando el método Gauss-Jordan encuentre tadasoluciones del sistema

X =X, X=X, =2
= 2% +3X, = X3 +2X, =5
4x, — 2%, + 2%, —3X, =6

y después todas las soluciones al sistema homogéoe@do.

2 1 -3)\x a

Ejemplo 4.4  Considere el sistema de ecuaciones-1 0 2 |y|=|b Encuentre los
1 1 -1)z c
valores dea, b ,c para que el sistema sea compatible (tenga solucion

Solucioén.

Aplicando el Método de Gauss se tiene:
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foo fo+lf
2 1 -3a) ~ °2 1 -3 a 2 1 -3
-1 0 2 pjodndet-jo 1 1 p+2|oBTHB. 0 L L b+2
1 1 -1c¢c o1 1 -2 0 0O 0 c-b-a
2 2 2

El sistema dado tendra solucion siempre cjule-a = 0. (c = at+b)

A modo de ejemplo, si tomamos a=2 -B=y c=-1 que satisfacen la condicion

) ) ) 2x+y—-3z=2
anterior  obtenemos el sistema equivalerte y  , _ -
2 2

. Despejando y de la segunda

ecuacion se obtiene y=-4 -2z que sudbtiten la primera ecuacion resulta:
2X+(-4-2)-3z2=2> x=2z+3
Asi la solucion general seran las ternas 3(2i4-t, t) donde t es un pardmetro real. El

sistema tiene infinitas soluciones y se puederrastsoluciones particulares dandole valores
reales a t. Por ejemplo para t=0 se tiene ah&isn (3, -4, 0)

r + ¥y + 2z —-5w = 3
Ejemplo 4.! Resolvamos el siguiente I +5y — z -9y —-3
sistema lineal: i
2x +y —Z + 3w =-11
x -3y +2z +Tw =-5

Solucion: ’
Paso 1 La matriz aumentada de este sistema 2 5 -1 -9:-3
lineal es: 21 -1 3 -1

1 -3 2 7 :i-5
1 0 0 2i-5]
Paso 2 La matriz au_menta_lo_la es equivalente por 01 0 -3: 2|
renglones a la matriz (verifique) |
001 -2: 3
000 0]
Paso 3: El sistema lineal equivalente representado porratdaz es:
X +2w =-5
¥ —3w =

2
z—=2w =3
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Hemos ignorado la ultima fila que consta completat® de N
ceros.  Asi la solucion del sistema lineal es y=2+3r

5. OPERACIONES CON MATRICES:
5.1. SUMA DE MATRICES:

SeanA, BOM,(Rydonde A =(ga) y B =(1k), consideremos la matriz C =;)c
perteneciente & ,,,,(R) tal que ¢=a; + b paratodoi=1,2,3,....m y j=1,2,3,.n. La
matriz C es la suma de A méas B, es decir C = A + B.

Ejemplo 5.1

-2 0 3 51 -1 31 2
Si A= y B= entonces A+B=
1 Y% -4 2 3 2 3 7, -2

Observacién: Sélo podemos sumar matrices del mismo tamafio

5.1.1 PROPIEDADES:

i) La adicion definida en el conjuntoM(R) es und.ey de Composicién Interna.Pues

ella es una funcién que asigna a cada par de mstde My(R) otra matriz del mismo

conjunto.

ii) OA, B, COO Mmxn(R) se cumple que: (A+B)+C = A+(B+C)

iii) 000 Mmxn(R) tal que: A© = 0O+A = A, DA O Mmn(R) O es llamada matriz

nula

iv) OA O Mmxn(R), OBO Mmun(R) tal que: A+B = B+A © . La matriz B se denota
por -A vy se le llama opuesto aditivo de A.

V) DA, BOMmxn(R): A+B = B+A.

Un conjunto no vacio con una operacion donde se gacen las primeras 4
propiedades anteriores se denomina grupo, si adesi&e cumple la propiedad (v) se dice
que el grupo es conmutativo.

* Las propiedades anteriores se pueden resumirdioi que My (R) con la adiciéon es un
grupo conmutativo.

5.2. PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UNA MATRIZ.
Sea AOMx, R y seaa un namero real, consideremos la matrizZl®™ ,,,, R tal)que ¢

=aagparatodoi=1,2,3,....m y j=1,2,.3,,.n. Aestamatriz C se le llama producto del
escalalx por la matriz A. Notacion C gA.
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-2 0 3 -4 0 6
Ejemplo5.2 Si A entonces 2.A=
1 ¥ -4 2 1 -

5.2.1 PROPIEDADES.
i) La operacion multiplicacién de un namero rneat una matriz de M(R) es unaley

de composicion externaen Myn(R) con escalares de R. Puesto que esta operesion
una funcion que a cada par ordenado formado poiorero real y una matriz, le asigna
como imagen una matriz de,\(R).
Sean,yOR y A, Bl Mmn(R) se cumple que:

i) (a+y)yA=aA+yA

iii) a.0=0

iv) 0A=0

V) a.(A+B) =a.A+a.B

Vi) a. (y.A)=(a.y) A=y(a.A)
vi) 1.A=A

5.3. PRODUCTO DE MATRICES

Sean las matriceSAMmyp(R) ¥ B O Mpun(R), llamaremos producto de las matrices Ay
B, ala matriz C cuyo elementp &s la suma de los productos de los elementosfia iae A
por los correspondientes elementos de la colurdedd.

Escribimos C = A.B Dondgj& a; by + a by +..... +@ by (1)

p
Es decir =) aybg paratodo i=1,2,3,..m y paratodolj2, 3,..n

k=1
La ecuacion (1) dice que el i,j-ésimo elementoadmétriz producto es el producto punto del i-
ésimo reglon (fila) de Ay la j-ésima columna denatriz B.

Observa que el producto de A y B so6lo esta definitemdo el nimero de reglones o filas de B
es exactamente igual al nimero de columnas de A
A B = 4B

MmX p pxn mXn

tamarno de AB

Ejemplo5.3:

1 ros) & @ @y ([rayrsh rag+shy rag+sh
S R gt

T 2Y (1 1)y (1-1+20 11+2:2y {1 5
2. 2 4) lo 2} l31+4a 0 31+4-2)7 13 1
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— — 5 -
3 12 o1 [O 2 3 _ZJ— o1 34 /%s 42
' - 1 -1 0 o
3 72 2 4 10 -6

Observaciones:

i) Para realizar el producto de las matrices (A.B)némero de columnas de A debe ser
igual al numero de la filas B.
i) Si A.B esté definido no necesariamente B.A estifide

iii) Si A.By B.A estan definidos, no necesariamen@=8.A

5.3.1 PROPIEDADES

i) La multiplicacion de matrices es una L.C.I en Mn(R
i) Para cualesquiera A, B y C pertenecientes a MréRumplen:
a) A(B.C)=(A.B)C
b) A(B+C) = AB+ AC
c) (A+B)C =AC+BC
i) Existe |0 Mn(R) tal que Al,=1,.A= A
iv) No es vélida la ley de cancelaci@nB = A.C no implica que B=C
EJERCICIOS

1) Dadas AEl ZJ, B%_l OJ y C{:l OJ
2 4 0 1 -1 1

Verifigue que AB=AC peroBC

11 -2 1 -20 0 0 -1
2) Dadas Df2 2 -4| , E41 0 0| y FZ0 0 1
3 3 -6 0 0 0 11 0

Verifique que DE =DF percEzF.

Estos dos casos ratifican queléy de cancelacionque es valida en la multiplicacion de

nameros reales y otras operaciones, en el casaltiplioacion de matricero es valida.

1 0 0 -1 35 -2 -3 5
3) Dadas Q0 ¥ A3-13 5 B=| 1 4 -5
o 1 -3 -1 35 -1 -3 4
2 2
Verifigue que: AB=BA® y J=1 (T denotaelproducto Q.Qy en general, si

A es una matriz cuadrada " AA.AA........ A nveces)
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4) Encuentre dos matrices A y B de tamafio 2x2 @ie (A+ B)? # A% + 2AB+ B2

5) Encuentre dos matrices A y B de tamafio 2x3 gl (A+B)? = A + 2AB+ B

Aplicacion comercial

Suponga que Unicamente dos compafiias rivales, Rap&can cierto producto. Cada afio, la

compafia R conserva % de sus clientes, mientrag.qoeambian a S. En el mismo lapso, S

conserva 2/3 de sus clientes, mientras que 1/3ieaariR. Esta informacion se puede desplegar
en forma matricial como

R S
PELEERTER:
“|3/4 2/3|8

Al comenzar por primera vez la fabricacion del prid, R tiene 3/5 del mercado (el mercado
es la cantidad total de clientes), mientras quierg tlos otros 2/5 del mercado. Denotamos la

distribucion inicial del mercado como:
3/5
Xy =
i
Un afo después, la distribucién del mercado es cgue:
. 1/4 1/3 |[3/5] [17/60
X = = =
VU304 273]2/5] | 43/60
Esto se puede ver facilmente como sigue. Supongamesel mercado inicial consta de k
personas, digamos k= 12000 y que este numero nmoskfica con el paso del tiempo.

Entonces inicialmente, R tiene 3/5 k clientes ye8d 2/5 k clientes. Al final del primer afo, R
conserva Y4 de sus clientes y gana 1/3 de los Asi R tiene:

l{ik] +l[gk] = Ek clientes
415 J 315 60

De manera analoga, al final de dos afios, la distidim del mercado estara dada por:
X, = Ax; = A(4x,) = A’x,

El problema que acabamos de ver es un ejerhploéjeénilena de Markov.
5.3.2 Matriz invertible o no singular
La matriz A0 My(R) es invertible si sélo si existd BMp(R) tal que: A.B =B.A =], en

este caso diremos que B es la inversa de A y latdemos por A

2 5 3 -5
Ejemplo 5.4. Supongamos A :[1 3] ¥ 5:{_1 2]. Entonces:
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aa=(28) (3 5 .(e-5 -0 (1 9,
hro3) 12y l3-3 -s5+8) o 1)
aal? ) (2 9 (B-8 5 (1 9).,
-2} W3} 242 -5+8) Lo 1)
Puesto queAB = BA = I, Ay B son invertibles, siendo cada una la inversa déréa

METODO DE GAUSS PARA OBTENER LA INVERSA

SeaA = (gj j) una matriz cuadrada de orderPara calcular la matriz inversaAeque
denotaremos com&1, seguiremos los siguientes pasos:

Paso 1.Construir la matrin x 2n M= (Ail) esto esA esta en la mitad izquierda ey la
matriz identidad en la derecha.

Paso 2.Se utilizan operaciones elementales por filasmadtaiz M de modo que la matriz A
llegue a su forma escalonada, reducida por filas.

Paso 3. Se comprueba si A es invertible:

a) Silaforma escalonada reducida por renglones dg l& matriz identidad I,
entonces A es la matriz que se tiene a la derecha de la bertiaal.

b) Silareduccion de A conduce a un renglén de certssizquierda de la barra
vertical, entonces A no es invertible.

. . . . _ 2 -3
Ejemplo5.5 Usar el método anterior para hallar la inversaadedtriz A{Ar 5 }

3 1
I
0 31 3l 1 1
2 -31 0] f-tr |1-22 o 1-21 2 o] f2.te2
[ T }DD 2.0 22 T|\oHoBFHUHL|T 22 |ooo®o-
4 601 4 60 1 0 12-2 1 011 1
6 12
10211 11
flafl+§f2 4 8 4 |4 8
Oooo8d- A=
211 211
0 %% 12 6 12
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1111
e, 2 -3/ |4 8 4 8 2 -3/ |10
Verificacion . = . =
4 6 1 1 1 114 6 01
6 12 6 12
1 0 2
Ejemplo 5.6 Encontrar la inversadeA={2 -1 3
4 1 8
Primero construimos la matrid = (Ai 1),
102+ 10 M 1 0 2 1 0 0
M=12 -1 3 :0 10| ~ |0 -1-2-0 3-2-2 0-2 1-20 0
4 18 100 7 0 1-4.0 8-4-2 0-4 0 1-0
1 0 2 1 0 0O)
~10 -1 -1 ¢ -2 1 0}, luego se coge como pivote ax. = -1,
0 1 0 i -40 1
1 0 2 ; 1 0 0 1T 0 24+ 1 00
~l0 -1 -1 : -2 1 0 ~l0 -1 -1+ -2 1 0]~
0 0 0-(-1) i 4-(-20-1-1-0) \0 0 1 B -1 -1

La mitad izquierda dM esta en forma triangular, por consiguie#tes invertible. Si
hubiera quedado toda una fila con ceros en la nAitaelM, la operacion habria terminado
(A no es invertible).

A continuacion, tomamos como pivaigs, ponemos

ceros encima de éste y seguimos operando hasta que oot 22

nos quede una matriz diagonal. o R
o 0 1 B -1 -1

Ya que la matriz colocada en la mitad izquierda es

diagonal, no hay que operar mas. Transformamos la roo a2 2

matriz diagonal en una matriz identidad; para letlp ~[0r o -4 0 1

que multiplicar la segunda fila por -1: oo1i & -1 -1

La matriz que ha quedado en la mitad derechM dg la matriz inversa d&

-1 2 2
Al=l-4 0 1}
E -1 -1
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Para comprobar si el resultado es correcto, seegeoa multiplica®A 1, teniendo que
dar como resultado la matriz identidad

Comprobacién AAL=
1 0 2y (-1 2 2Y {-11+0+12 2+0-2 2+0-2
2 13| -4 o 1l=|-22+4+18 4+0-3 4-1-3]=
418 B 1 1) l44-4+48 8+0-8 9+1-8
100
=lo 1 o]=y
0o
1 -3 4
Ejemplo5.7 Sea: AR2 -5 7
0 -1 1
1 -3 41 0 0O 1 -3 10 0] fi.fmaf2 [1 0 1-5 3 0
A=|2 -5 70 1 oloPoFBHlo 1 -1-2 1 oo™ lo 1 -1-2 1 0
0 -1 10 0 1 0 -1 1001 00 0-211

La matriz A no puede reducirse a la matriz ideadigor lo que se puede concluir que A
no es invertible.

5.3.2.1Propiedades:
i) Si Aesinvertible, suinversa es Unica

i) SiA es invertible, entonces su inversa Aambién es invertible y ademas A = A

iii) Si Ay B son invertibles del mismo tamafiot@mces A.B es invertible y ademas

(A.By'=B*A™"
. . . . el n . . n -1 -1 n
iv) Si A es invertible entonces y n es un enfasitivo A" es invertible y(A ) = (A )
v) SiAesinvertible y es un real no nulo entonces.A es invertible y ¢A) ™ = EA'1
a

Demostracion
i) Sea A una matriz invertible y supongase que Bspi€inversas de A.
Por ser B inversa de A se cumple que AIB Si ahora multiplicamos por la izquierda
cada miembro de la igualdad por C, obtenemosABL€ C.I. Luego asociando tenemos
(C.A).B=C. Como C esinversade A entonce®A €I. Asique 1.B=C Yy finalmente



Prof. Luis Nufiez Matrices, Sistemas de ecuaciomesles y Determinantes 21

se obtiene que B = C . Por lo que queda probadasiguna matriz es invertible no existen

inversas diferentes y por lo tanto es su inversames.

iii) Sean Ay B dos matices invertibles del mistamario (orden n). Entonces existen
At y B?

Como A, B, A y B son matrices cuadradas del mismo tamafio entoristere
A.B y B™.A" las cuales también son cuadradas de orden n.

(AB).(B'AY) = A.(B.B).AT = ALAT=AAT=]| Analogamente
(B*'AY.(AB)=B.(A1A).B = BY1.B=B'B=|

Con esto queda probado que AB es invertible yngersa denotada por (ABps B'A™
Se deja la demostracion de i, iv y v al estméector.

TEOREMA:
Toda matriz elemental es invertible.

TEOREMA:

Para cada matriz cuadrada A sobre R, las sig@iafitenaciones son equivalentes:
)] A es invertible

i) A es equivalente por filas a |.

iii) A es un producto de matrices elementales.

5.4 TRANSPUESTA DE UNA MATRIZ:

La transpuesta de una matriz A de orden mxn, septada por Aes la matriz que se obtiene

de A cambiando las filas por las columnas. $i Mmy(R) entonces AQ Mpym(R).

En general:
A G ... Ay a; Qy . 8y
a, .. a
A= a_21 a_22 entonces A= a_lz 22 m?
anﬂ a‘mZ e amn ain a2n e amn

5.4.1 Propiedades:
Para cualquieA , BOMmn(R) y O kOR se verifica que:

) (AT) T=A.
i) (A+B) T = AT+ BT Verificar con ejemplo
i) (KA) T = kAT

iv) Si A es invertible entonces'Aambién es invertible y se cumggle” ) t= (A T
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V) Si ADMmn(R) y BOMnso(R) entonces (A.B)=B'.A" Verificar con ejemplo

Matriz simétrica.  Diremos que AJ Mn(E) es una matriz simétrica si A A.
Si AT = Aentoncesig= g [i.]

Matriz antisimétrica Diremos que AJ Mn(R) es una matriz antisimétrica si A= -A.
Si A=-Aentoncesig=-g Oij y &=0 Qi

Ejemplo5.8 Consideremos las siguientes matrices:

2 -3 4 o 3 -4
100
A=]-3 B ¥ B=|-3 0 &] C= 010
5 7 -8 4 -5 10

Podemos observar que:
A = A. Siendo asiA es simétrica.
B = -B. Por lo que B es antisimétrica.
Cno es cuadrada; en consecuencia, no es ni simptr@cdisimétrica.

Observaciones: Verificar con ejemplos

i) A.AT es simétrica para cualquier matriz A

i) A+A" essimétrica para cualquier matriz cuadrada A

iii) A-A Tes antisimétrica para cualquier matriz cuadrada A

iv) Toda matriz cuadrada se puede expresar como lademnaa matriz simétrica con una
antisimétrica. Esto es posible debido a la sigeiéggialdad

:%(A+A N+ %(A-A ™) * La demostracion es inmediata.

Matriz ortogonal
AOMN(R) es ortogonal siséloy si AA AT.A=1. Esdecir A=A"
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5.5 USO DE LA INVERSA PARA RESOLVER UN SISTEMA DE ECUACIONES.

Supodngase que se quiere resolver el sistemaudeienes lineales cuya representacion
matricial esA.X = B, donde A es una matriz cuadrada nxn invertibless una matriz
columna nx1 que contiene todas las incognitasynasolumna nx1 con los términos
independientes.

Primero se procede a encontrar la inversa detedavA. Luego

AYAX)=A"'B (multiplicando por la izquierda ambos miembros por’
(A'A)X= A'B (aplicando la propiedad asociatigdalmultiplicacion matricial)
IX=A"'B ( sustituyendo’A por 1)

X=A"'B (usando el hecho ques Elemento neutro de la multiplicacion)

De esta forma se obtiene la solucién X = A'B

Ejemplo 5.10. Resuelva el sistema:
2 4 3)\x 1
01 -1|y|=|-3
3 5 7 \z 6

2 4 3
Previamente se ha calculado la inversa de la mdeilos coeficientesg 1 -1
3 5 7
o 4 -13 -7
2 4 3 g g
o1 -1 ={-1 = =
3 5 7 3 3
4 2 2
3 3
4 -3 -7
3 3 1 3
Asi, la Gnica solucién estadadapo= X'B=|_1 2 2 |_3|-|_»
3 3
6 1
4 2 2
3 3

Efectle vy verifique esta soluciéon
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Este método es valido cuando la matriz de los ciesfies del sistema es cuadrada e invertible.
Ademas el método es util cuando se tiene la mavezrsa, pues, encontrar la matriz inversa es
muy laborioso.

Aplicaciones

Este método es util en problemas industriales. Msichodelos mateméaticos se explican por
medio de sistemas lineales. Esto significa quessiitd§izan como entrada valores (que se
pueden ordenar como la matkzde n x 1), entonces se obtienen m valores comdes@ue se
pueden ordenar como la matBale m x 1) mediante la reghaX = B. La matrizA esta ligada

de manera intima al proceso. Asi, supongamos queageso industrial tiene cierta matAz
asociada a él. Cualquier cambio en el proceso ppsutfucir una nueva matriz. De hecho,
hablamos de unaaja negra lo cual significa que la estructura interna delceso no nos
interesa. El problema que aparece con frecuence& andlisis de sistemas es el determinar la
entrada por utilizar para obtener la salida deseada

Ejemplo 5.11 (Proceso industrial)
Consideremos un proceso industrial cuya matriziadaes A. Si Bes la matriz de salida:

13 _1 _1
) ) 2 38 8 5

— A —| _15 1 -
X=A"B=|-% 1 318/=1
% 0 —% 32) (2

6 FACTORIZACIONES LU DE UNA MATRIZ:

Supongamos gque tenemos una matriz cuadkatkaorden n, si encontramos dos matrlcgs
U, siendo. una matriz triangular inferior de orden fJyuna matriz triangular superior de
orden n tal que:

A=L.U
Entonces se dice que hemos conseguidactarizacion LU de A
0 queA tiene una descomposicion LU.
Este método nos va ser de utilidad a la hora devesssistemas de ecuaciones

Se mostrard cOmo expresar una matriz cuadrada aonpooducto de una matriz triangular
inferior denotada comd. por una matriz triangular superior que denotamos Uh. Las



Prof. Luis Nufiez Matrices, Sistemas de ecuaciomesles y Determinantes 25

notaciones corresponden a las palabras inglésager y Upper. En principio suponemos
gue A es invertible, mas adelante extenderemos para A de cual@uiefio.
Veamos el siguiente ejemplo.

1 3
Sea A=(2 5] si aplicamos la operacion elemental — f, -2f; obtenemos la matriz

1 BJ
B=
o —

Si a la matriz identidad 2x2 le aplicamos la mismeracion elemental se obtiene

1 0 1 0)(1 3 1 3
E= . Observe que EA= = =B
-2 1 -2 1){2 5 0 -1

Esto no es casualidad, aplicar operaciones elefesnga una matriz A es equivalente a
multiplicar A por la izquierda con la matriz elentedrcorrespondiente a la operacion elemental
aplicada.

Usaremos esta informacion para deducir la factoidralLU de una matriz invertible.

Supongamos que A es una matriz cuadrada e inveddlbrden n y ademéas supdngase que A
se puede triangularizar usando j operaciones el@ahesrde filas del tipo Il {, - f, —2f;).

Como cada operaciéon elemental equivale a multiplpga una matriz elemental, podemos
generar E B, ..., E matrices elementales de modo que .

E,IE,E;A=U (1)
suponiendo existe L y multiplicando por L@\ se tiene
LE;lUE,EfA=LU peroLU =A
L E; IE, E; A= A comoA esinvertible
L E;E,E = I, = L=E'E'OE" (2)
Sabemos que toda matriz elemental es invergbieiemos que en éste caso ademas
Ei, B, ... son triangulares inferiores , con solo elemeritosn su diagonal principal por

tanto sus inversas también lo son y luego su ptodasi entonces L es triangular inferior
con solo elementos 1 en su diagonal principal.

Asi A=LU
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Obtener L =E;'E;'--Ej' encontrando las matrices elementales y luegotiéniolas

puede ser considerarse como un proceso muy lapgeg practico. Por lo que obtendremos L
de una forma mas sencilla.

Después de triangularizar A (obtener U), se obselas operaciones elementales aplicadas y
se aplican a la matriz identidad las operacionesrgas en el orden contrario al utilizado para
obtener U. Esta secuencia de operaciones elemerplieadas sobre la Identidad, da como
resultado la matriz triangular inferior L.

Ejemplo 61:
2 4 6
Encuentre una factorizacién LU de la matriz/A=5 6
31 -2
24 6 fa-f=2fi (2 4 6 2 4 6
45 6 |08 .0 -3 —6 |0BHTE .0 -3 6| = U
31-2 0 -5 -11 0 0 -1

Para obtener L se realizan las operaciones etatasninversas en el orden contrario al que se
uso para obtener U y partiendo de la identidad

100 s (too (100 100
01 olodnBef.lo 1 olod0beal-|o 1 olofrnetaiiLl2 1 o]=L
5 3 5 3 5

Verifigque que LU=A

Teorema
Sea A una matriz cuadrada de orden n. Si A se prgelieir mediante operaciones por filas a

una matriz triangular superior U sin hacer interoende filas, entonces existe una matriz
triangular inferior L con unos en la diagonal, qale A= LU. Ademas si A es invertible esta
factorizacion es Unica.

11-2
Ejemplo 6.2 Sea A=|2 2 -4| vamos a obtener dos factorizaciones LU
33 -6

11 -2 fofo2fp 11 -2
22 -4l0BoELloo o |=u
33 -6 00 0
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100 100 f2-f+2f; 100

010 0bnti_ o10/000Bm-|210|=L

001 301 301

Verifique que LU=A
11-2 100

Haciendo un nuevo proceso se puedeobteder |00 0|y L=l2 1 0| de manera
00 O 311

que L.U=A. Se dejade ejercicio la obtendéresta Ultima factorizacion

Observaciones:
i) Los elementos de la diagonal de L son todos iguales

i) El procedimiento anterior se puede llevar a cabentrés no se requieran intercambios
de filas para poder reducir la matriz A a la fortn@ngular superior.
iii) Esta factorizacion se puede aplicar en casos thicesano cuadradas por ejemplo
1 -12 -1 1 0 0|1 -1 2 -1
2 0 1 4|={2 1 0|0 2 -3 6| dondela matriz U en este caso no es cuadrada

9 7
6 3 2 1 65100520

y por lo tanto no la calificamos como triangulan, embargo satisface algunas condiciones que
nos pueden ser Utiles en algunas aplicaciones.

6.1. USO DE LA FACTORIZACION LU PARA RESOLVER UN SISTEMA DE
ECUACIONES:

Supongamos que se requiere resolver el sistemaB\donde A se puede reducir a una matriz
U triangular superior (triangularizar), sin haocsercambios de filas. Entonces el sistema se
puede escribir combUX = B. Donde L es triangular inferior invertible con @alnos en la
diagonal principal. Luego existe un Unico vedtdal que: LY =B (Y= L'l.B)

Resolviendo el sistema UX=Y por sustitucion esigra. Se obtiene la solucion del sistema
AX=B. Esdecir: AX=LUX=L(UX)=LY =B. Ashuestro sistema esta resuelto.

Ejemplo 63: Use la factorizacion LU para resolver el sisielX= B, donde:
2 4 6 X 18
Ax4 5 6 |, X3 %, Bx24
31 -2 X3 4
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2 4 6\(x) (18 1 00)(2 4 6)\(x 18
45 6 |x|=|24] = |2 1 0[|0 -3 -6||x| =|24
31 -2)x 4 3 210 0o -1)(x 4
-1
2 4 6)\(xn 100 18
= |0 -3 -6||x| =[2 1 0| |24
0 0 -1lix) (221 4
2 4 6)\(x 1 0 o0)|(18
= |0 -3 -6||x| =|-2 1 0|24
_ 1 _5
0 0 -1)(x e -2 1)\ 4

2 4 6)(x 18

= |0 -3 -6||x| =|-12
0 0 -1)(xg -3
o, . . L _ _ —12+18
usando sustitucion regresiva se obtienez =X, -3x—6(3) =-12= x= 3 =-2

2% =18-4(-2)-6(3) = x =4 solucién (4, -2, 3) Verifique la solucién

Ejemplo 6.4 Resolver
2%, —3X, +2%,=10
—4x, +8x,—3x,= 20
—2X, +5X, 2%, =30

Solucioén:

2 -3 27 f-fht2fy [2 -3 2 2 -3 2 1 00
A=|-4 8 -3|okobe_lo 2 1/o60%THB .o 2 1|=u L=|-210

-2 5 -2 020 00 -1 111

AX=b - (LY=B L UX=Y)
Resolvemos los dos sistemas por sustitucion

yy = 10 10
Primero resolvemos LY =B= -2y;+y,=20 y se obtiene Y £40
“Y1tY2+y3=30 0

2X1 - 3X2 + 2X3 =10 35

Luego resolvemos UX=Y= 2% +X3 =40  resultando X 20
— X3 =0 0
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Supongase ahora que para triangularizar la matge fequieren algunos intercambios de filas,
estos intercambios de filas son el producto deipligiiciones por matrices elementales, sea P
el producto de todas las matrices elementales mqpdupen los intercambio de filas necesarios
para triangularizar A. Si consideramos la matri &sta no requiere intercambios de filas y por
lo tanto se puede factorizar en la forma LU. Be esaso el sistema lineal AX=B se resuelve
siguiendo el proceso siguiente.

AX =B = P(AX)=PB= (PA)X = PB= (LU)X = PB= UX = L(PB) este ltimo
sistema se resuelve por sustitucion regresiva.

EJERCICIOS PROPUESTOS:

1.- Estudie como usar el método de factorizaci@ndo se requiere realizar intercambios de
filas en el proceso de triangularizar la matrizakgobtener U y resuelva este sistema .

2 13 X -1
4 25 Xo | = 2
—210)\%) |3

2.- Resolver el siguiente sistema usando la savkrego por factorizacion LU:

X+y-z=7
4x-y+5z2=4
6x+y+2z=20
2 17
3.- Escribir la matriz A¥4 3 5| como un producto de una matriz triangular infe¢igr
216

una matriz triangular superior (U), es de&ir LU.

4.- Resuelva cada sistema dado a continuasiando la factorizacion LU.

1 2 -1 4)x 3
2 1 7Y(x) (6
0 -1 5 8|y| |-11
a4 3 5|y|=|1 =
2 3 1 4|z 4
2 1 6)\z) |1
1 -1 6 4)\w) (-5
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MODELO DE EXAMEN :TEMA SISTEMAS DE ECUACIONES LINEA LES

1) Resuelva el sistema (a), usando el método de la inversa y factorizacion LU, el sistema
(b) usando el método de Gauss con sustitucion regresiva. Si existe mas de una solucion,
dé la solucion general y una particular.

X+3y+5z+10w=2
2x+3y+z=3

-X-2z-4w=4
a) { x+2y+z=1 b)
2X+4y+8z+16w=0
-X+4y=-2
y+z+2w=2

2) Determine todos los valores de a para los cuales el sistema lineal
X+y-z=2
X+2y +z=3
x+y+(a2 -5)z=a

a) no tenga solucion b) tenga infinitas soluciones c) tenga solucién Unica

3) Dadas las matrices

-1 2 -4 2 0 1-51 1 0 0
B={ 2 0 -2 -3| C=| 3 0-2 -3 A=o%2‘31
0 -1 1 4 -21 0 1 0 -1 __\/E
2 2
Efectle las siguientes operaciones: a) B+2C b) B'.C c) A?-2A

4) Sabiendo que A es una matriz de orden 3x4, B es una matriz de orden 4x4,y C es una
matriz de orden 4x1, D es una matriz de orden 1x4, sefiales cuales de las siguientes
operaciones estan definidas ( indique el orden de la matriz resultante )y cuales no estan
definidas.

D.C

AT.C

(B.C)'

B.D'+C

C.AT

A.C+D
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5) Suponga que A, B y C son matrices de orden nxn, invertibles y con elementos reales, a es
una constante real no nula. Diga si las siguientes igualdades son verdaderas o falsas. Se
requiere justificacion.

Columna Justificacion

(A—l_ BT)—l - (B—l)T_A

(aC+BA) '=B'AT +aC’

(A+B)-(A-B)= A?-B?

CB+I=(B*+C)B

(B+A™)'=B+A

(C.B)C'=B

C'B*=(ABC)™.A

A(B+C) =AC+AB

-1 4 _ T _
6) Sean A, X matrices de orden n tal que [AT .XT] —[XT Al +[X 1.AT] =1, Despeje

la matriz X
111

7) CalcularB" paralamatriZB=|0 1 1|, nesun numero natural.
0 01
8) Balancear la siguiente reaccion quimce, +O, — CO, +H,O. Esto es la combustion

del metano. (Use sistemas ecuaciones lineales)

. . m 0O , .
9) Determina los valores de m para los cuales la matriz X = (0 2} satisface la ecuacion

xz—gx+|:a



Prof. Luis Nufiez Matrices, Sistemas de ecuaciomesles y Determinantes 32

7. DETERMINANTES

A cada matrin-cuadrada A= (aﬁ ) se le asigna un escalar particular denominado

determinante dé, denotado por det (A) o | A|, tal desighace hace siguiendo
una regla (funcién ) que describiremos a contiraraci

Los determinantes de orden uno y dos se definen sogne:

1 Az

= Apdzz - MEEp
21 Faz

I';l11|:a11

Asi, el determinante de una matriz 1x] = (@,,) es el propio escalar ,, es decir,

det @) = | =2,

Ejemplos 71.

a) Dado que el determinante de orden uno es el mestalar, tenemos det (24) = 24,
det(-3) =-3, det (35) = X+5.

35 B B
b) ‘2 1‘—|:3:n:1:|-|:5:n:2:|—3-m— 7
2 -3
‘1 _4‘=u2:u:-4:|-(-3:u:1:|=-B-lz-3:|=-a+3=-5.

DETERMINANTES DE ORDEN TRES

Consideremos una matriz 3x3 arbitrakia (a.”. ). El determinante da se define como

sigue:
;1 Fz A

det (A) = | 8n @ 8 | = Sgdgfas + 3yp88y + Snfgndy - Sadpdy - ,8,8,,-a,,a,.3,
A Fp An

Obsérvese que hay seis productos, cada uno forpmdbres elementos de la matriz.
Tres de los productos aparecen con signo positimeservan su signo) y tres con signo
negativo (cambian su signo).

Para calcular los determinantes de orden tresigeleste diagrama puede ayudar a
resolverlos:
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3
%3 (Para los tres productos positivos).
& 2 B

2 | (Para los tres producto s negativos).

25 33

Ejemplo 7.2 Calcular el valor del determinante:

32
02 =51 = @E2E) + (D)0 + MM - CAa00 - O)EE) - 83 =
=201 4

=24+20+0-(-4)-015)=44+4+15=63
El determinante de la matriz 3x8= (a”. ) puede reescribirse como:

det &) = a11(322333 ) 623832) ) a12(821a33 ) azsasl) + 613(321332 " 88y) =

Faz Fag Fx  Fa a1 Fm

= an

i Fag Fy T Fy T

gue es una combinacion lineal de tres determinal@esden dos, cuyos coeficientes
(con signos alternantes) constituyen la primeeadé la matriz dada. Esta combinacion
lineal puede indicarse de la forma siguiente:

B | #n Fm Fxm | Tz 8n Fm 8p | YR Fn fn 4n
&y @p dy 81 A3 fu 8y dp 4

Notese que cada matriz 2x2 se obtiene suprimienda matriz inicial la fila y la
columna que contienen su coeficiente.

Ejemplo 7.3, Para ilustrar esta propiedad, la aplicaremos eahgjo anterior :

3 2 1 3 ....... 2 ........... 1 3. ...... 21 3 ...... 21
02 -5|=302 5[-2002-5]|+«1/02 &=
2 1 4 214 -2 1 4 21 4
A2 51,10 5,02
= - + =
1 4 -2 4 -2

= 3(8+5) - 2(0-10) + 1(0+4B9 + 20 + 4 = 63
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Para definir determinantes de ordenes superioredoa se dan dos definiciones previas y
después una regla general para obtener el deter®ida una matriz cuadrada de cualquier
orden.

1) DEFINICION DE MENORES DE UNA MATRIZ:

Sea A una matriz cuadrada de orden n sobre gbairerLa matriz de orden n-1 obtenida de A

al eliminar la fila i y la columna j se denota Py (A) y se le llamaij—€simo menor de A

2) DEFINICION DE COFACTORES DE UNA MATRIZ:
Sea A una matriz cuadrada de orden n sobre el@lerglij—ésimo cofactor de Adenotado
por A; se define como:
Aj= (-1)" det (M(A))
3) DEFINICION :
Sea A una matriz cuadrada de orden n sobre el @lRrl determinante de la matriz A,
denotado por det(A) o bién pd)A |, se define mediante la siguiente regla:
a) Sin=1, es decir A= (19, entonces A | = a;
b) Sinx2, entoncedA| = > a,.A,  paraalginifijo

k=1

Asi  det (A) ms.dint+ a2 A +........ + & Ain

SiA=(a,) esunamatriz de orden arbitrania n . Para calcular el def\| se procede
de la siguiente manera:

& &, o
i 12 1m
a - = 4
EY T A 22 2 12 15 Mz ... Ha
— n+1
a1l - oy . (-1) .Hh1 Faz ... RBag |
a 8 a =
84 @ ... o = - - -

Los signos se van alternando segun la posicioroqueen las entradas del
determinante.

Ejemplo7.4.
3 2 0 -1
) 5 1
Calcular el determinante de 4 = .
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Si observamos la matriz, podemos ver que en l&rercolumna hay dos ceros. Asi
pues, si tomamos las entradas de la tercera colpemaacalcular el determinante, nos
ahorraremos calcular dos determinantes, ya quedupto de un determinante por cero
es cero.

3 2 -1 3 2 -
det(d) = -1 |4 -2 1|-(-31 & 0= -1-12+0-4-16-3) + 3(15+0+2+20-2-0)
o1 2 4 -2

= -1(-35) + 3(35) = 35 + 103.40.

7.1. PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Las propiedades basicas del determinante songaiestes:

. T . .
1. El determinante de una matAzy el de su transpuest# son iguales, es decir,

A=

2.SeaA una matriz cuadrada,

1 SiA posee dos filas (columnas) iguales, necesariamel4 = 0.

1 Si A es triangular, esto e&,so6lo tiene ceros por encima o por debajo de igodial

principal, entoncel4 es igual al producto de los elementos de la didg&sadecir
det(A) = araz - - an

3. Supongamos qu® se ha obtenido d& mediante una operacion elemental entre filas
0 columnas,

1 Si se han intercambiado dos filas (columnas),d@8| = - A|.

Si se ha sumado un multiplo de una fila (colunanatra, entonceB||= A|.

Si se ha multiplicado una fila (columna)Aleor un escalak, B| =Kk|A|.
4._Se_aA cualquier matriz cuadrada de orden n, son equiteddos siguientes
principios:

A es invertible, es decif tiene inversa-1.

El determinante d&no es nuloA|20. vy |A?] = 1

A

5. El determinante es una funcion multiplicativa.desir, el determinante del
producto de matrice& y B es el producto de los determinanté®| = A| B|.

6.Sean A una matriz cuadrada de ordena up escalar, entonces dei) = a".det(A)
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EJERCICIOS RESUELTO: CALCULO DE DETERMINANTES

1.-Calcular los siguientes determinantes:

&)

1 -2 I 1
3 A -2 -4

Bl 1 -3 2 1 -3 2 3 10

cl |2 1 0 4 o -1 2 2
o -1 2 -1 4 1 & 2
5 4 -3 2 3 -8 -2 0
1 0 B -2 1 2 4 -2
A 2 e =5+ =1 ? = 12-£2) = -12+42 = -10
35__|:_:I_ B —2—4___|:_:|__+__'
Bll1 -3 2
5 2 =7 | =al haber toda una fila nula, el determinante da como resultado = 0.
o 0 0
1 -3 2
F 2 7| =2+48+0-16-0-14)-0 = B6-16+15 = 35
4 0 1
3 10
2 -2 4= -42+20+0-0-14-0 = -36.
5 07
el |2 1 0 4
o2 -t o S Sl s alala 2 )
5 4.3 2\ 0 B -2 05—2_4—32_
1 0 B -2
= 2(-6-24+16+%(4-24+6)-1(4+12-16-3) = -24-110+3 = -131.
o -1 2 2
TS RPN DOl B P
3_B_ED__H14—2_124_
1 2 4 -2

= 1-(16+0+24-(-43)-0) -2- (-128-2+30-(-40)-12-(-16))
= 74-2-(-56) = 7421= 186.
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7.2 ADJUNTA DE UNA MATRIZ

La adjunta de una matriz cuadrada A con elemeaitgas cuerpo la denotaremos por Adj(A) y
se define como la transpuesta de la matriz quédtasdel sustituir cada elemento por su cofactor

PROCEDIMIENTO PARA OBTENER ADJ (A)

1) Dada A
2) Hallar los cofactores de A y formar una matrizc8mo sigue.

M1 A2 . A
o1 A2 . Mo
Al A2 - A
3) Adj(A)=BT"
’3'11 ’3'21 "ﬂ'.-'ﬂ
adjﬂ.: ’3'12 ’3'22 . ’ﬂ'ﬂz

Ejemplo 7.5 T 2 -1
sea =10 -3 2|
2 1 5

Los nueve cofactores d& son:

-3 2 7 0 2 p 0 -3 ;

-+ - - - - = -+ =
’ﬂ'ﬂ 15 ’ﬂ'IE 75 ’ﬂ'l3 g 1

) 2 -1 S A= 1 -1 7 oa- 12_3
R ) R PN R A

) 2 -1 -1 ) 1 -1 - 5 ) T 20 3
’431_ -3 p, - ’432_ 0 p, - ’433_ 0 -3 -

La transpuesta de la matriz de los cofactoresianésrproporciona la adjunta éde

-7 -1 1
adjd=| 4 7 -2

a] 3 -3
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7.3Aplicacion de la adjunta para hallar la matriz irersa
Para toda matriz cuadrala A-(adjA) = (adjA) - A= Al

g1 :
De este modo, i|[# 0, AT = H[adl A

Observemos que esta propiedad nos perniitgg par otro método la inversa de
una matriz.

1 2 -1 7 -1 1
Ejemplo 7.6 A=[EI -3 2], adj,ﬂ.:[ 4 7 —2]
2 1 5 B 3 -3
1 2 -1
detA=|0 -3 2|=-15+8+0-6-0-2=-15 20,
y el det@): 5 1 =

Asi pues, aplicando la propiedad anterior:
=17 -1
1

A1 = —(adj &), obtendremos: at=-psl 47 -2
A 53 -3

EJERCICIOS RESUELTOS. Calcular, por la propiedad anterior, la inversaade
siguientes matrices:

R A_12 B_3-1
) 124y T2 os)
3 2

b) [
A=12 5 0O
g -1 -2

a) Primero hallaremos el determinante de la métriz

2 , . . .
det 4 = ‘E 4‘= 0; como el determinante es cero, no existe la nversa de la matriz A
-1
det 2= =15 +2=17.
5
El siguiente paso es hallar la adjunta de la mBtrasi pues, los cofactores Blson:

B,=5 B,=-2

B,,=1 B,=3

21
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y la adjunta d@, denotada por ad, sera

d'5'51
ad B 5 4]

afe 1y
Aplicando ahora la propiedad 5“=ﬁ[adjﬁ)= 5-1=l?[2 3] [ s ]

-7 3p7)

b) Empezaremos por hallar el det

T -3 2
detd=|2 &5 0|=-10-4-12=-b.
o -1 -2

Los cofactores dA son:

5 0 0 2 0 2 5

=+ = - = - = =+ = -
T -1 -3 A2 n -2 3 o -1
-3 2 2 1 -3

’421:_‘ -1 -2 ‘:_B ,422=+

-3 2

1T 2
’431:1- 5 D‘:_1D ’%2:_‘2 D‘:d ’ﬂ'33:+

La transpuesta de la matriz de los cofactoresiamtsrproporciona la adjunta éde

10 -8 -10
adjs=| 4 -2 4]
21 1

Aplicando la propiedad de la matriz inversa obtevefml:

| -0 -8 -10 513 443 5A13
A :_[ )_E 4 -2 4= simplificando, A7 =]-2013 M3 2013
| B 21 11 113 -1426 -11/26
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EJERCICIOS PROPUESTOS:

1. Calcular|A, [B|, [C|, y |D|, triangularizando las matrices A, B, C y D.

1 2 3 2 5 -3 2 2 0 -1 2 1 3 52
A=|2 3 4| B=|"2 "3 2 -5 ~_|3 2 -2 -3 _|0 -134
34 6 1 3 -2 2 0 -2 -2 2 2 1 96
-1 -6 4 3 2 3 0 -1 3 2 48
RespiA=-1, |B=-4, |C[=-32, |D|=160
2 -1 1
2.SeaA=1 -1 2| calcular: ajd y b) A usando laAdj(A).
1 2 -1
i 11
2 6 6
Resp|A=-6y ,+_-[_1 1 1
2 2 2
215 1
2 6 6
3. Encuentre los valores reales o complejosidales que det(Ad)=0 para
2 -1 1 -2 2 -3
A=|1 -1 2 y para =2 1 -6| donde |es laidentidad 3x3
1 2 -1 -1 -2 0

4. Demuestre que si A es una matriz cuadradgual A=1 entonces Det(A}¥d

5. Para cada una de las siguientes matrices, detera)ria matriz de los cofactores, (b)
adj(A),  (c) A. Adj(A), (d)detA y (é)* siexiste.

1 2 -
cosi 0 -send 3 2 -1 0 3
2 -1 4 O
A= 0 1 O B0 4 -3 03213
send 0 cosi 1 -2 2
0 -1 3 -2



Prof. Luis Nufiez Matrices, Sistemas de ecuaciomesles y Determinantes 41

6. Seanfxi,y1) Yy B(X,Y) dos puntos del plano cartesiano. Demuestre gigeidddad

Xy
X Y1 1=0, representalaecuacion de larecta que pas&py P

X2 Yo

7. Sean Ay,a), B(b,b) y C(g, ) tres puntos del plano cartesiano. Demuestre que
8 a
el é&rea del triangulo cuyos vértices son A,B s igual alb b,
G €
8. Determine en cada caso si la proposicion etadera o falsa. Justifique su respuesta,
mediante un contraejemplo si es falsa o @maodtracion en caso de ser verdadera:

a) Si Ay B son matrices equivalentes, entonces & dedetB.

b) Si Ay B son matrices cuadradas de ordeantonces det(A+B) = detA + detB

c) Si A es una matriz cuadrada con dos filas iguaitsnees detA=0

d) El determinante de toda matriz elemental es iguall

e) Si B se obtiene de la matriz cuadrada A realizan@osola operacion elemental entonces
detB = detA

f) SiAyB son matrices cuadradas de orden n yuhasnatriz invertible de orden n
entonces tal que se cumple que ABP entonces detA=detB

g) Considere la matriz B del ejercicio 5 (anteriorgguelva la ecuacion det(B)=0, donde\

es una variable real (incégnita) e | es la ideutida orden 3.

8. REGLA DE CRAMER
Los pasos a seguir para resolver los sistemasudeieces de la formaX=B , donde

A es cuadrada, mediante la regla de Cramer saidogntes:

1. Hallar la matriz ampliadaA: B) asociada al sistema de ecuaciones

2. Calcular el determinante de

3. Aplicar la regla de Cramer, que consiste en:
a) ir sustituyendo la primera columna del d& fpor los términos independientes;
b) dividir el resultado de este determinante entdeelp) para hallar el valor de la

primera incognita;

c) continuar sustituyendo los términos independieatelas distintas columnas para

hallar el resto de las incognitas.
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Ejemplo 8.1.Sea el sistema de ecuaciones lineales formadogsoealiaciones con dos
incégnitas:
Jx -2y =1
¥ +ay= 3]
Encontrar el valor dg ey mediante la regla de Cramer.
Empezaremos con el primer paso, que consiste & llmmatriz ampliadad: B
asociada al sistema de ecuaciones lineales:

3 -2 i
1T 65 ©3)
El segundo paso es calcular el determinant. desi pues:

3 -
det(4) =] ¢ [=16+2=17.

Y el tercero y ultimo paso consiste en calculaidaégnitas:

1 -2
3 _5 = 5+E :ﬂ = = =
7 oo YT T

X:

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Halle el valor dea para que el sistema sea compatible X+y+2z=2

determinado, usando determinantes. Después resblver 2X-y+3z=2

sistema. Usando la regla de Cramer 5x-y-az=6
2x=3y+5z=0 ¢ Qué valor de k hara que
2.- Considere el sistema: -xX+7y-z=0 el sistema tenga
4x-11y+kz=0 soluciones no triviales?
-5 -5 -9
3.- DadalamatrizA=8 9 18|, determine los valores depara los cuales el sistema
-2 -3 -7

(A= A.1)X =0, tiene soluciones no triviales.
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MODELO DE EXAMEN :TEMA DETERMINANTES

PARTE I. Seleccione la letra correspondiente a la alteraaiinrecta a cada pregunta.
Cada pregunta acepta solo una retpaerrecta.
JUSTIFIQUE SUS RESPUESTAS

1) Si A es una matriz de orden n. Al multiplicar A @aj(A) se obtiene :

a) In (matriz identidad de orden n)
b) det(A)
c) Al
d) det(A). kL
2) Si Ay B son matrices de orden n tal que det(Ae?(B)=-3, entonces det{(AB') vale:

2
a _—
) 3
2
b <
) 3
3
C) é
3
d 2
) 2
1 00 O
- . 0 -2 0 O
3) El siguiente determinante vale
2 19 3 0
0 -8 0 2
a) 642
b) -6+/2
c) -5+/2
d) 0

4) Si A es una matriz diagonal de orden n tal queAde( entonces se puede afirmar que:
a) Todos los elementos de la diagonal son ceros.
b) La suma de los elementos de la diagonal da cero
c) Algun elemento de la diagonal es cero

d) Existen elementos no nulos en la diagonal.
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2

a® 0 3
5) Los valores dea para los cuales la matrizi 5 a 2| no es invertible, son:
3 01
ao,3,2
b) 3,0, -2
c) -3,3,0
d) -3,0,2
2 31 3 X
PARTEIl. Sean A=| 1 2 1], B 1) , X3y
-1 40 -2 z

a) Encuentre A usando la adjunta
b) Resuelva el sistema lineal AX= B usando la relgl&€ramer.

PARTE lll. Calcule los siguientes determinantes usando eldoétefialado:

1 0 3 4
1 -1 4 1
1) use los cofactores
0 3 -1 0
3 -1 0 1
2 -1 0 3 -2
-4 2 1 -3 2
2) |2 1 4 1 0| Triangularizando la matriz y las propiedades de los
6 0 1 7 -4
-2 -11 -5 3
determinantes
3 -10 6 -3
-6 2 2 -1 2
3)|-1 1 4 1 0| useelmétodo que usted quiera
6 2 0 0 -4
-2 2 1 -5 4
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PARTE IV. En cada uno de los siguientes casos sefiala $ipagicion dada es verdadera o
falsa. No se requiere justificacion. Dos malasiglan una correcta.

1
Det(A)
b) Si AyB son matrices cuadradas de orden n eatdet(A.B) = det(A).det(B).
c) Si A y B son matrices cuadradas de orden B 3 3.A entonces
det(B) =3.det(A)
d) Si A esuna matriz cuadrada tal que detA= 0 am®rel sistema de ecuaciones AX=B

a) Para cualquier matriz invertible A, se cumple ddet(A”) =

tiene infinitas soluciones para cualquiera que Bea
e) Si AyB son matrices cuadradas de orden n eatdet(A-B) = det(A)-det(B)
f) Si Aesuna matriz cuadrada detfAdet(A)

g) SiDet(A)=7 entonces el sistema AX=0 tiene solaisidin trivial.

PARTE V.
1.- Seac un numero real y se& una matriz de orden 3. Demostrar que
det(cA) = édet(A)

a b c a+l b+l c+1
2.- Sabiendoque |6 0 9=4. Calcular [2a+6 2b 2c+
2 2 1 1 1

3.- Sea A es una matriz de orden 2, | es la matriz identidad de orden 2.
a) Calcular det(l1+A)
b) ¢Qué condiciones debe cumplirse para que det(l+A)=1+det(A)
4.- Si A es una matriz simétrica de orden 5, y det(A)=-4, calcule:
a) Det(A+A")=
b)  Det(A. AT =

c) Det(A™. A. A7) =



