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Prologo

El objetivo del presente libro, es el de facilitar al estudiante de las carreras de ingenierfa, la
asimilacién clara de los conceptos matemaéticos tratados, pues es el fruto de un cuidadoso
andlisis de los ejemplos resueltos y de los ejercicios propuestos con sus debidas respuestas,
basado en mi experiencia como docente de la Universidad Nacional sede Manizales.

Desde luego que los escritos que se presentan no son originales, ni pretenden serlo, toda
vez que es una recopilacién organizada y analizada de diferntes textos y de mi experiencia
personal.

Este texto constituye un material de consulta obligada de los estudiantes, el cual les
genera un didlogo directo con el profesor.

Bernardo Acevedo Frias
profesor asociado
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Capitulo 1

Superficies

1.1 Introduccién

En este primer capitulo se presenta el concepto de superficie y se hace un estudio detallado
de las superficies cuddricas y al final se presenta una seccién de ejercicios para que sean
resueltos por los estudiantes y asf puedan clarificar mejor sus conceptos.

1.2 Definiciéon de Superficie

El conjunto solucién de la ecuacién f(z,y,z) = 0, es el conjunto de todos los puntos
(r,y,2) € R3, que satisfacen la ecuacién y la representaciéon geométrica del conjunto
solucién se llama el gréfico de la ecuacién y al grifico de una ecuacién de la forma
f(z,y,2) = 0 se llama superficie. Hay varias clases de superficies y en este escrito se
trataran solamente las superficies Cuadricas.

Ejemplo 1.1 El grifico de la ecuacion z —1 = f(x,y,2z) = 0, se observa en la figura
siguiente, es la superficie del plano y se representa por la ecuacion z = 1
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Ejemplo 1.2 FEl grifico de la ecuacion x® +y? — 22 = 1 es la superficie del hiperbolide de
una hoja y se observa en la figura siguiente

y4

Ejemplo 1.3 El grifico de la ecuacion z = \/x? + y? es la superficie del cono y se observa
en la figura

Ejemplo 1.4 EL grifico de la ecuacion z — |y| =0 es la superficie que se observa en
la figura

X

Ejemplo 1.5 EL grifico de la ecuacion z — x? — y? = 0, es la superficie del paraboloide
y se representa por la ecuacion z = x? + 1>



1.2. DEFINICION DE SUPERFICIE 3

Ejemplo 1.6 EL grifico de la ecuacion z —siny = 0, es la superficie que se observa
en la figura

Ejemplo 1.7 El grifico de la ecuacion 2 +y*+ 22 —1 = 0, es la superficie de una esfera
y se observa en la figura siguiente, y se representa por 2 +y?+ 22 =1

Ejemplo 1.8 EL grdfico de la ecuacion z — x* = 0, es la superficie de un Cilindro Par-
abolico y se observa en la figura
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=y

X

Ejemplo 1.9 EL grifico de la ecuacion x? +y* —1 =0, es la superficie del cilindro y se
observa en la figura

Como graficar una superficie.
Un método 1til de graficar una superfice es por medio de las Curvas de nivel que
exponemos a continuacién.

1.3 Curvas de Nivel

1.3.1 Definicién

La curva de interseccién de una superfice con el plano z = k (constante) o con = = k
(constante) o con y = k (constante), se llama Curva de nivel.

Para hallar las ecuaciones que representan las curvas de nivel de una superficie repre-
sentada por f(x,y,z) =0 con z = k, se reemplaza z por k en la ecuacién f(z,y,z) =0,
para obtener f(x,y,k) = 0y si graficamos las curvas que representan estas ecuaciones
en el plano z = k, obtenemos las curvas de nivel con z = k, y si las graficamos en el plano
xy obtenemos lo que se llama un Mapa de Contorno.

En forma andloga se obtienen las curvas de nivel con el plano z =k ( f(k,y,2) =0
o f(x,k,z)=0,con y=k.

Ejemplo 1.10 Hallar las curvas de nivel de z = x> +vy* con z = k.
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Las ecuaciones que representan las curvas de nivel de z = 22 +y? con z = k son
k = 2% 4+ y?; para k > 0; cuyos graficos son circunferencias con centro (0,0) y radio \/E,
por ejemplo si k = 0; entonces 2% + y*> = 0, que tiene por solucién (0,0) y asf la curva
de nivel es el punto (0,0,0).

si k = 1; entonces 2% + y? = 1, cuyo grafico en el plano xy es una circunferencia con
centro (0,0) y radio 1, y la curva de nivel es el gréfico de esta circunferencia en el plano
z=1

si k = 2; entonces z? + y* = 2, cuyo grafico en el plano xy es una circunferencia con
centro (0,0) y radio v/2, y la curva de nivel es el grafico de la circunferencia en el plano
z=2

El mapa de contorno para z = k, consiste en graficar 2%+ y?> =k para k > 0, en el
plano xy

Las ecuaciones que representan las curvas de nivel de z = 22 + 4% con y = k son
2z = 2% + k2, cuyos gréficos son pardbolas para todo k € R.

En forma ansloga, las ecuaciones que representan las curvas de nivel de z = 22 + 32
con ¥ = k,son z = k% + y?, cuyos gréficos son pardbolas para todo k € R.

Ejemplo 1.11 Si 2%+ y? + 22 = 4, las ecuaciones que representan las curvas de nivel
con z =k wvienen dadas por x* +y?> =4 — k? para -2 < k <2 pues4d—k* >0, si
solo si 4 > k? si solo si 2 > k2 si solo si 2 > |k| sisolo si —2 < k < 2, cuyos grificos
son circunferencias en sus respectivos planos, por ejemplo

sik=0; a%+y?=4;lacurvadenivel es la circuenferencia 2?4 1y? = 4 y se grafica
en z =0

si k= =+1; 22 +9?% = 3; la curva de nivel es la circuenferencia 22 4 y? = 3 y se grafica
en z = +£1

sik=42; 22 +y?=0; cuyo grifico es (0,0) y las curvas de nivel los puntos (0,0, 2)
; (0,0,—2)
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1.4 Superficie Cudadrica
1.4.1 Definicién
Superficie Cuddrica, es el gréifico de una ecuacién de la forma
Ar* + By* + C2* + Dxy + Exz + Fyz + Le + My +Qz+ P =0
donde A,B,C,D,E,F,.LLM,Q,P son constantes.

De la anterior ecuacion se puede deducir las ecuaciones siguientes:

1.4.2 Plano

Es el grafico de la ecuacion Ax + By + C'z — D = 0. Su gréfico si existe, estd representado
por un plano y la ecuacién Az + By + Cz — D = 0, se conoce como la ecuacién del plano.

Ejemplo 1.12 Fl grdfico de las ecuaciones z=1; z=0; v =1; x=0; son planosy
se pueden observar en la figura siguiente

x=0

X

Al plano z = 0; se llama el plano xy, al plano y = 0; se llama el plano zz, al plano
x = 0, se llama el plano yz

Ejemplo 1.13 FEl grifico de las ecuaciones = +y =4; z+2=4; y+2z=4; son
planos. Sus grdficos se observan en la figura:
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ztx=4

xty=4

Para graficar la ecuacién x + y = 4; observemos que las curvas de nivel con z = k; es
siempre la misma ecuacién z +y = 4 (una recta) en z = k, luego para obtener el grafico,
graficamos © +y = 4, en cada plano z =k

Para graficar x 4+ z = 4; se hace y = k para obtener x 4+ 2z = 4 y se grafica siempre la
misma ecuaciéon x + z = 4 en cada plano y = k, en forma andloga para graficar y + z = 4;
se hace 1 = k.En forma general para graficar una superficie que tenga por ecuacion
f(x,y) =0, la curva de nivel que se utliza es la variable que no aparece en la ecuacion, en
este caso z=k, en forma analoga para f(x,z)=0, se toma y=k y para f(y,z)=0,se toma x=Kk.

Ejemplo 1.14 Para graficar x+vy+ z = 4; se puede hacer con cualquier curva de nivel
z=k ox=k o y=k

Si z=k entonces las curvas de nivel son v +y=4—k; k€ R pues

para k = 0; x + y = 4; su gréfico es una recta en el plano z =0

para k = 1; x + y = 3; su grédfico es una recta en el plano z =1

para k = 2; x 4 y = 2; su grafico es una recta en el plano z = 2

para k=4; x4+ y = 0; su grafico es una recta en el plano z =4 y el gréafico con sus
curvas de nivel se pueden observar en la figura

6 también para graficar la ecuacién x + y + z = 4, encontramos 3 puntos y hacemos
pasar el plano por esos puntos, por ejemplo:

Sixz =y =0; entonces z =4

Siz=2z=0; entonces y =14

Siy =z =0; entonces = =4, vy asi graficamos los puntos (4,0,0),(0,4,0) y (0,0,4),
y hacemos pasar el plano por alli.
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1.4.3 Cilindro circular o eliptico

Es el gréfico de la ecuacién

2 2 2 2 2 2
x y: , x 2 . Y o
—+b—2—1 (0] ?‘i‘g—l (0] ﬁ—f‘——l

donde a,b,c son nimeros reales positivos. Si a = b, en la primera ecuacion, el gréfico de

2 2

—+ i = 1 se llama cilindro circular, y si a # b, el grafico se llama cilindro eliptico.
2 2

Para hacer el grafico de — t3 2

2 2
x

graficas de -+ 55 Y4 en 2z = k, que son elipses para todo k, luego para hacer su

22 2

bZ

grafico, en cada plano z = k, grafique la elipse — + Z_Q = 1. En forma andloga se torma
2 22 2 22

y =k paragraficar —+ =1y z=k% paragraﬁcar —+—:1
a c b2

=1, se torma z = k y sus curvas de nivel son las

z

1.4.4 Cilindros Parabdlicos:

Las graficas de y =122 z=2% y=@—-17% y=2% y—3=(2-27% z=4—y°
representan cilindros parabdlicos. Para graficar por ejemplo z = 32, se toman las curvas
de nivel por z =k, vya que la curva de nivel es siempre la misma ecuacién z = y? y
para hacer su grafico, se grafica la pardbola z = y? en cada plano = = k

z
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1.4.5 Cilindros Hiperbdlicos:

2 22

—y?=1; 22 —2? =10;— —

Las grificas de 22 —9y?> =1; 3> —2®> =4; 2 7 6:1

representan cilindros hiperbdlicos.
Si graficamos por ejemplo la ecuacién y? — 2% = 4, se torma z = k, pues las curvas
de nivel son las mismas curvas en cada plano para z = k

z

1.4.6 Paraboloide eliptico o circular

Es el grifico de una de las ecuaciones

2?2 P 2 2 2
ﬁ—l—ﬁ:cz; a>0,b>0,c#0, o ¥+C—2:by; b#0 o gﬂLﬁ:al‘; a#0
22
Una forma sencilla de graficar z = R + 3 tomar z =k y graficar las curvas de
2 2
nivel, asi: Si z = k = 0; entonces la curva de nivel es el grafico de % + % =0en z =0,

y2

2
el punto (0,0,0). Si k= 1; la curva de nivel es el gréfico de :CZ + 9= 1 una elipse

en el plano z =1

2 2
si k = 2; la curva de nivel es el gréafico de vy + % = 2 una elipse en el plano z = 2
2 2
y para z = k > 0, las curvas de nivel son los grafico de las elipses T + % = k en cada
plano

También se puede hallar las curvas de nivel con los planos coordenados (llamadas

2 2

trazas), graficarlas y luego utilizar las curvas de nivel que se necesiten asi: Si z = T + %
entonces

72 2 2 72

con z = 0; Z—{—%:O el punto (0,0,0), con z = 0; z:%, con y = 0; 2=

132

2
En forma andloga si T + % = —z, el gréfico es hacia abajo, figura siguiente
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y en forma andloga se grafica:

Ejemplo 1.15 Graficar z = 16 — 2% — y/?

Si z =16 — 22 — y?, entonces las ecuaciones que representan las curvas de nivel con
los planos coordenados son:

Si z=0; 16—2%—9?=0; una circunferencia en el plano z = 0

Si x=0; 2z=16—y? cuyo grifico es una pardabola abriéndose hacia abajo en el
plano zy

Si y=0; 2=16—2% cuyo gréifico es una parabola abriéndose hacia abajo en el
plano zx
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1.4.7 Paraboloide hiperbdlico

Es el gréfico de la ecuacién

2,2 2,2 2 2
%—ﬁ:cz,a>0,b>0,c7é0, 9 %—%:by; b#0 6 Z—Q—’Z—Qzax; a#0
Por ejemplo, si queremos graficar 22 —1? = z, buscamos las ecuaciones que representan
las curvas de nivel asf:
Si z2=0; 22—9*=0, dosrectas y=+x
Si x=0; —y?=2z, cuyo grafico es una pardbola abriendose hacia abajo en el eje z
Si y=0; a2 =z, cuyo grafico es una pardbola abriendose hacia arriba en el eje z
Si z =k > 0; cuyo gréfico son hiperbolas abriendose en el eje x 22 — 9% =k

Si z =k < 0; cuyo gréfico son hipérbolas abriendose en el eje y

z

X
Las demés gréficas se hacen en forma andloga.
1.4.8 Hiperboloide de una hoja
Es el grafico de la ecuacién
2?2 a2 g2 2 ) 2?2 22

Si se quiere graficar 2% + y? — 2?2 = 1, tomaremos las curvas de nivel por z = k y
graficaremos las circunferencias 2 + y* = 1+ k? en cada plano z = k o también hallamos
las trazas y las graficamos asf:

Si 2z = 0; la ecuacién de la curva de nivel es 2?2 + 9% = 1, ecuacién que representa
una circunferencia

Si y = 0; la curva de nivel es 2% — 22 = 1, ecuacién que representa una hipérbola

Si 2 = 0; la ecuacién de la curva de nivel es y? — 22 = 1, ecuacién que representa
una hipérbola
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En forma andloga se grafican los demds ecuaciones

1.4.9 Elipsoide

Es el gréfico de la ecuacién

2 2 2
x Yy z
¥+b_2+c_2:1’ a>0,0>0,c>0
Por ejemplo si se quiere graficar la ecuacién
2 2
x
vy + % + % = 1, su gréfico se hard con las curvas de nivel con z = k, pues las
2 2
x
curvas de nivel son T + % =1- % cuyas gréficas son circunferencias si —5 < k <5

2
pues 1 — % >0siysolosi —5 <k <5 o con las trazas que son las curvas de nivel con

los planos coordenados asf:

2 2

z=0; T + v _ 1; la curva de nivel es una elipse en el plano xy

e | |
x = 0; 9 + %= 1; la curva de nivel es una elipse en el plano yz
2 2
y = 0; T + S 1; la curva de nivel es una elipse en el plano xz. El grafico de la
. x24 y225 22 -

ecuacion - + 9 + % = 1 se observa en la figura siguiente
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1.4.10 Hiperboloide de dos hojas

Es el grafico de la ecuacién

2 2 2 2 2 2 2 2 2
oyt oz ) oyt oz ) R TER
—————:1,0 —g—ﬁ‘i‘g:l, o _E_’_ﬁ_c_z:l a>0,b>0,0>0

Si por ejemplo se quiere graficar —z? — y? 4+ 2% = 1, entonces las curvas de nivel son:

2

para z = 0; —2% — 9% =1 ecuacién que no representa ningin lugar geométrico

para = 0; 22 —y? = 1; ecuacién que representa una hipérbola

2

para y = 0; 22 — 22 = 1; ecuacién que representa una hipérbola

Si 2=k 2*+y>=£k>-1; k< —1; k> 1, ecuacién que representa circunferencias

- ‘\‘\_
N

En forma andloga se grafican los demds ecuaciones.

1.4.11 Cono

Es el grifico de la ecuacion

1'2 y2 22 y2 22 ZL‘2 ZL‘2 22 y2

ﬁ_’_?:C_Q() b—2—|—c—2:—0 $+§:b—2,a>0,b>0,6>0

Por ejemplo si se tiene 22 + 3% = 2?%; una forma ficil para hacer el gréifico de esta
ecuacion, es tomar las curvas de nivel con 2z =k, que son 2?4 y? = k2, cuyos gréficos
son circunferencias en sus respectivos planos
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En forma andloga se grafican los demds ecuaciones

Ejercicio 1
1. Hacer un bosquejo del sélido limitado por el grafico de la ecuacién 2% +y2? +22 =9
2. Hacer un bosquejo del sélido limitado por los graficos de las ecuaciones

P24y +22=92=12>1

3. Hacer un bosquejo del sélido limitado por los graficos de las ecuaciones

x2+y2—|—22:9,z:1,z§1

4. Hacer un bosquejo del sélido limitado por los gréficos de las ecuaciénes

z=T,2=—-1y=6,r=3,xr =0,y =0

5. Hacer un bosquejo del sélido limitado por los graficos de las ecuaciones

6. Hacer un bosquejo delsélido limitado por los gréficos de las ecuaciénes

r=0,y=0,z2=0r+y=6,2=7
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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. Hacer un bosquejo del sélido limitado por los gréficos de las ecuaciénes

z=a*+9* 2=6.

. Hacer un bosquejo del sélido limitado por los gréaficos de las ecuaciénes

z=z,2=0, =4—=z

. Hacer un bosquejo del sélido limitado por los gréficos de las ecuacidnes

2=0,2=5y=9y=2’
Hacer un bosquejo del sélido limitado por los gréficos de las ecuaciénes
3z = 2%+ ¢*,2* + y* + 2 = 4 ( parte comtin)
Hacer un bosquejo del sélido limitado por los gréficos de las ecuaciones
z=4—lz[—|y|,z=0
Hacer un bosquejo del sélido limitado por los gréficos de las ecuaciénes
24+ +22=92=0,2<0

Hacer un bosquejo del sélido limitado por el gréfico de la ecuacién

2> +y*+ (2 —9)? =81

Hacer un bosquejo del sélido limitado por los gréficos de las ecuaciénes

r4+y=5 ¥ =20—-2,2=4,2=0.

Hacer un bosquejo del sélido limitado por los gréficos de las ecuaciénes

v +y? + 22 =927 +9* = 5 (parte comuin)

Hacer un bosquejo del sélido limitado por los gréficos de las ecuaciones

2? +y? + 2% = 9,2° + y* = 2* (parte comiin)
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

CAPITULO 1. SUPERFICIES

Hacer un bosquejo del sélido limitado por los gréficos de las ecuaciénes

z:x2+y2,z:x.

Hacer un bosquejo del sélido limitado por los gréficos de las ecuaciénes

p=at+ylr=y

Hacer un bosquejo del sélido limitado por los gréficos de las ecuaciones
2=+ 2+ =22,2=0
Hacer un bosquejo del sélido limitado por los graficos de las ecuaciénes(comiin)
Pyl =1022 4+ (-1 =1

Hacer un bosquejo del sélido limitado por los gréaficos de las ecuaciénes

2=16— 22+ 93, 2z=2

Hacer un bosquejo del sélido limitado por los gréficos de las ecuaciénes
z=4—2>y=0,y=9,2=0
Hacer un bosquejo del sélido limitado por los gréficos de las ecuaciénes
z = \/m,z:x2+y2.
Hacer un bosquejo del sélido limitado por los gréficos de las ecuaciénes
z= m,x2+y2: 1,2=0.
Hacer un bosquejo del sélido limitado por los gréficos de las ecuaciones

z=\2?2+y?z=4.

Hacer un bosquejo del sélido limitado por los graficos de las ecuaciénes x+y+z = 6,
y los planos coordenados



Capitulo 2

Funciones

2.1 Introduccion

En este capitulo se presenta, el concepto de funcién, limites y derivadas de funciones de
varias variables, el vector gradiente y sus propiedades, las derivadas de orden superior,
la derivada direccional de una funcién, sus propiedades, la diferencial, su definicién, sus
principales propiedades y una variedad de ejemplos en los diversos temas, para que el
estudiante pueda comprender con mayor claridad estos conceptos

2.2 Definicién

Sea D C R", una funcién f : D — R es una regla que asigna a cada punto x en D, un
nimero real tnico, denotado por f(z).

El conjunto D se llama Dominio de la funcién y al conjunto de todos los niimeros reales
f(z) con z € D se llama recorrido de la funcién. A las funciones f : D — R, con
D C R", se llaman campos escalares y a las funciones f : D — R™, se llaman campos
vectoriales, asf por ejemplo f(z,y) = = + v, (f: R* — R) es un campo escalar o una
funcién real de dos variables reales y por ejemplo f(z) = (z, sinz, cosz) (f : R — R3) es
una funcién vectorial de variable real y f(z,y) = (z + v,z —y,y) (f: R* — R3) es un
campo vectorial

Ejemplo 2.1 f(x,y) = 2® +y>. Su dominio es R? y su recorrido [0, +00)
Ejemplo 2.2 f(z,y) =4 — |z| — |y|, Dominio R* y su recorrido (—o0,4]
Ejemplo 2.3

fley) = V25 —a2—y? Dy ={(z,y) |25 —2® —y* > 0} = {(z,y) | 2* +* < 25}
Ry = 10,5]

17
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Ejemplo 2.4 f(z,y) =sin(zy); Dominio todo R* y recorrido [—1,1]

Ejemplo 2.5 f(x,y) = arcsen(xy), Dominio {(z,y) | —1 < zy < 1} yrecorrido {_TW, g]

Ejemplo 2.6 f(z,y) =+/x; Dominio {(x,y) |z >0} y recorrido [0,+0o0)

Ejemplo 2.7 f(z,y) = \/y — 22, Dominio {(x,y) |y > 2%} y recorrido [0, +o0)

Ejemplo 2.8 f(z,y) = arctan(z +y), Dominio todo R* y recorrido (%ﬂ, g)

Ejemplo 2.9 f(x,y) = In(z? + y?), Dominio todo R? — {(0,0)} y recorrido R
Ejemplo 2.10 f(z,y) = z*> — y?, Dominio todo R* y recorrido R
Ejemplo 2.11 f(x,y) =1, Dominio todo R?* y recorrido {1}

2_,2

—y T 7Y Dominio todo R?
2 rT=1y

xT

Ejemplo 2.12 f(z,y) = { @

T—Y+z ,
si (v,y,2) 7_é (0,0,0) Dominio todo R3

Ejemplo 2.13 f(z,y,z) = { sy (0,0,0)

0 si (2,y,2)
Ejemplo 2.14 f(z,y,2) = /22 + y2 + 22 Dominio todo R?® y recorrido [0, 0)

Ejemplo 2.15 f(z,y) = arcsin(z + y) Dominio —1 < x +y <1 y recorrido [—7n /2,7 /2]

2.3 Limites

En esta seccion, se trata el concepto de limite, sus principales propiedades y una variedad
de ejemplos resueltos, al igual que una seccién de ejercicios propuestos con sus respuestas
respectivas.

Recordemos que en una variable si los valores de f(x) se encuentran arbitrariamente
cercanos a un numero real fijo L, para todos los valores suficientemente préximos a a,
decimos que la funcién f(z) tiene limite L cuando x tiende a a y escribimos

limf(x) =L

r—a

En forma més rigurosa se dice que
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limf(x) =L

r—a

si solo si, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que si
0<|zr—al|<¢é implicaque |f(x)—L|<c¢e
Recordemos que

[z —al <d sisi —d<z—a<d sisi a—0<z<a+d yque

|f(z) —L| <e sisolosi —e< f(z)—L<e sisolosi L—e< f(z)<e+L

luego

limf(x) =L sisolosi (Ve >0)(35>0)

r—a

tal que si
r€(a—d,a+0)= f(zr)e(L—¢e,L+e¢)

Ejemplo 2.16 Mostrar que

.|| .
lim— no existe
x—0

2]

En la figura anterior, se puede observar el grafico de la funcién f(z) = — vy se

concluye que cuando x se acerca a cero por valores positivos el valor de la funcion se
acerca a 1 y cuando =z se acerca a cero por valores negativos, el valor de la funcién se
acerca a —1 y en este caso se afirma que

. 7 .
ili%f(x) = :15111%? no existe
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pues para todo Ve > 0, no existe d > 0 tal que si
€(—0,0)= f(xr) e (L—¢,L+¢)

pues para valores positivos de z, sus imagenes estén en (1 —¢, 1+¢), pero para x negativo
sus imdgenes no estén alli. En forma andloga con (=1 —¢e,—1+¢).
El tratado de limites en varias variables se hace en forma similar al de una variable,
pues
. yl)lirza b)f(x y) =L sisolosi (Ve >0)(35 > 0)
tal que si
0<|(z,y) = (a,0)] <é=|f(x,y) — L] <e

En otras palabras ( hn% b f(z,y) =L sisolosi (Ve >0)(35>0) tal que si
z,y)—(a

(z—a)®+ (y — b)* < 6% implica f(z,y) € (L —¢,L+¢)

luego, si para todo (z,y) cerca de (a,b) por todas partes, sus imdgenes se acercan a

un ndmero real fijo L, entonces se puede afirmar que ( l)m% f(z,y) = L,y que en otro
z,y)—(a,b
caso el limite no existe.

Ejemplo 2.17 Se puede demostrar que:

lim z=a; lim y=b; lim k=Fk;
(z.y)—(a,b) (@)= (a,b) (z.y)—(a,b)

2.3.1 Propiedades de los limites

1. El limite cuando existe es tnico.

2. Si
lim x A, lim x,y) = B entonces
(=, y)*(abf( V)= Y (wyy)—>(a7b)9< 2
(a)
lim x,y) X glr,y)) = lim r,y)+ lim x A+ B
(2.y)—(a,b) f(@y) £ g(@y) (xﬁy)—>(a7b)f< v) (@) —(ab )g( ) =

lim z,y) = lim x, lim x,y)=A.B
(wvy)—>(a7b)(fg)( v) = (Iy)ﬁ(ab)f( y>($7y)—>(aab)g( v)
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()

lim x,
. f _ e’ DY) _ A
lim =) (z,y) = — =—; B#0
(@,y)—(ab) \ g ( l)lrr% b)g(as,y) B
z?y_)a’7

3. Si
lim r,y) =A#0 lim x,y) =0 entonces
(w,y)ﬂ(a,b)f( v) 70y (w7y)—>(a7b)g( v)
lim f(z.y) no existe
(z9)=(ab) g(x,y)
Ejemplo 2.18 Calcular el valor de
z% + Y
lim
(@y)—1)TY + 2
En efecto:
lim z lim 2+ lim
b Y @00 @y—0) @o-0n” 2
(zy)— (1,1 Ty + 2 lim = lim y+ lim 2 3
(@y)—11) (zy)—Q1)"  (zy)—(11)
aplicando las propiedades de los limites
Ejemplo 2.19 Calcular el valor de
. 2 +y? 41
lim ———
(z,9)—(0,0) Ty
En efecto :
2, .2
1
lim Tyt no eviste, pues lim 2°+9°+1=1#0 y lim ay=0
(z,y)—(0,0) Yy (z,y)—(0,0) (z,9)—(0,0)

Ejemplo 2.20
.+ yP+4 4
lim ———————=—-=2
(z,y)—(0,0) Ty + 2 2

Ahora se mostrardn algunos ejemplos cuando no es aplicable la teoria, por ejemplo si
al reemplazar nos queda una forma indeterminada como por ejemplo 8, que se debe hacer.
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Ejemplo 2.21 Calcular el valor de

2 _
li Y=

rn00 \/_—\/_
En efecto :
LYy yly—a)
»—00) /Y — /T (@y)—(00) /Y — /T
yy—2)(Vy+vz) _
0 (Y7~ VD o+ Va) ey VI V) =0

En este caso hay que racionalizar el denominador y luego simplificar.

Ejemplo 2.22 Calcular el valor de

I r+y—4
im —
(xvy)_)(272)\/x+y_2
En efecto :
o ahy=d L k- D(TTHD)
(xzy)ﬁ(2,2)\/x—|—y—2 my)—>22(w/ v +y—2) (VT ty+2)
—4)(+/ 2
R R Y AR

(z,)—(2,2) r+y—4 C (@y)—(2.2)

En este ejemplo hay que racionalizar el denominador y luego simplificar

Ejemplo 2.23 Calcular el valor de
Ty —y—2x+2

lim
(z,y)—(1,1) z—1
En efecto :

—y—2 2 —1)—2(zx—1

by Woy—2e+2 .y —1) —2(@—1)
(z,y)—(1,1) r—1 (z,y)—(1,1) r—1
—D(y—2
- =D =2) _ i -2 =1
(@y)—11)  (z—1) (zy)—(1,1)

En este ejemplo hay que factorizar y luego simplificar
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Ejemplo 2.24 Calcular el valor de
e v’ _ 1
lim —
(z,y)—(0,0) 22+ 2

En efecto :
| ev —1 ev

lim —5——— =Ilim =lim— =1 haciendo v = 2> + y°
(z)—(0,0) 2 + y? u—0 1 u—0 1

En este ejemplo hay que hacer un cambio de vaiable y luego aplicar lo conocido
Ejemplo 2.25 Calcular el valor de

, tan(z + y)
lim ————%
(z.y)—(00) T +Y

En efecto :
lim tan(z + y) _ limtan(u) _ limsin(u) § 1
(zy)—(00) T+ u—0 1 u—0 cos(u)
= lim sin(u) lim =1 haciendou=1x+1y

u—0 U u—0CoSU
En este ejemplo hay que hacer un cambio de vaiable y luego aplicar las propiedades de
limites

Ejemplo 2.26 Calcular el valor de

(" = (e — 1)

lim
(@,9)—(0,0) xy
En efecto :
T 1) (e — 1 2(e* — 1 2y 1
lim (e )(e ) _ lim (e )* (e ) _

(z,y)—(0,0) xy (zy)—(00) T 2y

20e* — 1 2y _ 1
I Gt ) B RO C ) _9u1—09

(2,y)—(0,0) T (@y)—(0,0) 2y
Ejemplo 2.27 Calcular el valor de

3 _ 4
lim (2° = 1)(y* — 1)
(@y)—1.1) (z —1)(y2 — 1)
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En efecto :
3 _Dr—1 — 1)(22 D2 — D2 +1
i EZDO=D L @@ tet DO - D6+
@y)—1) (z—1)(y>—1)  (@y—(11) (x —1)(y2—1)
= lim @P4+2z+D0@*+1)=3%x2=6
@wﬁum< )y® +1)

En este ejemplo hay que factorizar y luego simplificar

Ahora en una forma general, si se quiere demostrar que

lim x L
wpm f(y) =
se puede hacer de la forma siguiente: Se busca una funcién h(x,y) que satisfaga la
desigualdad

0<|f(@.y) = Ll < h(ry) con Tm  hzg) =0
ya que como

Iim 0=0 lim Az =0
(x,y)—(a,b) Y (w,y)—(a,b) ( y)

se concluye por el teorema del emparedado que:

|fz,y) — MZwallm ﬂxw L

(:vy) ( ,b) (z,y)—(a,b)

Ejemplo 2.28 Probar que

. xy
lim ———— =
(@y)=(00) [z] + [y
En efecto :
] + [yl [+ 1yl fel+ 1yl 2]+ [yl
ya que como |z| < |z|+|y|, entonces el <1
|z + [y]
ast
ry
S o i 0‘ <yl
|z + [y]
y como
lim 0= lim |y|=0 se concluye que hm — =
@)—00)  (@y)=(00) @w)—00) |z + [y

! mipli lim it
o que tmplica que im —
()00 [7] + [y
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Ejemplo 2.29 Probar que

4
Y
(29)=00)|z|” + |y
En efecto :
3
dy ‘: ry | el Pl
[f* + [y e e e Y R E e
iy
ya que -—z———3 <
[ + |y]
ast
Y~ o] < Jal b
> )
[+ Jy?
Yy como
. . . 'y
lim 0= lim |z]|y|=0 se concluye que lim |—5———=—0/=0
(.9)=(0,0)  (2:y)—(0,0) (x.9)—00) | |z]” + |y
Yy ast
: 'ty
m =g =
(2y)—(0,0) |z|” + |y]
Ejemplo 2.30 Probar que
lim M =0.
(@y—00 |z]+ |y|
En efecto :
sin(z? —y?) ' _ Isin(@? —¢?)| _ |2% — 47|
[ + [yl [+ [yl 7 2l + Y]
T —yllr+ |+ T+
lr—ylleryl (el bl
] + [y] ] + [yl
ast ) )
0 < |l —y) 0‘ < |z +yl
=] + [yl
como
(22
lim 0= lim |r+y|=0 seconcluye que lim sinfa” — y7) =0
(@y)—00)  (@y)—(00) (z)—(00)  [z] + |y|
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Ejemplo 2.31 Probar que

22y?
im g =
(29)=00)|z|” + |y
En efecto :
4
222 ‘ 222 % + £
> 3 3 = 3 3 = 3 3
|z + ly] ="+ [y[" [ + [yl
3 3
_ ! N y' _ [l yllyl™ =)yl
20z w20y 2l + 20yl 202 2l 20 +2fy T 2 2
2y ol Iy
7Y x )
<|l———= 0| < —+ =
2l + [y|” ' 2 2
y como
2,2
lim 0= lim m + M =0 se concluye que lim % =
(2y)=(00)  (zy)—(00) 2 2 (@:9)—(0,0) [z]” + |y|
Recuerde: )
(x2 — y2) >0 sisolosi a2t =222y +y* >0 sisolo si
at gyt
zt + oyt > 22%y* si solo si 5 + 5 > 2>
Ejemplo 2.32 Probar que
lim e =0
(2.3,2)=(0,00) /22 4+ 32 + 22
En efecto :
o<l mr o[l el bl VRl
- /:c2—|—y2+z2 /:c2+y2+22 \/$2+y2+22 \/:C2+y2+z2_

ast
xyYz
0< o<yl
Va2 +y? + 22
Yy como lim 0= lim lyl|z] =0 se concluye que
(z,y,2)—(0,0,0) (z,y,2)—(0,0,0)

. TYZz
lim

(2.9,2)=(0,0,0) /2 + 12 + 22 B

0
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Ejemplo 2.33 Probar que

x2+y3+z4

lim LY TE
(@:9,2)=(0,0,0) || + y2 + ||

En efecto :
. 22 4P+ 2t _0‘_ |22 + 3 + 24| . 22 + | + 24
el + g2 2 ol + 92+ 12 7 Jel +y2 + |2
|2 || y* |yl ElE
— <lz|+ly| + |z
al+ 2+ 12 el 2+ 2P e+ a2+ |2 L
as? ) . .
Tty + 2
< | S o] < bl 4+
2] +y2 + |2
Y como
lim 0= lim x|+ ly| + 2| =0 se concluye que
(z,y,2)—(0,0,0) (m,y,z)—>(0,0,0)| | |y| | | ye q
2 3 4
N ik S ik _0’ _0
(@.9,2)=(0,00) | || + 32 + |2|
Y asi
. 22+ P+ 2t
lim — =
(2.9,2)=(0,00) || + y2 + |2
Ejemplo 2.34 Probar que
2
im —E

En efecto :

como

lim
(z,y,2)—(0,0,0)

0=

(2~ 000) 24 + 42 + |2]*

2 2
zy’z |z[y* 2]
| 4 2 3 ‘: 2 3§|tz’;
at+y? + 2] |z + 3% + |2]
2
Y’z
05|25 0| < klla
ot + 92 4 |2|
. ) Y’z
lim |z| |z] =0 se concluye que lim —==0

(x7y7z)_>(070?0)

(29,2000 24 + 2 + |2]*
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Ejemplo 2.35 Probar que

T

lim no existe.

(zy)—=(0,0)T + Y
En efecto : Hay que hallar 2 caminos diferentes en el dominio de la funcion, que pasen

por (0,0) y que tenga limites diferentes, por ejemplo, por el camino (z,x) se tiene

lim m
(zy)—(00r +y a=0x 4+ 2-02T

y por el camino (x,0)

lim
(zy)—00r +1y z—0x

por lo tanto
x

lim no eriste.

(z,5)—(0,0) X + Yy
Ejemplo 2.36

lim —————  no existe.
(%,y,2)—(0,00)T + Yy + 2

En efecto : Hay que hallar 2 caminos diferentes en el dominio de la funcion, que pasen
por (0,0,0) y que tenga limites diferentes, por ejemplo, por el camino (x,x,z) se tiene

. x ) z . 1
lim — = llm—=1llm— = -
(z,y,2)— (0,00 +y+2 z=0x+xr+2 2-03x 3
y por el camino (x,0.0)
(a:,y,z)—>(0,0,0)3§' + y + z z—0x
por lo tanto
x
lim ——— no existe.
(,9,2)—(0,00) T + Y + 2
Ejemplo 2.37
2
lim ———— no existe.

i

(2,9,2)—(0,0,0) 2 + 2 + 22
En efecto : Hay que hallar 2 caminos diferentes en el dominio de la funcion, que pasen
por (0,0,0) y que tenga limites diferentes, por ejemplo, por el camino (x,x,z) se tiene

) x? . x? 2 1
hm —_— = hm—
(2,5,2)—(0,0,0) T2 + y2 + 22 2—022 + 22 + 22

—1 -
0322 3
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y por el camino (x,0.0)

x2 22
lim —— — =lim—=1
(2,9,2)—(0,0,0) 2 + 1% + 22 %,2
por lo tanto
72
lim —————  no existe.

(z,,2)—(0,0,0) L2 + 12 + 22

Ejemplo 2.38 Probar que

22 — 2

lim no eriste.

(@y)—(0,0)2? + Y
En efecto : Hay que hallar 2 caminos diferentes en el dominio de la funcion, que pasen
por (0,0) y que tenga limites diferentes, por ejemplo, por el camino (z,x) se tiene

2 2
- 0
lim T =Y _ lim— = 1im0 =10
() —(00) 72 +y2  2-0222 20

y por el camino (0, x)

por lo tanto

no existe.

lim

(2.9)—(0.0) 2% + y?

Ejemplo 2.39

. 22 —y? 4 22
lim —F%——
(2,y,2)—(0,0,0) 22 + Y2 + 22
En efecto : Hay que hallar 2 caminos diferentes en el dominio de la funcion, que pasen
por (0,0,0) y que tenga limites diferentes, por ejemplo, por el camino (x,x,z) se tiene

no existe.

z? 2 . a? 1

(2,,2)—(0,00) 2% + 12 + 22 =022 + 22 + 22 2-0322 3

y por el camino (x,0.0)

; -y ot
lim — — =lim— =1
(2,9,2)—(0,0,0) 22 + y? + 22 %2

por lo tanto
lim oyt

————— 1o existe.
(2,9,2)—(0,0,0) 22 + Y2 + 22
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Ejemplo 2.40 Probar que

x2—|—y2

im no existe.
(z,y)—(0,0) Y

En efecto : El camino (x,0); (0,2) no se puede tomar, pues no pertenecen al dominio
de la funcidn, pero por el camino (x,x)

2 | 2 2 | 2 972
RS A e U PG D B
(z,y)—(0,0) Y z—0 12 -0 2 250

y por el camino (x,2z)

, ?+y? . 2P+ (22)2 . 52 5

11m = hm— = lim— = hm_ —

(z,y)—(00) Y e—0  x(27) e—-02x2 2502 2
por lo tanto
22 + ¢

m no existe.
(x,y)—(0,0) Y

Ejemplo 2.41
. 23— P 4 B
lim - J =
(w)y7z)—>(070,0) ..'L'yZ

no existe.

En efecto : Hay que hallar 2 caminos diferentes en el dominio de la funcion, que pasen
por (0,0,0) y que tenga limites diferentes, por ejemplo, por el camino (x,x,z) se tiene

. R A - B/ B
lim _— = hm—3 = hm—2 =1
(z,y,2)—(0,0,0) TYz z—=02 z—=0T

y por el camino (z,x,2x)

23— P 4 B 83
——— =1lim

(2,y,2)—(0,0,0) rYz 26”53
por lo tanto
. 23— 3423 _
lim ———  no existe.
(z,y,2)—(0,0,0) XYz
Ejemplo 2.42 Probar que
no existe.

lim
(zy)—(00) 22 + y
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En efecto: Tomemos los caminos (x,0) y (z,z® — x?). Asi por por el camino
tiene

0
im Y im— = lim0 = 0
(@y)—00x2 +1y a—0x2 250

y por el camino (z,z® — x?)

3,2 3(p 1
i Y iy T ) PO gy -
(zy)—00x2+y a—0x? 423 —22 220 23 20
por lo tanto
. Ty .
lim 5 no existe.
(zy)—(0,0) 2= + Y
Ejemplo 2.43 Probar que
2,2
ol J no existe.

im —
()~ (0.0) 2% + y?

En efecto: Por el camino (x,0)
222

.0 :
Y P e L
(z,y)=(0,0) 2% + Y T

y por el camino (m, vt — x3)

31

(x,0) se

2,2 223/ (vt — 23 2 22x?Y (v — 1 2
oty PV . ( hﬂﬁm—ﬁzl

1m
(z,y)—(0,0) 3+ y3 z—0 34+ x4 — 3 z—0 4

x—0

por lo tanto

22y? '
m no existe.
(@y)—00 23 + y?
Se observa que si se estd calculando el
lim  f(z,y)

(z,y)—(0,0)

se buscan caminos de la forma

(z,2); (z,mz); (ma,z); (z,ma?); (ma?, x); (2°, 2); (x, 2%); (x, 2% — 2?); (z,sin2)....
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que estén en el dominio de la funcién y que pasen por el punto. Andlogamente si se
pretende calcular

lim T,Y, 2
(:p,y,z)ﬂ(0,0,0)f( y )
se buscan los caminos de la forma
(z,0,0); (x,2,0); (0, 2,0)...(z,2%,0); (0, 2%, )...(z, 2° — x, 27)...

que estén en el dominio de la funcién y que pasen por el punto.

Ejemplo 2.44 Mostrar que

2 —y? 4 22 .
lim no existe
(2.9,2)~0,00) |z |* + |y| + ||
Por el camino (z,0,0) se tiene que
2?2 — % + 22 _a? 1

lim m—s = lim—
ey 000 o ]+ 2] =0’ =il

que no existe, luego si el limite no existe por un camino, se concluye que

z? —y? + 22 .
lim no ewiste
(@2 =000 [z]” + |y| + |2]
Ejemplo 2.45 Mostrar que
. zy® + z :
lim —————— no existe.
(00,200,027 + 15 + 22
Por el camino (23, z,0)
2y + 2 o334 0 ot 11
lim ——=lim—— =lim— = lim

(2,9,2)—(0,0,00 22 + 18 + 22 2026 426 +0  2-0226 02

y por el camino (x,0,0)

3
x z 0
im  — Y% 2 —lm0=0
(2,4,2)—000) 22 +y8 + 22 =022  2-0
Yy ast
. xy® + 2
lim

———— no existe.
(2,9,2)—(0,0,0) 22 + b 4 22
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Ejemplo 2.46 Analizar si

JI4+4

lim 5 existe o no.
(z,9)—(0,00T* + Y

En efecto: Primero escogemos por lo menos un camino, por ejemplo (z,0) y

4,4 4
x x
im # = lim= = limz? =0
@y)— 0012 + 32  2-0x2 20
Luego de aqui se puede concluir que si existe el limite es 0 y lo probamos:

B ,T4 +y4 B 1’25132 y2y2

4 .4
0< —0| = = < 2?4y
- $2+y2 ‘ 1-2_|_y2 x2+y2 $2+y2_ Y
como
4 .4
lim 0= lim a?4+4*=0 se concluye que lim % =0
(z9)=(0,0)  (z.y)—(0,0) (z,9)—=(0,0)T* + Y

Ejemplo 2.47 Analizar si

2

lim ———— ewiste 0 no
(z.9)—(0,0) 2% + y
En efecto: Por el camino (z,0)
2
x 0
(@y)—00) 22 +y+  2-02?
luego st el limites existe es 0; y lo probaremos:
2 2
0< |- 4_0‘: |25U|y4
Tt +y T +y

pero observe que no es facil hallar h(z,y) que sea mayor y que

lim A(x,y) =0,
(z,9)—(0,0) (@9)

entonces hay que tratar de buscar otro camino cuyo limite no sea cero, por ejemplo:

(2, 2)
2 2,.2 4
im Y —lim— Y —lim—— = liml1/2 =1/2
(z,y)—(0,0) 2 + y4 z—0x4 4+ x4 z—0274 z—0
Yy ast

T 2

lim ——— N0 existe
(z,9)—(0,0)2= + Y
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Ejemplo 2.48 Analizar si

[E2—y2+24

im ———— existe 0 no
(2.y.2)—(0.0,0) 2% 4 y? — 22
En efecto: Por el camino (z,0,0) se tiene
2 _ .2 .4 2
x° — z x
im SV T

(z,y,2)—(0,0,0) 2 —+ y2 — 72 maoﬁ
y por el camino (x,x,0)

im ST O oo
(z,y,2)—(0,0,0) 2 + y2 — 22 z—027 z—0

Yy asi
2?2 — 2 4 A

lim — 5 5 N0 existe
(55721’2)—’(0,070)37 + y — Z

Ejemplo 2.49 Analizar si
lim —Y% viste
(2,9,2)—(0,0,0)x* + y* — 24

En efecto: Por el camino (x,0,0)

0
lim  ——Y%  lim— = im0 =0

por el camino (z,x,x)

TyYz 3

lim —————— = lim— = lim— que no existe,
(@y.2)—000) 2 +yt — 24 2-032%  «—032 g
luego
. Yz .
lim ————— no existe
(2,9,2)—(0,00) x4 + y* — 24
Ejemplo 2.50 Analizar si
. TYz .
lim —— existe
(2,5,2)—(0,00) 23 + 13 + 23
En efecto: Por el camino (z,0,0)
0
1 Yz =lim— =0

lim I Y
(@9,2)—=0,00) 73 +y3 + 2% z—0x3
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Por el camino (z,x,x)
3
1
lim I — lim r -
(z,y,2)—(0,0,0) a3 + y3 + 23 z—0373 3

luego
TYZ

lim 5 3 o existe
(2,9,2)—(0,0,0) 23 + Y3 + 23

Ejemplo 2.51 Analizar si

1
lim 2+t +2)sin| ——M— existe
(x7y72)—>(07070)( Y ) 2?2 +y? 4 22

En efecto: Por el camino (z,0,0)

1 1 1
lim  (2° +y* + 2%)sin (—) = lima?sin <—) ;o= —

(z,9,2)—(0,0,0) x2 + y2 + 22 z—0 1'2 1‘2
int
= lim " =0
t—oo

pues

) 1 sint 1

—-1<sint<l=——-<—< -

t t t
luego

0 < |(z®+ 9+ 2% sin S 0| = (2+y*+2?) |sin _ < 2’ 4y’+42?
- 22+ y? + 22 w2y +22)| T

entonces
1
lim (2 +y* + 2%)sin 55 /)=0
(2,4,2)—(0,0,0) il T

Como conclucion para demostrar que un limite no existe se toman caminos que pasen por
el punto y que esten en el dominio de la funcion y si el valor del limite por dos caminos
diferentes es distinto se concluye que el limite no existe, o si por un camino el limite no
existe se concluye que el limite no existe. Si por varios caminos el limite es el mismo
valor se concluye que si el limite existe este es el valor, pero puede ser que el limite no
exrista, entonces para solucionar esta insertidumbre hay que hacer la prueba.

Ejercicio 2 Solucionar los ejercicios siguientes

1. Probar que
xhyz

lim 7 3
(2.9.2)=(0,00) |z|" + |y|” + 22
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. Probar que
. 5E3—x2y+my2_y3
lim . - —0
(@,)—(0,0) 2+
. Probar que
. TYZz
lim ——2% 9
(2,y,2)—(0,0,0) T2 + 3% + 22
. Probar que
2+ P+ 23
im z vy rte
(2,9,2)—(0,0,0) 22 + Y2 + 22
. Probar que
2
T
lim % —0
. Probar que
sin(zyz)
(2,9,2)—(0,0,0) 22 + Y2 + | 2| -
. Probar que
Ty +r2 + Yz )
— ——— 5 1o existe
(2,9,2)—(0,0,0) 2 + Y2 + 22
. Probar que
2® — P+ 28 .
— —————— 1o existe
(2,9,2)—(0,0,0) x> + yy® + 22
. Probar que
. x? _
lim —— no existe
(z,y)—(0,0)x* + 2
. Probar que
:L‘3 — yg
lim -0
(z,y)—(0,0) T — Y
. Probar que
M no existe
(zy)—(00) T —Y
. Probar que
x—y 0

lim — 72
(I,y)_>(0,0) \/_ . \/g
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

LIMITES

Probar que

Probar que

Probar que

Probar que

Probar que

Probar que

Probar que

Probar que

Probar que

. r+y—16
lim

(2)—(88) /T +y — 4

. sinz — siny
lim —=F =1
(zy)—00) T —Y

302 _ 2202 & 32
lim In * TY + Y =1In3
(z,y)—(0,0) x2 + y?

x2y4 + 22

lim 3 5 =
(m,y,z)—>(0,0,0) |£C| ‘I— |y| —I— |Z|

(¢ — y)*sin(z +y)

lim =0
(z,y)—(0,0) x? —y?
. TryYyz .
lim ——2 10 existe
(2.9,2)—(0,00) 3 + y3 + 23
ot gyt ‘
im ———  1NoOo existe
(@5,2)—(0,00) 4 + y* 4 24
z%yz .
no existe

li S
(m,y,z)lgéo,o,O) x4yt 4 24

3 3 3

-y —z
lim roYy —F

(2,y,2)—(0,0,0) % + Y2 + 22

37
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2.4 Derivadas

En esta seccién se trata el concepto de derivada, sus principales propiedades, el vector
gradiente y sus propiedades y una variedad de ejemplos resueltos, al igual que una seccién
de ejercicios propuestos con sus respuestas respectivas.
Recordemos que una bola abierta con centro a y radio €, se nota por B(a;€) y esta
definida por el el conjunto
B(a;€) ={z/[lx — al| <}

Un conjunto A es abierto si y solo si todos sus puntos son interiores y un punto x es
interior a A, si existe una bola abierta con centro x y radio € > 0 totalmente contenida
en A, es decir, si existe B(x;€) tal que B(x;¢e) C A. Por ejemplo en R,

B(1;3)=A{z/|lz —1|| <3} ={z/—-3<ao—-1<3} ={z/ -2 <z <4} =(-2,4)
luego en R los intervalos abiertos son las bolas abiertas. En R?

—{@y/VE =117 <3} = {(z.)/(e = 1)* + (y - 1)? < 9}

Una vecindad de un punto x, es cualquier conjunto, que contenga un conjunto abierto,
que contenga al punto

2.4.1 Definicion

Sea f:R" — R, una funcién definida en z y en una vecidad de x, entonces si existe

o o ) — (@)

h—0 h

se dice que [ es derivable en x, en la direccién del vector u y en este caso este limite |,
se denota por f'(x;u), es decir,

x4+ hu) — f(z
;lfi%f( + h) flz) _ o)
es la derivada de f en el punto x, en la direccién del vector w.

Si u es un vector unitario; f’(z;u) se nota por D, f(x) y este limite si existe, es el
que se define como la derivada direccional de f en el punto x, en la direccién de wu, es

decir,

o et ) — ()
h—0 h

= D,f(x) siu es unitario
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Si u = e (vector candnico) f'(z;u) = f'(z;er) es la derivada parcial con respecto a

la variable x; y se denota por 8—(;5), es decir;
Tk
hew) —
limf(x + hew) = /() = of (x) si este limite existe
h—0 h Oxy,

Recordemos que si u = 1; entonces

i J@ 1) = J(2)
h—0 h

= f'(z) si este limite existe

es la derivada de la funcién f(x) en una variable.

Ejemplo 2.52 Si

22 s v A1
f(a:)—{ | sizel entonces
a) Si x =1 entonces
_ fA+h)—f1) . (1+hZ—-1  14+2h+Rk*—-1
!/ _ — _— =
P =T T e T
2
S e L N
h—0 h h—0
luego f'(1) =2
b) Si z # 1, entonces f'(x) = 2z, asi
o 20 siz#1l
f(x)—{ 2 siz=1
Ejemplo 2.53
o r+1siz#0
Sea f(a:)—{ 9 siz—0 entonces
a) Si x =0, se tiene
. fO+h)—f(O) . f(A)—f(O) . h+1-2
/ _ _ _
FOr == =T T
_ : B . . / .
= }lllir[l) o existe, ast que f'(0) no existe

b) Si x #0, entonces f'(x) =1 entonces

f’(:}c):{ 1 si x#0

no existe six =0
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De los dos ejemplos anteriores, se puede observar que para hallar la derivada de una
funcién en un punto problema, (gréfico se corta por ejemplo) hay que aplicar la definicién,
pues la funcién alli estd definida puntualmente y en los demds puntos se aplica todas las
propiedades de las derivadas, en una forma andloga se calculan las derivadas de una
funcién en varias variables. Se mostrardn unos ejemplos para ilustrar la derivada por
medio de la definicién

Ejemplo 2.54 Sea

_ . of . of
ﬂ%@—w+&imm“%@w% %@w)

@Y = h = Jim :
. (e+h)y+4—ay—4 | zy+hy+4—ay—4
= lim = lim
h—0 h h—0 h
i by —
B I
luego
af B
%(.ﬁ,y) -
b)
ay Y =i h - h

. zh+y)+4d—zy—4 | xzyt+hr+4—axy—4
= lim = lim
h—0 h h—0 h

. X .
= lim— =limzx ==z
h—0 h h—0

luego
) =
ay 73/ -
Ejemplo 2.55
_ . of of of
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a)

1 — _

O oy = pim @02 ThL0.0) = flay2) S+ hy2) = fr.y.2)
ox h—0 h h—0 h

(@t hyztoth—ayz—a _ ayzthyztarth—ayz—a

= lim = lim
h—0 h h—0 h
1

h—0 h—0

luego
%(m,y,z) :y2+1

Observe que para derivar una funcion de varias variables con respecto a x, derivamos con
respecto a x y mantenemos constantes las demas variables.

b)

af f((a:,y,z)+h(0,1,0))—f(x,y,z)) f(l’,y—Fh?Z)—f(I,y?Z)

af T Y
By (z,9,2) = lim p lim .
. y+hrz+x—ayz—x | zyzt+azh+r—oyz—=x
= lim = lim
h—0 h h—0 h
. xzh .
= lim— = limzz = x2z
h—0 h h—0
luego
g(a: z) =1z
ay ) 3/7 -

Para hallar la derivada parcial de f(x,y,z) con respecto a y, derivamos con respecto a
Yy Yy mantenemos a T Y 2 como constantes.

c)

1)) — _
U () = i @2 HHO.00) = flwy.2) o floy 2 h) = f(o02)
0z h—0 h h—0 h
_ (z+h)oy+z—ayz—x 5 xyh
- hli% h - hli% h =Y
luego
%(:c 2)=u
8z Y, =Ty

Para hallar la derivada parcial de f(x,y,z) con respecto a z, derivamos con respecto a
Z Yy mantenemos a T Yy como constantes
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Ejemplo 2.56

Si f(x,y,2) =2®+y® +sin(a®y) + 2z entonces

a)

0
E)_£<I’ y,2) = 32° + 0+ [cos(z*y)|2zy + 0
aqui se ha aplicado la derivada de una suma de funciones y la derivada de una compuesta
b)
of 2 2 \1.2
a—y(x,y, z) = 0+ 3y* + [cos(z"y)]z” + 0

aqui se ha derivado  f(x,y,z) con respecto ay y x, z, fueron consideradas constantes.

c)
g—ﬁ(m,y,z) =0+0+0+1=1
aqui se ha derivado  f(x,y, z)

Ejemplo 2.57

con respecto a z y x,vy, fueron consideradas constantes.

Si f(x,y,z) =sin*(2® +y> + 2%) entonces

a)

%(m, y,z) = [4sin’®(2® 4+ y* + 2%) cos(z® + y* + 2%)] 22
b)

of 302 2 2 2, 2 2

a—y(w,y,z) = [4sin’®(2® + y* + 2%) cos(z® + y* + 2°)] 2y

c)
g—f(m, y,z) = [4sin®(2® 4+ y* + 2%) cos(2® + y* + 2%)] 22
2

Con este ejemplo se ilustra la derivada de una funcion compuesta.

Ejemplo 2.58

Sea f(z,y,2) =e"YIn(z®+ 22 +1y) entonces

0
(‘9—£<£’ y,2) = 2aye® Y In(z? + 22 +y) + Y

2r
24+ 22+y

luego =—(z,y,2) es la derivada de un producto de 2 funciones

Ox
b)
O () -
9, Y= 24+ 224y
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Ejemplo 2.59 si

f(x,y,2) = U entonces
0 P 5
8_£($’ y,2) = 2we” 3_;5(3‘37 y,z) = 2ye” TV 3_£($ y,z) = 2ze" TVHE

Ejemplo 2.60 Si
f(z,y,2) = (x2 + y2 + z2)3 entonces

0
%(w,y, 2) = 6 (22 + % + 2%)°, a—g(%y, 2) =6y (2% +y* +22)°
Ejemplo 2.61 Sea
f(lL’,y,Z) = $yz+10gz(xy)_e v Z+10gz('ry>
— eylnwz+ ln(xy)
Inz
a)
af Yy, 11y 11
%(x,y, 2 = lnzxyy_ e Tnzg
b)
| 0)—1|1 1 |
O oy — gy O =G nGen)
0 In“ 2 zIn* 2

Ejemplo 2.62 Si

flz,y, 2 / V1+t4dt  entonces

a)
gf (,y,2) = V14 (22yz)*2xyz
X
b)
2—5(9579, 2) = /14 (22yz)*2?2
c)

af

5, (@ y:2) = V1 + (2%y2)ty

Recuerde que st

9(x)
_/ f(t)dt entonces F'(x)= f(g9(x))g'(z)
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Ejemplo 2.63 Si

4 2 e 2 Y 2
flz,y) = /et dt:/etle—/et dt
Y T

= /et2dt—/ e’ dt

entonces

Ejemplo 2.64 Sea

entonces
a)
: of
Si (x,y) # (2,4) entonces a—(x,y) =y
x
b)
Si (z,y) = (2,4) entonces
of o FE@+hA)—f(24) . (2+h)4—8
i =
. 4h
= e
of (,9) % (2,4)
af - y st (r,y 2,4
9 DY) = { 4 si (x,y) =(2,4)
of .. 9f o )
por lo tanto Em (3,5) = 5; E (0,0) =0; En forma andloga
a)
: of
Si (z,y) # (2,4) entonces 8—y($,y) =z
b)

Si (z,y) = (2,4) entonces

Oy gy = g/ RAFN IRy U+ 128
ay h—0 h h0
= lim% =9

h—0 h o
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ast
ﬁ(x )_{ xr si(z,y) # (2,4)
oy Y= 2 si (, )—(2,4)
of - of o 9f _
Por lo tanto, o (3,5) =3 o (0,0) = 0; o (2,0) =2

Luego para calcular la derivada de una funcién como la anterior, se aplican las propiedades
de las derivadas en los puntos no problema ((z,y) # (2,4)) y en los puntos problema
(x,y) = (2,4) se aplica la definicién.

Ejemplo 2.65 Sea

I
flx,y) =< 22492 si (z,9) #(0,0) entonces
0 si(z,y)=(0,0)
a) Si (z,y) # (0,0) entonces
6f( ) (22 4+ y?) 229 — 222 (22) 2232 + 2wyt — 22392 2y
Lz, y) = _ _
or """ (2 + ) (2 + 42 (2 + 42
b) Si(z,y)=(0,0) entonces
Y0
90,0y = tim LOHE RO =00 ) FW=FO) B2 00, st
Ox h—0 h h—0 h h—0 h—0
of B si e.) # (0.0)
51 ) Y
.Y =9 (@ +y?) Y

En forma andloga verifique

2ty 4
g_':]yc(x,y) — m St (x,y) 7é (070)

0 si (z,y) = (0,0)

Ejemplo 2.66 Sea

ry(@® —y?)
fay =4 @iy @700

0 si (x,y) = (0,0)
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Mostrar que

oy + 42 — oS
%(z,y) — { (IQ +y2)2 St (J},y) # (070)
0 si (z,y) = (0,0)
xd — 4x3y2 — acy4 ,
gl(x’y) — { (1,2 + yg)g St (:E,y) 7£ (an)
Y 0 si (z,y) = (0,0)

Si z = f(x,y, %), las notaciones mds usuales para las derivadas parciales son:

g_i(xayaz) = fx(x,y,z):le(iC,y,Z)
g_‘?];(g;’y,z) = fy(:c,y, Z) :D2f<x7y7 Z)
%(%y,@ = [(zy,2) = Dsf(2,y,2)

2.4.2 Algunas propiedades de las derivadas

1. Si f(x1, 29, ,,) =k, entonces

Dy f(x1, 29, ,x,) =0
2. Si f.g: R" — R entonces
Dy(f £ g) = Di(f) £ Di(9)
3. Si f.g: R" — R entonces
Dy(fg) = fDr(g9) + gDx(f)

4. Si f,g: R" — R entonces

D, (5) _ 9Di(f) g—2 FDi(9)
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2.4.3 Vector Gradiente

Cuando calculamos las derivadas parciales de una funcién f(z,y, z) se tiene que podemos
formar el vector
W o). (29,20, P @y )
—(z,y,2), =—(x,y,2), =—(x,y, 2
81’ 9 y? 9 ay ) y? 7 az ) y’
llamado el vector gradiente de f(z,y,2) y notado por V f(z,vy,z2), es decir,

af of

Vf(x,y,z) = <a_x<x7y7z) ) (9_y($’y’z> ) %($7y7 Z)>

se llama el vector gradiente de f(x,y, 2) y goza de las mismas propiedades de las derivadas
parciales:

1.
Vie)=0
2.
V(f+g9)=Vf+Vyg
3.
V(fg) = fVg+gVf
4.

v ([) _ gi—QfVQ
9 g

Demostremos que
V(fg)=fVg+gVf

y consideremos a  f(x,y); g(x,y) como funciones de 2 variables. Como

V(e p)ley) = <3<fg>,ﬁ<fg>):( o3 S

dg of of dg 0g of of
( a: Ty ) (ax ay> f(%’a—y) *9(%%)
= ng+gi

Ejemplo 2.67 S:
flz,y) =2 +9° entonces

Vi(z,y) = (2z,2y) = (gi gi)
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Ejemplo 2.68 S:
flz,y,2) =4  entonces

Vi) = (G2 G ) S wns)) = 0.0.0

Ejemplo 2.69 Si
f(UC; Y, Z) =y+ 22 entonces

0 0 0
Vi) = (G o). S ) ) = 0129

Ejemplo 2.70 S:
f(z,y,2) = ze” +2°2 + zcosz  entonces

0 0 0
vf<x’ y? Z) - (a_i(:ﬂ’ y7 z>7 a_i('r’ y? Z)’ 8_‘£<x7 y? Z)) -

= (ex + xe” + 222,0, 22 4 cos z — zsinz)

Ejemplo 2.71 Si
f(z,y,2) = zyz + Tsin3 entonces

Vi) = (G2 G S s)) = sz

Ejemplo 2.72 S;

5 s (x,y) ~ (1’ 2) entonces

a) Si (x,y) # (1,2),

b) St (z,y) =(1,2)

14 h.2) — f(1.2 124+ (14 h)—
O gy~ OERD D) SR 5
81' h—0 h h—0 h
2 _ 2
_ AR DA I =E g Oh RS o g

h—0 h h—0 h h—0
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luego
of B
%(1,2)79
por tanto
Oy = [ 202+ 1 si (@) #(1,2)
or YT 9 si(ey) = (1,2)
c) Si (z,y)# (1,2), entonces

of o9
a—y(x,y) = 2x%y

d) Si (xz,y)=(1,2) entonces

of L f2+R)—f(1,2) L 124 h)*+1-5
ay b = h B
2 _ 2
_ lim4—i—4h~|—h +1 5:1im4h+h  limd -4
h—0 h h—0 h h—0
luego
of
9y =4
1.2
ast que
O [ 2% sie) #(1.2)
ay ’ 4 s (x7y) = (172)
Ahora
_(9f of _ _(9f of _
vian - (FanLan)-oo vian-(LanZay)-e2
of of
= _— _— = 1
7100 = (F0.0.50.0) - 0.0
Ejemplo 2.73 Si
fz,y,2) =In®(2® +y + 2?)  entonces
of B 5 9 2z
ax(x7yvz) - 211’1(.7}' +y+2’ )$2+y+22
of _ 2 2 1
ay(x,y,z) = 2In(z*+y+=2 )$2+y+22
of 2z

—(z,y,2) = 2In(2®+y+ 2%

0z x2 4y + 22
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ast que

V£(1,2,1)

Ejemplo 2.74 Si

flzy,2) =

entonces

O (29,2)

of
a—x(l, 1, 1)
0

a—§<x,y,z>

X (oy.2)

as?

af

Vil,1,1)= (%(1
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of of of

= <8_x(1’ 2,1), a—y(l,Z, 1), E(l’ 2, 1)>

41n(4) 2In(4) 41In(4)
< 1 4 4 >

¥ +y* +logyx

Inz Inz
In z* Iny® — pzlnz rlny aaied
e + +ln2 e +e 2
_ + +
1 1
= 14+404+—=1+—
+ +1n2 +ln2
XL wi a
T SRR
Y Y dy
of
= 2”1 0+ 0; —(1,1.1) =0
2Inx +0+0; az(, 1)
af af 1
1,1), —(1,1,1), —(1,1,1) | =1+ —,1,0
b )7 ay( b ) )’ az( b ) )) < + 11’127 ) )

Ejercicio 3 Solucionar los ejercicios siguientes

1. Si

f(z,y) = 2*y* +4 entonces mostrar que

f(I—f-h,y)—f(l’,y)

f(x,y—i—h)—f(x,y)

: o2 : .2
o h Sy ave h mA
2. Si
f(z,y) =/ +y, entonces verificar que
i d @ hy) = fly) 1 - fly+h)—flzy 1
im = y que lim =
h—0 h 2y/r+y h—0 h 2T +vy
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3. Si

2

flz,y) = o entonces verificar que —(z,y) =

_ 2y sinx
Yy +cosx

(y + cosx)?
por medio de las propiedades
4. Si
f(r,y,2) =n®(x +y + 2) — 27 + logy vz — ™¥*

Mostrar que

af _ 2111(.1' + Y + Z) z—1 1 TYZ
%(l’,y,Z)— T tytz — T +$1n2 yze
21
g(xayvz): n(x_‘_y—i_Z) — xze™?
dy TH+Y+z
of 2In(z +y + 2)
- — _ Zl _ Yz
5, (1:Y:2) P vlne 4 —— —aye
5. Si
JETnE (-t gy dt
flz,y,2) :/ mostrar que
IR s 1+ ¢4
1 2
g_f('r7ya Z) = 5 467(9621112) 2x1n z
o 1+ [f; 1“e<—t2>dt}
1 2
?("ana Z) = 2 467(:1321nz> 0=0
Y 1 + |:f2z lnze(_tz)dt]
1 2 2
%(m)y’ z) = - 467(z2lnz) Qf_
z 1 + |:f2m lnze_thti| z
6. Si
r—y+z .
5 0,0,0
flz,y,2) = 22 + y? + 22 st (2,9,2) #(0,0,0) mostrar que
0 si (z,y,2) =(0,0,0)
a2 L2 2 4 Oy — 2
of rAy Tt xy2 T s (x,y,2) # (0,0,0)
%(Lyﬂ) = (22 +y2 + 22)

no existe si (z,y,2) =(0,0,0)

51
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—2? 4y — 22— 20y — 2uz

af si (z,y,2) # (0,0,0
8_<m,y72) = ($2+y2+22)2 ( 4 ) % ( )
y no existe si (z,y,2) =(0,0,0)
22+ y? — 2% — 22+ 2yz .
ﬂ(l‘ Z) — 2 2 212 S1 (C(],y,Z) 7£ (0)070)
o, Y 2) = (22 +y% + 22)
no existe si (z,y,2)=(0,0,0)
7. Si
f(z,y,2) = /22 +y? + 22 mostrar que
x Y z
Vi(z,y,2) = , ’
flew) <\/$2+y2+22 Va2 +y? + 22 \/x2+y2+22>
8. Si s .
r+y +z )
flz,y,2) = T2l verificar que
C(2e(1 -y —2%) 2y 2z
Vf(m,y,z)—< ($2+1)2 7$2+17$2+1
9. Si )
xy ,
flz,y) =< 22492 st (@,y) 7 (0,0) mostrar que
0 si (z,y9)=(0,0)
4_ 2.2
of Yy =rY & z, 0,0
%(I,y) — ($2 + y2)2 ( y) 7£ ( )
0 si (z,y)=(0,0)
223y
of 7 i (x, 0,0
a—(l’,y) = (22 + y?)? (z,y) #(0.0)
! 0 si" (r,y) = (0,0)
10. Si
Va2 +y2t2?
f(z,y, z) :/ sint?dt mostrar que
3
am(xaywz)_snl(x +y +Z) —x2+y2+z2
af z

E(m, y,z) = sin (2% + y* + 2%)

Va2 +y? + 22
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11. Si
9(,y)
h(z,y) = / sintdt entonces verificar que
f(zyy)
Oh . 2, 0g o 2 Of
%(‘r’y) - Sm(g(m,y)) (%(fﬁ,y» Sln(f(.l’,y)) <8$(x’y))
12. Si

z ¥4 a z
f(z,y,2z) = 2¥" entonces verificar que ——(z,y, z) = y*z¥ ', a—f(:v,y, z)=2Yy’lnz.Iny
z

ox
13. Si

2 : : of 2 :
f(z,y,2) = e* cosy®sinz? entonces verificar que g(x, y,2) = 2z €* cosy*sin 2?

2.5 Interpretacién Geométrica de la Derivada

En esta seccién, se trata el concepto de la Interpretacion Geométrica de la derivada y el
plano tangente a una superficie en un punto. El significado geométrico de la derivada de
una funcién y = f(z) de una variable es la pendiente de la recta tangente a la grafica. El
vector trasladado

o, dy .

1+ I J

que parte de un punto (x,y) en la curva es tangente a la curva

0
Cuando calculamos la derivada de z = f(x,y) con respecto a z, <a—f(x,y)) :
T

consideramos a y como constante, es decir, y = b, por tanto

o ™0 = i h =T
que representa la pendiente de la recta tangente a la curva de nivel z = f(z,b) en el

punto (x,b, f(x,b)), mds atn la pendiente de la recta tangente a la curva de nivel z =
f(x,b) en el punto (a,b, f(a,b)), es

O (o ) = im0+ 1:8) = fa.)

ox h—0 h

y un vector tangente a la curva z = f(x,b) en el punto (a,b, f(a,b)) es

v —i—l—kg—i(a,b)
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y si interceptamos la superficie z = f(z,y) con el plano x = a, obtenemos la curva z =
f(a,y), por tanto

0 h) — h) —
O (4 ) = i@y ) = flay) . 9ly+h) —9(y)
ay h—0 h, h—0 h,
que representa la pendiente de la recta tangente a la curva de nivel z = f(a,y) en el
punto (a,y, f(a,y)), por tanto
b+ h) — b
ay h—0 h
representa la pendiente de la recta tangente a la curva de nivel z = f(a,y) en el punto
(a,0, f(a,b)).
Un vector tangente a la curva z = f(a,y) en el punto (a,b, f(a,b)) es
0
u=j+ ka—i(a, b)

y un vector normal a la superficie z = f(z,y) en el punto (a, b, f(a,b)) es

i ik
of 0 9
n=uxv=|01 gjyt(a’b) I(a—i(a,b);a_g(a,b),—l)
1 0 =(a,b)
ox

por tanto la ecuacién del plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el punto (a, b, f(a, b))
es

Of (0 ). 91

(X —P)en=0=((z,y,2) — (a,b, f(a,]))) ® <8x (a,b), 6’_y(a’b>’ —1> =0, es decir,

of af
5, @ 0) (@ —a)+ a—y(%b)(y —b) = (2= f(a,b)) =0
por lo tanto 5 5
z— f(a,b) = 8_3{(@’ b) (xr —a)+ 8—5(@,1))(@; —b)

es la ecuacion del plano tangente a la superficie z = f(z,y) en el punto (a,b, f(a,b))

Ejemplo 2.75 Si
= flay) =9—a" —y"
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entonces para x =1, la curva de nivel es
z=9-1—y*=8—19°

luego

g—g(fv, y) =2

y asi la pendiente de la recta tangente a la curva z =8 —y? en el punto (1,2,4) es
—4  y la ecuacion de esta recta es

z—4=—-4(y—2) en zxz=1
Para y =2, la curva de nivel es

0z Of

z2=9—4—a2>=5—-12% yasi

y la pendiente de la recta tangente a z =5 —z* en (2,2,1) (punto de la superficie) es
—4 y asi la recta tangente es z—2=—4(x —2) en y=2

Ejemplo 2.76 El plano x = 3 interseca al paraboloide hiperbdlico
z =2 — >

en una pardbola, hallar la pendiente de la recta tangente a la pardbola en el punto (3,2,5).

En efecto la pendiente es el valor de la derivada parcial 8_2 en el punto (3,2,5),
)

entonces

y ast la pendiente vale —4
Ejemplo 2.77 El plano y = 2 interseca a la superficie
z=a>+y+coszr+1

en una curva, su pendiente de la recta tangente en (1,0,3) (punto de la superficie) es

0 0
® — 97 —sina  entonces —2(1,0,3) =2—sinl

O ox

luego la pendiente es 2 —sin 1
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Recordemos que el drea de un paralelogramo de lados a,b es

A = absinfl, donde 60 : &dngulo entre a y b, luego

0A 0
% = bst, %:asinﬁ; %:abcose
son llamados también razones de cambio del drea con respecto a a, b, 6.
El voliimen de un paralelepipedo de lados z,y,z es V = xyz entonces
ov ov ov

or VH gy TTH g W

son las razones de cambio del voliimen respecto a sus lados =z, v, z

2.6 Derivadas de orden superior

En esta seccién, se explica como hallar las derivadas de orden superior de una funcién
y se presenta una variedad de ejemplos resueltos, al igual que una seccién de ejercicios
propuestos con sus debidas respuestas

Si f(x,y) es una funcién de dos variables, entonces sus derivadas parciales

af of

%(xay% a_y(xagD

son también funciones de dos variables, de modo que podemos considerar sus derivadas

parciales
& (0f S PN _of
9 (%(x,y)) = @(l‘;y), oy ( (, )> Dy? (,9);

of
8
o (of 0 f 0 82 f
las cuales se llaman segundas derivadas parciales de f(z,y); luego lo mismo que sucede
con las derivadas ordinarias, es posible encontrar derivadas parciales de una funcién de

varias variables de érdenes segundo, tercero o més, como se ilustrard en los siguientes
ejemplos:

Ejemplo 2.78 Si
flz,y) =" +5x+y  entonces

of of

a) %(x7y):€x+y+5x+0:€w+y+57 b) a_y<x’y):€w+y+0+1:€x+y+1
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& o (0 5
C) 8_1:};.(77“@) = % (a—i(aj,y)) = % (em+y +5) — Tty

d) ?)Zf (2,y) = a (g@@y)) _ 0 (Y +1) ="t

o3 0 0
f) 8.7,"]; (z,y) = Oz (?(l‘,y)) = O <€x+y) = %Y
0*f <

9) Shwy) =

o? o [0?
h’) a_y‘é(xay) = a_y (a_];(xay>) = ay (ex-l—y) = ex-‘,—y
0 (0 s .
Z) % <a_y5(x7y)> = ax8y5 (may) ="t

Ejemplo 2.79

Si f(x,y,2) = x*y + 22 + cosx entonces

a) %(m,y,z) = da’y+z—sinz  b) a% (gi( Yy 2 )) ;y (42°y + z — sinz) = 42°
2 %yf@z( 9:2) = 881’ ((fy?x( ¥ 2 )) - 82 (42%) = 1227
e) %yfam(:c,y,z) = % (afjéfx(x, z)> = 82 (4m ) =0

o*f 0 (of . , ' - ;
f) w(%yaZ) = 3_$<3_$<m7y7z)>_8_x(4x y+z—sinz )—12x Y — COST

Bf 0 (0*f 0 ) B '
9) %(L?J,Z) = %<@(x,y,z)) —%(1% y—COSI)—24xy+s1nx

Ejemplo 2.80
Si f(z,y,2) =ye” +1n(zx) +y  entonces

of 11 of P 1 )8f
z

ha D)ol — e + = — it
@) 0z zx ) ve +zx ve +x dy

S |
ox e+
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d) 75 = 6‘7:—i e) f 2 ﬁ _3 ew_i _0
0x? =Y T2 02012 o 9z \ Or2 - 0z Yy 2 =
o (of\ 0 ., .

S A
) e = 57 () = 500

Recordemos que:

h—0

vy g fledh) = f(z)
f'(x) = lim -

(@) = (@) = tim L@ = T@)

h—0 h
1 ! " B — £
(@) = (£) =i Ly g
g_x(x’ y) = }Lig(l)f(x £ yf)L —f(@,9) entonces
0 d
o o (0f . 8—£(x+h,y)—a_£(x7y)
TR /T P, Ll
9 d
Of o (of . a_£<x’y+h)—a—§(rv,y)
@_yz(x7y) - a_y <8—y(:r,y)> = }IL{% .
a2f a 8f . af (.I' + h,y) - a_f(flj, y)
205"V = Bs (8_3;( ,y)> = lim -
0 0
% f o (0f . 8—£(x,y+h)_£(x’y)
ayoz Y = 3y (@(M)) = lim .
0 0
Pf 0 [(of . a—g(x,y,z+h)—a—£(x,y,z)
0:0y 02 (3_y(x’y’ Z)) =i ;

of
i E—y g2z YT T g (@9 ?)
Oy0z0x Oy \0z0x " 7’
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Ejemplo 2.81 S;

f(x,y){ W@ V) 4 0.0)

22 + y?
0 Si (xay) = (070)
entonces hallar o 92 f
Oajay(()’()); 8y8$(0,0);
Solucion: of of
T 0.00=2 (%0.0)) = nma_y(OM’O) oY
oxdy 7 O0x \ Oy  h—0 h
pero
hk(h* — k?) 0
of o R = f(hO) TRz
5y 0 = T —
o hR(R2 =R h(R2 k) R
- }JL% k(h? + k2) ~ s (h? + k?) _ﬁ_h
of . fO.h) = F(0,0) . 0-0
9,00 = lim h = =Y
entonces
of of
—an (0,0) = 9 a—f(() 0) ) = lima_y(0 e a_y(()?()) = limﬁ =1
ozdy" ' ox \ oy o0 h ~ h—0h
ast 9 f
=1
En forma andloga verificar que
O1 (0.0)= -1
oyox

Proposiciéon 1 S:
of - of . o*f . 0% f
%(‘Tay)a a_y(x7y)7 m<x7y)7 m(l"y)
son continuas en una region D, entonces para cada (x,y) € D se tiene que
92 f 92 f

99
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Ejemplo 2.82
Si  f(x,y) = 2%y +2*

entonces
of _ 5. Of _
o (0f 0 3 o (of 0 , 4
() = Z@uy+4ed) =20, — (L) == (2%) =2
Dy <8x) 8y( vy + %) = 2 Ox <8y> Ox (+7) =20
entonces o f o f
_ 2
oxdy  Oydxr ’ V(y) €R
ya que las derivadas
*f *f of  9f

0xdy’ Oyox Y o oy

son todas continuas en R>

Ejemplo 2.83
Si f(z,y) =sin(x +y) entonces

a)

of O2f . *f :
— =cos(x +vy), — =cos(x+vy), = —sm(x + vy), = —sin(x +
e (= +y) o (z +y) y0r (@+y), 5 o (z +y)
entonces
*f  0*f
0xdy  Oydx
Ejemplo 2.84
Si u(x,y) =e"sin(y) entonces
0 0? 0 0?
8_5 = e"siny, 8_;; = e"siny, 8_5 = e" cosy, 8_y2 = —e"siny
entonces o2 o
8—;; + 8—;; =e"siny —e"siny =0
y en este caso la funcion u se llama armdnica, pues satisface la ecuacion de Laplace

Pu  Pp

922 "o Y
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Ejemplo 2.85
Si f(x,y) = 23 +2%y3—2y*  mostrar que

of of O*f

ZJ — 2,2 zJ — 3

a)5 (@) = 3% + 2xy°  b) oy (2,y) =327y —dy ) 55(z,y) =6 +2y
82f B o*f .
83f 0'f(x,y) _

Ejercicio 4

1. Considerar la funcién

?y?
flr.y) = { g % (@) #(0,0)
0 si (z,9)=(0,0)

Mostrar que
0 f
Oyox

0 f
0xdy

(0,0) =0; (0,0)=0
2. Si
f(z,y,2) = In(z + 2y + 32°)

Mostrar que
Ffx,y,2) 72yz°

0x0yoz (z + 2% + 323)°

3. Mostrar que las funciones:

1

Va?+y?+ 22

a)f(z,y,2) = 22 +y* =222 b) f(x,y,2) = "W cos(52) ¢) f(x,y,2) =

Satisfacen la ecuacién de Laplace

0*f O Of

0x? + oy 022 =0
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4. Si

f(z,y) =Iny/2? +y?

82 2
ox? 0y

Mostrar que

0

5. Si
f(z,y,z) = ze¥sin(wz)
mostrar que:
8:1/033 7ya - 8l’ay aya ) 8281’ 7y7 - 81’82 7y7 ) ayaz 7ya - azay 7%

6. Si
f(z,y) = sinxsin®y

Mostrar que

02 f 0% f

m(m,y} = cosxsin2y = 920y (z,y)
7. Dar un ejemplo donde se cumpla que
*f  ofr F f

0x0ydz  020y0x  Oydz0x  0z0xdy

8. Si vy
flage) = [ (st
2
Mostrar que
0 f
0xdy

(2,9,2) = = (1+ (s5n(22) (22))

2.7 Derivada Direccional

En esta seccidn, se explica el concepto de derivada direccional de una funcién y se presenta
una variedad de ejemplos resueltos, al igual que una seccién de ejercicios propuestos con
sus debidas respuestas

Ya conocemos la razén de cambio de una funcién f en el punto x, y en la direccién
de los vectores 1, j, ahora pretendemos hallar la razén de cambio de f en x y en la
direcciéon de cualquier vector unitario u y para ello recordemos que:

o et ) — ()
h—0 h

= D, f(z) si este limite existe
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y para demostrar que la derivada direccional existen en x, en la direcciéon u, hay que
mostrar que la derivada existe en todas las direcciones; como se ilustra con los ejemplos
siguientes:

Ejemplo 2.86 Sea
f(z,y) =lzyl,  hallar D, f(0,0)
En efecto:

f((0,0) + h(a, b)) — £(0,0) f(ha, hb) — f(0,0)

D.f(0.0) = lim P = jn h
. f(ha,hb) . |hahb| . |hf* |ad)
B B A A

— Tim |1 |ab = 0
h—0

cualquier sea la direccion. Luego D, f(0,0) eziste y es 0; se ha tomado el vector wu =
(a,b) = (cosf,sinf)

Ejemplo 2.87 Si
f(@,y) = Vl]zyl, hallar D,f(0,0)

En efecto:

ha, hb) — f(0,0 ha, hb
VAL R I N SR
TmTR Ty Ve i Vi

0 si(a,b)=(£1,0)
= 0 si(a,b)=(0,%1)
no existe en otra direccion

Luego la derivada direccional en (0,0) no existe, solo existe en 4 direcciones.
En este ejemplo se observa que

of of

—(0,0) = =(0,0) =0

5 0.0/ = 5-(0.0)

FE's decir el hecho de existan las deriwadas parciales, no implica que la derivada direc-
ctonal exista.
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Ejemplo 2.88 Si
flz,y) = /2?2 +y?, hallar D,f(0,0)

En efecto:
D,f(0,0) = lim h =
ha)® + (hb)?
= lim (ha)” + (hb) = limmva2 + b2 = lim@
h—0 h h—0 h h—0 h

que no existe, luego D, f(0,0) no existe. ( En ninguna direccion)

Ejemplo 2.89 5i

fla y>:{ % si (z,y) # (0,0)
| 0  si (z,y)=10,0)

hallar D, f(0,0)

En efecto:
_ 4. J(ha,hb) — f(0,0) . f(ha, hb)
hahb ) h2ab ab

1. = _—
oh [(ha)? + (hb)?] oo (a? + b?)  h—0h
0 si(a,b) = (£1,0)
= 0 si(a,b)=(0,£1)
no existe en otra direccion

Luego D, f(0,0) no eziste, solo existe en 4 direcciones.

Ejemplo 2.90

x7? ,
flo,y) =< 224y si (@,9) # (0,0) hallar D, f(0,0)
0 si(z,y)=(0,0)

En efecto:
_ 4. J(ha,hb) — f(0,0) . f(ha, hb)
Duf0.0) = =5 R
, hah?*b? , h3ab? , ab?
= lim =lim———F——— =1

hooh [h2a2 + hAbY]  hoohd (a2 + h2b2)  hooa? + h2bh
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0 si(a,b)=(£1,0)

0 si(a,b)=1(0,%£1)
ab®>  b? L
—— = — en las otras direcciones
a? a

Luego D, f(0,0) existe, pues existe en todas las direcciones

2.7.1 Algunas propiedades:
Sean f y g :R" — R entonces

1.
Du(f :I:g) = Duf + Dug
2.
Dy(af) = a(D.f)
3.

2.8 Diferenciales

En esta seccién, se explica el concepto de la diferencial, sus propiedades y sus aplicaciones,
como se halla la derivada direccional de una funcién en forma general, si la funcion es
diferenciable y se presenta una variedad de ejemplos resueltos, al igual que una seccién
de ejercicios propuestos con sus debidas respuestas

Recordemos que si y = f(x), entonces el cambio en el valor de f(x) entre a y a + Ax

es
Ay=Af=fla+Ax)— f(a) y que Af ~dy = f'(x)dz
ya que
A Ax) —
Jim, 7 = g (OS50 T =
por tanto

f(a+AAa:;—f(a> ~ f'(a), asi, Af = f(a+ Az) — f(a) ~ f'(a)Az = Ay

La ecuacion de la recta tangente a y = f(x) en el punto (a, f(a), es

y—fla) = f'(a)(z - a)
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por tanto y — f(a) = dy es el cambio en la altura de la recta tangente a y = f(z) para
x = a y asi para hallar la diferencial de una funcién z = f(z,y), usamos una terminologia
similar a las de las funciones de una variable y llamamos Az, Ay a los incrementos de =
y de y, y para hallar una aproximacién de el incremento de z, para el cambio en el valor
de f(z,y), entre (a,b) y (a + Az, b+ Ay)

Az = f(a+ Az, b+ Ay) — f(a,b)

consideramos la ecuacién del plano tangente a la superficie en el punto (a, b, f(a, b)) que
sabemos que es

2= fah) = e - )+ Gola by - b

y que por tanto la diferencial de z = f(x,y) en el punto (a,b) se define como el cambio
en la altura del plano tangente de (a,b) a (a+ Az,b+ Ay) y esto no es més que el valor
de z — f(a,b) entonces

af af 0z 0z

dz =df(a,b) = %A.r + a—yAy = %(a, b)dx + 8_y<a’ b)dy.

Ejemplo 2.91 S:

0 0
2z =22+ y* entonces dz = 2uxdr+ 2ydy = —de + —Zdy.
ox oy
Ejemplo 2.92 S;
0z 0z
= "si t dz = —dx + —d
z e"Vsin(zy) entonces dz 5 0 + o Yy

= [e"sin(zy) + " Py cos(zy)] do + [ sin(zy) + "V cos(zy)] dy

Ejemplo 2.93 s

2 = xy entonces dz = %(x, y)dx + %(I, y)dy = ydx + xdy
ox oy
Ahora que comprendemos el concepto de lo que es la diferencial se hard un tratado
mas riguroso
U na funcién f:R" — R, se dice que f es diferenciable en x, si existe una funcién
lineal T :R"™ — R tal que

o @+ B = () =T ()
= 7]

y en tal caso T'(h) = df (x)h.
La anterior definicién es equivalente a: f es diferenciable es x si solo si:

=0
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1. f(x+h) = f(z)+T(h)+r(h)
2. T es lineal.
Ol

Y

h~>

En efecto: Ya que f(z+h)— f(x) —T(h) = r(h) tomamos la norma en ambos lados
de la igualdad y dividiendo por ||h|| se obtiene:

[flz+h) = flz) =TMm)] _ lr(R)l
172l 7]

por lo tanto

[fzt+h)— flz) =T _ .l

lim = lim——— =0 entonces
h—0 el |
lim If(z+ k) = f(z) = T(h)] 0, con T lineal.

h—0 5]

luego esta definicién implica la primera

Ejemplo 2.94 Demostrar que f(x,y) = xy es diferenciable en (z,y).
En efecto: Hay que demostrar que

flx+h)=f(x)+T(h)+r(h) conT lineal y hir(l]H “(hH)” 0

Pero

flx+h) = f((z,y)+ (hi,he)) = f(z+hi,y+ he) = (z+ h1) (y+ he)
= ay+ xhy + yhy + hihy = f(z,y) + T(h) +r(h)

por lo tanto la diferencial es la parte lineal en hy y hs, es decir,
T(h) = T(hi, he) = yh1 + xhs es una transformacion lineal en hy, ho

(W]
o |[All

y r(h) = r(h1, ha) = hihy la parte no lineal y mostremos que hm = 0;

. hihs
es decir, lim ————=
(h1,h2)—(0,0) h2 + h2
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Para ello, por el camino (hy,0) se tiene

. hihs ) 0 hihs
lim —= lim =0, por lo tanto si lim —
(h1,h2)—(0,0)  /I% + h2 (h1,h2)—(0,0) y /12 (h1,h2)—(0,0) y /h? + h3

eziste, es 0, luego

_ hahy 0‘— |ha] lha] /B Dol < |l

Jm+m CRE+hE R
entonces b
lim ————2 = =0, por lo tanto
(h1,h2)—(0,0) 4 / h2 + h2 b
()]

lim =0

h—0 |[|All
y ast f es diferenciable en (x,y) y

0 0 0
i =) = yhs + b = L (o + 5 @t = T et + 5 pay

Si lo hacemos aplicando la primera definicién, entonces suponemos que f es diferencia-
ble en (x,y), y que la diferencial es

of of

y probaremos que
IS — @) =T
h—0 17|

En efecto:
fa+h)—f(2)=T(h) = [ ((z,y) + (b1, ho))— f (2, y) =T (h1, ha) =
= f(x4+hi,y+ha) = f(z,y) = T(h1,h2) = (x+ h1) (y + he) — vy — yhy — zhs
= zy + xhy + yh1 + hihy — —xy — yhy — xhy = hihy
por tanto

et = f@=TW [k
h—0 |2l (h1,h2)—(0,0) \/h? + h3

=0 (ejercicio)

por tanto f es diferenciable en (x,y) y su diferencial es
0 0
a—£ O (@ y)dy = yhs + aho

df (z,y) = 3y

(xz,y)dx +
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Ejemplo 2.95 Demostrar que

(z+y) |l‘|\/|?

flz,y) = || + |yl
0

(z,y) # (0,0)
st (z,y) = (0,0)

es diferenciable en (0,0). En efecto:

FO4R) = F(0.0)+ (. ha)) = Flha ) = Lt P2 L]

|hi] + |hel
(h1 4+ h2) |h1| v/ |h2
= 04+0+ 0,0)+T(h)+r(h
luego
f(0,0) = 0; T(h)=0, gque esuna transformacion lineal
es la diferencial y
hi 4+ ha) [hi|/|h
r(hy, he) = (i + ha) [Tl /1P| es la parte no lineal y probemos que
|ha| + |he
hy 4+ ho) |h1|\/|D
lim (W =0, mostrando que  lim Ui + ha) || v/]ho| =0
(h1,h2)—(0,0) || A]] (h1,h2)=(0.0) (|hy| 4 |ha|) /2 + h3

En efecto: Por el camino (hy,0) se tiene que

i e th)ll ikl o o 0
(hl’h2)ﬂ(070)<‘h1’ + ’hQD \/ h% + h% (hl)*)0|h]_| 1/ h/%

por tanto, si el limite existe es 0, ahora

0 (h1 + h2) [ha| V/]ha| _0 by A+ hol [ha| \/|ha| _ ([Pa] + |Ral) [Ra] \/] o]
(|Pa] + [hal) /D7 + 13 NG m‘|muwm¢mrﬁ
_ [l Ik VRV R
= < +/|ha|, luego
VIR + R R+
(h1 + ha) |h1| v/|h2]
0 Ui + o) |1 2| 22 < +/|ha| por tanto
(|hi| + |h2|) \/ BT + h3

. (h1 + ha) |hi] v/ || _
(hh2)=(0.0) (|| + | ho|) /B3 + 13
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y ast f es diferenciable en (0,0) y

df(0,0) = T'(h) = 0 = Ohy+0hy = %(0, 0)h1+‘;—£(0, 0)hs

_9f
- Oz

B,
(0, O)dm+a—‘£(0, 0)dy

Si lo hacemos aplicando la primera definicién, entonces suponemos que f es diferencia-
ble en (0,0), y que la diferencial es

df(0,0) = %(0, 0)dz + g—g(o, 0)dy = Ohy 4 Ohy = 0

y probaremos que
L O+ h) = (0) = T(h)]
h—0 17|

=0
En efecto:
f(O+h) = f(0) = T(h) = f((0,0) + (h1, h2)) = f(0,0) = T(h1, ho) =

= f(h1,h2) = £(0,0) = T'(hy, he) =

() [ /Tha =00 (b + ha) || /Tho]
(1ha] + [hal) (1ha] +[h2l)

por tanto

- O T |t ) Il VTR

lim = =0 (ejercicio
h—0 | Al (h1,h2)=(0.0) (| hy | + | hal) /B2 + B2 (€] )
luego f es diferenciable en (0,0) y su diferencial es
of of
£(0,0) = 5-(0,0) :c+8y(0,0) y = Ohy + Ohy = 0

Ejemplo 2.96 Demostrar que

f@y%:{ g S @) £ (0.0

no es diferenciable en (0,0)
0 si(z,y)=1(0,0)

Supongamos que f es diferenciable en (0,0), entonces

df(0,0) = g—i(o, 0)da + %(0’ 0)dy = Oda + Ody = 0
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y ast, si eziste la diferencial en (0,0) es 0, luego hay que demostrar que

[f(0+h) = f(0) = 0]

lim =0
h—0 2|
Como
O+ B) = £(0) — 0= f (h, ha) = 202
R TP

Entonces hay que demostar que

O mhy
h—0 ||h|| (hih2)—=(0,0) (h2 4 h2) \/h2 + h2
pero si tomamos el camino (h,0) entonces
hiha :
lim = lim —— =
(hih2)=(0,0) (hi + h3) \/hi + h3 ~ m—0hi\/h3

y por el camino (hy, hy)

. hihs y B 1
= lim ——
(ha)=0) (h2 + h2) /12 + B3 m—02h2, /2R  m—02,/21h2 = yh1| 2| V2

por lo tanto

no existe

hihs

lim
(h1h2)—=(0,0) (h? + h3) \/h} + h3

2.8.1 Algunas propiedades de la diferencial

no eziste, luego f mno es diferenciable en (0,0)

Propiedad 1

Si f es una funcién diferenciable en x = a entonces f tiene derivadas parciales en
xr = a y en tal caso

U@ = Vi@h= T @m+ 2L @h+ .+ 2@,
o s s
- 8x1( )dxl—l—g—@( a)dzy + ...+ axn(a)dxn

Esta propiedad se aplica para demostrar que una funcién no es diferenciable en a, pués
dice que si alguna derivada parcial en a no existe, se concluye que f no es diferenciable en
a
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Ejemplo 2.97 Consideremos la funcion

fay) =4 wig @700
0 si(z,y)=(0,0)

y calculemos

ox h0 A = }lllg(l) T }ILILI(I)E que no existe

por lo tanto f no es diferenciable en (0,0). f es difernciable en todos los demds puntos

Ejemplo 2.98 Consideremos la funcion

Y _ six #+ —y
f(z,y) = Tty
0 St =—yY
y calculemos
of . f(0,h)—f(0,0) . #—0 1 .
a—y(O, 0) = }lgl(l) ; = }ILILI[I) = fllli%ﬁ que no existe

por lo tanto f no es diferenciable en (0,0). f es difernciable en todos puntos donde x # —y
Ejemplo 2.99
Ya sabemos que la funcion f(x,y) = xy es diferenciable en cualquier punto (a,b),

luego f tiene derivadas parciales en (a,b) y

df (a,b) = %(a, b)dx + g—]yc(a, b)dy = bdx + ady

Propiedad 2

Toda funcién diferenciable en a, es continua en a. Esta propiedad es de gran utilidad
para demostrar que una funcién no es diferenciable en a, pues también es equivalente a
que si una funcién no es continua en a entonces no es diferenciable en a.

Ejemplo 2.100 f(z,y) =xy es una funcion diferenciable en cualquier punto (z,y),
por lo tanto f(z,y) = xy, es continua en cualquie punto (x,y)
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Ejemplo 2.101 La funcion

fx,y) =

no es continua en (0,0), pues el camino (z,0);

0
im — —fim— = lim0 =0
(@y)—00)x2 +y? a—-0x2  2-0
y por el camino (x,x)
2
1
lim _ limx— =lim- = =
@y)—00)2 + 92  2-0222 102 2
por lo tanto f(x,y) no es diferenciable en (0,0),ya que f(z,y) no es continua en (0,0).
Ejemplo 2.102 La funcion

i st x # —y
flz,y) = T+y
0 sir=—y

no es continua en (0,0), pues el camino (z,0);

0
lim = lim— = lim0 = 0
(z,y)—(0,00T + Yy z—0r  2—0

y por el camino (x,x)
1

. Y .z ) 1
lim =lim— = lim- = =
(z,y)—(0,0)T + Y =021 z—02 2

por lo tanto f(x,y) no es diferenciable en (0,0),ya que f(x,y) no es continua en (0,0).

Ejemplo 2.103 La funcion
1'2 X
fay =4 2rpg™ (z,y) # (0,0)
0 si(z,y)=(0,0)

no es continua en (0,0), pues el camino (z,0);

2 2
—lim~ = liml = 1

i x
lim - 5
(z,y)—(0,0) T + Y x0T z—0

y por el camino (z,x)
2 2
1
lim  —o = lim— = lim- = =
(@y)—(00) 22+ y2 10222 2502 2

por lo tanto f(x,y) no es diferenciable en (0,0), ya que f(z,y) no es continua en (0,0).
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Propiedad 3

Si existen las derivadas parciales en a, en una vecindad de a y son continuas en a entonces

f es diferenciable en a y df(a) =V f(a).h

Ejemplo 2.104

f(z,y,2) = zyz
tiene derivadas parciales en cualquier punto (x,y,z),en una vecindad de (z,y,z) Yy
ademdas son continuas (x,y, z), luego f (x,y,z) es diferenciable en (x,y,z) y

Ue2) = G+ 3wy 2y + L w2
= yzdr + xzdy + rydz
Ejemplo 2.105
22
flr,y)=19q 22492 si(,y) 70,00 o diferenciable en (0,0)
0 si(z,y)=1(0,0)
En efecto:
2y )
of —— sl (z, 0,0
%(x,y) _ (22 +y2)2 (z,y) # (0,0)
0 si(z,y)=(0,0)
of 2 s ) £ (0.0)
T g ST, )
9y 0y = @4y
! 0 si(ey)=(0,0
ademds
. of af
1 'l - 4
L) 5, (0-0)  ya que
2 4
lim g(m,y) = lim Lz =0
(2,9)—(0,0) Oz (29)—(00) (22 + y?)
pues
2 4 92 2. 2
0<| 2 ‘:Mgzm
(22 +y?) (2? +?)
2 4
entonces  lim ——? _ — 0

(2.9)—(00) (22 + 12
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y como

=L — 22(0.0
e ax(:ﬁ,y) 8x( ,0)

se concluye que ——(z,y) es continua en (0,0).

Ox
: of af . of
En forma andloga demustre que lim ——(z,y) = =(0,0), es decir que —(z,
8 que Mim ay& ) = 5,00 que 7 (@y)
existe (0,0), en una vecindad de (0,0) y es continua en (0,0). Entonces existen las
derivadas parciales en (0,0), en una vecindad de (0,0) y son continuas en (0,0) por lo

tanto se concluye que f es diferenciable en (0,0) y

9 9 9
4f(0,0) = a_i(o’ 0) a_im’ 0)dz + a—i(o, 0)dy = 0

En forma anéloga se demuestra que f(x,y) es diferenciable en cualquier punto

Ejemplo 2.106 En forma andloga demuestre que

zy(a® —y?)
fay =1 “mip S@y#00

0 st (z,y) = (0,0)

es diferenciable en (0,0)

mostrando sus existentes derivadas parciales en (0,0), en una vecindad de (0,0) y que
son continuas en (0,0).

Ejemplo 2.107

f(z,y) =sin(x +y) es diferenciable en (a,b)

pues
of B . of _
%(x, y) = cos(z+y); 9 (x,y) = cos(z + y)
. of _of . of _of
(z,y)lir%a,b) ax (CL’, y) - ax ((1, b) y (:E,yl)liﬁa,b) ay (ZL’, y) - ay ((l, b)

y por tanto existen las derivadas parciale en (a,b),

%(a, b) = cos(a + b); g—i(a, b) = cos(a + b)
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y ademds existen en una vecindad de (a,b) y son continuas en (a,b) ya que

: of B . B _of
o DY) T o ay ©OSE HY) = coslath) = 5o(ab)

. Of : of

lim —(x, = lim cos(x +y) = cos(a+b) = =(a,b
(#:9)=(a.b) 8y< v) (#:9)=(a.b) @+) @+9) 3y( )

y asi f(x,y) =sin(x +vy) es diferenciable en (a,b) y
of of

df (a,b) = %(a, b)dx + 8_y(a’ b)dy = cos(a + b)dx + cos(a + b)dy

Propiedad 4

Si f es una funcién diferenciable en x, entonces f tiene derivada direccional en x (
por lo tanto si la funcién no tiene derivada direccional en x entonces la funcién no es
diferenciable en x) y ademds

Dyf(z) = Vf(x)u=|Vf(@)|lullcosd
= [V f(z)] cost
Ejemplo 2.108 Como
fla,y,2) =2 +y* + 27
es diferenciable en (1,2,3) (propiedad 3), entonces f tiene derivada direccional en
(1,2,3) y
Duf(lv 2a 3) = vf(L 27 3)-(@, b7 C) = (27 47 6) '(aa b7 C) = 2a +4b + 6¢

con
u = (a,b,c) = (cosb,cosa,cosy) vector unitario

Ejemplo 2.109
fla,y) = Va2 +y?

no es diferenciable en (0,0), pues f(x,y) = /x> + y* no tiene D, f(0,0)

Ejemplo 2.110 Sabemos que

x2y2
f(»’l%y) = x2 +y2 81 (I,y) % (0,0)

0 si(x,y)=1(0,0)
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es diferenciable en (0,0), luego  f(x,y) tiene derivada direccional en (0,0) y
D, £(0,0) = V£(0,0).(a,b) = 0a + 0b = 0
Si f es una funcion diferenciable entonces
Duf(z) = Vf(x)u = |V f(z)] cosd

donde 0 es el dngulo entre V f(x) y el vector unitario u, se puede deducir que la derivada
direccional es mdzxima si se elige u en la direccion del vector V f(x) (0 =0) y para hacer
minima D, f(x) se elige u en la direccion de —V f(z) (0 = w). En otras palabras el
vector gradiente V f(x) apunta en la direccion del crecimiento mds rapido de la funcion
con valor ||V f(x)| , mientras que wvector gradiente -V f(x) apunta en la direccion del
crecimiento minimo de la funcion con valor — ||V f(z)].

En conclusién: Si  f es diferenciable en el punto (x,y) entonces

1) Si Vf(z) =0, entonces D, f(x) =0

2 . La direccién de maximo crecimiento en f viene dado por V f(x), el valor maximo
de Dy f(z) es ||V f(z)|

3. La direccién de minimo crecimiento de f viene dado por —Vf(x) y el valor
minimo de D, f(z) es — ||V f(z)]|

Ejemplo 2.111
Hallar D,f(1,2) en la direccion del vector (2,—3) si f(x,y) = 2% + o>

Como  (2,—3) no es unitario entonces lo volvemos unitario, dividiendo por su norma

2 =3
13, luego u = (—,—) como x,y) = 2? +y* es diferenciable en (1,2
Vv g T vis) ! f(z.y) y f (1,2)
entonces
0 2 0 -3

ox V13 Oy V13

2 -3 813
= 24— =2V

V13 V13 13

Ejemplo 2.112

Hallar D, f (1, , %) si f(x,y,z) =xcosysinz y en la direccion del vector 2i — j + 4k
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2 1 4
En efecto, el vector unitario que necesitamos es u = , , como
d 4 (\/21 V21 \/21) Y

T,Y,z) =xcosysinz es diferenciable en (1,7 il entonces
f(z,y,2) Y f T

Dw‘"(l,w,%) = %(1,# Z) +g—§<17ﬁ,%>b+g—£(l,ﬂ,%)c con

IR I

Como
of T
8—3:(3:,34,2) = cosysinz; o (1,7?, 4) =—5
of Ty
a—y(x,y,z) = —xsinysinz; 3 (1 4) 0
8—f(:1: Z) = xCosycosz; g( z) —ﬁ
9.0 B Y "0z 4 2
entonces

" VZov2) (2 oL
Duf (L 5) = ( 2=07 ) <\/ﬁ\/ﬁ¢ﬁ>

_ V22 s —3 42
21
Ejemplo 2.113
Hallar D, f(2,—1,1) en la direcciéon del maximo aumento de f(z,y,2z)  si

f(2,y,2) =2y +yz
En efecto: En (2,—1,1) la D,f aumenta m&s rapidamente, en la direccién del vector
gradiente, Vf(2,—1,1), luego
vf(x7y7z):(y7x+zay)a Vf(27_171) = (_1737_1)

y asi

Duf(27 -1, 1) - ||Vf(27 -1, 1)” - \/ﬁ

Ejemplo 2.114 Sea f(x,y,2) = 2% +y* + 22
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a) Hallar D, f(1,2,3) en la direccién del vector (1,1, 1)
b) Hallar la direccién en el cual D, f(1,2,3) es maxima y cuél es su valor .
c) Hallar la direccién en el cual D, f(1,2,3) es minima y cudl es su valor.

En efecto:
Vf(z,y,2z) = (2x,2y,22)
luego
a)
1 1 1

- <g_£<1,2,3)) % + (2—5(1,2,3)

1 of 1
) Vel (%“’2’?”) N
24612
V3 V3 V3 V3

b) La direccién en el cual D, f(1,2,3) es méxima es
Vf(1,2,3) =(2,4,6) ysuvalor es D,f(1,2,3) = |(2,4,6)|| = V4 + 16 + 36 = /56
c¢) La direccién en el cual D, f(1,2,3) es minima es
~Vf(1,2,3) = (—=2,—4,—6) ysuvalor es D,f(1,2,3)=—v4+ 16+ 36 = —/56
Ejemplo 2.115
Hallar D, f(1,3) en la direccion de (1,3) hacia (2,4) si f(z,y) = 2* +9°

En efecto:

luego 5 5
f 1 f 1 2 6
S(1,3) = SH(L3) =+ 2 (1,3) +

Ejemplo 2.116

Una particula rastreadora de calor estd situada en el punto (2,—3) de una placa
metdlica cuya temperatura en (z,y) es T(x,y) =20 — 2? — y?. Hallar la trayectoria de
la particula al moverse de forma continua en la direccién de mds rapido crecimiento de la
temperatura.
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En efecto: Representamos la trayectoria por
a(t) =x(t)i+y(t)j y un vector tangente en cada punto (x(t),y(t))

estd dado por

o (t) =2 ()i +y'(t)]
Como la particula busca el crecimiento més rédpido de temperatura, la direcciéon de o/(t)
y VT (z,y) = —2xi — 2yj son las mismas en cada punto de la trayectoria, luego

dx dy

por tanto solucionando las dos ecuaciones se tiene que

d_w = —2dt; @ = —2dt entonces

'y Y
Inx = —2t+ky; Iny=—2t+ ko entonces
w(t) = ce®; y(t) = cie” entonces
2(0) = ce®=2 = c=2; z(t)=2"y
y(0) = 1’ =-3=c=-3; y(t)= -3 *

at) = 2e i —3e?j v eliminando ¢ se tiene que
2 2
x(t) = 2% =-"(-3)e? =-Zy entonces
-3 3
r = —gy es el camino

Propiedad 5
Si f(z,y,z) = cte entonces df =0

Propiedad 6
d(f £+ g) = d(f) £ d(g)

Ejemplo 2.117

d(z®+zy+y®) = d@*+azy)+dy°) = d(=*) + d(zy) + d(y?)
= 2zdx + xdy + ydzr + 2ydy
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Propiedad 7

d(fg) = fdg + gdf
Ejemplo 2.118

d(sinxcosy) = sinxd(cosy) + cos(y)d(sinx)

= sinz(—siny)dy + cosy cos xdx

Propiedad 8

J ([) _ gdf — fdg
- 2
g g

Ejemplo 2.119

J(Fyty sinzd(z%y + y) — (22y + y)d(sin z)
sinx sin®
sin z(d(2%y) + d(y)) — («%y + y) cos xdx

sin?

_ sina(yd(2?) + 2*dy + dy) — (2*y + y) cos xdx
B sin? x
_ sinz(2yzdr + 2*dy + dy) — (2*y + y) cos xdx
B sin’ x

Ejemplo 2.120 §i
z= f(x,y) =2* +3zy  entonces

a) Hallar dz
b) Six cambia de 2 a 2.05 y y cambia de 3 a 2.96, comparar los valores de Az y dz.
En efecto:

a)
_of of
dz = Z-(z,y)dz + ay(x,y)dy
= (2x + 3y)dz + (3z)dy
b) Como

r=2;, dr=h; =005 y=3;, dy=hy=-0.04
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entoces
dz = (2%x243%3)0.05+ (3%2)(—0.04)
= (13)0.05—6(0.04) = 0.41
Az = f(x+hy,y+he)— f(z,y) = f(240.05,3 —0.04) — f(2,3)
= f(2.05,2.96) — f(2,3) = (2.05)2 +3(2.05) (2.96) — (4 + 18)
(2.05)2 +3(2.05) (2.96) — 22 = 0.4065
luego

dz =~ Az

Ejemplo 2.121 Aproximar el cambio en la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo de
1

catetos 6 y 8 cm. Cuando el mds corto se alarga 1 y el mds largo se encoge gcm

En efecto: Sean x,y los catetos y z la hipotenusa, entonces z = \/x? + y2, luego

0z 0z x Yy
dz = —dox+ —dy= dx + d
Ox dy 4 V2 + 2 /22 1 42 Y
_ 6 1 8 1.6 8 3 4
V36 +r644 /36+648 40 80 20 40
3 2 1
~ 20 20 207

1
Luego la hipotenusa se alarga 2—Ocm.

Ejemplo 2.122 Hallar el valor aproximado de
sin ((1.05)* + (0.9)*) — sin(1* + 17)
En efecto: Consideremos la funcion
f(z,y) = sin (2* + y*) entonces

af of

f(@+h, y+he)— f(z,y) & == (z,y) i+ == (2, y)ha = 2z cos (z° + y*) hi+2y cos (2° + y*) hy

ox oy

=2.(0.05) cos (1* + 1%) + 2. (—0.1) cos (1* + 1*) = (—0.1) cos2 = 4.1615 x 107>
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Ejemplo 2.123 Hallar el valor aproximado de
V/9(1.95)2 + (8.1)2

En efecto: Consideremos la funcion

f(z,y) = /922 + y? pués

se puede calcular facilmente

£(2,8) = 1/(9)(4) + 64 = V100 = 10
por tanto tomamos

r=2; y=38; dr=hy=-0.05 dy=hy=0.1

entonces
a—f(x ) = LU a—f(m ) = Y por tanto como
o0 T g oy T e
f(x+h) ~ fl@)+ f(x)h se tiene que
flx+h,y+h) =~ f(z )—l—g(x )h —i—ﬁ(m )h
LY 2 ~ Y ox YY) ay yY) 2
of of
V9(1.95)2 + (8.1)2 = f(1.95,8.1) ~ f(2,8) +dz = f(2,8) + %(2, 8)hy + 0—y(2, 8)hy
18 8 )
=10+ 10( 0.05) + g0l 9.9 ast que V/9(1.95)2 + (8.1)2 ~ 9.99

Ejemplo 2.124 Aproximar

V27.3/1021

Tomar

flz,y) =vVa.Yy con x=25 y=1000; Azx=h =2; Ay=dy=21

1

0 1
o = e+ Sy = 2+ gty -

= (25) 3(1000)5(2) + %(25)5(1000)—5(21) ~ 2.35.

luego

V27.4/1021 ~ v/25.v/1000 + 2.35 = 52.35
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Ejemplo 2.125 Hallar el valor aproximado de

V/26.98.4/36.01
En efecto: Consideremos la funcion
flz,y) = x\/y conx =27, y=236
y se puede calcular facilmente
f(27,36) = (3)(6) = 18
por tanto tomamos

x =27, dr=hy =-0.02; dy=hy=0.01,y =36

entonces
of 1 of V
a_x<‘r7y) - 3<%)2(ﬂ)7 a_y<x7y) - 2\/\/557 por tanto
fx4+h,y+hy) = flx,y)+ g—i(:c, y)dx + g—?jj(:c, y)dy  es decir
of

v/26.98.4/36.01 = f(26.98,36.01)zf(27,36)+%(27,36)(—0.02)+

6
3(¢/27)?

6
(—0.02) + W(0.01) = 18.001

Ejemplo 2.126 Hallar el valor aproximado de

— 18+

(1.05)% (2.99)
En efecto: Consideremos la funcion
flz,y) =2 con z=1,y=3

y se puede calcular
f(1,3) = (1)*(3)° = 27

Y st tomamos

of

of
8_3/(27’ 36)(0.01)

0
dr = hy =0.05; dy = hy = —0.01; ——(x,7) = 22y>; —f(x,y) = 32%y°

ox Jy
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entonces

fx+hi,y+hy) = flx,y)+dz; es decir
£(1.05,2.99) = f(1,3)+ %(1, 3)dz + 3—5(1, 3)dy
= 27+ 2(1)(27)(0.05) + (3)(1)(9)(—0.01) = 27 + (54)(0.05) — (27)(0.01)

= 2943
Ejemplo 2.127 Supongamos que las dimensiones de un paralelipipedo rectangulares cam-
bian de (9,6,4) a (9.1,6.02,3.9), usar diferenciales para estimar el cambio en el volimen.

¢ Cudl es el cambio exacto?.
El volumen del paralelipipedo de lados (x,y,z) viene dado por:

Vir,y,2) = xyz

av = a—valzz: + (‘9_de + a—de = yzdx + zzdy + xydz
ox dy 0z
= 24(0.1) +36(0.02) + 54(—0.1) = —2.28  luego
av = -—-2.28

El cambio exacto en el volimen viene dado por
V(@ 4 hi,y + ha, 2+ hs) = V(z,y, 2) = (9.1)(6.02)(3.9) — (9)(6)(4) = —2.3502

Ejemplo 2.128 FEl radio de la base y la altura de un cono circular recto miden 10cm, 25cm
respectivamente, con un posible error en la medicion de 0.01cm. Utilizar diferenciales para
estimar el error mdximo en el volimen calculado del cono.

En efecto:
2
h
Ve = Wg =V(r,h) luego
oV ov 27r r?
27

= S-(10)(25)(0.01) + £ (100)(0.01) = 6.2832

Ejercicio 5

1. Demostrar que
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no es diferenciable en  (0,0). Ind Suponga que f es diferenciable en (0,0) y

— -T
demuestre que lim F(0+ 1)~ J(0) (2)] no es cero

h—0 17l

. Demostrar que

: 1 :
f([L’, y) — ('1‘2 + y2) Sin <JI2 + yg) S1 (xvy) 7é (07 O)
0 si (2,y) = (0,0)
es diferenciable en (0,0). Ind Suponga que f es diferenciable en (0,0) y demuestre
— o) =T
que lim [f0+7) — f0O) ~T(R)] _
h—0 il

. Counsidere la funcion

2

o) =1 Tipm s @u)# 00

0 si (z,y) = (0,0)

demostrar que: f(z,y) no es continua en (0,0) y f(z,y) es continua en (1,2),

Vf(0,0) = (0,0), Vf (1,2) = (32,32), D.f(0,0) existe, D,f(1,2) = £a — b,

25 25
f(z,y) no es diferencial en (0,0), demostrando que f(z, y) no es contlnua en (O O)

[f(0+h) = f(0) = T(h)|
7]

0 que }llintl) no es cero y que df(1,2) = 12d:1: — idy

. Considere la funcion

7Y 0,0
f(x’y): £C4+y4 51 (x7y)7é( ’ )
0 si(z,y)=(0,0)
demostrar que: f(x,y) no es continua en (0,0), f(z,y) es continua en (1,2),
V£(0,0) = (0,0), D,f(0,0) no existe D, f(1,2) = (%,5768) (a,b), f(z,y) no es
diferencial en (0,0), demostrando que f(x,y) no es continua en (0,0) o que
LR+ 1) — f(0) ~ T(h)
h—0 7]

S22 dy

no es cero y que df (1,2) = 2dx + 35

5. Considere la funcién

Fag) = { e S @) #0,0)

x2 + 92
0  si(z,y)=(0,0)
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y verificar que Vf(0,0) no existe, Vf(1,2) = (%,;—;) , D.f(0,0) no existe,
D,f(1,2) = 2—;—3—?, y demuestre que f(x,y) no es diferenciable en (0, 0), demostrando
que f(z,y) no es continua en (0,0), df(1,2) = %d:ﬁ - %dy
. Demostrar que
flz,y,2) = z2eV’

es una funcién diferenciable y hallarla. Ind demuestre que existen las derivadas
parciales en (a, b, ¢), en una vecindad de (a, b, ¢) y que son continuas en (a, b, c).

. Hallar la derivada direccional de

fla,y,2) = (z+y?+2°)°

en (1,—1,1) enladireccién i+j. Resp D, f(1,—1,1) =V f(1,—1,1). (
—6

V2

Hallar la derivada direccional de

en direccién hacia el origen Resp: —

Hallar la derivada direccional de

f(x,y,z) = (CL‘ - 1)€yz

-~

en (0,1,1) enladireccion hacia (2,3,4) Resp D, f(0,1,1) = V£(0,1,1). (L
—3e

V17

Hallar la derivada direccional de
flz,y,2) = ry? +y2 + B

en (1,2,1) en la direccién del méximo aumento de f y en la direccién del minimo

aumento de f Resp £V f(1,2,1) = £(5,5,9), V131, —/131

3

2
VIT) V1T V1T

)
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11. Hallar la derivada direccional de

flz,y,2) = re¥’ 7

en (1,2,—2) en la direccién del camino

aft) = ti+ 2cos(t — 1)j — 2e"Vk

7
Resp: —g\/g
12. Aproximar el valor de

flz,y) = /20— 22 —T7y? en (1.95,1.08) Resp 2.846

13. La distribucién de temperatura de una placa viene dada por T'(x,y) = 9 — 222 —
y? a) ;Cudl es el punto mds caliente? R.(0,0). b) Hallar la trayectoria seguida
por una particula seguidora de calor en la direccion de mds rapido crecimiento de
temperatura partiendo de (—2,1) Resp: z = —2y?

14. Hallar la diferencial de las funciones:

) F(@,y.2) = W4y +2), D)@y, 2) = eyze tasingzeosaz o) f(e,y.2) = o
x Yy
z
d)f(x,y, z) = sin(z?yz te@® P+ 11 ¢ T, Y, 2,U) = ————
)f(z,y, 2) (2%yz) ) fz,y, 2, u) P
z

f)f(xz,y) = arctan (%) +arctan (S) 9) f(z,y) =In(tany(x)) h) f(x,y,2) =

Va2 +y?+ 2

z

15. Hallar df(1,1,1) si  f(z,y,2) = Respuesta df(1,1,1) = —=1-dz —

2v2
1 V2

16. Aproximar:
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a) (1.01)°(3.02)* (2.9)*, Tomar f(z,y,z) = 22" Resp 663,39

z))\/(1.97)2 +(2.02)> + (1.0), Tomar f(z,y,2) = /22 + 32+ 2 Resp 2,99
4
o) (VO9+ V124)  Tomar f(z,y) = (V7 + e/@)"‘ Resp 49.770

1—-(3.01)" 1-3 1— a2
d — Tomar f(x,y) =
) 5.97 o f(z,y) "

e) sin ((1.05)* 4 (0.9)*) —sin (1> + 1*) Tomar f(z,y) = sin(z’+y?)

17 Sea
fz,y) = 2® + 3xy”

. . . . —i—2j 38
Hallar D, f(1,2), en direccién hacia el origen (Ind u = Resp: ——
F0.2 wn ) e -2

18 La longitud y el ancho de un rectdngulo son 30cm y 24cm  respectivamente con

un error en la medida de —— en cada dimensién, usar diferenciales para estimar
el error méximo en el drea calculada del rectangulo y cuédl es el error exacto. Resp
0.54, 0.5401

19 Si

f(z,y) =2y — v’z y (r,y) cambia de (2,3) a (1.9,3.001)
Compare los valores de df y Af Resp 0.59 .0.5905

20 Si 5
Ty _
flz,y) = a3 4 yb st (z,y) 7 (0,0) mostrar que
0 si(z,y)=1(0,0)
%(0,0) = 0; g‘;;( ,0) = 0; gf(l 1) existe ; Z—‘;j(l, 1) =0,D,f(0,0) existe; D, f(1,1) existe,
f no es continua en (0,0) y es continua en (1, 1), df(0,0) no existe; df(1,1) existe
15 42 15 42
D,f(2,1) = —— , 2,1) = —— -~
f(2,1) 81a+8lb df(2,1) 81da:+81dy

21 Si
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y(2® —y?) .
flz,y) = % 4 y? s (z,9) # (0,0) Hallar
0 si (z,y) = (0,0)
_ 4. 9f _ 0% _ . 9, 3
(0,0) = 0; 8_y(0’ 0) =—1; 01’03;(0’ 0) no existe; m((), 0) = no existe, D, f(0,0) = a*b—0b

f(z,y) es continua en (0,0) y en (1,2)

22

Hallar la derivada direccional de
f(z,y) = 2° — 3zy en la direccién de la trayectoria y = 2° —x +2 en (1,2)

Ind:
rt)=ti+ 2 —t+2)j, rA)=i+Q2t—-1)5 rQ)=i+}

luego

puf2) = Vi) () -



Capitulo 3

Regla de la cadena

3.1 Introduccion

En este capitulo, se hace un tratado de la regla de la cadena y sus diversas formas, la
funcién implicita, el plano tangente, maximos y minimos de funciones de varias variables
y por iltimo el método de los multiplicadores de lagrange, donde cada seccién tiene su
taller de ejercicios propuestos con sus debidas respuestas
Sea ¢g: R — R una funcién derivable en x y f : R — R, una funcién derivable en
g(x) entonces h(x) = (fog)(z) = f(g(x)) es derivable en = y matriz de h puede
escribirse como la matriz de f por la matriz de ¢ es decir:
dh  df du
W) = Flol)d (@) o L= s u=g)
Generalizando el resultado anterior se tiene que si g : R" — R™ es diferenciable en
xy f:R™— RP es diferenciable en ¢(z) entonces h(x) = f(g(x)) es diferenciable
en z y lamatriz de h, (Mj) esigual a la matriz de f, (M) por la matriz de g, (M,),

es decir, si h:R" L R™ EN RP, entonces h(x) = f(g(x)) vy
Mh(an) - (Mf)pXm X (Mg>m><n

Caso 1 Sea
h(t) = f(z(t),y(t)) = f(z,y) entonces h(t) = f(g(t)) donde h:R % R? LR
Yy ast

:MfXMg

dt — 0z ot oyot \ox dy

ih_0fox 0oy _ (05 0f
' (ax’ay)

SRS

91
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Ejemplo 3.1 5@
af , Oz . Oy

0
f(z,y) = 2%y; x(t) =¢'; y(t) =sint entonces 8—£ = 21y, o =t o=, 5= cost

por lo tanto como
h(t) = f(x(t),y(t)) entonces
dh _ 050s 010y
dt Oxr ot 0Oy ot
= 2¢e*sin(t) + e* cos(t)

= 2zye’ + 2% cost = 2(e' sin(t))e’ + (e")? cost

Caso 2 Si
h(r,0) = f(z,y) = f(x(r,0),y(r,0)) = f(g(r,0))
luego
hRELSRELR entonces

oh Oh of of v oo
i — (2L 2L r 0
(8T’39>1X2 (ax’ay)bd % % , entonces,
or 00
on _ ofor ojoy - on_ofor ofoy
o ozor oyor Y 90 0:00 0y ow
Ejemplo 3.2 Si
., Of of
_ _ 2,2 _ _ o5 _ 95 _
h=f(z,y) =2"+vy* x(r,0) =rcos, y(r,0)=rsind e 2z, o 2y
or oy . or . dy
E—COSH, E—sm@, 50 = rsind, %—rcosﬁ
entonces
oh  Of Ofdx Ofoy _ Ox oy
or  Or Ox0r * Oy Or _2x8r +2y3r
= (2rcosf)cosf +2rsinfsind = 2r, luego
oh
T
or "
)
oh _of _ofor 0foy _, 00, 0y

00 00  0xd0  Oyos T o0 06
= 2(rcosf)(—rsinf) + 2(rsinf)rcosf =0, luego
oh

%—0
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Caso 3 97

entonces

2(r,0,9) = f(z,y,2) = f(x(r,0,9),y(r,0,9), z(r,0,1))

0z  Of Of0x Ofdy  Of0z
ar O dxdr dyor 0zor
dz  Of Ofdx Ofdy Of0z
00 — 90 0xrdd  dyoo  9z00
dz  Of O0fox Ofdy Of 0z
a9 89 0xal  dydy ' 9z00

R L RS LR

y en forma matricial se tiene que z :

Caso 4 93

entonces

y en forma matricial se tiene que z :

(M)

1x3

(r,0,9) = g(r,0,9) — f(g(r,0,9)),

(My)y, 5 X (Mg)gys

@

) (2o, 5
~\ 0z’ 9y’ 0z g_r
z

or’ 00’ 99

z = f(x7y) = f(x(r7 07 ﬁ,t),y(?"’ 07 19725))

0z
aor
0z
06
0z
Gl
0z
ot

of of ox
or Oz or
of  of ox
90~ 0x 90
of of ox
99~ 9z
of of ox
ot Oz ot

ox
a0
9y
0
z
ar 80
af dy
Ay or
of Oy
Ay 00
af dy
Ay 09
df oy
Ay ot
RS RZLR

oz

)
Y

0

z

o

(r,0,9,t) = g(r,0,9,t) — f(g(r,0,9,1)),

luego

93

luego
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z= f(g(r,0,9,t)) yasi
(MZ)IX4 (Mf)1><2 X (M9)2><4
Oor Ox Ox Ox
0: 0= 0: 05\ _ (0 U o @ om @
or’ 00’ 99’ Ot o’ 8y gy oy 0oy 0Oy
or 00 09 Ot
Caso 5 si
w= f(x,y,2) = f(z(r,0,9,t,5),y(r,0,9,t,s),2(r,0,0,t,5s))
8_w B 8f 8f8:v afay afaz
or — or Odxor ay ar ' 9z 0r
% B B_f af&v afay g%
00 — 00 0z 00 8 90 ' 0z 0
% B 6_f 8f(9x 8f8y g%
o9 99 0z oY 8y Y 9z 90
% B ﬁ_g@ 8f5’y 8f8,z
ot ot dx ot dyot 9z ot
entonces
wR S RPLR
w:f(g<7’, 97197157 S)), por tanto (M )1><5 (Mf)1><3 (M9)3><5
o ow ow w ow\ _ (o5 of or\ |8 8 8 8 G
or’ 00 99’ ot  ds ) \ox 0y’ 9z 5)7 ? ) At Qs
gz 0z 0Oz 0z Oz
or 00 09 0Ot O0Os

Ejemplo 3.3
w

x(r,0,9,t,8) = e"0; y(r,0,9,t,s) = sin(rf)

entonces

:f($7y72):'r2+y2_2

2
2(r,0,9,t,s) =rst

the et 0 Ore™ 0
—2z) x [Bcos(rf) rcos(rd) 0 0 O
st 0 0 rs rt
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the ert 0 Ore™ 0
= (20¢™, 2sin(rf), —2rst) x |fcos(rf) rcos(rd) 0 0 0
st 0 0 rs rt

luego por ejemplo:

g—@: = (20¢™) (t0e™) + 2sin(rf) (6 cos(rd)) — 2rst(st)
g_"s” — (2067 (0) + 2sin(r0)(0) — 2rst(r)

Ejemplo 3.4 Si
z= f(z,y); x=rcosf, y=rsind

afN*  (of\* _ [(of\* 1 [of\°
(5) + (55) = (5) (&)

En efecto: Como z = f(x,y) = f(z(r,8),y(r,0)) entonces

Mostrar que

0f _0fox 00y 0: _0for  0fdy
or Oz or Oyor Y 90" oz 00 Oy 00
Como 5 5 5 5
v 9 g 9 g 9Y
o = cos b, a sin 0, 20 rsin 6, 2 rcosf
entonces

2 2
{ﬁ cos f + of sin@] + E {g(—r sinf) + g(r Cos 6’)}

Of\> 1 [0F\?
(5r) = (&)

ox Jy r2 | Ox dy
2 2 2
= {g—icos@—i-g—isine] + {—%(Siﬂ&)%—%(cosﬁ)} %
C(Of\? L, 20fOf . OfN° . o, (OF\' . o, 20f0f . or\* 5
= (%) coS 0+%8_y cos 0 sin 0+ 8_y sin“ 0+ 9z sin“ 0 Wa—y cos 0 sin 0+ 8_y cos” 0

2 2 i 2
_ (%) (cos? 0 + sin? 6) + (%) (sin® 6 + cos® 0) = (%) - (g_]yf) ast

af\* 1 (af\* _ [af\* [of\"
() += (%) - () (&)
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Ejemplo 3.5 5i
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w = f(z,y) = f(z(r,0),y(r,0)) sabemos que
ow 8f af ox 8f 0y
or or Oz or 8y or
Como 5
% (f(ac(r, 9)7 y(?“, 9)))
tiene la misma caracteristica de f(x(r,0),y(r,0)) entonces para calcular su derivada con
respecto ar y a0, hay que aplicarle a 9z la regla de la cadena como a f es decir,
L) - ) AT 2
or \ Ox O dy \ Ox ) Or ~ a2 or Jyox Or
L) - L)% (- 2
00 \ Oz 0 90 0x200 ' Oydx 00
g (of\ _ 0 f\oy 0*f 0x O°foy
E(('?_y) B 8_(8y>8_ 8_(_)5_8x8y5 dy? or
o (0f 0 (of\O0x 0 oy  O*f oz 0*f 0y
o0 <8_y) ox (a_> 0 " oy (a_) 00 dxdy 90 " dy? 0
y ast podemos calcular
0 f 02 f 02 f 0 f
o2 * 90® 7 oron ° oor
asi:
0 f o (0f afaa: of oy of Ox 0 (0f dy
o00r 00 (E) 90 (ax or ' oyor <ax 87“) a0 (8y E)
Lo (Yo oo (_>+g(_> w0t (o)
00 \0x ) 0 Ox 00 \ Or 00 \ Oy y 00 \ 0
%S5
ox 00 Oy \ox ) 00| or Ox 8907"
836 of dy  Of Py
{ ( ) oy <ay) ae} or Oy 900r
PfOrdr  O*f dyodx  Of 0w O*f dxdy O?foydy Of 0%y
T 02200 0r ' Oydr 90 Or | 0x 000r | 9x0y 00 Or | Oy 000r | Oy 00Or
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Ejemplo 3.6 5i

z= f(z,y) = 2>+ y* + 2xy; (r,0) =rcosb; y(r,0) =rsinf

Luego
2(r,0) = (rcos0)” + (rsinf)” + rsin 20 = 7% + r2sin 20
por tanto
0 f 0 (0f 0
=— | =] =—=—(2 2rsin20) =4 2
200r — 90 (8r> 89( r + 2rsin 20) = 4r cos 260
luego
0 f
3967‘_4“30826
Ahora por la regla de la cadena como
af 0*f of 0*f
s opqoy TLo9 ooyt ZL=2
Ox Ty Ox? T Oy Y+ ez oy?
o0 f ' 0% f Oz oy
dyor 2; 8m5y_2’ E—COSQ, E—sm@
or ., Oy .(9%_8 dz\ 0 .
% —rsin b, %frcose, m%<a)%(cose)—sm9
0%y g (of 0 .
200r %(E>_%(sm9)—c0s9

asi:

0*f 782f8x8x+ 0% f 8y@+8f 0*x N *f 8x8y+82f8y8y+8f 0%y

900r — 912290 Or ' Oydx 00 Or | Oz OO

xdy 00 Or  Oy2 00 Or ' Dy D0

= (2)(—rsinf)cosf + 2r cosf cos + (2(r cos ) + 2rsinf)(—sinh)
+2(—rsinf) sin 4 2r cos O sin f + (2(r sin ) + 2r cos #)(cos )

= —2rsinfcosf + 2r cos® § — 2r cos fsin § — 2r sin” §
—2rsin® @ + 27 sin @ cos ) + 2r cos fsin 6 + 2r cos® 0

= 4rcos?6 — 4rsin? 0 = 4r cos 20
Como

82f_ a (of\y 0 9 . 9 .
w = 34 (%) =5 (2r 00829) = —4r®sin 20
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y st aplicamos la regla de la cadena, deducimos que

OF _ 0 (0f\ _ 0 (0fox 0foy\ _ 0 (0f0r\ 0 (0fdy
9%~ 90\ o0 9000 " oyo) a0 \oxo0) " a0

T 00 dy 00
o (af> or  Ofx 0 (af@>+afa2y

20 \oz) 90 T oz Ta0\ay00) T oy et

_ [ﬁ(ﬁ>@+§(ﬁ>@}3_x+8_f@+
or \ox ) 00 0Oy \ox/) 00| 00 Ox 96>
% Y0

Or \Ody /) 00 Oy \ Oy

+ 0 " oy 0

00

P (Y SLO0n 0P O 0y B ()’ 0y
0x? \ 00 Oydx 00 00 ~ dx 909>  Oxdy 00 00 ~ dy? \ 90 dy 06>
= 2r?sin®6 + 2r cos O(—rsin ) + (2r cos O + 27 sin 0)(—r cos 6)

+2(—rsinf) (rcos @) + 21 cos? O + (2rsin @ + 2r cos 0)(—rsin 0)
= 2r?sin?6 — 2r? cosfsin § — 2r* cos®  — 2r? cos Osin O — 21 cos O sin 0
+7%cos? § — 2r?sin® @ — 2r? sin @ cos 0

= —8r?cosfsinfh = —4r?sin 20

En forma andloga mostrar directamente y por la regla de la cadena que

9% f

900 4r cos 20
82
8_7"120 = 24 2sin20
En forma andloga si
w= f(z,y,2) =xyz; x=rcosfsinp, y=rsinfsing z=rcosp

por medio de la regla de la cadena hallar

QPfOf O°f O*f O°f OPf  Of
or2’ 902 " 0pdr ' 0p?’ Ordp T orod  9pdl

Ejemplo 3.7 Dos objetos se mueven por las curvas, el primero por

r1 = cost; Y1 = 2sint
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y el sequndo por
To = 2sin 2t; Yo = COS 2t

A qué ritmo esta combiando la distancia entre ellos cuando t = 7 /2%

xy = cost=cosm/2=0; y =2sint=sin7/2 =229 =2sin2t =2sin7 = 0;
0
Yo = coth:cosw:—l,%:—sint:—sinﬂ/2:—1
0 0 0
ﬂ:4(:0821524(:087r:—4, ﬂ:200815:2c:osz:0,ﬁ2—2sin2t:0
ot ot 2 ot

La distancia entre ellos viene dada por:

5 = \/(:cQ—xl)%r(yg—yl)?: \/(0—0)2+(—1—2)2:3

ds _ — (22 — x1) _o 95 _ —(y2 —y1) _ 3
o \/(1’2 —21)’ + (12 — ) o \/(1’2 —21)" + (12 — )’
;;2 _ (5522—951) o, ;_;2 _ (y22—y1) - 3/3
\/(962—331) + (Y2 — v1) \/(-Tz—ifl) + (Y2 — 11)
luego
0s 0s Oz 0s 0x @% @%

Ot om0t om0t 0y 0t 0y, ot
— 0.(=1) 4 0(—4) + (=1)(0) + (1)(0) = 0

por lo tanto la distancia entre los dos objetos no esta cambiando

Ejemplo 3.8 El volimen v de un cilindro circular recto de radio v y de altura h es
V = 7r?h. Si el volimen aumenta a razén de T2mcm3/min, mientras que la altura

disminuye a razén de 4cm/min . Hallar la razén de aumento del radio cuando la altura es
de 3cm y el radio es de 6Gcm.

Solucion:
dvV oV or 0V oh dr dh dV dh
—_— = ——+ —— = 21mrh— 2 — =721 — =4
ait orot T onot g T oMoy Tt
W dh
entonces despejamos a ara obtener ﬁ = di i di = 727 — m(36)(—4) =
Pe at 7 at 21 h - 367 -

1267

% = Gcm/ min
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Ejercicio 6 solucionar los ejercicios siquientes

1. Si
z=2a%—32%3% x=wue’, y=ue ¥ mostrar que
0z 0z
= =2ue® — 15ute™, = =2u%e* 4 3ufe™
ou v

2. Si
z = f(x,y); x =ue’, y=wue ” mostrar que
0z _df , df _, 0x_df ., df _,

%:ae—i_dy © B dr dy

= f(p.q,7); plz,y,2) = €% q(z,y,2) = 2%y y r(2,y,2) = (2° +y +2°)°
mostrar que
ow df . df. L df :
GO _ Y s 4 Dopy v Yy
5 dpyze —i—dq a:y+d x(z®+y+ 2%
ow df .. df 2. Y
- _ 4 TYZ 2
o dpxze +dq + o (® +y+27)
d d, d,
ow _ —fxyexyz—l— / 0+ f4z(x +y 4 2%)

9z dp dg” ' dr

4. Si
w=ay+yz+zx, v=r1t, y=—¢€", 2 =t

mostrar que
ow
or
w
i re + 3r*t* + r’te™ + r’t?e’ + 2rte’

= "t 4+ 203 + rt2e™ + ride’t + t2em

flz,y,2) =ay+yz+ze,x =x(r,0,0),y =y(r,0,p),z = z(r,0,¢),

Hallar 6_f 8_f 8_f >f f &°f
or’ 00" 0o’ Or?’ 9§*’ Orol
2f of ofdx Ofdy 0f0z\ _
Ind .por ejemplo —= oz 87" (87") or (@x or T oy Jy (?7“ * oz 0z 87") B
- 0fox\ . 0 (9fdy\ 9 (9f0z
B 87" ox or 37“ Ay or 8r 9z or
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of\ oz  Of Pz of\ oy  0fd%y af\ 0z  0f Pz _
~or (ax) or o dx or? o or (8y or Ty Ay Or? o 37“ 9z ) or o 9z 0r?

[0 (05\ o, 0 (05\ 0y, 0 (0£)0:] 0x 050
oz \ox ) or oy\ox)or 0z \Ox or| or ' 9z or?

o (oryoe 0 (or or\ =) 0y , 05y ,

ox 8y 8y 8r dr Oy Or?

o (of @ 0 (of of 8z+8f62 B

Ox 8 0z (% or  0zor:
Jdy 0z| Oz 0?x [0x 02 Oy 0%y [o0x 0Oyl 0z 0%z
[aﬁar] a—“y“)m%ﬁa—] o TR et o o T T g

6. Si

u= f(x,y);x = e’cost, y=e’sint

() (5) == (G- ()

Demostrar que

7. Si
). = sty = s — b, demuestre que 22 ) — (22) = 229
z=f(z,y), t=3s y=-: emuestre que | - o) " osor
8. Si
u= f(x,y);x =€ cost, y=e"sint
entonces
32u+82u _ 82u+82u
oz oy? or?  0t?
9. Si

u= f(z,y),  =rcosf, y=rsind

demostrar que
82u Pu  Pu N l82u N 10u
Ox? 8y o2 2992 T ror
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10. Sea
h(z) = f(9(x)); 9= (91, 9n)

es un campo vectorial diferenciable en a , f en un campo escalar diferenciable en
g(a) = b; Demostrar que

Vh(a) = Dif(b)Vgi(a)

11. Sea
fla,y) = e"™i+sin(y + 22)j, g(u,v,w) = (u+ 20* + 3w?)i + (2v — u?)j

a) Hallar las matrices jacobianas de l,g, f b) Calcular h(u,v,w) = f(g(u,v,w))
c) Calcular Dh(1,—1,1) Respuesta

I -1 1 ert2y 2et+2y
M, =1\ yz xz =xy My = [ ]
0 2 2y 2cos(y + 2z) cos(y + 2x)

Mg:{—zu 2 0

h(u, v,w) = f(g(u, v, w)) = T2 F3H=2 4 gin (20 — 0 4 2u + 4% + 6w?)

-3 0 9
0 —6cos9 18cos9

1 4v w? ]

Mpa,—11) = {

12. Hallar la matriz jacobiana de f(x,y,z) = xi + yj + zk Res

1
My= 10
0

o = O

0
0
1

13. El cambio de variable

r=u+uv; y=u? transforma f(z,y) en g(u,v)

Calcular
&g _ Lof _of _o*f _of 0 0*f
dvou " (u,0) = (1,1) s Oy Or 922 Oy* Oxdy Oydr 1Resp &
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14. El cambio de variable

2 _ 2
transforma  f(x,y) en g(u,v)

T=uv; Y=

a) Mostrar que

99 _of L, of 09 _0f Of
du oz &yu’ v or 8yv
oudv  Oz? 0xdy oy?  Ox

+ (=)

b) Si

2 2
IVf(z,y)||> =2 hallar ayb tal que a(%) —b (%) =u?+v? Resp a=1/2,b=—1/2

15 Suponga que se calienta un cilindro circular recto sélido y que su radio aumenta a
razén de 0.2cm/hora y su altura a 0.5¢m/hora . Hallar la razén del aumento del
drea con respecto al tiempo, cuando el radio mide 101 y la altura 100.

Ind:
ds Osdr Osdh
=2nrh + 27r%; — = —~— 4+ —— = 58rem?/h
s = 2nrh + 27r L 8rdt+8h i wem® [ hora
16 La altura de un cono circular recto es de 15¢m y estd creciendo a 0.2¢m/ min .El
radio de la base es de 10cm y decrece 0.3¢m/min .;Con qué rapidéz esta cambiando

el voliumen del cono?

Ind:
1 1 dV_@Vd_x 8‘/@ 707

V.= —ma’y = —7r = ———cm?*/ min

3 s T amdt T oy dt 3

3.2 Funcién Implicita

En esta seccién, se explica el concepto de funcién implicita, la segunda diferencial y
se presenta una variedad de ejemplos resueltos, al igual que una seccién de ejercicios
propuestos con sus debidas respuestas

Una aplicacién importante de la regla de la cadena, es que sirve para determinar la
derivada de una funcién definida implicitamente.
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Cuando el gréfico de la ecuacion,
F(z,y) =0

representa en el plano una curva que no es una relacién funcional, es posible subdividir
esta curva en subcurvas que representan funciones, como por ejemplo, en la ecuacién

Pyt —4=0
cuyo grafico es una relacién no funcional, se puede dividir por ejemplo en dos funciones :
fo) =VI=7 y gla)= Vi~

Es evidente que si algun punto (x,y) satisface a f(x) y a g(x) entonces éste punto satisface
la ecuacion
Pyt —4=0

y en casos como estos, se dice que
J(2) =VEi—a? y g(a) = —VE— 27

estan definidas implicitamente por la ecuacién 22 + y? =4 y en general, la ecuacién
F(z,y) =0

define una o varias funciones implicitas si :
1) F(z,y) = 0 representa una relacién no funcional y
2) Existe y = f(x) tal que F(z, f(z)) = 0 para todozeDy
Supongamos que x y y estdn relacionados mediante la ecuacion

F(z,y)=0

d
donde se supone que y = f(x) es una funcién derivable de x, para hallar d—y, consideramos
x
la funcién
w = F(z,y) = F(z,y(x))

entonces

dw aF@ OF oy OF 8F@

dr or0r oy or  or . oy de

w
y como w = F(z,y) para todo x en el dominio de y(x), entonces o= 0y asf
T

dwi@F1 or dy

o or Ty
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entonces

oF
dy _ _ox
dx oF
Ay
A manera de ejemplo
Ejemplo 3.9 Consideremos la ecuacion
x2 + yQ =4

. . Y . .
que representa una relacion no funcional y calculemos I la derivada de la funcion
x

implicita.

La derivada de la funcién implicita la podemos calcular de 3 formas:
1) Aplicando la conclucién anterior

oF
@_ 8__x_ 2x T

de  OF 2y oy
Ay
si
Flz,y) =2’ +y*—4=0

2) Por diferenciales, aplicando diferenciales en ambos lados de la igualdad, se tiene
d(x® +1* — 4) = d(0)
para obtener
2xdx + 2ydy — 0 =10

y dividiendo por 2dx la igualdad, se tiene que

d
x+y£:0

y asi
dy x
dx Y
3)Por derivacién implicita, como y es una funcién de x, entonces

2>+ (z) =4
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y derivando ambos lados de la igualdad con respecto a x se tiene que
22 4 2yy'(x) =0

luego
x
/
y'(x) =——
Y

En varias variables el trabajo es muy andlogo, pués si por ejemplo el grafico de la ecuacién
F(r,y,2) =0
es una relaciéon no funcional que define a z como funcién de x y de y, entonces

F(z,y,2(x,y)) =0
y para hallar las derivadas de la funcién implicita

0z 0z

ar dy
aplicamos la regla de la cadena primero derivando con respecyo a x la ecuacion :
F(z,y,z(z,y)) =0
para obtener

OF 9: OF ay OF 0: _0F | OF & OF 9:
ox Oxr Oy dxr 0z 0x Ox oy 0z O0x

y de aquf
oF
9% _ _0x
Ox oF
0z

y derivando con respecto a y la misma ecuacién se obtiene que

OF 0r [OF 0y [OF 0= _OF P | 0F 9=
or 9y Oy Oy 0z Oy Ox’ oy’ 0z Oy

y de aquf
oF
0z Oy
oy  OF
9z

A manera de ejemplo
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Ejemplo 3.10 Consideremos la ecuacion
24P+ 22 =18

0z 0z

que representa una relacion no funcional y calculemos 9 Y EN
Z )

las derivadas de la funcion
implicita en el punto (1,1,4).

Las derivadas de la funcién implicita las podemos calcular de 3 formas:
1) Aplicando la conclucién anterior

oF
0z 9y  2¢ o« 0z 1
8_1‘ = —@ = g = ; luego 8_1‘<1’ ].) = Z
0z
y
oF

0z (‘9_y 2y Y % 1

—=—5=——=-= 1 1,1)=—=
oy oF 22 , oEO ay( 1) 4
0z
2) Aplicando diferenciales en ambos lados de la igualdad se tiene
d(z® +y* + 2% — 18) = d(0)

para obtener
2xdx + 2ydy + 22dz2 — 0 =10

y despejando dz de la ecuacién anterior se tiene que

2zdz = —2xdx — 2ydy

y asi
dz = —Zdo — ydy = %dx + %dy
z z ox dy
luego
0z x 0z Y

ox =z Y oy =z
3) Como z(x,y) es funcion de x y de y derivamos la ecuacién

2y’ + 2 (x,y) = 18
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con respecto a X y con respecto a y para obtener

0z 0z x
2 0 2——0 -2
x4+ 0+ 2833 y asi o7 .
Y 0 9,
0+2y+2z—Z:0 y asf e _ Y
y dy z

Ejemplo 3.11 Supongamos que z = f(z,y) satisface la ecuacion

2y — B +dyz—5=0

hallar % 8— de 3 formas diferentes :
Ox 8
1)
oF
9z p 24y
Or  OF 2222 - 322+ 4y
0z
y
oF
az__a_y__ 2zy + 4z
oy oF 2022 — 322+ 4y
0z

2) Como z depende de x y de y derivamos la ecuacién
2y -2 4yr—5=0

con respecto a X para obtener

0z 50z 0z
202 + 1222 + 2 =322 4 4y—= =0
xzt+x Z@x+y 28 —+ 8m
entonces 95
(322 — 2722 4y)a = 2222 +¢?
luego

0z  2ux2+y* 222% + 12
Ox 322 —2222—4y 2222 — 322+ 4y

y si derivamos la ecuacién

?2 4wyt - 2P dyz —5=0
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con respecto a y obtenemos

0z 0z 0z
22— +2xy — 32" — +4(z+y—)=0
x Z@y xy — 3z oy (z yay)
entonces
20y + 4z = (32% — 4y — 2x2z)%
dy
y asi
0z 2zy + 4z 20y + 4z

dy 322 — 4y — 2222 T 202, — 322 ¢ 4y
3) Aplicando diferenciales

d(2?2 + xy* — 2% + 4yz — 5) = d(0)
y aplicando las propiedades de la diferencial obtenemos
202%dx + 2z0%dz + y*dx + 2wydy — 32°dz + 4ydz + 4zdy = 0
y agrupando dx dy y dz obtenemos
(222% + y*)dw + (2zy + 42)dy = (—222° + 32° — 4y)dz
luego

2x2% + 12 2xy + 4z 2x2% 4 12 2y + 4z

dz = =
T o + 322 — 4y Ry +322 -4y 4

T 2222322+ 4y x_2zx2—322+4y Y

| 0z 2122 + 0z 20y + 4z
uego — = — — =—
8 oz 2222 — 322 + 4y Y dy 2212 — 322 + 4y

Si F(z,y,2)=0y x=f(y,z) o y= f(z,z) el tratado es muy andlogo

Ejemplo 3.12 La ecuacion
20 + 27 + 22 —8x2—24+8=0
define a z como funcion de x y de y, hallar d*z

En efecto:
dxdr + 4dydy + 2zdz — 8xdz — 8zdx — dz =0

es decir
(dx — 82)dx + 4ydy = (—2z + 8z + 1)dz



110 CAPITULO 3. REGLA DE LA CADENA
luego

4o — 8z . 4.y
= T
—2z+8xr+1 —2z+8r+1

4xr — 82 4y
‘ (—22+8x+1$+—22+8x+1y)

dz — 4
(= ) pa(— ) -
—224+8x+1 —2z48x+1
4o — 82 4x — 82
—d|——% e+ —— " 4

(—22+8x+1> S vy LA s

4y 4y
A —2  NVdy+ ——Y d(dy) =
<—2z+8x+1> s o e L)

dz dy

4o — 8z 4y
= d|———|dz+0+d|—————)dy+0=
(—22+8x+1) SR (—22+8x+1) yt

4o — 8z 4y
B d(—22+8x+1)dx+d(—2z+8x+1)dy_

[(—2z + 8z + 1) (4dx — 8dz) — (4 — 8z) (—2dz + 8dx)| dx
(=224 8z +1)°
N [(—22 4+ 8z + 1) 4dy — 4y (—2dz + 8dz)| dy
(=22 + 8z 4 1)

y si x=2, y=0, z=1, entonces muestre que dz =0y

[(—24 16+ 1) (4dz — 8.0) — (8 — 8) (—2.0 + 8dx)] dx+
(15)”

SH
V)

N

I

(—2+ 16 + 1) 4dy(1—5;12-0 (—2.0 + 8dx)]dy _ 4 (f;“) L4 (fg) - % [(dx)? + (dy)*]

Ejemplo 3.13 La ecuacion
F(r —az,y—5bz)=0

con F una funcion diferenciable, define a z como funcion de x y de y. Demostrar que
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En efecto: Como z es funcion de x y de y entonces derivando con respecto a x la ecuacion

se tiene que
OF0A OF 0B 0z 0z
94 0s Topon - D mag)+ DeF(=b5) =0

0z
entonces despejando — de la ecuacion anterior se tiene que

ox
82’ DlF

0 aDF + bDyF

y derivando con respecto a y la ecuacion
F(A(z,y), B(z,y)) =0

ovtenemos  opoA  9F 0B 0 0
z <
9Ady Tamay - DT, T DEI ) =0

. z ., . .
y despejando — de la ecuacion anterior se tiene que

dy
0z DQF

dy  aD\F +bDyF

por lo tanto

82 62 CLDlF bDQF (IDlF + bDQF

“or 7’0y T aDyF + bDsF | aD\F + bDyF  aDyF + bDoF

En forma andloga, demuestre que si

entonces

Ejemplo 3.14 Si

T =ucosv, y=usinv, z=u

0z 0z
Hallar 9 yg—y
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En efecto:
22 + 92 = (ucosv)® + (usinv)® = u? (cos? v +sin®v) = u® = z

por lo tanto

z=a"+y°
luego
0z 0z
— =2 — =2
Ahora si aplicamos diferenciales
0 0 0 0
dz = 2udu, dr = —xdu+—xdv = cosvdu—usinvdv, dy = —ydu+—ydv = sin vdu-+u cos vdv
ou v ou v

y de las ecuaciones
dx = cosvdu — usinvdv  dy = sin vdu + u cos vdv

despejamos du, se obtiene
du = cos vdx + sin vdy

y reemplazamos en

9] 0
dz = 2udu = 2u cosvdx + 2usinvdy = 2zdzr + 2ydy =  da + —Zdy
ox dy
luego
0z 0z
9z _9 ZZ 9
ox v oy 4

En forma general si
r=z(u,v), y=yluv) y z==z®u,v)

0z 0z
Hallar e y a_y

Ejercicio 7 Solucionar los ejercicios siguientes

1. Si
r=u+v, y=u*+v% z=1u>+ v conu# —v

Mostrar que

%—_3 %-%(_{_)
or WY gy T\l
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2. La ecuacién
22422 + 22 —3ayz —2y+3=0

define a z como una funcién implicita de x y de y, mostrar que

0z 1% —yz 0z  6y® — 3wz —2

or  xy— 22 Y Ay 3(xy—22)

F(Z2) =0

z Z

define a z como una funcién implicita de x y de y, mostrar que

ox yay_

4. Las tres ecuaciones
F(u,v) =0, u=xy, v=+vVa?+ 22

definen una superficie en el espacio xyz. Hallar un vector normal a esa superficie
enelpunto z =1,y =1, z = +/3, si se sabe que D;F(1,2) = 1, D,F(1,2) = 2
Respuesta N = (2,1,1/3)

5. La ecuacion
r+z+(y+2)?7=6
define a z como una funcién implicita de x y de y, mostrar que

0z -1 0z  —2(y+=z) Pz 2
or 2y+2z+1 oy  2y+2z+1 0xdy  (2y +2z+1)3

6. La ecuacién
Flz+y+z,22+y*+2%) =0

define a z como una funcién implicita de x y de y, mostrar que

0z DlF + 2$D2F 0z DlF + 2yD2F

0r  DiF+2:D,F  dy  DiF +2:DoF

7. La ecuacion
F(z,y,2) =0
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0’F B 0*F
0rdz  0z0x

define a z como una funcién implicita de x y de y, mostrar que si

entonces

QF (OF\ PR OFOF (RN OF
0%z L 022 \ Ox 0x0z 0z Ox 0z 0x?

dx? OF\*
0z

Tz (y+2)° =6

8. La ecuacién

define z como funcién implicita de x y de y ;sea z = f(z,y) . Mostrar que

of -1 of _ —2(y+2) >’ 2
Or  2y+2:+1 Oy 2y+2z+1  9zdy (2y+2z+1)°

10. Si z=u+v, y=u—v, z=u? Demostrar que dz = udx + udy por tanto

0: _ o
ax_“ Y oy

=Uu

3.3 Planos Tangentes y Rectas Normales

Sea F(z,y,z) = 0 la ecuacién que representa una superficie, con primeras derivadas
parciales continuas y (Xo, %o, 20) un punto de la gréfica de F(x,y,z) = 0, en donde
V F(xo,%0,20) #0. Si a(t) es una curva diferenciable sobre esta superficiecon a(ty) =

(0, Y0, 20) entonces
VF (20,0, 20) ® &/ (to) =0

es decir, VF(xo,y0,20) y & (tg) son ortogonales, por lo tanto V F'(xg, 3o, 29) €s un vector
normal a la superficie representada por la ecuacién F(z,y, z) = 0.
En efecto : Como «(t) estd sobre la superficie representada por la ecuacién F(z,y, z) =

0, entonces
F(a(t)) =0

luego
d
dt
Ejemplo 3.15 Si z = 1 entonces z — 1 = F(x,y,z) = 0, luego un vector normal a la
superficie representada por z =1, es

(F (a(t))) = VF (a(t)) » o/(t) = 0

oF oF OF
VF<£U,y, Z) = <%, a—y, a) = (0,0, 1)
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Ejemplo 3.16 Siz +y+ 3z — 20 = F(z,y,2) = 0, entonces un vector normal al plano

es
oF OF OF

VF(QT,y,Z) == <a_g’;7 8—y, g) == (1, 173)
Ejemplo 3.17 Si

z=a*+y* entonces > +y* —2=0=F(z,y,2)

y un vector normal a la superficie del paraboloide es

OF OF OF

VF(x,y,z) = (%, a—y, g) = (2z,2y,—1) o (—2z,—2y,1)

Ejemplo 3.18 Si

z =22+ y? entonces \/2?+y?—2=0=F(x,y,z2)

y un vector normal a la superficie del cono es

or or or\ _ _x
ox’ dy’ 0z ) V212 2t

Ejemplo 3.19 Si z = 1 entonces = — 1 = F(x,y,2) = 0 luego un vector normal a la
superficie representada por x =1 es

_1)

VEF(z,y,z) = <

OF OF OF
VF(z,y,z) = <%,a—y,§) = (1,0,0)

Ejemplo 3.20 Hallar la ecuacion del plano tangente y de la recta normal a la superficie
representada por
v* +y* +2° =6 en el punto (—1,2,1)

En efecto: El vector normal del plano es el vector VF(—1,2,1) que es el vector direccion
de la recta.
F(r,y,2) =2 +y> +2 —-6=0

entonces

oF OF OF

VF(z,y,2) = (%, a_y’ E) = (22,2y,22), VF(-1,2,1)=(-2,4,2)

luego la ecuacion del plano tangente a la superficie en el punto (—1,2,1) es

VF(=1,2,1)e(X — Py) = (=2,4,2)e((z,y,2) — (—=1,2,1)) = 0 = (—2,4,2)e(z+1,y—2,2—1)



116 CAPITULO 3. REGLA DE LA CADENA

es decir
—2(x+1)+4y—2)+2(z—1)=0

y la ecuacion de la recta normal es

r+1 y—-2 =z2-1

-2 4 2

Ejemplo 3.21 Hallar la ecuacion del plano tangente y de la recta normal a la superficie
representada por
z=2>+9* en el punto (1,2,9)

En efecto: El vector normal del plano es el vector VF(1,2,9) que es el vector dieccion de
la recta.
F(r,y,2) =2 +y*—2=0

entonces

OF OF OF

VF(z,y,2)= (%’a_y’E) = (22,3y*,-1), VF(1,2,9) = (2,12,-1)

luego la ecuacion del plano tangente a la superficie en el punto (1,2,9) es
VF(1,2,9)e(X — Fy) = (2,12, -1)e((z,y,2) — (1,2,9)) = 0= (2,12, —1)e(z—1,y—2,2—9)

es decir
2@ —-1)+12(y—2)—(2—=9)=0

y la ecuacion de la recta normal es

Ejemplo 3.22 Hallar la ecuacion del plano tangente y de la recta normal a la superficie
representada por
xyz = 12 en el punto (2,—2,—3)

En efecto: El vector normal del plano es el vector VF(2,—2,—3) que es el vector direccion
de la recta.
F(z,y,z) =2yz—12=0

entonces

oF OF OF

VF(.’L‘,y, Z) = (%7 a_ya %) = (yz,acz, l‘y) luego VF<2a _2a _3> = (Ga _67 _4)
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luego
6(r—2)—6(y+2)—4(2+3) =
es la ecuacion del plano tangente y

r—2 y+2 243

6 —6 —4

es la ecuacion de la recta normal
Ejemplo 3.23 Hallar los puntos de la superficie
2z =3xy — 2> — ¢

en que el plano tangente es horizontal. En efecto el plano tangente es horizontal donde

0z z

— =0 y,=—=0 1

o y’(‘?y uego
0
_Z:3y—3x2:0 ssiy = °
Ox

! 0
—Z:3x—3y2:0 ssi x = 1°
dy

por lo tanto y = 22 = y*, es decir, y —y* = y(1 —v®) = y(1 —y)(1 + y + ¥*) = 0, luego
y=0yy=1,yasiz =0,z =1 luego los puntos son (0,0,0),(1,1,1)

3.4 Maximos y Minimos

3.4.1 Introduccién

En esta secciéon extenderemos las técnicas para encontrar los valores extremos de una
funcién de una variable, a funciones de dos o més variables :

3.4.2 Definicion de méaximo absoluto
Si f: R"— R entonces f tiene un méximo absoluto en z = a sii
f(z) < f(a) paratodo x € Dy y su valor es f(a)

Ejemplo 3.24
fla,y) =4 -2 —y’

tiene un mdzimo absoluto en (z,y) = (0,0) y su valor es f(0,0) = 4, pues

flz,y) =4 —2°—y* < £(0,0) =4, para todo (z,y) € R* = Dy
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Ejemplo 3.25
f(xy) = Vad—a?—y?
tiene un mdzimo absoluto en (x,y) = (0,0) y su valor es f(0,0) = 2 pues

flx,y) =4 —22—y? < f(0,0) =2, para todo (z,y) € Dy = {(x,y)/x2 +y2 < 4}

Ejemplo 3.26

flz,y) = =22 + y?

tiene un mdzrimo absoluto en (z,y) = (0,0) y su valor es f(0,0) = 0, pues

f(z,y) = =22 +y% < f(0,0) =0, para todo para todo (z,y) € R* = Dy

3.4.3 Definicion de maximo relativo

Si f: R"— R ftiene un méximo relativo en z = a sii

f(x) < f(a) para todo x en una vecindad de a y su valor es f(a)

Ejemplo 3.27
floy)=4—2"—y°

tiene un mdzimo relativo en (x,y) = (0,0) y su valor es f(0,0) = 4 pues
f(‘rhy) :4_I2_y2 Sf(0,0)24,

para todo (xz,y) en el interior de la circunferencia x* + y* < 4 que es una vecindad de
(0,0), f(0,0) =4, es también un mdzximo absoluto

Ejemplo 3.28
flz,y) = 2(d—z)(x+4)

tiene un mdzimo relativo en (z,y) = (2,y) con y € R y su valor es f(2,y) = 24, pues
flzyy) =x(4—2x)(x+4) < f(2,y) =24, para todo (x,y) en0<xr <4 y y€ER

que es una vecindad de (2,y)
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3.4.4 Definicion de minimo absoluto

Si f: R"™— R ftiene un minimo absoluto en x = a sii
f(z) > f(a) paratodo x € Dy y su valor es f(a)
y f tiene un minimo relativo en x = a sii
f(z) > f(a) para todo x en una vecindad de a y su valor es f(a)

Ejemplo 3.29
flo,y) = x(d—z)(x+4)

tiene un minimo relativo en (z,y) = (=2,y) cony € R y su valor es f(—2,y) = —24,
pues

flz,y) =x(4—2)(x+4) > f(—2,y) = —24, para todo (v,y) = (—2,y) yye€R

Ejemplo 3.30
fla,y) =zl + 1yl

tiene un minimo absoluto en (z,y) = (0,0) y su valor es f(0,0) =0, pues

fla.y) =lz[ +lyl > £(0,0) =0, para todo (v,y) € R* = Dy

pero también se puede considerar como un minimo relativo, si se toma como vecindad de
(0,0), por ejemplo el interior de |z| + |y| <3 o elinterior de |z| +|y| <4 etc

Ejemplo 3.31
fla,y) =2y
tiene un minimo absoluto en (z,y) = (0,0) y su valor es f(0,0) = 0, pues

f(z,y) = 2%y* > £(0,0) = 0, para todo (z,y) € R*> = D;

pero también se puede considerar como un minimo relativo, si se toma como vecindad de
(0,0), por ejemplo el interior de |z| +|y| <3 o el interior de x*> +y* <4 etc. También

f(z,y) = 2*y* > f(2,0) =0, para todo (x,y) € R*> = Dy

f(z,y) = 2** > f(0,2) = 0, para todo (v,y) € R* = D;

luego en (x,0) y en (0,z) hay minimo absoluto
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3.4.5 Definiciéon de Extremos

Los Extremos de una funcién son el valor del méximo o el valor del minimo.
Si f tiene un extremo en x = a, entonces a es un punto critco o a es un punto frontera

3.4.6 Definicién de punto critco

Sea a € Dy, se dice que a es un punto critico de una funcién sii V f(a) = 0 y en este caso
se dice que a es un punto estacionario o f no es diferenciable en a y en este caso a es un
punto singular.

Para hallar los extremos de una funcién lo primero que se hace es buscar los puntos
critcos y los puntos frontera y buscar algin criterio para analizar si hay extremos o no .
Si a es un punto estacionario, para hallar los extremos de la funcién se utilizard el criterio
de la matriz Hessiana

3.4.7 Definicién de Matriz Hessiana
La matriz Hessiana para una funcién f: R® — R se define y se nota por
o*f  0*f  Of

0r?  0Oxdy 0x0z
o*f  0*f  0f

H(z,y,2) = ;
0yox 8%/ 0y0z
*f  o°f 0%
| 0z0x 020y 022
Ejemplo 3.32 Sea
fz,y) = 2%y
entonces
Pf  0f
92 2y 2x
o= | B B =
oydr  Oy?

3.4.8 Criterio de la matriz Hessiana

Sea a € Dy , a un punto estacionario de f, es decir, V f(a) = 0, f con segundas derivadas
parciales continuas en a y H(a) la matriz Hessiana, entonces

1) Si todos los valores propios de H(a) son positivos, entonces f tiene un minimo
relativo en x = a y su valor es f(a)
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2) Si todos los valores propios de H(a) son negativos , entonces f tiene un maximo
relativo en © = a y su valor es f(a)

3) Si los valores propios de H(a) son negativos y positivos entonces hay punto de silla
enr=a
4) En otro caso el criterio falla

Ejemplo 3.33 Hallar los extremos de

fla,y) =2 +y?
Esta funcién no tiene puntos frontera, ni puntos singulares, solo tiene puntos esta-
cionarios, luego
af af
— =2z — =2
ox dy 4

y asi
Vf(z,y) = (2z,2y) = (0,0) sii z=0y y=0

por tanto el punto estacionario es a = (0,0). La matriz Hessiana H(x,y) viene dada por

*f  Pf
| 822 Bzdy | _[2 0 120
H(z,y) = 02 f aQ_f _{0 9 luego H(0,0) = 0 2
Jyox  Oy?
y los valores propios de H(0,0), son las raices de la ecuacién
- . 2 0 1 0] _|2=Xx 0 o N2 oy
|[H(0,0) — AI| =0, es decir HO 2]—)\{0 1”-’ 0 2_)\‘—(2 A =0siiA=2

luego los valores propios de H(0,0) son todos positivos, asi que en (z,y) = (0,0), hay un
minimo relativo y su valor es f(0,0) =0

Ejemplo 3.34 Hallar los extremos de
flz,y) = 2® +y° + 3ay

Esta funcion no tiene puntos frontera, ni puntos singulares, solo tiene puntos esta-
cionarios, luego
0 af

O ™+ oy By Y-+ ox

y asi

Vf(z,y) = (32°+3y, 3y*+3z) = (0,0) sii 32°+3y =0 y 3y*+3z =0 sii 2*+y=0 y y*+x =0
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portantoy = —a? yasi Y’ +rx=2'4+2=0 =z(z+1)(2*—2+1),luego =0y

x = —1ycomo y=—a2 entonces y = 0, y, y = —1, luego los puntos estacionarios son
(0,0) y (—1,—1). La matriz Hessiana H(x,y) viene dada por
*f  *f
| ox2 oxdy | _ | 6z 3
H(z,y) = R f 82_f —{ 3 6y
dyox  Oy?
Los valores propios de H(0,0) = [ g 0 1 , son las raices de la ecuacién
_ . 0 3 LO =2 3 | 2 g _aw_
|H(0,0) — AI| =0, es decir H3 0] —)\[0 1 H—’ 3 )\ ’—/\ 9=0sii A =43

luego los valores propios de H(0,0) son todos positivos y negativos, asi que en (z,y) =
(0,0) hay un punto de silla
Los valores propios de H(—1, —1), son las raices de la ecuacién

—6— A 3

3 —6 01 3 —6— A

— 1
|[H(—1,—1) — M| =0, es decir H 63 }—)\{ 0”2‘
sti (6+A—3)6+A+3)=0siiA=-3 yA=-9
luego los valores propios de H(—1,—1) son todos negativos, asi que en (z,y) = (-1, —1),
hay un maximo relativo y su valor es f(—1,—1)
Ejemplo 3.35 Hallar los extremos de
f(z,y) = 2* + 329* — 1520 — 12y

Esta funcién no tiene puntos frontera, ni puntos singulares, solo tiene puntos esta-

cionarios, luego
%) of

= =37 +3 - 15 =6y — 12
D7 7+ 3y ay Ty

y asi
Vfi(z,y) = (32*+3y*>— 15,62y —12) = (0,0) sii 32> +3y* —15=0 y
6ry —12 = 0 siia®’4+4y*—5=07y 2y —2=0

por tanto

2 2\?
y=— yasi x2+y2—5:():x2+(—) —5:O:x4—5x2+4:O:(x2—1) (x2—4):()
x x

':(6+/\)2—9:0
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2 .
entonces x = +1 y o = +2y como y = — se tiene que (1,2),(—1,—-2),(2,1),(-2,—1)
x
son los puntos estacionarios:
La matriz Hessiana H(z,y) viene dada por

Pf  0*f
ox2 6x 6

H(z,y) = ggf aﬁy = [ 65 63 } luego
Oyoxr  0y?

H(1,2) = { 162 162}

los valores propios de H(1,2), son las raices de la ecuacién

B . 6 12 Lol [6-x 12 | . .
|H(1,2) — M| =0, es decir H12 6}—/\{0 1”—‘ 12 6—)\'_(6 A)'—=144=0

sii (6-A—12)(6 —A+12) =0sii A= —6 y A =18

que son numeros Reales son positivos y negativos, por lo tanto hay punto de silla en

(1,2, f(1,2))
2)

—6  —12 ]
H(-1,-2) = { ~-12 -6

los valores propios de H(—1, —2), son las raices de la ecuacién

. -6 —12 [
|H(—1,—2) — M| = 0, es decir H_w 6 ]—)\

= (64+X)°—144=0 sii (6+\— 12

0] | -6-x —12
1| 7] 12 —6-A

(6+A+12)=0siiA=6 y A=—18

S =

~—

que son niimeros Reales positivos y negativos, por lo tanto hay punto de sillaen (—1, =2, f(—1, —2))
3)

H21) = { 162 162}

los valores propios de H(2,1), son las raices de la ecuacién

. 12 6 10 12—\ 6
|H(2,1) — M| =0, es decir H 6 12]—)\{0 1”-‘ 6 29— |~

(12—XN)?=36=0 si5 (6—N)(18—\) =0siiA=6 y A\ =18



124 CAPITULO 3. REGLA DE LA CADENA

luego los valores propios son todos positivos, por lo tanto hay minimo relativo en (2,1)
y su valor es f(2,1)
4)

H(=2,-1) = { _—162 —_162 }

los valores propios de H(—2,—1), son las raices de la ecuacién

|[-12 -6 10 —12-4 6
|H(—2,—1) — M| =0, es decir H _6 _12}_/\[0 1”_‘ —6 —12—-X|

(124 2)° =36 =0sii (64+A)(18+A\) =0sii A\=—6 y A= —18

son nimeros Reales todos negativos, por lo tanto hay méximo relativo en (—2,—1) y su
valor es f(—2,—1)

Recordemos que si f(x) es continua en un intervalo cerrado [a,b] entonces f tiene
méximo y minimo absoluto en el intervalo. En forma andloga si f(x,y) es una funcién
continua en conjunto cerrado y acotado del plano xy, entonces f(x,y) tiene maximo y
minimo absoluto en el conjunto.

Ejemplo 3.36 Hallar los extremos de
flay) = +y* =20 -2y en Q= {(z,y)/2" +y* <4}

1) Buscamos los puntos estacionarios que son interiores a Q

0 0
—f:2x—2:O siix =1 —f:2y—2:0$iiy:1
ox Jy

por tanto (x,y) = (1,1) es un punto estacionario en el interior de Q
2) Examinamos la funcién en la frontera x* + y*> = 4. Para ello parametrizamos la
curva 22 + y* = 4 como, a(t) = (2cost,2sint) 0 <t < 2, por lo tanto
h(t) = f(z,y) = f(2cost,2sint) =4 —4cost —4sint  0<t<2rx

y hallamos los puntos criticos y frontera de esta funcién, luego

h'(t) = 4sint —4cost =0sii  sint =cost sii t =

™ om
que son t = VR t= T y los extremos t = 0, t = 27.
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Como (z,y) = (2cost,2sint) entonces

(z,y) = <2cosz QSinz> = (ﬁ &) = (\/5, \/5)

4’ 4 27 2
(x,y) = (ZCOS%,ZSiH%) = (#,#) = <—\/_,—\/§>

(x,y) = (2co0s0,2sin0) = (2,0)  (x,y) = (2cos2m,2sin27) = (2,0)

por tanto los extremos de
flr,y)=2>+9y* =20 -2y en Q= {(as,y)/yc2 +12 < 4}

se hallan en (1,1), ( V2, \/5) , (—\/5, —\/5) ,(2,0) y para saber cual es el maximo y el
minimo, evaluamos la funcién en cada punto asi
L) =141-2-2= -2, f (\/5 \/5) — 442 f (—\/5, —\/5) =4+4V2 y f(2,0)=0
luego el méximo absoluto es 4 + 42 y ocurre en ( —\/5, —\/5) y el minimo absoluto es
—2 y ocurre en (1,1)

Ejemplo 3.37 Hallar los extremos de

fay)=2"+y* en Q={(v,y)/2" +4* <4}
1) Buscamos los puntos estacionarios que son interiores a Q

0 0
—f:233:0 siiz=0 —f:2y:()siiy:()
ox dy
por tanto (x,y) = (0,0) es un punto estacionario en el interior de Q
2) Examinamos la funcién en la frontera x* + y*> = 4. Para ello parametrizamos la

curva curva 22 + y* = 4 como «(t) = (2cost,2sint) 0 <t < 27 por lo tanto
h(t) = f(z,y) = f(2cost,2sint) =4 0<t <27
y hallamos los puntos criticos y frontera de esta funcién, luego
h'(t) =0 para todo t € (0,27)

por tanto los puntos criticos son (0,0) , (z,y) = (2cost,2sint) 0 <t <27 y (2,0)
cuandot =0 y t = 2.

El valor del minimo absoluto ocurre en (0,0) con valor de f(0,0) = 0 y el maximo
absoluto ocurre en (z,y) = (2cost,2sint) con 0 < ¢t < 27 y su valor es f(2cost,2sint) =
4
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Ejemplo 3.38 Hallar el mdximo absoluto y el minimo absoluto de la funcion
fla,y) = a® — 2y + 2y
en el rectangulo limitado por x =0,z =3,y =0, y =2

Este conjunto es cerrado y acotado, f es diferenciable en él, por lo tanto f es continua,
entonces f tiene méaximo absoluto y el minimo absoluto
Los puntos criticos son los puntos frontera y los puntos estacionarios, por tanto

1)

0 0
—f =2r—2y=0 siiz=y —f = —2rx+2=0sii x =1 entonces (z,y) = (1,1)
ox oy
es el punto estacionario y estd en el interior del recténgulo
2) Examinamos la funcién en la frontera, y para ello parametrizamos cada curva
frontera

a)siy=0
f(,0)=g(x)=2>-0+0=2 0<2<3, fla)=0sii 2=0

luego (0,0), (3,0) son puntos frontera

b) Sixz =0

fO,9) =9(y) =2y 0<y<2

luego (0,0), (0, 2), son puntos frontera.

c)siz=3

fBy)=g(y) =9-6y+2y=9-4y 0<y<?2

y (3,0), (3,2) son puntos frontera.

d)Siy=2

f(,2)=g(x)=2>-4dz+4 0<2<3

entonces
fl(z)=2x—4=0 siiz=2

(2,2 = 0, luego (2,2), es punto estacionario de esta funcién y (0,2),(3,2), puntos
frontera

Ahora

f(2,2) =0, f(0,2)=4, f(3,2)=1, f(3,00=9,,f(0,2)=4,f(0,00=0 f(1,1)=1

luego £(3,0) =9 es el méximo absoluto y el minimo absoluto es f(0,0) = f(2,2) =0
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Ejemplo 3.39 Hallar el mdximo absoluto y el minimo absoluto de la funcion
flay) =2 +y* —ay+a+y
en la region limitada por <0, y<0,x+y>—3

Este conjunto es cerrado y acotado, f es diferenciable en él, por lo tanto f es continua,
entonces f tiene méximo absoluto y el minimo absoluto
Los puntos criticos son los puntos frontera y los puntos estacionarios por tanto

1)
ngx—y—{—l:O ﬁ:2y—a:+1:()
Ox dy

entonces solucionando este sistema se tiene (x,y) = (—1,—1) es el punto estacionario y
estd en el interior de la regién

2) Examinamos la funcién en la frontera

a)siy=0

f(,0)=g(x)=2*+2 —-3<2<0 g@)=20r+1=0siir=-1/2

por tanto el punto critico es (—1/2,0) y (0,0), (—3,0) puntos frontera
b) Siz=0

FO,9)=g(y)=y*+y —3<y<0 gy =2y+1=0siy=—1/2

por tanto el punto critico es (0,—1/2) y (0,0), (0, —3) puntos frontera
c)siz+y=—3 entonces y=-3—2x

f(z,—3—1) = g(x) = 2*+(3+2)* +r—3—2 = 32° +92+6 ¢'(v) =62+9 = 0 sii v = —3/2

luego (—3/2,—3/2) es un punto estacionario y (0,—3), (—3,0) puntos frontera
Ahora

f(_1/270) = _1/47 f(0,0) =0, f(—3,0) - 67f(07 _3) = 67f(_3/27 _3/2) = f(_L _1) =-1

luego f(—3,0) =6 = f(0, —3) es el maximo absoluto y el minimo absolutoes f(—1,—1) =
-1

En resumen:

Para hallar los extremos absolutos de una funcién continua en una regién cerrada y
acotada entonces

1) Buscamos los puntos criticos de la funcién en el interior de la regién, hallando los
puntos donde el V f(z,y) = 0 y donde f no es diferenciable

2)Hallamos los puntos frontera de la regién donde f tiene extremos

3)Calculamos el valor de la funcién en cada punto hallado y el mayor valor es el
méximo absoluto y el menor valor es el minimo absoluto
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Ejemplo 3.40 Hallar el mdximo y el minimo de la funcion

.’L'2 + 2y2
f(x,y) = [EET e # =y
of (e +y)P2— (@ +20°)2@ +y)  (z+y) (= +y)22 22" +24°)]
O (z +y)* (z+y)!
22 4 2xy — 227 —4y? 2y(x — 2y)
- (z +y)?  (z+y)p
En forma andloga
af  2x(2y —x) ..
2 —2
By CEE sii =2y
por tanto
2 -2
OF _ @ =2) _ i ooy

or  (z+y)3

asi el punto critico es = = 2y y para analizar si hay maximo o minimo aplicaremos la
definicién y suponemos que

2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 6 2
Tyt Ayt t 2y ZOsziH—y—iZO
(z +y)? (3y)? (z+y)? 9
.22+ 2y° .+ 2y

2 2 .
snm —3 > Osnm 25322 322 4 6y > 2(2? + 2xy + 9?) sii a? — day + 4y? >0

flx,y) — f(2y,y) > 0 luego

sii (z—2y)*> >0 luego
flay)— fQRyy) = (x—2y)* >0 yasi f(z,y)— f(2y,y) >0

por tanto
f(z,y) > f(2y,y)
entonces ) )
T+ 2y
T,Y) = ———= T+ —
f(z,y) Tty # —y

tiene un miimo en (x,y) = (2y,y) y su valor es f(2y,y) = 3
Ejemplo 3.41 Hallar los extremos de la funcion

f(z,y) =2y’ (z +y — 1) = 2%y® + 2%y* — 2%°
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9,
a—f:3x2y3+2xy4—2xy3:xy3(3x+2y—2)
af 3,2 92,2 22 _
o = 323y% + 4%y — 3279 = 2%*(3x + 4y — 3)

por tanto la solucion del sistema de ecuaciones

11
223r+2y —2) =0 yao**Br +4y —3) =0 es (2,0),(0,y), (5, 5)
Para el punto (%, %) , se aplica el criterio de la matriz Hessiana

Hiz,y) = 62y + 2yt — 2y 92%y? + Sy — 619>
Y= 92212 + 8z — 6xy? 623y + 122%y% — 622y

luego
11
Gy =1 ¥ ]
32 5 3
por tanto
11 L\ L 1 1 1
(5= =G 6 -
entonces )\—m—m\/l% A= 144\/14 —|—144,p07" tanto hay un minimo en (% %)

Para (z,0) , (0,y), se aplicara la definicién
En efecto:

F@,y) = £(5,0) = f(z,5) — 0 = f(z,y) y miremos donde f(z,y) = %z +y— 1) > 0
Como
fle,y) ="y’ (e +y — 1) = 2"y(z +y — 1) > 0 sii
y>0y (z+y—1)>06 y<0y (r+y—1)<0
asi que
f(z,y) — f(x,0) > 0 en la franja coloreada

En los demds puntos
f(z,y) — f(2,0) <0
luego en (z,0) hay punto de silla, pues f(z,y) > 0y f(x,y) < 0 en cada vecindad de
(2,0). En (0,y) siy<Oypara y>1 f(z,y)—f(0,y) = f(x,y) > 0, luego hay minimo,
si0<y<1, f(z,y) — f(0,y) = f(z,y) < 0, luego hay maximo y para los puntos (0,0) y
(0,1) hay punto de silla
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Ejercicio 8 Hallar los extremos de

1.
3v3
flz,y) =sinz +siny +sin(r+y) 0<z<m0<y<m Resp z=y= g, T\/_
2.
f(z,y) =22 — 3a® +9* = (y2 — :1:) (y2 — 2x) Resp punto de silla en (0, 0)
3.
f(z,y) = e cosy Resp no tiene extremos
4. 1 1
f(z,y) =2y + — 4+ — Resp minimo en (1,1), 3
r Yy
5.
f(z,y) = 2* +9* — 62y Resp (0,0) punto silla, minimo (2,2), — 8
6.
f(z,y) = 2> — 3z +y Resp no tiene extremos
7.
f(z,y) = (@ —y+1)> Resp minimo en y = z + 1
8.
flz,y) = (xQ + y2) e~ (a%49%) Resp méximo en 2 4 y* = 1, minimo en (0, 0)
9.

flz,y)=B—2)(3—y)(x+y—3) max (2,2), punto silla en (0, 3), (3,0), (3,3)



3.5. MULTIPLICADORES DE LAGRANGE 131

3.5 Multiplicadores de Lagrange

En esta seccion se explica un método para hallar el valor del méaximo o el valor del minimo
de una funcién con restricciones, que es el método de los multiplicadores de lagrange, y
se presenta una variedad de ejemplos resueltos, al igual que una seccién de ejercicios
propuestos con sus debidas respuestas

Se llama extremo condicionado de una funcién f(x,y), al valor del méximo o minimo
de esta funcién alcanzado con la condicién de que sus variables estén ligadas entre si por
la ecuacion g(x,y) = 0. Para hallar el extremo condicionado de la funcién f(z,y) con la
restriccion g(x,y) = 0 se forma la llamada funcién de Lagrange

F(x,y,\) = f(x,y) + Ag(z,y)

donde A es el multiplicador de lagrange y se buscan los extremos de F(z,y).
Las condiciones necesarias para que haya un extremo se reducen al sistema de tres
ecuaciones

or  of dg
%_83:—{— (93:_0
or of dg
8y_8y+ 83/_0
oF
a—g(fv,y)—o

de las cuales se pueden deducir los valores de x, y y A. Para probar que en este punto
hay un extremo, se muestra que d>F < 0, para el mdximo y d?F > 0 para el mfnimo

Ejemplo 3.42 La suma de dos nimeros positivos es 8, halle los mimeros para que su
producto sea mdximo

En efecto, f(x,y) = xy la funcién producto y la restriccién es g(z,y) =z +y — 8 la
suma de los nimeros, la funcién de Lagrange es

F(x,y,\) = f(z,y) + \g(z,y) =2y + Az +y — 8)

asi

oF
Ox v+
oF
— = A=0
oy T+
F
a—:x+y—8:0

O\
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luego de las dos primeras ecuaciones se tiene que x = y y reemplazando en la tercera
r4+x—8=2r—8=0siiz =4 =y luego (x,y) = (4,4). Para conocer el tipo de extremo
calculamos

0?F O*F O*F 0?F

d’F = w(dw)Q—l— o aydajdy—l— 9 axdydx+a—y2(dy)2 = 0(dz)*+2dzdy+0(dy)* = 2dxdy

Como x +y — 8 =0 entonces dz + dy = 0, luego dr = —dy entonces

d*F(4,4) = 2dxdy = —2(dz)* < 0
por tanto hay méximo en (z,y) = (4,4) y su valor es F'(4,4) = f(4,4) = 16
Ejemplo 3.43 Hallar los extremos de

flo,y) =620 —dy
con la condicion de que sus variables satisfagan la condicion
=1

En efecto: Geométricamente el problema se reduce a encontrar los valores mdximo y

minimo de f(x,y) = 6 —2x — 4y en la interseccion con el cilindro x*+y? = 1.La funcion
de Lagrange es

F(z,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y) =6 — 2z — 4y + A (2* + y* — 1)

asi

a—F:—2+2>\:U:0
ox
F
O iy =0
dy

or 5, B

luego de las dos primeras ecuaciones se tiene que

1 2
A =1y Ay =2 entonces A\ = — = — por lo tanto y = 2x entonces
r oy

5 5
Py —1l=a+42* —1=52"-1=0 luego a:—i\/?_, y—2x—i2g
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Para \/_ \/_
5 25 1 1 2
:—,y:—’ )\:—:—:\/g:— y
5 5 €T ?5 Y
?F A O%F H?
PF = ——(dx)? dxd dydz + ——(dy)? = 2\(dx)? + 2\ (dy)? =
&CQ( ) +8:c8y T y+3y8x Y x+ay2( Y) (dz)” + 2A(dy)

= 2V5(dx)? 4+ 2v5(dy)? > 0

NG 2\/5> ( V5 2v5
y en (r,y) = e

luego hay minimo en (z,y) = (?, = A

, hay m&aximo
5 5
pues
d*F = 2X\(dz)? 4 2)\(dy)* = —2v/5(dz)? — 2v/5(dy)?* < 0
y el valor del maximo es

V5 2V6 2v/5  8V5
f(_?’_T>:6+T+T

y el valor del minimo es

(L2 o250
57 5 5 5
Ejemplo 3.44 Hallar los extremos de
flr,y)=36—2*—9*> s z+y=4
En efecto, la funcion de Lagrange es

F(‘Tﬂ%)‘) :f<x?y)+)‘g($ay) :36—$2—y2+)\<$—|—y—4)

entonces OF
o T+ 0
or
—_— =2 A=0
Jy vt
OF
—_— _ 4 g
B T4y 0

luego de las dos primeras ecuaciones se tiene que
20 =2y =\ portanto r=y luego x+y—4=2xr—4=0s110 v=2=y

asi geométricamente se puede observar que hay mdazimo enxz =2 =1y (d*F(2,2) <0) y
que su valor es F(2,2) = f(2,2) =36 —4—4 =28
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Ejemplo 3.45 Hallar la minima distancia del origen al plano

r+y+z=1

En efecto, la funcion a minimizar es

\/(:C—O)2+(y—0)2+(z—0)2:\/a:2—i-y2—i—z2

que es la distancia del origen al punto del plano (x,y, z). En lugar de minimizar la funcion
V22 + Y2 + 22, minimizamos la funcion x? +y* + 2% y a la respuesta obtenida le sacamos
la raiz; luego la funcion de Lagrange es

Fz,y,z,\) = f(z,y,2) + Ag(z,y,2) = 2>+ + 22+ A (w+y+2— 1)

entonces OF
— =2 A=
9 T+ 0
oF
— =2 A=0
dy v+
oF
— =2 A=0
pp Z 4+

o by tz-1=0

de las dos primeras ecuaciones se tiene que

20 =2y =2z = —)\
por tanto r =y = 2z, Yy ast
g 1
r+y+z—l=cx+rx4+2r—-1=3xr—-1=0 su x:§:y:z
por tanto la distancia minima es
p(LLLY 12+12+12_\/§
3'3'3) | \3 3 3) 3

Ejemplo 3.46 Hallar las dimenciones de una caja inscrita en

P =1

de tal forma que su volimen sea minimo
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En efecto, la funcién de Lagrange es

F(z,y,2,\) = f(z,y,2) + A\g(z,y, z) = 8xyz + A (x2 + 2 4 2% — 1)

entonces OF
— =8yz+2\x =0
ox
or
— =8xz+2\y=0
dy
OF
— =8xy+222=0
0z
oF
a:$2+y2+22—1
de las tres primeras ecuaciones se tiene que
8 8 8 8 8
gz _0rE o1 —\ por tanto oYE _ oE entonces y2 = 2% entonces
2z 2y 2z 2z 2y

y = £ por tanto y = x y como

8rz  8xy 2 2
o - - entonces y° = z° entonces y = +z por tanto y = 2
Y z

luego (x,y,2) = (z,x,x) y asi

V3

x2+y2+22—1:m2+x2+m2—1:3x2—1:0 entonces r = =Yy==z

y asf volimen minimo es

ENES

(599)-(5)

Ejemplo 3.47 Demostrar la desigualdad

rT+y+=z .
+2,3/:pyz st x>0, y>0 2>0
En efecto, buscamos el maximo de f(x,y,z) = xyz six+y+ 2z = s. La funcion de
lagrange es
Flz,y,z,\) =zyz+ ANz +y+2—25)
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luego
g—i—yz—i-)\—O
aa—jzxz—i-)\:O
aa—];:my+)\:0
oF

de las tres primeras ecuaciones se tiene que
Yz =xz =2y = —A
luego y = x,z =y ast que (v,y,z) = (x,z,x) por tanto

S
rT+y+z—5=3xr—s=0 entonces :B:§:y:z luego

s\ 3 r+y+z 3
Vi(z,y,z) =xyz = (g) = (%) > f(z,y,2) = wyz

Y ast
rT+y+z

> Yryz
3 =z Yy

Ejemplo 3.48 El plano x+y+ 2 = 12 interseca al paraboloide z = 22+ 1y* en una elipse.

Hallar el punto mds alto y mas bajo de la elipse.

En efecto, la funcion de lagrange es

Flz,y, 2, \u) =z+ ANz +y+2—12) +u(a® +y* — 2)

luego
a—F:)\+2ux:0
Ox
F
a—:)\—|—2uy:0
dy
F
a—:1+/\—u:0
0z

OF
a:x+y+z—12:0
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F
8—:x2—|ry2—z:0
ou

de las dos primeras ecuaciones se tiene que x = y entonces x? + y?> — 2z = 222 — 2z = 0
luego z = 222 luego

T+y+z—12=x+x+22*—12=0 por tanto 2° + 1 — 6 =0 = (z + 3)(x — 2)
x=-3 y x=2porlotanto (z,y,2) =(2,2,8), (v,y,2) =(-3,-3,18) y
F(2,2,8,\,u) =8, F(-3.,-3,18 A\, u) =18
luego
(x,y,2) = (2,2,8) es el punto més bajo y (z,y,2) = (—3,—3,18) es el punto mas alto
Ejemplo 3.49 Hallar el valor mdzimo y minimo de
flr,y,z) =z +2y+ 3z
sobre la curva de interseccion de
PryP=2y yt+z=1
En efecto, la funcion de lagrange es

F(z,y,z,\u) =2 +2y+ 32+ ANa* +y* —2) +u(y + 2 — 1)

oF
— =1422xA=0
ox
oF
— =242y \+u=0
dy
oF
- _3 -0
B +u
oF 9 o
— = —-2=0
B3 Tty
oF
- —1=0
ou y+z
Como
oF 1 oF -2 —
a—x:1+2x)\:0 entonces x:—ﬁ ycom06—y22+2y)\+u:0 entonces y = 2>\u
C F 3 iu=0 ent — 3 yasoy= "Ly
omo —— = u=0 entonces u = yast y=—5— =g entonces
OF 1)? 1)? 2 L, 1 1
a:x2+y2—2: <_ﬁ> +(_ﬁ) _2:W_2:OSM)\ :Zportcmto)\:j:§

Ahora para
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1 1 1
a) )\zﬁentoncesa::—ﬁ:—l;y:ﬁzl por tanto y+2—1=14+2—-1=0

entonces z = 0 Po1 tanto (ZE,y, Z) = (—l, I,O) si\= —21
b))\— ntonc = =1 = — = — |)l|l| +2z—1=—-14+2—-1=0
2 . 2\ 4 2\ yrz z

1
entonces z =2  por tanto (z,y,2) = (1,—1,2) si A= —=

Como F(—1,1,0,\u) = =14+2+30=1y F(1,-1,2,)\,u) =1—-2+32 =5 se
concluye que en el punto (—1, 1,0) hay minimo y su valor es 1 y en el punto (1, —1, 2) hay
maximo y su valor es 5

Ejemplo 3.50 Minimizar
P24+ sia—y—2=0 y x—-2:—4=0
la funcion de Lagrange es
F(r,y, 2, \u) =2+ > + 2 + Mo —y — 2) + u(x — 22 — 4)
oF

8—x:2x+)\+u:0
08—52231—)\:0
%—Z:Qz—Qu:O
g—i\?:x—y—on
g—izx—%—élzo

De la sequnda y tercera ecuacion se tiene que 2y = Ay 2u = 2z, entonces
24+ A+u=2rx+2y+2=0 entonces formamos el sistema de ecuaciones

20+2y+2=0

r—y—2=0
r—22—4=0
. 4 2 .
cuya solucion es (r,y,z) = 37373 por tanto el minimo es

4 2 4 4\? 2\? 4\* 36
F_ - — — —_— _—— :—:4
(333N (3> +< 3) +< 3) 9
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Ejemplo 3.51 Hallar el punto mdas lejos y mdas cercano al origen de la curva de inersec-
cion de las superficies

z=16—2>—y* yor+y=4
la funcion de Lagrange es
Fi(x,y,z, \u) = /o2 +y2 + 22 + N(16 — 2° —y? — 2) +u(o +y — 4)
F(z,y,z, u) =22 + > + 22 + AN16 — 2% —y* — 2) +u(z +y — 4)
oF

%:2x—2x/\+u:0

OF
— =2y -2y +u=0
dy

oF
0z : 0
oFr
B 6—2"—y"—2=0

oF
—=x+y—4=0
ou

De las dos primeras ecuaciones se tiene que
20—2y+(=2 z +2\y) =0 sii c—y—A(z—y) =0 ssi (z—y)(1-A) =0 st =y ol=A\
entonces

a) Sil= \entonces 22 —A=22—1=0si z = %, por tanto 16 — 2% — y? — z =

16 — 22 — 9% — 5= 0sii 22 +y* = £ y como z +y = 4 entonces solucionamos este sistema
para obtener

b)Si z = y entonces 2z = 4 luego © = 2 y asi 16 —4 — 4 — z = 0, por tanto z = 8
terminarlo

Ejercicio 9 1. Hallar las dimensiones de la caja rectangular de volimen dado que tiene
drea de superficie minima

2. Hallar el voliimen maximo de un sélido rectangular si la suma de las longitudes de sus
aristas es 12a.Respuesta z =y=2=a zyz 4(x+y+z2)=12a
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4. Hallar el mfnimo de f(z,y) = 22+(y—2)? siz?—y? = 1. Respuesta 3, (—v/2,1), (v2,1)

5. Hallar el méximo y el minimo de f(z,y) = vy si z?+ y* = 1. Respuesta, %, —%
6. Hallar los puntos de la superficie 22> — xy = 1 mds préximos y més alejados al origen.
Respuesta méas préximos (0, 0,+1);més alejados (1, —1,0),(—1,1,0)

7. Hallar la minima distancia del punto (1,0) a y? = 4x. Respuesta 1
8. Hallar la médxima y minima distancia de 52% + 6zy + 5y = 8 al origen. Respuesta 2,1

9. El perfmetro de un rectdangulo es de 4 metros halle las dimensiones para que el area
sea maxima. Respuesta x =1, y=1

10. Una caja rectangular sin tapa se va a fabricar con 12 metros cuadrados de cartulina.
Halle el maximo volumen de dicha caja. Respuesta 4,x =2,y =2,z =1

11. Halle la minima distancia del punto (1,0, —2) al plano = + 2y + z = 4. Respuesta %ﬁ
( 11 5 7)

673 6
12. Halle el valor maximo y minimo de f(x,y) = 3z + 4y si 22 + 4> = 1. Respuesta
5,5, +(2.9)

13. El plano x +y+ 2z = 1 corta al cilindro 22 +y? = 1 en una curva halle los puntos més
lejos y mas cercanos al origen. Respuesta (1,0,0)(0,1,0) més cercano y mas alejado

(_%57 _\/Tiy 1 + \/5)



Capitulo 4

Integrales Dobles

4.1 Intoduccién

En este capitulo primero se recuerda la defincién de integral de una funcién de una variable

b
[ f(x)dz, lo que significa una particicién de un intervalo cerrado [a, b], se define en forma
a

andloga la integral doble / / f(z,y)dzdy y se ilustran estos conceptos con una variedad
Q

de ejemplo.

Particién de un intervalo cerrado [a, b].

Una particién de un intervalo cerrado [a, b] , es un subconjunto finito de puntos de [a, b]
que contiene los puntos a y b con algunas caracteristicas, por ejemplo los conjuntos sigu-
ientes {0,1},{0,1/2,1},{0,1/4,2/4,3/4,1},{0,1/5,2/5,3/5,4/5,1},{0,1/4,3/4,1} son
todas particiones del intervalo cerrado [0, 1], pero {0,3/4,2/4,1} no es una particién
del intervalo [0, 1] ,es decir ,diremos que P = {xg, x1, T2, ...T, } es particién de un intervalo
cerrado [a,b] sia = 29 < 71 < 22 < ... < z,, = by que la particién divide a [a, b]
en un ndmero finito de intervalos [zg,x1], [z1,Z2], [T, 23], ... [tn_1,2s], con longitudes

Axy, Axs, Az, ...Ax, (fig1)

Do Dy Do Dy -DX”.b
X X % X2 %y % Xp1 X

a

141
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Y =f (x)

Area

b
4.2 Definicién de [ f(x)dx

El propésito es calcular el area de la region encerrada por las curvas y = f(z) > 0, z = q,
x="0by el gje x (fig 2)

y para ello consideremos una particion P = {xg, 1, s, ...z, } de [a,b] y tomaremos
—a

la longitud de cada intervalo igual, es decir, Axy = , k=12 ...n y calcularemos el

drea del rectdngulo Ay = f(tx) Ay, para t, = xp—1 ( fig 3) y formamos > f(ty)Axy,
k=1

que es la suma de las dreas de cada rectangulo, el cual va a ser una aproximacién del
drea A.

Y =f(x)

A
a Xk-l Xk b

Para obtener el drea A, haremos muchas més particiones, de tal forma que los
rectdngulos queden bien pequenos de base, y esto se logra haciendo tender n a infinito,
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A

es decir ,

siendo ¢, cualquier punto en [zy_1, xx] y esta expresion es la que define la [ f(x)dz, si el
a
limite existe, en otras palabras,
b

Area = lim zn: fp)Azy = [ f(z)dx st f(xz) >0
n—oo k2 a

Ejemplo 4.1 Calcular el drea de la region limitada por y =2x+ 1, x =0, x =3 y el

eje z (fig 4)
y=2x+1
Area
X
. .. 3-0 3
Solucién. Sea P = {xg, 1, x9,...7,} una particiéon de [0,3] con Az, = = —,
n n
3 2% 3 3 %3 4 %3 3 3xk
$0:O,$1:—,$2: , L3 = , Ty = ,..,.fk,lI(k'—l)—,‘Tk: y ey
) n n n n n
asi sl tp = x;_1 entonces
Area = lim Zf tr)Axy, = lim Zf ))§: lim i(?*é(k’—l)—i-l)ﬁ:
n—oo n— n n— oo P n n
6*k 3
| - 1) 1 | —1) 1 | —4+1)— =
nzﬁoZ )+ nL‘&Z )+ nE&Z Rk
6k 6, 3 ambxk =6
— 1 = lim 2 D N —
nzzznZ )= Jim DS 2
k=1 k=1 k=1
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=9—-04+3=12 luego

3
Area = lim Zf ty) Azy, / (2x 4+ 1)dx = 12.
Ejemplo 4.2 calcular
4
/ 10dx
1
(Area encerrada por las curvas y =10 , x = =1, x = 4 y el eje z)

Solucién. Sea P = {xg, z1, xa,...7,,} una particién de [—1, 4] con

4— (-1 5) 5! 2%9 3 xD
Axk:¥:_7 550:_1; x1:_1+_7 'T2:_1+ - 5 LU3:—1—|— i )
n n n n n
4x%5 5t 5xk
b1 D2 =1y
n n n

...y asi si tomamos t; = x; entonces

4
5*/<;5 5
1 (tp)Azy = 1 li 10 % — =
[0t = Jim 3 e = im 31+ 252 < i 3104
—1

=1

luego

n—oo

4
Area = lim Zf tr)Azy = / 10dx = 50.
21

Ejemplo 4.3 Calcular

/ 22dx

a

2

(Area encerrada por las curvas f(z) = z°,x = a,x = b y el eje x)



B
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A
Solucién. Se particiona el intervalo [a, b] en n subintervalos de igual longitud

b—a

n

Axy = k=1,2,...n

y asi

b— h—
Ty = a, $1:a+A:U1:a+( a), x2:a—|—2A:U1:a+2< a) .....

n

b— h—
mk—a—f-kAa:l—a—i-k:( a) ...... xn—a+nA:z:1—a+n< a)-b

n

Si tomamos

f(z) = 2° entonces f(tk)zf(aw(b;“)):(Hk(b;“))?:

_ a2+2ak(b—a)+k:2(b;a)2

n n

y asi

a

.
) B

, 2 (n+1 (b—a)® (n® n®> n
2 2 -
ZJL%o((b—a)a*(b—a) n—"( > )* NE (?+7+6 =

b
- b—a — 2ak (b —
/ﬁdazz lim Zf(tk)Axk = lim ¢ <a2+ ak(b—a)
o 1

b_ o)
:(b—a)CLQ—i—%Za—i-—:(b—a) [a +ab—a*+ = — — + —

3 3 3

a? ab b? B ad
—(b—a){g-i-E‘Fg}

|-

b2 2ab a2:| B

145
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luego

Asi como la definicién de

1o

fue motivada para hallar el 4rea de una regién, la integral doble, la motivaremos, hallando
el volimen del sélido S limitado por las gréficas de las superficies

z=f(r,y) >0, x=a, x=b; y=c¢, y=d, z=0

y su tratamiento es muy similar

4.3 Particién de un rectangulo Q) = [a,b] X [c,d]
Sea f (x,y) una funcién continua en Q) = [a,b] X [c,d]
y Py = {wo, 21,72 x,} unaparticién de [a,b] y P> = {yo,y1,....., Ym } una particién

de [c, d]
Una particion de (), es un subconjunto de la forma

P:P1XP2:{($“$])/$@€ P17 yje PQ,OSZS”,OS]ST”}

y descompone a () en nm rectdngulos que no se solapan

Rij={(z,9) | zia<z <z, y1<y<y}
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¥
dF - — -¥n
L ¥
¥ R
¥z
¥1
C — —¥o
Hy Xy X il X; X
1
| a4 1 x®
a ]
figura 5

y sea (t;,s;) un punto cualquiera en Rij y formemos f(t;,s;) Ax; Ay; el volimen
del prisma (fig 6) y

y asi

m n

Z Zf(tz‘,Sj ) AZEZ Ay]
j=1 =1

es el volimen aproximado y si hacemos bien pequenos los prismas, haciendo tender n a
infinito y m a infinito obtenemos el volimen exacto, es decir,

V(s) = lim lim Z Zf(ti,sj ) Ax; Ay;

j=1 =1

y si este limite existe, representa el valor de la integral doble, es decir,
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4.4 Definicién de integral doble

lim lim Z Zf(ti,sj ) Az Ay; = // f(z,y)dzdy
j=1 =1 G

Las propiedades de las integrales dobles son muy andlogas a las de una variable, es
decir,si v, f € R ysi f(x,y),g(z,y), son continuas en una regién () cerrada y acotada
en el plano entonces

4.5 Propiedades

[ @t = sgte. )y dudy = [[ 5w vydody£5 [ [ gte sy
Q Q Q

2.51 f(z,y) > g(z,y) en @ entonces

[ sy = [[ gwg)azdy
Q Q

3. Si ) se descompone en @1, Qs, Qs, ...Q),,que no se solapen entonces

/ / (@, y)dady — / / (o, y)dzdy+ / / F(o, y)dzdy+ / / o, y)dady+...+ / / (o, y)dzdy
Q Q1 Q2 Qs Qn

Ejemplo 4.4 Calcular el volimen del sdlido limitado por las superficies f(x,y) = 10,
fla,y)=02=3,2=6, y=4,y y=6 (fig 7)

Solucién. Sea Py = {zy, x1, Z2, ...x, } una particién de [3, 6] con

6—3 3 3 2%3
Ar;=——=—,1<i<n, asi x9=3, v1=3+—, x2=3+ * ,
n n n n
3 %3 4%3 3
my o= 34202 p =342 ni =34 (i-1)°..
77,' n n
o = 345 g3

n n
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zZ
f(x,y)=10
4 X=3 i y
2 k=0 | v=6
) )
X=6

y P> ={yo,v1, ..., Ym } una particion de [4,6] con

6-4 2 2 2% 2
Ayj=——=—1<j<m asf yo=4, y1=4+—, p=4+ -2
m m m m
3 %2 4% 2 , 2 2% j
Yys = 4+ 7y4:4+ )"‘7yj—1:4+(]_1>_7 yj:4+ ]7
m m m m
2
Y = A+ =6y
m

sea ; .
i
(ti55) = (3+— 4+ j) = (1, y5)

pero este punto puede ser cualquiera en Rij y asi

m n

Z thz,sj Az; Ay, = Z ZZlO*E*E:%i 1:—*m*n—60

j=1 i=1

ya que
Yoi=> (j+)—j=m+1-1=m
j=1 j=1

aplicando la propiedad telescépica de las sumas finitas .

En forma andloga Y 1 =n luego
i=1

m n

Vi) = Jim lim DD (s ) A Ay = Jim tn DD
7j=1 =1 j=1 =1
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= lim lim 60:60://10dxdy:10(6—3)(6—4)

m—00 N—00
Q

Ejemplo 4.5 Calcular

//f(x,wdxdy §Q={(e,y)/0<2<3 0<y<3)
Q

1 st 0<z<3 0<y<1
flzyy)=< 2 s 0<z<3 1<y<2 (fig8)
3 1 0<zr<3 2<y<3

0.3 3,3

(0,3) Q3 2 (3,3)

(0,2) (3,2)
Qz 2

(0,1) (3,1)
Ql 1

> X

f(z,y) es una funcién seccionalmente continua en @, luego es integrable en @) y

//f:pydmdy—//fxydmdy+//fxydxdy+//fxydmdy—
//1dxdy+//2dasdy+//3dxdy:1*3*1+2*3*1+3*3*1:3+6+9:18

1 Q2 Q3

si Qr={(z,9)/0<2<3,0<y<1}, Q2={(z,9)/0<z <3, 1<y<2}
Q3 = {(z,y)/0 <z <3, 2 <y < 3}. Recuerde que una funcién seccionalmente
continua en un intevalo cerrado es integrable.

Ejemplo 4.6 Calcular

//(y—i— 2z)dxdy si  Q=[1,2] x [3,5]
Q
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Solucién Sea P, = {xg, z1, x9, ...7,, } una particién de [1, 2] con

2.1 1 1 2 3
Ar;=——=—, 1<i<n,asizg=1, v1=14+—, 29=14+—, 23=1+4+ —,
n n n n n
4 1 :
ga=14 o mia =1 (=)~ @i=14—ay =14 =2
n n n n

5—3

y P> = {yo,v1,....., ym} una particién de [3,5] con Ay, = —— = 1<j<m,
m

2
m’

asi se tiene que

2 2% 2 3 %2
Yo=3y=3+—, yp=3+—, y3=3+
m m

4%2 , 2 2% 2m
ys =3+ s Y1 =3+ (-1 x—, y; =3+ yerym =3+ — =105 sea
m m m m

(i, 55) = (w3,y;) = (1 +— 3+ 23)

pero puede ser cualquiera punto en Rij y

i 2j 2] i 2] 2i 2j  2i
Fltns) = f1+2 ,3+—j):3+—‘7+2*<1+—> 3+ popZ (5+—]+—> y
n m m n m n m n
— - = 2j 22 2 1 2 & 2jn 2 n(n+1)
ti, ;) Ax; Ay; = -
Z Zf( .85 ) Ax; Ay = ZZ 5+ —l— - n*m} 5n-+ - —|—n>x< 5
=1 =1 7j=1 =1 J=1
1 2 & 2 1 2 2 1
:—*—Z(5n+ﬂ+(n—l—l)) = —x—x(bnm+ #nxm ok (m o+ )—I—m*(n+1)) =
nom < m n o m 2m
1

2
= %~ %(5 1 1
n*m*(mn+n(m+ ) +m(n+1))

y asi
n

RS o 1 2
%%07115& Z Zf(ti,sj)Axi Ay; = lim lim (5mn+n*(m+1)+m(n+1))*ﬁ*E:

- o M—00 N—00
Jj= 1=

=0B+1+1)2=14
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//(y + 2x)dxdy = 14

Q

luego

Ahora tomemos

71— 1 27
tia i) — i—1,Y5) = 1 73 —_
(i 85) = (vie1, 5) < + 0 + m)

otro punto en R;; y mostremos que el resultado no varfa

i—1 2j

2
3+ &

' i—1 2j 2 2
“ i1+ 34+ 2424+ =
m n m n n

2] 21 2
m n n

f(tiasj) = f(1+

) =3+

m

12 & 2i 2 1 12 & 27
:——Z(Fm—i—ﬂ—i——(w)—Z):—— (5n+ﬂ+(n+1)—2)=
nm 4= m n 2 nmj_ m

2 2 1
__(5nm+M

+m(n+1)— Qm) = %(5mn+n(m+1)+m(m+1)—2m) =

por lo tanto

m n 2
lim lim Z Z f(ti,s;) Ax; Ay; = lim lim (%(&rm +nm+1)+m(n+1)— 2m)) =
j=1 i=1

—2(+1+1-0)=14

//(y + 2x)dxdy = 14.

Q

entonces

b
Asf como la integral [ f(z)dz, puede representar una dreasi f(z) > 0, un espacio si
a

f(z) representa velocidad o una masa, si f(z) representa una densidad, asi tambien la
integral doble puede representar un volumen, una masa etc.
Afrontemos ahora con formalidad el problema de evaluar la [[ f (z,y) dedy, si f (z,y)
Q

es una funcién continua en () y para ello consideremos los siguientes tipos de regiones.
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4.6 Tipos de regiones

1. @ un rectédngulo de la forma @Q = [a,b] X [¢, d]
2 Q={(ry)/ a< s <b g(x) <y<h)
3. Q={(z,y)/ c<y<d,qy) <z <Il{y)}

4.6.1 Tipol

1. Si f(x,y) es una funcién continua en Q) = [a,b] X [c,d] entonces

//f(a:,y)xdy/b(/df<x,y>dy) da:/d(/bm,y) dx) dy.
Q a c

Cc a

Para calcular
b

/(/dfm,wdy) da

a

d

primero se calcula [ f (z,y)dy, considerando a x como constante y asf se obtiene que

c
d b

[ f(xz,y)dy = A(z) (Es una funcién en x) y luego se calcula [ A(z)dzx.

c a

d /b b
En forma andloga, para calcular [ < [ f(z,y) dx) dy, se calcula primero [ f(z,y) dz

Cc a a

b

considerando a y como constante, para obtener [ f(z,y) dz = B(y) y luego se calcula

[ B(y)dy.

c

Ejemplo 4.7 Calcular

//(4—x2—y)dxdy si Q=1[0,1] x [0,2]

Q

Solucién

//(4—962—:c/)dffcdyz/1 /2(4—x2—y)dydx:/2 1(4—x2—y)dxdy.
Q 0 0 0

o
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y asi

12 2 1
//(4—x2—y)dxdy:// — 2% — y)dydx = // — 2% — y)dzdy. =
Q 0 0 0

Ejemplo 4.8 Calcular

// e drdy  si Q =11,2] x [0, 3]

Q

2 3 3 2
/ / e drdy = / / e Vdydr = / / e dxdy
10 0 1

Solucién
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265—64—€2+€1

3

3 2 3
b) / /6x+ydxd / :c+y i / 2+y 1+y dy = [62+y _ 61+y}2 _ (65 _ e4)_(62 _ el) _
0 1 0

0
=e—et—e?+e! luego

// e drdy = €5 — e — e + el

Q
Ejemplo 4.9 Calcular

// ydudy si Q=[0,4]x[0.2] (fig 9)

y
(2,4)
0,2) (4,2)
Q, Q,
(0,1) (4,1)
Q Qs
2.0) @0
Solucién
) 0 si 0<2<1 0<z<?2
b}: 1 si 1<2<2 2<z<4
2 si 2<I<3 4<z<6
y
0si 0<y<1
y] =< 1si 1<y<2
2si 2<y<3
luego

// da:dy—//() dedy+//1 dedy—Ir//O 1d:cdy+//1 1dxdy—//dxdy
//dxdy—/ dy—/Zdy:(2y)1:4—2:2

1
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4.6.2 Tipo 2

Cuando h(x,y) es continua en la regién de integracién de la forma
Q={(z,y)/a<z<byg(x)<y<f(z)}

fig10

y=f(x)

y=9(x)
a b X
La integral
b f(z)
//h(%y)dl’dy: //h(x,y)dydw
Q a g(x)
f(z)

y ésta se calcula integrando [ h(z,y)dy considerando a x como una constante y luego
9(z)
integrando el resultado con respecto a x entre a y b.

//(x2 +y* + 1)dxdy
Q

st Q es la region limitada por el grifico de y =2 —2x, x =0,y =0 (fig 11)
y

A

Ejemplo 4.10 Calcular

(0.2)

y=2-2X

(1,0)
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Solucién
1 22z 1 , yan
//(x2 + 42 + 1)dady = / / (2 + 9 + 1)dydr = / (ﬁy + % + y> dx
0
Q 0 0 0

= /(1’2(2—23:)4—%—1—(2—233))6&15:

1
8 —24 2472 — 823
— /(2m2—2x3+( $+3$ x>+2—2m>dm
0
; 3
14z 9 14 11
/( 3 3) T
0

Ejemplo 4.11 Calcular

/ / xdxdy
Q

st Q es la region limitada por el grifico de las curvas x +y = 4, y los ejes coordenados

(fig 12).
(0,4)

x+y=4

(4,0)

Solucién .

//xdxdy ://xdydx—
Q 0 0
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/ / xydxdy
Q

si Q es la region limitada por el grifico de las curvas y = 22, y =8 — 2% fig 13

Ejemplo 4.12 Calcular

Solucién
2 8—22
.//:L'yda:dy :/ / xydydr = 0.
Q —2 a2

Ejemplo 4.13 Calcular
/ / (x +y)dzxdy
Q
st Q es la region limitada por el grifico de las curvas y = |x|, y=4 fig 14

y

(-4,4) (4.4)
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Solucién
4 vy 128 0 4 4 4
//(x+y)dxdy ://(xjty)dxdy:?://(I+y)dydx+//(x+y)dydx
Q 0 —y —4 —z 0 =z

Ejemplo 4.14 Calcular
/ / ydxdy
Q

si Q es la region limitada por el grifico de las curvas vy* =4 —x, y* = 4 — 4z figls

w(‘w) X

Solucién.
1 —v4—4x 1 Vd—=zx 4 +/4d—x
//yd;z:dy :/ / ydyd:c—i—/ / ydyd:c—i—/ / ydydx = 0.
Q 0 _yiz 0 i-iz 1 iz

Ejemplo 4.15 Calcular

/ cos (z + 1) dzdy Q= [0.7] x [0,7] (figl6)
Q
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y
y
(0,p) (0.p)
_ | -- ++
y=COSX ‘
t+ + +|
X
- xry=P
+ + 2
— X
+Vv= =
X+y=0 x+y:B X+y=p
2
CcosS T si nggg
|cos z| = —coszsi F<a<ET
coszT si %gmg%

cos(zx+y) st O0<z4+y<3g
cos(@+y)| = —coslw+y)si F<aiy<F
cos(z+y) si F<wty< T

[NSE]
\

[VE]

//]cos x+y)| dedy :/
0
3T _ g
T 3 T T
+/ / —cos(az+y)dydx+/ / cos(x + y)dydx = 2.
;0 g

Ejemplo 4.16 Calcular

o\

cos(x + y)dydz + / / cos(z + y)dydz+

™

2

// (@ —y)ldedy Q= [~1.1]x[0.2] (figl).
Q

Solucién Como

B _ T —y st x>y
|(x y)|_{—(a:—y) s s<y entonces

CAPITULO 4. INTEGRALES DOBLES
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('1!2) (1,2)

y=X

=)/ g x=L(y)

En éste caso la integral se calcula asf :

L(y)

TS /d £z, y)dady
Q

c q(y)

161
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y ésta se calcula integrando
L(y)

/ flz,y)dz

a(y)
considerando a y como constante y luego integrando el resultado con respecto a y entre
cyd.

Ejemplo 4.17 Calcular

/ VO~ Pdedy si Q={(x.y) /2 +4* <9} (figl9)

Q

y
xl\)
+

<I\)

x th

©

Solucién

Ejemplo 4.18 Calcular
/ / (z +y) dedy
Q

si Q es la region limitada por el grifico del a curvas y=x, x+y =22 =0 (fig20).
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(1.1)

Solucién.

[\

Y 2

1
// x +y)dzxdy z// (x+y) d:cdy—l—/
0 0

Q

)

4
(x+y) d:cdy—g

o\

Ejemplo 4.19 Calcular
/ / xdxdy
Q

si Q es la region limitada por el grifico de las curvas y = 2 — 2%, y = 2% fig 21.

('111)
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L VY 2 V2-y
//ﬂlxdy:/ / a:d:ndy+/ / xdxdy =0
Q 0 -3 N

En algunas oportunidades se puede calcular la integral [[ f (2, y) dady por el caso 2

Q
6 por el caso 3, pero en otras se puede calcular solamente por uno de los dos casos como

se ilustrard con los ejemplos siguientes

/ / rdzxdy
Q

si @ es la region limitada por el grifico de las curvas y =0,z +y =2, y=2x fig 22.

Solucioén.

Ejemplo 4.20 Calcular

Solucién. Para hallar el punto (1,1) iguale 2 +y =2con y =z y asi

/

[\

xT

1 2

//a:dxdy ://a:dydx—i-/

Q 0 0 1
// ydxdy
Q

si Q es la region limitada por el grifico de las curvas y*> =4x, y =2x —4 fig 23.

—x y

2
/ xdxdy = 1.

Y

xdydx

o

Ejemplo 4.21 Calcular
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(4.,4)

Solucién. Los puntos (4,4), (1, —2) se hallan igualando las curvas, despeje x de y =
22 — 4 y reempldcelo en 3% = 4x y solucione esta ecuacién de segundo grado en y y asf
y=4, y=-2.

1 43: 4 ;v 4 33_4
// ydxdy = / / ydydx +/ / ydydr = / / ydrdy = 9.
Q 0 _azx 1 2zx—4
Ejemplo 4.22 Calcular
/ / dxdy
Q
st @ es la region limitada por el grdfico de las curvas v = =2, y=2, y=x, y =0
fig 24.
2.2

(2,2
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Solucion.
2 2 y

0 2 2
//d:cdy://dydaz—l—//dyd:c://dxdy:ﬁ
Q —2 0 0 —2

0 =z

/ / 3xdxdy
Q

si Q es la region limitada por el grdfico de las curvas y = 22, y =4 fig 25.

Ejemplo 4.23 Calcular

=4
(-2,4) (2,4)
Q
y=x
X
Solucion.
4 VY 2 4
// 3rdxdy —/ / 3rdrdy = //3a:dyda: =0
Q 0 -y 2 g2
Ejemplo 4.24 Calcular
/ dxdy
Q

si Q es la region limitada por el grdifico de las curvas y = a2, y = 2x + 3 fig 26.

y

h

(3.9)
y=2x+3

(_l!l)
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Solucién. Para hallar los puntos de interseccién (—1,1), (3,9) iguale las curvas y

VY

Py ) 32
//d:xdy:/ / dxdy+//da:dy: 3
Q 0 -y 1 y=3

/ / z2dxdy
Q

si Q es la region limitada por el grifico de las curvas © =1y?*, x = —2y>+3 fig27.

2

Ejemplo 4.25 Calcular

y
, @y
— 2
X=y" _ X=-2y°+3
// i
r \ X
‘\\ >
o
\\\/
(1,-1)

Solucién

P rr 348
//x2dxdy—/ / x2da:dy—/ / x2dydx+/ / 22dydx = 3
Q 1 0 _yz 1

Ejemplo 4.26 Calcular
/ / dxdy
Q

st Q es la region limitada por el grifico de las curvas y =z, y=x—4, y=0, y=2

fig 27a.
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(2,2) (6,2)

(2,0) (4,0)

Solucién

2

/ dydx = 8
—4

2 4+y

2 4 2 6
//dxdy://dxdy://dydx+//dydx+/
Q 0y 00 2 0 4

Ejemplo 4.27 Calcular
/ / xydxdy

Q

T

si Q es la region limitada por el grifico de las curvas © > 0, 22 + (y — 2)? = 4,

X
y =4, V= fig 28

Solucién.
4 4 2 2—/4—2? 2 4 4 Viy
// xydrdy = //J:ydydx+/ / :Bydydx—i—/ / rydydr = / / xydzdy = 32.
N P o= 0 2va-at O Vi
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// sin(y®)dydx
Q

si Q es la region limitada por el grdfico de las curvas y = J/r,x = 0, y = 2 fig
30

Ejemplo 4.28 Calcular

Solucién.
4 2
/ / sin(y?®)dydz = / / sin(y®)dydz (Dificil de solucionar) =
Q 0
2 y? 2 ) 2 . 8 .
/ /Sin(y3)dmdy = /Sin(y?’) [:B}ff dy = 3 /3y sin(y*)dy = 3 /Sin udu = 3 (1 —cos38)
0 0 0 0 0

Ejemplo 4.29 Calcular

/ / eV’ dydx

Q

st Q) es la region limitada por el grdfico de las curvas y = g, y=2, =0 fig 31
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=2
0,2 (4,2)

Solucién.
2 2y 2

4 2
// edeydx = //eyzdydx = //edexdy: /ey22ydy: et — 1.
Q (U 0 0 0
//ycos(ﬁ)dydm
Q

si Q) es la region limitada por el grifico de las curvas x = \/y y=0,1 =2 fig52

Ejemplo 4.30 Calcular

(2.4)

x=\y x=2

)

Solucion.

//ycos )dydx //ycos )dxdy /
0 i 0

Q

2
xt sin 32

y cos(z”)dydr = /Ecos(xf’)dx: 10
0

o\
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é | sy

si Q es la region limitada por el grifico de las curvas y = x® —4x 1y el eje x fig 33

Ejemplo 4.31 Calcular

(2.0)
X
(' 2, 0) Q
y=x3- 4x

Solucién. y = 2® — 4x = x (z — 2) (x + 2), entonces los puntos de interseccién de la
curva con el eje x son (—2,0), (0,0),(2,0), luego

0 z3—4x 2 0
//dxdy://dxdy—l—//dxdy:/ / dyd:}c+/ / dydx = 8
Q Q1 Q2 -2 0 0 z3—4x

El otro caso es dificil, pues hay que de y = 2% — 42 despejar x

Ejercicio 10 Mostrar que

2 4
L f fxeyzdydx = i@lﬁ —

0 g2

1
1

ex2dmdy =e—1

2
2 |
0

vl

12
3. [ [cosa?dady = %sin4
0 2y

11
4. ffe””2dxdy:%e—
0y

N[
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d.

10.

11.

12.

13.

14.

CAPITULO 4. INTEGRALES DOBLES
2 8—z? 4 VY 8 V8—y
[ [ Bydydr =256= [ [ 3ydxdy+ | [ 3ydxdy
Z2 g 07 15y
2 3—y 1 2x 33—z
[ [ 3zdxdy = [ [ 3zdydz + [ [ 3zdyds =12
0 ¥ 00 10
1z 2 2—x 12—y
[ [3dydx+ [ [ 3dydx = [ f 3dxdy = 3
00 10 0
1 22 3 5% 13-2y
[ [axevdydx + [ [ wzevdyde = [ [ xeVdady = e— 15
00 10 0 g
1 z2
ff| — z? |dxdy:f1f1x—y dydm—hfl{ a?)dyde =2 si Q= [-1,1]x
=)
11—y 12—y 1 2 22—y 2 3—y
[[ |z + y] dedy = f f Odzdy+ [ [ ldzdy+[ [ 2d:vdy—|—f f ldzdy+[ [ 2dzdy+
Q 01—y 02—y 12—y
2 2
[ [ 3dzdy =6 si Q= [0,2] x [0,2] y [z+ y] = parte entera de z +y
13—y
a Va2 27 1
f [ dxdy = f [ dydz = [ [abrdrdd = wab si Q es la region limitada por el
W7 00
2 " o
grafico de x_ + 322 =1
11
Calcular la integral [[zevdazdy = [ [zevdady = <+ Q =[0,1] x [0,1]
Q 00
1w
Calcular la integral [[(siny)e®dzdy = [ [ (siny)e”dydr = (1—cosm)(e—1) Q=
Q 00
[0,1] % [0, ]
Calcular la integral // <ylnﬂ) dzxdy = ffyln zsiny® dydr = (1— COS4)1n 2

Q = [1,2] x [0,2]
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0 z24+1 1—+z 12241
[[zdyde = [ [ axdyde + [ [ zdyde + [ [ zdydx = —12%1 Si @ estd limitada
Q ~2 41 0 —1 0 V&
por las graficas de y = 22 + 1,2 = 4%, v = —2, y = —1, © = 1, region conteniendo

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

(=}

al punto (—1,0)

3 y+6

ffdydm = [ [ dzedy = 125 Gj () estd limitada por las graficas de y = x — 6,z = />

6
—2 42

3

122
[[dydx = [ [dydz = SiQ estd limitada por las graficas de y = 0,y = 2%, x = 1
Q 00

11 1y
[ [siny?dydx = [ [ siny*dady = 1*'32—081
0 00

13 33 .
[ [e" dady = [ e dydr = <=
00

6
03y

1

1

39 9V :

cos x2dxdy = cos x2dydx = sin 81
[ Iy v=[Jvy y
042 00 4
11 1VY
bfj;ﬁ siny3dydx = {ofx siny3dxdy = 1—120081
11 © 1y © e—1
[ Jevdydz = [ [evdxdy =
0 00 2

el® —1

2 223
J ex4dmdy =[]/ e’”4dydx =
3y 00

]

1
4cosl

11 1Vz
[ Jysina?dedy = [ [ysina?dyde =  —
00

092

11 1y
bffedeyd:c = z)fﬂfede:cdy =le—1
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iz 14, 24
27. [ [evadyde = [ [evadudy + [ [evedady = (e — 1)
10 01

142

T o) T Yol
28. ffsmydydx:ff%dxdy:2
oz Y oo Y
3 1 3 13y?
29. [ [ e’dyde = [ [ eV dady=e—1
0./z 00
8 2 . 23 . .
30. {\Sﬁy‘lﬂdyda:: {Ofmdmdyzzlnﬁ

3 3@
31. [ [ cosabdxdy = [ [ cosaddydx = isin -5
0 00
11 1y
32. bfxfi sin y cos <§> dydzr = ofbfi sin y cos (%) dxdy = sin1(1 — cos 1)
2 2 2 ¢
33. [ [sina?dedy = [ [sina?dyde = 5 — 1 cos4
0y 00
24 4z
3. [[Vasinazdrdy = [ [ /rsinazdydr = sind — 4 cos 4
042 00

11 1y
35. ffx\/1+y3dyd:17:ffx\/ler?’dxdy:%\/ﬁ—é
0z 00

2Inz In22
36. [ [ f(z,y)dydz = [ [f(z,y)dzdy
10 0 e¥
12—y 1Vz 22—z
37. fff:cyd:cdy—fffxydydaz‘—i—fff:vydyd:v
0 42 0
0 VyFl 10
8. [ [ fla,y)dady= [ [ f(z,y)dydx
—1_ \/?m —1221
(y—4)

0 4—z2

4
39. [ [ flz,y)dady= [ [ f(z,y)dydx
0=y 9544

,p
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.
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42 22z
[ f(sg)drdy = [ [ f(z.y)dyda

1-y

1 — 0 - 1
[ | fydyde= [ [ flz,y)dedy+ [ [ f z,y)dzdy
1 _ — 0_./1—

1

1
E{fyf(fy)dxdy—fffﬁydyd:n—l—fffxydyda:
Yy

—1—x

22—y 12—z

fffxydxdy—i—fffxydmdy—fffxydydm

33—y 23—=x

fffxydxdy+fffxydxdy—fffxydyd:p

10 5

Yy
2

1 2
Offfxydxdy-f—if

Yy
2

—Vy—1 2 V% 1 1422

\f/— 1yy=1 —1 222

Qﬁ

Que region del plano maximiza el valor de la integal

ff — 2% —y*)dydr Respuesta 22 + 5> <9

Que region del plano maximiza el valor de la integal

Jf(5 = a2+ y?)dydx Respuesta x* +y* < 25
Q

Que region del plano minimiza el valor de la integal

[[(V/a?+y?—4)dyde  Respuesta z° + y* < 16
Q

Que regién del plano minimiza el valor de la integal [[(2*+y*—4)dydx
Q

2?2 +y? <4

175

flx,y)dedy+ [ [ flx,y)dedy = [ [ f(x,y)dyde

Respuesta
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Capitulo 5

Integrales triples.

5.1 Introducciéon

En este capitulo se hace un tratado de las integrales triples, sus propiedades, los tipos
de regiones y finalmente una variedad de ejemplos resueltos, para observar las diversas
formas de como calcular una integral triple. Las Integrales triples se definen de manera
andloga a las Integrales dobles. El cambio de orden de integracién en una integral triple
es un poco mas complicado. La integral

[[ stw.zay
Q

se calcul6 sobre una regién cerrada y acotada del plano xy. En forma andloga la integral

triple
/// f(z,y, 2)dzdydx
S

se calcula sobre una regién S, sélida, cerrada y acotada del espacio R3.

5.2 Defincién de Integral Triple

Si f(z,y, z) es una funcién definida en S, entonces la integral triple de f(x,y, z) sobre S,
se define por :

m n D
/// f(z,y, 2)dzdydr = %RJH}OI}%ZZZJC(% s 2k ) Dz Ay Ay,
S

j=1 i=1 k=1

177
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siempre y cuando este limite exista. Al igual que en las integrales dobles, el cédlculo
de integrales triples, usando la definicién es compleja y por ello buscaremos mecanismos
maés practicos.

5.2.1 Propiedades.

1. /S//(af(x,y,z) +5 g(x,y, 2))dzdydr = a/s/ f(:c,y,z)dzdyd:cﬂ:ﬁ/S//g(x,y,z)dzdyd:c. a, B e
251  f(z,y,z) > g(z,y,z) en S entonces /S//f(x,y,z)dzdydx > /S//g(x,y,z)dzdyda:

3. si § = US; (no se solapan) entonces

/S// fx,y, 2)dzdyda = /S// f(z,y, z)dzdydx+/5[/f(x,y, z)dzdydx+....+/S[/f(:v,y, z)dzdydz

5.2.2 Tipos de Regiones

1. Integracién sobre un paralelipipedo. Si f(z,y,z) es continua en S = [a,b] X [c,d] X
[m,n], la integral triple
[[] e 2yiziyas
S

se puede calcular asf

n n

b d d b
/q//f(x,y,z)dzdydx://ﬂ[fxy, 2)dzdyda ://m/fa:y, 2)dzdzdy =

a c c a

n n

d b d b
:///fxy, dxdydz:///fxy, Ydxdzdy

C a c

S}
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o en cualquier orden con el necesario ajuste en los limites de integracién. La integral
b d n

/// f(z,y, 2)dzdydx

se calcula, primero integrando
/ f(z,y,2)dz

manteniendo fijos a x y a y. El resultado se integra respecto a y, manteniendo fijo a x, y
finalmente se integra con respecto a x. En forma andloga se calculan las otras 5 integrales.

Ejemplo 5.1 Calcular

[ o <tetvas i 5= e

Solucién. Usaremos dos de las 6 posibilidades para el célculo de la integral.

4 3 2 4 3 4n2 4 38
) ///xy3z2dzdydx:/// a:y322dzdxdy:// [xy?’%} d:pdy://ga:y?’dxdy:
S 1 -10 1 -1 0 1 -1
8 [[a2 ) 8 [(9 1 844 | 32 y*
T~ 3 3 * 3 Yy
_°[]E dy=2 [ (2=2) 3dy = dy = | 2221 = 680,
3/{241 Y73 (2 2)y Y73 /y Y {3 411
ii) ///xy3z2dzdydx://
S 10

4 2
372 44
39 32 1
— 4 32dd:4/ 32| dy = — 222 (256 — 1) = 680
//yzzy {y30y34134( )
1 0

1

2. Integrales triples sobre regiones mas generales.

S={(z.y.2)/a <2 <b.q(z) <y < h(z),g(z,y) < 2 < k(z,y)}

entonces
h(z) k(z,y)

b
/S/ f(z,y, 2)dzdydx :/ / (x,y, z)dzdydz.

a q(z) g(z,y)
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/S [ (20 39) dzayas

st S estd limitado por el grifico de las superficies 26 +3y+2=6,2=0,2=0,y=0
fig35.

Ejemplo 5.2 Calcular

2X+3¥+E2=06

i. Proyectando el sélido en el plano xy fig 36, se tiene que

0.2
2x+3y=6

30

6—2z—3y 2-22 6 o5 3y

/S// (27 + 3y) dzdydx = é/ / (22 + 3y) dz| dydx = O/ / (22 + 3y) dzdydx =

0

N

x 2x
5 2=

3 3
/ / [[2z + 3y] Z]o 223 dydy = / / (2x 4 3y) (6 — 2x — 3y) dydx =
0 0

2—
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L2
2 3

3
= / / (122 — 42® — 122y + 18y — 9y°) dydz = 18
0 0
ii. Proyectando el sélido en el plano yz fig 37, se tiene que

4
0.6)
3y+z=6
Q
(2.0 y
6—32y—z 6 6572 6—32y—z
/// (2x + 3y) dzdydx = // / (2x 4 3y) dx| dydz = // / (2x 4 3y) dxdydz = 18
S R 0 00 0

Ejemplo 5.3 Calcular

/S [ G+ vz

si S estd limitado por el grifico de la superficie 22 4 y? + 2% = a® fig 38.

figura 38

i. Proyectando el sélido en el plano xy fig 39, se tiene que
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Y

A

x2+y2£a2
T
C&W\\\\\/////aﬁ)

[a2 —z2 —qy2
a VaZ—z2 a?—x?—y

/S//(z+1)dzdydx :/ / / (2 + 1) dedydz =

—a —\/a2—z2 —\/a2—x2—y2
\/any \/a27x27y
4
/ / / 1) dzdxdy = 3 a?
—a \/a2_y _\/az_wz_y

ii. Proyectando el sélido en el plano yz fig 40, se tiene que

A

ap
Caw\\\\\////k&o)

VaZ_22 a?2—z2—y?

/// (z+1) dzdydx—/ / / (z+1)dzdydz

0 _\/a2—22 _ \/az—z2
. NI T

4
/ / / (z+1)dedzdy = = 3

_\/az_y _\/a2_22
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/S//(ererz)dzdmdy

st S estd limitado por el grifico de las superficies z+y=6, =4 ,y=0,2=0,
x=0 fig 41

Ejemplo 5.4 Calcular

figuradl

Solucién i. Proyectando el sélido en el plano xy fig 42, se tiene que

(0,6) (4,6)

(4.0)

=]

) Y

6 4 6-
(x 4+ y + 2) dzdydx :/// r+y+ 2)dzdedy = 432
00 0

[[] s 1asaais - / /

ii. Proyectando el sélido en el plano yz fig 43, se tiene que

o\
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(0,6)

z+y=6

(6.0

o
=}

—z —y

4
/ +y+ 2) dedzdy = 432
0

o"\
o\

6 4 6
///(x—l—y—irz)dzd:cdy:/ /x+y+z dxdydz :/
S 0 0 0

iii. Proyectando el sélido en el plano xz,se tiene que

4 —z

///<x+y+z>dzdmy://“/
S 0 0 O

Ejemplo 5.5 Calcular

—z

6 46
(xr +y+ 2) dydzdz :///(m+y+z)dydxdz:432.

/ S/ [ dziuay

Si S estd limitado por el grafico de las superficies y = 2?,y+2z=1,y z=0.

i . Proyectando el sélido S en el plano xy, se tiene que

1 1 1-y 1 VY 1—y
/// dzdxdy —///dzdydx —// /dzdxdy
s “142 0 0 -y 0

ii.Proyectando el s6lido S en el plano yz, se tiene que :

J[f o - /

z VY

1
/ drdydz = /
-V 0

<

-y VY
dxdzdy

e

O\H
<

S~

<
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ii.Proyectando el sélido S en el plano xz, se tiene que :

1 VI—z 1-2 1 1-221—2
/// dzdxdy :/ / /dyd:vdz :/ / /dydzdx
S 0 _yT=7 a2 S100 0 g2

Ejemplo 5.6 Calcular

/// (x + 2) dzdxdy

si el sélido S estd limitado por el grifico de las superficies x> +y?> =4, z=0,2=25

fig 45

=
;']

1
(=]

A Ny

S

=gt

figura 45

SN

el

i

T

W

Solucién i . Proyectando el sélido S en el plano xy fig 46, se tiene que

Y
/\xﬁ- Yy £4
X
-2 \/ 2
2 Vd—a? 5 2 V4-y® 5
/// (x + 2) dzdxdy = / /(m + 2)dzdydr = / /(x + 2) dzdzdy = 0
S -2 _/4—x2 O -2 4—y? 0
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ii.Proyectando el sélido S en el plano yz fig 47, se tiene que :

.
(-2,5) (2,5)
(-2,0) (2,0) -
5 2 4y 9 5 AfAy?
/S//(x—kz)dzdl‘dy :_{_[ 4/y2 (x + z) dedydz :_[ 0/ - (x4 z)dxdzdy =0

Ejemplo 5.7 Calcular

/S || dzdady

si el solido S estd limitado por el grifico de las superficies x> +y*> = 2z, 2 = 9 fig

49

Solucién i. Proyectando el sélido S en el plano xy fig 50, se tiene que:
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Y
X’ +y*£9
N
-3 K/3
3 Vo—2Z 9 3 V9-¥* 9
/// dzdxdy :/ / / dzdydx :/ / / dzda:dy—
S =3 —V9—a2 22 4y? =3\ foyp ey

ii Proyectando el sélido S en el plano yz fig 51, se tiene que :

Z z=9
(-39) (39)
z=y?
y
9 vz VY 3 9 VP
1
/// dzdxd :// / drdydz :// / drdzdy = 57

0 —vz_ —y? -3 y2 _ —y?

Ejemplo 5.8 Calcular

/ / / 22dzdxdy
S

si el solido S estd limitado por el grifico de las superficies
2 4+y*=36,y+2=9, z2=0.

Solucién i). Proyectando el sélido S en el plano xy fig 53, se tiene que:

187
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y
x* +y* £36

I

!

6 v/36—a2 9—y 6 V36-y* 9—y
/// 22 dzdxdy —/ / / w2dzdydx :/ / /xdedxdy = 29167
S —6 _\/36—22 O —6 e 0

ii. Proyectando el sélido S en el plano yz fig 54, se tiene que :

J[f ot - / /

9—
/ / w2dxdydz = 29167
6

2

figura 54
ii Proyectando el sélido S en el plano xz fig 55, se tiene que :

hgura 55
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15 36—(9—2)2 9—z

3 6 /36
/// 22dzdady = // / 2dydrdz +/ / w2 dydxdz+
S 0 —6 /36 22 3

—/36—(9—2)2 —V/36—2?

36—x2

9 6
/ / w2dydxdz + / / / v dydrdz = 29167
6 3

\/36—(9—2)2 —V36—a?

/ S/ [ wdziuay

si el solido S estd limitado por el grifico de las superficies z =0, z =z, y*> =4 —x,
fig 56.

Ejemplo 5.9 Calcular

figura 56

Solucién i Proyectando el sélido S en el plano xy fig 57, se tiene que:
y

0,2 y2=4- X

@

(01 - 2)
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4 Vi—x «x 2 4—y2 o 4096
/// xdzdxdy :/ / /a:dzdyd:c :/ / /:Cdzda:dy =105
s 0 _—yi—z O 2 0 0
ii. Proyectando el sélido S en el plano yz fig 58, se tiene que :
Y
y2=4-z
(' 210) (210)

4 Vi—z 4—y?
4096
///.r dzdxdy :/ / /xdxdydz —/ / /xdasdzdy— 105
5

iii. Proyectando el sélido S en el plano xz fig 59, se tiene que :

(4, 0)
figura 59
4 2 iz 4 4 iz 4006
///x dzdxdy :/ / / x dydzdx / / / r dydrdz = —— 105
5 0 0 _yicz 0 =2 —iz
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Ejemplo 5.10 Calcular
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si el sélido S estd limitado por el grifico de las superficies z =0,z =5,y =9, y = z*

Jig 60

x/¥ ¥=9

figura 60 ¥

R

Solucién i. Proyectando el sélido S en el plano xy fig 61, se tiene que:

J
=9

(_3!9) y (319)

y=x

X

3 9 5 9 VY 5

/// zdzdxdy:/ //zdzdydw:/ //zdzdwdy:éLSO
S -3 22 0 0 —yy 0

ii. Proyectando el sélido S en el plano xz fig 62, se tiene que
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Y
14

(-3,5) (3,5)

(-3,0) (3,0) X

9 9

5 3 3 5
///z dzdxdy —/ / /z dydxdz —/ //z dydzdx = 450
s 0 -3 -3 0

x2 2

iii.Proyectando el sélido S en el plano yz fig 63, se tiene que :

Z
r' S Z=5
(9,5)
TR
5 9 VY 9 5 VU
///zdzdxdy :// /zdwdydz :///zdxdzdy:450
s 0 0 —w 00—y
Ejemplo 5.11 Calcular
//ydzdxdy
S

si el solido S estd limitado por el grifico de las superficies z = x> +y*> +1, x = 0,
y=0,2r+y=2,2=0.

Solucién i. Proyectando el sélido S en el plano xy fig 65, se tiene que:
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0.2)

2x+y=2

(1.0

2—2z 22 +y%+1 2 x24y?

7 2
/ [ vizizay - / / / dsdyds = [ / / ydzdxdyzl—g
0 0

0

ii. Proyectando el sélido S en el plano yz fig 66, se tiene que :

4

2,5)

(0, 2)

(0, 1)

2—y 592 74y+8 2— y

J[f v - / / vt [ ]

0 y2+1 /2 1—y2

/ / / 22 dzdxdy
S

si S es el solido limitado por las superficies 3z = 2% + y?, 2% + y* + 22 =4 (interior a
3z=a2>+y?) fig 67.

y dxdzdy+

o\w
\
o\w‘
<
QL
&

Y
I
Y
<
|

&l
[S28 V)

Ejemplo 5.12 Calcular
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figura 67

Solucién i Proyectemos el sélido S en el plano xy. Hallemos la curva de interseccién
de las superficies 3z = 22 + ¢2, 22 + y?> + 22 = 4. Como 22 + y? + 22 = 4 entonces
3z+22=4,luego 2> +32—4=0=(2+4)(2—1) , es decir, z = —4,z = 1, entonces
2?2 +y? = 32 = 3.1 = 3 la curva de interseccién en z = 1, asf la proyeccién en el plano xy
es {(z,y)/2* +y* <3}y

V3—a? /Aty

49
2 _
/ rodzdydr = 3 07r

/// 22dzdxdy =
S

a3

—V3=22 (22+y?)/3

ii. Proyectando el sélido S en el plano yz fig 68, se tiene que :
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(V3. 1)

figura 68

\A-y?—22 1 V3z V

2 Va—z2 3z—y?
/// 22 dzdxdy :/ / / xQdmdydz+/ / / 22 dxdydz
S

T _a—zx2 —\/4—y2—22 0 3z _, /32—y2

b.Considere el ejemplo anterior y considere S el sélido exterior fig 69

figura 69

i. Proyectando el sélido S en el plano xy fig 70, se tiene



196 CAPITULO 5. INTEGRALES TRIPLES.

X+y’£4

V3 V3—22 332+y2)/3 —V3 VA—zZ \/4A—x?—y?

/ / / 22 dzdxdy = / / w2dzdydr + / / w2dzdyds
3

—V3 —3—22 \/4 2—y2 -2 _\/4—x2 _ \/4 22 —y2
V3 3—x2 4—x2—y2 V3 VA—gZ \/4-x2—y? Vai—z2 4— z2—y
—I—/ / / :EQdZdydqu/ / / 2dzolydac—l—/ / / 22 dzdydx
V3 —V4—x? —\/4—x2—y2 —V3 322 —\/4—z2— —\/4—z2 \/4 22—

ii.Proyectando el sélido S en el plano yz fig 71, se tiene que

1 1
// / dexdzdy—i-// / 2dmdzdy—i—/ / / w2dxdzdy+

—VBY/3 | a2 2 —VBY? /3 | [3. 2 —V3_ V312 —\/A—22 =2
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3 \/4ny \/47z27y2 2 \/4ny \/47z27y2
/ / / w2dxdzdy + / / / r2dxdzdy.
-2 —\/4—y2 _\/4_Z2_y2 V3 —\/A—y? —\/4—22—3;2

Ejercicio 1

]

Mostrar que

1

3
1. [ dzdydz =6
0

[\
o, o .
O —w
)—\\w

(x +y+ z)dedydz = 14

Vi—z?

1 1 a
3. [ [ [dzdydx = %cm
0 _/1—220
1 2-224—2
4. f [[dzdxdy = [ [ f drdydz = 2 si S estd limitado por las superficies y =
1200
2—z,y 2 x4+z=42=0
3 2 9—z2
5. [[[dzdzdy = [ [ [ dzdydx = 108 si S estd limitado por las superficies z =
S 35100
9—22, 2=0,y=-1,y=2
3 VO—z2 \/25-a?—y?
6. f [[dzdxdy= [ [ J dzdydz si S estd limitado por las superficies 22 +
-3 _\/9_22 4
P 42=25 >4
2 64—z
7. fff dzdrdy = [ [ [ dzdydx =64 si S estd limitado por las superficies z = 4 — 27,
20 0
y =0,y=6,z=0.
8.

2

11 1 1 92
// flz,y, 2)dzdzdy = ///f(a:,y, Ydzdydx = ///fxy, Ydzdxdy
S 0 0 21

y? 1

1
= [ O/f(x, Y, z)dxdzdy

0
Si S est4 limitado por las gréficas de z = y2, 2 = 0,2 =0,z = 1,y = £1
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9. Verificar que

1 VY 1—y
///fxy, dzdxdy—///fxy, dzdydx:///fxy, Ydzdxdy =
1 g2 ~Vi 0
1 Vi-z 1-=z 1 1-221—2 11—z VY
:/ / f(z,y, 2)dydzdz / /f:c Y, z)dydzdx = // /fx y, z)dxdydz =
0 _yI=7 a2 —1 22 0 0 -y

—_

-y V¥
:///fxy, Ydxdzdy
0 0 —y

Si S es el sélido limitado por los gréficosde y = 2%, y +2=1, 2 =0

10. Verificar que

1

1 2
// flz,y, 2 dzd:z:dy:///fxy, Ydydzdx =
“142 0

xr2

1 2 1 2 1 Vz
-1 0 g2 0 —z

Si S estd limitado por las gréficasde z = 2%,z =1,y =2,y =0

3 9—y29—2
11. Verifique [[[ f(z,y,2)dzdzdy = [ [ [ f(z,y,2)dzdzdy Si S estd limitado por
S 30 0
las graficasde 2 =9 — 2,2 +2=9,2=0,2=0
12. Verifique

2 V4—22 42222 4-g2 \/4—x2—y

// f(a:,y,z)dzdxdy:/ / / f(z,y, z)dydzdz :/2/ / (x,y, z)dzdydz

2 i 0 =20 iy,

Si S estd limitado por las gréficas de y =4 — 22 — 22,y =0
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14.

15.

16.
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1 1-y% 62—y
Verifique [[[ f(z,y,z)dzdady = [ [ | flz,y, z)dzdxdy Si S estd limitado

. 0

—/1-y2

por las graficasde 2 =6 —x —y, 22 +y* =1,2=0

1 12—=x 1 y2—=x
Verifique [[[ f(z,y,2)dzdxdy = [ [ [ f(z,y,2)dzdyde = [ [ [ f(x,y,z)dzdzdy

S 0z 0 00 0

Si S estd limitado por las gréficas de y = =0,y=1,2x=0,z2=2—

1 0y
Verifique [[[ f(z,y,z)dzdxdy = [ [ [ f(x,y,2)dzdydx Si S estd limitado por las
S 0-10
graficasde z = 3%,y = —1,2 = 0,2 =0

Mostrar que

L1y 111
O/y/o/ﬂx,y,z)dzdxdy:O/z/y/f(x,y,z)dxdydz://y/fxy, 2)dadzdy =
Zojjf(x,y,Z)dydzdxsz/ljf(x,y,z)dydmdz

5.3 Matriz Jacobiana.

Sea ¢ un campo vectorial, ¢ : R" — R" con ¢(z) = (¢;(z), 3(x),....0,()) , donde
v, " — R
se llama funcién componente y a
[ O 0o Op, ]
oxry Oxs = Oz,
9py 00y 0,
oxry Oxs = Oz,
dp, ¢, Iy,
L 8I1 8[)32 o 8In _

se llama matriz jacobiana ; y al

NP1, o s-er Pn)
O(z1, T2 sy Tp)

det(My) = [Myp| = =Jo
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se llama el jacobiano de ¢
Ejemplo 5.13

gD(’LL, U) = (a:(u, U), y(u’ U)) = (’LL + v, U — U) = (Spl(uﬂ U)a 902('“7 U))

entonces
Jxr Ox Op; Oy
Y . . 1 1
— U v — u v —
M, gy % 2 (59902 [ 1 -1 }
ou Ov ou Ov

Ejemplo 5.14 5

p(,y,2) = (zy,22,y) = (u(z,y, 2),v(2, 9, 2), w(2,y, 2))

entonces
Jdr 0O 0z
oo v o y z 0
ow OJw Jw 0 10
| Oz Oy 0z |
Una propiedad itil del jacobiano es
o) Owv) Hrw) oo dw) Own) Aew)

a(r,s)  O(x,y) I(r,s) d(u,v)  I(x,y) O(u,v)

1:Jg0’1- Jo

5.4 Teorema del cambio de variable
Sea ¢ inyectiva, con derivadas parciales continuas en A C R", Jp #0,y ¢: R" — R",

f:R"— R
con f acotada y continua en ¢(A) C R™ entonces f o ¢ es integrable en A y

f=/ IEOIA

»(A)
La demostracién estd fuera del alcance de este texto.
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En dos dimensiones se tiene que :

o wR iR Ry [ 1= [ ety = [ fow)1 dudo
©(4) ©(A) A

donde ¢ (u,v) = (2(u,v),y(u,v)) = (z,y) y hay que hallar o(u,v), A, fop, J, fig 72

v ¥

o (u,v)
f_—___“““'——}.

figura 72

y en tres dimensiones y

piB R f B Ry [ =T e sdedy = [l ) ] duded
(A
©(A)

donde (u, v, w) = (w(u, v, w), y(u,v,w), 2(u, v, w)) = (z,y, 2) y hay que hallar p(u, v, w),

A, fop, Jp
En general la integral [ f es dificil de resolver , pero haciendo un cambio de variable

(A4)
apropiado, la integral

[ea

A
es més fécil de solucionar. No hay una forma general para hacer el cambio de variable,
en algunas oportunidades depende de la region ¢(A) y en otras del integrando f. Con los

ejemplos siguientes se pretende dar claridad a la aplicacién de este teorema y su porqué,
cémo hallar p(u,v), A, fop, J,.

5.4.1 Cambio de variable lineal

Este cambio de variable lineal (por darle un nombre) se ilustrard con los ejemplos sigu-
ientes.



202 CAPITULO 5. INTEGRALES TRIPLES.

Ejemplo 5.15 Calcular la integral

/ / (=) (¢ +9)P dedy con o(A) = {(z.) /e +|y] <9} figT3
w(A)

JACRY

A/><~'(A’

Solucion Sea u = x+y, v = x—y entonces u+v = 2x entonces xr = v 4—E y u—v =2y
u v u 21} 7% v
entonces y = = =2y ast p(u,v) = (w(u, ), y(u.0) = (0,9) = (5 +5.5 — 3
Comou=x+yentoncesu =9 y u=-9 yparav=x—y entoncesv=9 y
v=-—9 luego A =[-9,9] x [-9,9] vy
Oxr Ox
oz, Y 1/2  1/2 2 1
J, = (z.y) _ qu Qv | = 20124 2 1
O(u,v) gy 1/2 —1/2 4 2
ou

v 20
_ _) _ 10,20

0 94z

//(x—y)w (:c+y)20dxdy:/ / (z—9)" (z+7y)° dydx+/9

o(A) -9 —9-—z

9 9
-9 -9

Ejemplo 5.16 Calcular la integral

9—
/ ) (z + 9)* dydx
9

Tr—

1
—— | dudv =
2

N | —
|

9 9
2289122546 861 674 989 771 899 392 854
/ / v U dudy =
77
9 9

/ / rdudy con o(A)={(z,y) /| +1y] <O} fig

©(A)
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A/><~'(A’

203

Seau =xz+yentonces u=9y u=—-9 yv=z—y entonces v=9 y v =—9,como
en el ejemplo anterior, luego

A= (29,9 % [-9.9] J, =~y flp(u.v) = f

entonces
0 94z

9 9—
// xdxdy:/ / xdyd:z:Jr// rdydr =
p(A) 0 z—9

-9 —9—=z

9 9 9 9
//(u—i—v)’__ dudv—l//<u+v)dudv:0
2 2
29 Z9 29
//yda:dy

»(A)

Ejemplo 5.17 Calcular la integral

con p(A) la regién limitada por el gréfico de las curvas . +y =9, 2 =0, y = 0 fig

75
u v u v
SoluciénSeau:m+y,v:x—y,luegox:§+§, y:§—§,J¢:—%,
U vou v uU—v

f(SO(U,U))Zf(i t55 —5)2 5

Como u = x + y entonces u = 9. Como u = x +y, v=x — y, para x = 0 se tiene que
u=y y v=—yentonces u =—v yparay =0, u =z, v=xentonces u = v, luego A
es la region limitada por u =v, u = —v y u =29, asf que

©

—T

9
/ / ydxdy = /
@(A) 0

o\

9 wu
1 U—v 243
ydydx—ﬁ//( 5 )dvdu-T.
0 —u
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Ejemplo 5.18 Calcular la integral

// (z +y) dedy

(A)

con p(A) la region limitada por el grifico de las curvas x +y = 10, = +y = 4,
x=0,y=0 fig 76.

r ¥
¢, v)
L A
/z"'
s
[ u
. @ ()
~
X
\ figura 16
u v u v
SoluciénSeau:x—l—y,v:x—y,luegox:E +§, y=§—§,J¢:—%
U v ou v u+v  uU—v

Como u = x + y entonces u = 10, u = 4. Comou =z +y, v =x —y, para z = 0 se

tiene que u =y y v = —y entonces u = —v y paray = 0, u = x, v = z, entonces
u = v, luego A es la region limitada por u = v, u = —v y u = 10, u = 4, asi que

4 10—z 10 10— 10 u
//(x+y)dmdy:// (x—l—y)dydx—i—// (x—i—y)dydx:%//udvdu:BlQ.
o(A) 0 4—a 4 0 4 —u

Ejemplo 5.19 Calcular la integral
// (x —y)* dady
e(A)

con p(A) la region limitada por el grifico de las curvas © =y, y=x—5y=4,y =6,
fig 77
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oiu, v)

figura 11

Solucién Sea u =z —y, v =y entonces u =5u=0,v=4, v =06, f(p(u,v)) =
flu+v,v)=u+v—v=1u

o(z.1) ox Ox

_0@y) oy o ||t 1|

Jp_@(u,v)_ gy % _‘0 =1
ov

du

y asi

xT

//(x—y)?’dxdy: /6/ (ﬂﬁ—y)?’dyda:—I—/g/ﬁ (z —y)® dydz +

»(A)
- 625
://ug-ldvdu = —
2
0

4

(z —y)® dydx

w\
cln\c:

Ejemplo 5.20 Calcular la integral

// dzxdy con p(A)
w(A)

la region limitada por el grifico de las curvas © =y, y = bx, vy = 2, vy = 4 en el primer
cuadrante fig 78
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olu, r)

A L—" [ em

u.

figura 18

)
Solucién Sea u = xy, v = =, entonces y = vz, luego u = z(vr) = z%v, es decir,
T’

oo [T com oo fT = i

or Ox 1 1,,-3/24,1/2
5 29wy |\ au qo | _| 2Vuvr ? IR S
7 O(u,v) 9 9y Vv Vu v v 20
ou  Ov 2\/u 2\/v
ou Ou
Iu,v) | 9z oy Yy Ty oy 2
-1 = — — —_ 1 — = _:_:2
o S Gy |0 o0 | T8 Tt T T

e \fff—l

Como u =uzy entonces u=2, u=4y v—g se tiene que v =1, v =95 y asi
x

4 5

// drdy = / idvalu =1Inbd
2v
©(4) 2

1

Ejercicio 12 Mostrar que

46
L [[aydedy = [ [ £dvdu = 3(In6—In2) si Q limitada por zy = 2, zy = 4, zy°* = 2,
¢(A) 22
xy® = 6, primer cuadrante.
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4 u ,,40
[ (z+ y dxdy =/ —dvdu si () es la regién limitada por los gréficos de las
e(A) 1 —u
curvasr +y =1,z +vy :4, r=0,y=0.

3T ™y sinu

f x—y)sen(x+y)dedy = [ [

dvdu = 0 si @ es la regién limitada por

los graﬁcos delascurvas x +y=3m, s +y=m,oc—y=m,c—y=—"7
4 44u

ff Vo —2y+L 2dzdy = [ ] 2(Vu+v?) dvdu = T si Q es el tridngulo de vertices
0 0

(0 O) (4,0) (4,2) (u=2z—2y,v=1y/2)

11—z 1 u

1
| J eﬁdydx:ff ewdvdu
0 0

0

o

1 2—2y 2 wu o
| f ew+2ydxdy— [ [ T dvdu
0 0 0 —u

[[dxdy = 1f 2f %dvdu = 2 si () es la regién limitada por los graficos de las curvas

Q
y=2z+3,y=2x+1,y=5—-z,y=2—x

ff — ) dxdy:z

las curvas Yy =+ 5, y

% = 2 si () es la regién limitada por los gréficos de

I C—w

r,y=4—-zr,y=2—-=x

1 3

f [ (y —2z) dedy = f [ %dvdu = 0 si Q es la regién limitada por los gréficos de
1

lascurvasy—Zx—l,y—2x+1,y—3,y—l

9 4
//(\/7%—\/ )dxd = [ [ (Vv+Vu)dvdu = £Ind+8 si Q es la region
11

hmltada por los gréficos de las curvas zy = 1, 2y = 9, y = x, y = 4x primer
cuadrante

f [daxdy = f f Ldvdu = 2 si Q es la regién limitada por los gréficos de las curvas
1 —u

x—yflx—nynyx—O

2 u

ffxdxdy = [ [ (u4v)jdvdu = T siQ es el trapecio de vértices(1,0), (2,0), (0, —2), (0, —1)

1 —u
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20
13. [[ydxdy = [ [ %dvdu = % si  es la region limitada por los gréficos de las
Q 0 -1

curvasy =z, y=x — 1, v+ 2y =0, + 2y =2

5.4.2 Coordenadas Polares.

Recordemos algunos aspectos fundamentales fig 79.

¥ I:K, 1’] = I:I‘, E]

figura 19

X

X

x
De la fig 79 cosf = — , sinf = 7 entonces z = r cosf, y = rsinf y 2%+ y? =12
T

/’a .
cos?f +sin? ) = 2 luego r = /22 + y2, y _ rsind =tanf , o(r,0) = (z,y) =
( & Y x  rcosf 7 Y
(rcosf,rsinf) y
Jr Ox
Jvza(fb‘,y)

senl rcosf

cosf) —rsind ‘
=r

o0 | O Oy |
or 00

Pasar un punto de coordenadas polares a cartesianas y viceversa.

Para pasar puntos de coordenadas polares a coordenadas cartesianas se utiliza = =r
cosf , yy=rsinb.

1. Pasar el punto (1, %) = (r,0) a coordenadas cartesianas.

T V2 T V2

x=rcosf =1.cos 1= 3 y =rsinf = 1.sin 1= 7 asi el punto en coordenadas
2 V2
polares <1, %) corresponde en coordenadas cartesianas al punto (%, \/7_>

3
2.Pasar el punto (1, Iﬂ) = (r,0) a coordenadas cartesianas.



5.4. TEOREMA DEL CAMBIO DE VARIABLE 209

3T V2 3r V2

x=rcos) =1.cos— = ———, y=rsinf = 1.sin — = — y asf el punto en coor-

4 2 42
\/5\/5)

3T
denadas polares <1, Z) corresponde en coordenadas cartesianas al punto (—7 >

5
3. Pasar el punto (1, Iﬂ) = (r,60) a coordenadas cartesianas.

5T \/5 5% \/§

xr=rcosf = l.cosz =-5y= rsinf = l.sinz =—5 y asi el punto en coor-
2 2
denadas polares (1, ?jf) corresponde en coordenadas cartesianas al punto (—\/7_, _§> .

Pasar un punto de coordenadas cartesianas a polares.

1. Pasar el punto

27 2

de coordenadas cartesianas a coordenadas polares. En efecto

2 2
N
— 2 2 -
r = x2+y2: <\/7—> + <_§> :17tan0: \/52 :—1

T V2 V2

entonces = 2w — 1= 7m/4 asi el punto en coordenadas cartesianas (7, -——),

corresponde en coordenadas polares al punto (1, 77/4).

2. Pasar el punto
<_Q Q)

27 2

en coordenadas cartesianas a coordenadas polares. En efecto

T:\/m: (-?) +<g> =1,tanf =

. (_\/5 \/§>

entonces # = m — i 37 /4,asi el punto en coordenadas cartesianas BB

e[

=1

e[

corresponde en coordenadas polares al punto (1,37/4).
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3. Pasar el punto

2 2

(44

de coordenadas cartesianas a coordenadas polares. En efecto

r= 12+ 42 = <_£> +<—£> =1, tanf = —2% =1

S

2 2

N3

T
entonces 0 = m + 1 5 /4, asi el punto en coordenadas cartesianas (—

V2 V2
Ph —7> ’
corresponde en coordenadas polares al punto (1,57/4).

1.Pasar la ecuacion 22 4+ y?> = 4 a coordenadas polares. En efecto 22 + y? =
(rcos)? + (rsinf)® = r* = 4 entonces r = 2.

2.Pasar la ecuacion = +y =6 a coordenadas polares. En efecto
6

x4y =rcos §+rsinf = r(cosf +sinf) = 6 entonces r = ———— . Si
cos ) 4 sin ¢

r =

—— entonces 6 = rcosf + rsinf =z +y.
cos 6 4 sin 0

3.Pasar la ecuacién 22 +y? =42 a coordenadas polares. En efecto
22 + 92 = (rcosf)® + (rsinf)? = r? = 4r cos 6, entonces 7 = 4cosf .
Si r=4cosf, r> = 4rcos entonces 2%+ y* = 4x.

. 2
4 Pasar la ecuacion (22 +9?)” = 2% — y? a coordenadas polares. En efecto
2 : )
(22 +y?)" =1t =r?cos?0 — r’sin®0 entonces 7?2 = cos20. Si r* = cos 26 entonces

r =12c0s20 = r2cos? 0 — r2sin? 0 luego (22 +42)° = a2 —y2

Ejemplo 5.21 Calcular la integral

// e Wdady i p(A) = {(z,y)/ 2* +y* <4} figS0

©(A)
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Solucién. = = rcosf, y = rsinf , (r,0) = (z,y) = (rcosf,rsinf) 0 < r < 2,

0<0<2r
Oxr Ox
7 ~ O(w,y) ? 0 cosf) —rsinf .,
70,0 | %Y 9y sin rcosf |

r 00

2 V4—z2 2r 2

// e dudy = / e dydy = // e rdrd = me* — 7.
p(A) =2 42 00

Ejemplo 5.22 Calcular la integral

/ / zdedy

©(A4)

©(A) es la region limitada por los grificos de las curvas y =z, v =0, 22+ 3y? = 4
primer cuadrante fig 81
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)
n pic: ) T
2
/’_,_H\\ lj.r!&SI
A i
. o)
i |
!
1 ¥ .
tigwra #1

Solucién. Como y = x entonces 22 + 22 =4, luego 222> =4 y asi == +V2 =y
x=rcosl,y=rsind, o(r,0) = (z,y) = (rcosf,rsinf) 0<r<2 7/4<60<m/2

o(z.y) or Oz
_9wy) | ar a0 | _ | cosl —rsind |
Jo = o(r,0) % % ~ | sing rcosf | "
or 00
V2 \/4—22? /2 2 A
//xdxdy:/ / x dydr = // (rcos@)rdrd@zg—gﬁ
0 T w/4 0

©(4)
Ejemplo 5.23 Calcular la integral

// (:1:2 + y2)2 dxdy

»(A)

©(A) es la region limitada por la grifica de la curva (2% + y?) = 2x fig 82

r

r = 2 Cosd m[r; ﬂ]

n
2

figura §2
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Solucién (22 4 y?) = 2z equivale a7 = 2cosf -7/2 <0 < 7/2 y asi

2 2z—x2 7/2 2cos0
// (x2 + y2)2 dxdy = / / (ac2 + y2)2 dydx = / / (7“2)2 rdrdf = %77
o (4) Y —x/2 0

Ejemplo 5.24 Calcular la integral

J[ visiy

w(A)

©(A) es la region limitada por la grafica de la curva (x> 4+ y?) = 2y, 22+ (y —1)* =1
fig 83

r h
X+ ¥ =2¥
()
X
Solucién .

1 14v/1—22 m  2sin6 2 1
// ydxdy = / / ydydx = / / (rsin @) rdrdf = // (1+7sin®)rdrdd =7
o) Y 0 0 0 0

Ejemplo 5.25 Calcular la integral

[ dady

©(A)

©(A) es la region limitada por la grifica de la curva (z* + y2)2 =22 —y? fig 84
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¥ rn

r2 = Co=28

figura 84

L

La ecuacién
(mQ + y2)2 — 2 y2

en polares es

rt =r? (COS2 6 — sin? 9)
es decir, 72 = cos 20 que es positiva para —7/4 <0 < /4, 37/4 <6 < 5m/4, luego

w/4 \/cos 20 57/4 +/cos 20

//dxdy: //rdrd@—i—/ /rdrd@z

w(A) —m/4 0 3r/4 0

/4 \/cos 20 5m/4 +/cos 20 27 +/cos 20

:/ / rdrdf / / rdrd9+/ / rdrdf = 1.
)

3m/4 0 /40

Ejemplo 5.26 Calcular la integral
/ / ydxdy
w(A)

donde p(A) es la region limitada por la grifica de la curva (x? + y2)2 =2xy fig 85
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[xz+1'2]2=2x1'

Solucién.La ecuacién de la curva en polares es r? = sin 26 y alcanza el médximo valor
cuando 20 = 7/2, es decir, cuando 6 = w/4 fig 85

/2 /sin 20 3m/2 /sin26
// ydrdy = / / rsinf) rdrdd + / / (rsin @) rdrdf.
»(A) 0 0 ™ 0

Ejemplo 5.27 Calcular la integral

[[ wazay

w(A)

donde p(A) es la region limitada por la grifica de las curvas  +y = 4, v +y = 1,
=0, y=0, fig 87

4

rs= ——M
cos® + send

1

rs ————
cosd + send

figura 87
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Solucién. Las ecuciones de las curvas x +y = 4, v + y = 1 en coordenadas polares

son
4 1

r=———,r=———luego
cosf + sin @ cosf + sin 0 &

4
77/2 cos O-+sin @

// xdxdy = / / (rcos ) rdrdf.
©(A)

0 1
cos O+sin 0

Ejemplo 5.28 Calcular la integral

[[

e(A)
donde p(A) es el cuadrado de lado 1 fig 88

figura §8
: : . 1 . 1
Solucién. Siy = 1 entonces rsinf = 1, luego r = —— y x = l,equivale a r =
sin 6 cosf
luego
/4 o5 /2 e
// zdzdy :/ / (rcos@)rdrdd + / / (rcos @) rdrdd
p(A) 0 0 w/4 0

Ejemplo 5.29 Calcular la integral

[ dwd

(4)

donde p(A) es la region limitada por los grificos de y=2x* y y=1 fig 89
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jmia

figura §9
. . 1 9 sin 6
Solucién. y = 1 equivale en coordenadas polares a r = — yy=z°a r=—-
) sin 6 cos? 6
tanfd = T luego 0 = /4.
7T/ 4 cii:QQB 37T/ 4 ﬁ s cii:;@
// dedy = / / rdrdf + / / rdrdf + / rdrdf
p(A) 0 0 w/4 0 3r/4 0O

Ejemplo 5.30 Calcular la integral

// <%2+%2) dzdy , ¢(A) ={(x,y)/%2+%2 <1)

»(A)

Solucién. z/2 = rcosf, y/3 = rsinf, luego ¢(r,0) = (z,y) = (2rcosf,3rsinf)
0<r<1, 0<O<2n

o(e.1) Oxr Ox

_ 0wy | o a0 | 2cosf) —2rsinf |

Jo = or,0) | % % _‘ 3senf  3rcosf | O
or 060

entonces

2 1
2 2
// (% + %) drdy = //GrsdrdH =37
p(A) 0 0

Ejemplo 5.31 Calcular la integral
/ / ydxdy

w(A)

donde p(A) es la region limitada por el grificor =1+ cosf fig 91
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¥ r=1+cos@

figura 91 <® X

Solucién
27 14cos
// ydrdy = / / (rsinf) rdrdf =0
P() 0 0

Ejemplo 5.32 Calcular la integral

[ dxdy

©(A)
donde p(A) es la region limitada por el grifico interior a r =1 y exterior ar = TT cosd
oS

fig 92

1 ¥
Y =
1+ co=@
r=1
X
figura 92
Solucién.
w/2 1
//dd //dde 2,1
ray = raral = —- + -m
Y 372
p(A) —m/2 L __

1+cos 6

Ejercicio 13 Verificar la veracidad de las siguientes igualdades
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1
L [ 2%+ y*dady 3[ r.rdrdf si ¢(A) la region limitada por los gréficos de

SO(A 1+cos @
2% + 92 zl,xZO,y =1-2z

w\:%w\ﬂ

2m 5

2. [[ Va2 +y?dedy = [ [r?drdd = 781 sip(A) = {(z,y) /4 < 2?4+ y* < 25}
o) 02

3. ff\/ded =

5
[ r?drdd = 397 si p(A) = {(x,y) /4 < 2* +y* <25,y > 0}
2

O —x

©(A)
7 2sin 6
4. [[(6—x—y)dedy= [ [ (6—rcosO@—rsind)rdrdd sie(A)limitado por 2°+y* =
»(A) 0 O
2y
5 2 5 4cos 6
5. [[(6 —x—y)dxdy = [ [(6—rcos@—rsinb)rdrd) + [ [ (6—r cosf—rsin@)rdrdd
o(A) 00 L
2,02

si ¢(A) limitado por x* + y* = 4w, y 2? + y* = 4 primer cuadrante comun

51
"t dyda fzfe”ZrdrdQ
00

S
O~

- 7 INE
< )

1
e dydx = f [ e rdrdd
0

51
e dudy ffeTZTdrdH
00

2 1

e” T drdy = Ik feT2rd7“d6’
00

—/1-y2
10. [ [/ Im(@@®*+y*+1)dedy= [ [In(r*+ 1)rdrdf
a0 Sz
2 V2zr—z2 % 2cosf
1. [ [ /(@2 +y? dyda:':f r2drdf
o 0 0
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2

[\

-y

1
12. [ [ (22 + y?)dxdy = r2drdf
0 y

O e
oy,

co 0o 21 00

13. [ f e (=402 dxdy = ffe_’” rdrdd
T 4 4 31 —4 4
3 cosOtemo T “cos0tem0 5 cosOismd 27 cosO—sin 0
4. [[ a2 +y*dedy= [ [ rodrdd+ [ [ roededd+ [ [ rodrdd+ [ [ rordrdd
o(A) 0o 0 s 0 T 0 iz 0
p(A) ={(z,y) / |z| + |y < 4}
27r 1- szn@
15. [[ /2% + y2dzdy = r.ordrdf si p(A) limitado por r = 1 — sinf
©(A) 0

cosf

[ rrdrdd si p(A) limitado por r = cosf
0

%w\ﬂ

16. [[ /2?4 y2dady =
©(A)

IVE]

5 51-% 51
17. [ [ dydz= [ [10rdrdd
0 5 T 0
—5y/1-22 2

%
20. [[dzdy = [ [ rdrdf sip(A) es el tridngulode vertices (0,0), (2,0), (2,2)
0 0

e(4)
s 2 371' 2 St =2 ] 2
4 cos0 sin 0 "4 cosf "4 sin6 27T Cos@
21. [[dzdy = [ f rdrdf+ f [ rdrdd+ [ [ rodrdd + [ [ rdrd0+ [ [ rdrdd
0(A) 0 = 0 L LN in 0
si p(A) es el cuadradode vertices (2,2), (-2, 2), (-2, —2), (2, —2)
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5.4.3 Coordenadas cilindricas.

Las coordenadas cilindricas son una generalizacion de las coordenadas polares cosf =

I =18

, sinf = Y entonces = = r cos, y = rsinf, z = z. p(r,0,2) = (v,y,2)

-
(rcosf,rsinf ,z) y

r Q0 Qz cos —rsinf 0

Jp = % % % = | sinf rcosf O |=r.
g 3 & o0 1
or

00 0z
Para pasar de coordenadas cilindricas a coordenadas cartesianas se utiliza x = r cos 6,
=rsinf,z = z y para pasar de coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas se

utiliza r = /22 +y? z = 2z, tanf = y con mucho cuidado
x

Ejemplo 5.33 Pasar el punto (3,7/2,5) en coordenadas cilindricas a coordenadas carte-
sianas.

x=rcosf =3 cosm/2=0,y=rsinf =3sin7w/2 =3, 2 =5 asi el punto es (0, 3,5)

Ejemplo 5.34 Pasar el punto (7,27/3,—4) en coordenadas cilindricas a coordenadas
cartesianas.

x=rcosf =Tcos2m/3 =—T-1=—-7/2 y=rsing =Tsin2r/3 =7V3/2, 2 = —4

. 7 7V3
asfel punto es (—5, =, —4) .

Ejemplo 5.35 Pasar el punto (1,1,1) en coordenadas cilindricas a coordenadas carte-
sianas.

x=rcosf =1cosl ,y=rsinf =1sinl,z =1 asi el punto es (cos1,sin1,1).

Ejemplo 5.36 Pasar el punto (\/5, b /4, 2) en coordenadas cilindricas a coordenadas
cartesianas.

x =1 cosf = \/§cos57r/4 =2 %ﬁ =—1,y=rsinf = \/§sin57r/4 =2 %ﬁ =
—1,z=2asf el punto es (—1,—1,2).

Ejemplo 5.37 Pasar el punto (-1,0,1) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilin-
dricas.
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r=+22+y*=/(-12+(02 =1, tanf = % = % =0, entonces § = 7 asf el
punto es (1,m,1)

Ejemplo 5.38 Pasar el punto (1,—1,3) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilin-
dricas.

r=yz2+y2=/(1)24+ (-1 =v2 ,tanf =¢ ==L = —1 , entonces § = —7/4 o

21 — /4 = Tr/4 asiel punto es (V2,77/4,3).

Ejemplo 5.39 Pasar el punto (1,0,0) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilin-
dricas.

r=/22+y2=/(12+ (02 =1, tanf = v_ 9 =0, entonces # =0 asf el punto
x
es (1,0,0).

Ejemplo 5.40 Pasar el punto (—1,0,0) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilin-
dricas.

r=\22+y2=/(-12+(02=1 ,tanf = % = % =0, entonces § = 7 asf el
punto es (1,7,0).

Ejemplo 5.41 Pasar el punto (0, —3, —3) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilin-
dricas.

r= /22 +y2 = /(024 (=3)% =3, sinf = Y~ =3 — _1, entonces = 3r/2 asiel
r
punto es (3,37/2,—3).

Ejemplo 5.42 Pasar el punto (—1,1,2) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilin-
dricas.

r=v22+y2=/(-1)2+ (1)2 =2, tanf = L L = —1, entonces § = 3m/4 asf
T
el punto es (\/5, 3r/4, 2) .

Ejemplo 5.43 Pasar el punto (—1,—1,4) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilin-
dricas.

r=2+y2=/(-1)2+ (=12 = V2, tanf = L =1 =1, entonces § = /4
T
+m = b5r/4 asi el punto es (\/5, 5%/4,4)
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Ejemplo 5.44 La ecuacion z = x2 + y* en coordenadas cilindricas es z = 12, pues ,
z=1+y® = (rcosf)’ + (rsinf)’ = r?

Ejemplo 5.45 La ecuacion z+y+z =0 en coordenadas cilindricas es r cos 0+ sin 6+
z=0

Ejemplo 5.46 La ecuacion x> + y* = 6y en coordenadas cilindricas es r = 6sinf |
pues v2 + y?> = r> = 6rsinf = 6y y asir = 6sinf

Ejemplo 5.47 La ecuacon r = 6cos en coordenadas cartesianas es x* + y*> = 6z,
pues si v = 6cosf entonces multiplicando por r ambos lados de la ecuacion
se tiene 1> = 6rcosf , es decir , 2% + y* = 62

Ejemplo 5.48 La ecuacion r = 4 en coordenadas cartesianas es % + y?> = 16, pues si
r = 4 entonces multiplicando por r ambos lados de la ecuacion se tiene r> = 16 , es decir

, 2?2 +y? =16

Ejemplo 5.49 La ecuacion 7>+ 22 = 16 en coordenadas cartesianas es x> +y? +2% = 16

5.4.4 Coordenadas esféricas

z
\\\r send = L

rcosip

figura 94

T ¥
X raen
//_,4%3\“/

z
De la fig 94 se deduce que : cosp = — entonces z = rcosp, sinp = — = entonces
r r

L = rsinp,

x
cosf = 17 entonces x = rcosfsin g, sinf = % entonces y = Lsinf = rsinpsind,
luego

sinf = % entonces y = Lsinf = rsinpsinf entonces
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W(r,0,p) = (rcosfsing,rsinfsinp,rcosp) y r = \Jz2+y>+ 22, tanf = Q7
x

z
cosp = —
r
Jr Oxr Ox
gr g‘g (?390 cosfsiny —rsinfsing 1rcosfcosy
JY = a—y a—g 8_y = | sinfsingy rcosfsing rsinfcosg | = —r’sing.
82 Oz af Cos ¢ 0 —rsin g
ar 90 0y
Ejemplo 5.50 Pasar el punto (1,0,0) en coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas

r=y224+y?+ 22 = \/(1)2 +(0)2 4 (0)> =1, tanf = Y luego = 0, cos ¢ = - 1= 0
x T
entonces ¢ = /2 asi el punto en coordenadas esféricas es (1,0,7/2).

Ejemplo 5.51 Pasar el punto (0,0,1) en coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas

r=yart4+yt 422 = \/(0)2—1—(0)2—1-(1)2 =1,tanf = y luego = 0, cos p = - 1= 1
T r

entonces ¢ =0 ast el punto en coordenadas esféricas es (1,0,0)

Ejemplo 5.52 Pasar el punto (0, 1,0) en coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas

0
r=ya?2+y?+2%2= \/(0)2—1—(1)2—1—(0)2 =1,tanf = Y luegod = 7/2,cosp = — =0
x r

entonces ¢ = w/2 asi el punto en coordenadas esféricas es (1,7/2,m/2).

Ejemplo 5.53 Pasar el punto (0,0, —1) en coordenadas cartesianas a coordenadas es-
féricas

r=y224+y?+ 22 = \/(0)2+ (0)24 (—=1)> =1, tanf = Y luego = 0, cos p = - _ = -1
T T

entonces ¢ = ast el punto en coordenadas esféricas es (1,0, 7).

Ejemplo 5.54 Pasar el punto (1, 1, \/5) en coordenadas cartesianas a coordenadas es-
féricas

2 1
r=+r2+y?+2%2= \/(1)2—1—(1)2+ (\/5) =2, tanf = v_ 1= 1 luegod = /4

T

2
cosp = - BR entonces ¢ = m/4, asi el punto en coordenadas esféricas es (2,m/4,m/4).
r
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Ejemplo 5.55 Pasar el punto (—1, -1, \/5) en coordenadas cartesianas a coordenadas
esféricas

2 1
r=vat+y?+22= \/(—1)2—1—(—1)2—1— <\/§) =2, tanf = J_ = 1 luego
x j—
z \/5

w/4+ 7w =b5mw/4,cos =

entonces ¢ = /4, asi el punto en coordenadas esféricas es (2,5m/4,m/4).

Ahora mostraremos con ejemplos como es el cambio de variable cuando se aplican
coordenadas cilindricas y coordenadas esféricas

[[]«* azavas

»(A)

donde p(A) = {(z,y,2) /2> + 3>+ 22 <9} fig 95

Ejemplo 5.56 Calcular

Solucién .
Vi—a? /9-2—y? 2 3 Vo2
/// 22 dzdydr = / / / 22 dzdydr = // / 7 COS 9)27“dzd7"d9
w(A4) =3 _V9—a? _ \/9 22— 0 —/9—1r2
2r 3 0w

324
/// r cos 6 sin @) T2 sin pdpdrdf = =7
0 0 0
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/ / / 2% dzdydx
»(A)

©(A) es el sélido limitado por el grifico de las superficies x> +y* =4, 2 =2, 2= —2
fig 96

Ejemplo 5.57 Calcular

figura %96

Solucién Si z = 2 entonces r = 2/cos¢. Si z = —2 entonces 1 = —2/cosp Si
2% +y® = 4 entonces (7 cos fsin )” + (rsinfsin p)® = r2sin® ¢ = 4 luego r = 2/sin g

2 Vi—a? 2 2 2 2
/// 2% dzdydr = / /z2dzdydx = ///z%’dzdrd@ = %477 =
e(4) 2 _\4—2? 2 0 0 -2
2 7/42/ cos o or 37/42/sing
// / (r cos )* r? sin pdrdedd +/ / / (r cos p)* r? sin drdedd+
00 0 0 7/a 0

27 w™ —2/cose

4
/ / (1 cos @)* r2 sin drdpdd = %7‘(‘.

0 37w/4 0

Ejemplo 5.58 Calcular

J[] dzdyaa

w(A)

donde o(A) = {(z,y,2) /2> +y* +22 <9 , 2<0} fig 97
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figura 97

Solucién

3
/ / / dzdydxr = /
e(4) -3

V9—x2

2

0 3
/ dzdydxr = / /
0 0 _

0
/ rdzdrdd = 18w

V9—22 —/9—a2—y2 N

2

3
= // r? sin pdpdrdd = 18w
0 0 «/2

™

Ejemplo 5.59 Calcular

[[] dzdvas

»(A)

donde p(A) = {(z,y,2) /2> + 1>+ 22 <9 <0,y <0,2>0}

Solucion .
0 0 9—az?—y? 3m/2 3 /912
/// dzdydx —/ / / dzdydx = / / / rdzdrdf = gﬂ'
»(4) =3 _/9—z2 0 T 0 0
3m/2 w/2

/!
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J[] dzdyas

w(A)

donde p(A) ={(2,y,2) /2 +y*+22 <9 <0, y >0}

Ejemplo 5.60 Calcular

Solucién

Vo=
/ rdzdrdf = 9w
Vo2

2

I
o\w

o\j
<
Z.
=

BS)
=
©
L
=3
U
<>
Il
©
3

Ejemplo 5.61 Calcular
/ / / dzdydz
©(A4)

©(A) es el solido limitado por el grifico de las superficies 2%+ y*> = z, z = 4,
Jig100

Solucién La curva de interseccién de las dos superficies es 22 + 4% = 4. ¢ = artan1/2

z =4, entonces r =4/ cosp, y z=a2+1y% r=cosp/(sinp)’, luego
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2 V4—22 4 2r 2 4
/// dzdydx = / / / dzdydx = ///szdrdﬁ =81 =
©(A) =2 /432 22+4y? 0 0 r2
or arctanl/2 4/cose or  ©/2  cosp/(sing)?
/ / / r? sin@drdedd + / / / 72 sin pdrdedd.
0 0 0 0 arctan1/2 0
Ejemplo 5.62 Calcular
/ / / dzdydz
©(A)

donde p(A) = {(x,y,2) /2> + y* + (z — 1)* < 1} fig 101

fig.“ralul ] J{2+}'2+[Z—1]2£1

Solucién Si 22 +y?+ (2 —1)2 =1 entonces z =14 /1 — 2% —y?2

1 Vi—a? 1+/1-2?—y? 27 1 14vV/1—r2 A
/// dzdydx = / / / dzdydx = / / / rdzdrdf = §7T
() T Visa? o 1ma2 2 0 0 1-vi?

27 /2 2cosy 27

T 1
4
= // /Tzsinsﬁdrd@cw:gW:/ / /TQSingpdrdgon
0 0 0 0 0 0

Ejemplo 5.63 Calcular
/// (2 —l—yg)fé dzdydx
©(4)

donde p(A) = {(z,y,2) /1 < 2* +y? + 2% <4}
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Solucion

1 Viez2 —V/1-22—y?

/// (x2 + y2)_% dzdydx = / / / (x2 + y2)_% dzdydx+
©(A)

-1 _ /122 —\/4—z2—y2

1 Vi—a? V4-2?—y? _1 Visa?  Vaeiy?
/ / / (* + %) 2 dzdydz + / / (z* + y2)7% dzdydx +
Vi i 2 VI g

1 —V/1—2? 4-a?—y? | Vi \4-a-y?
/ / / (z* + y2)7% dzdydx + / / / (z* + y2)7% dzdydx +
-1 _a—g2 e — 1122 T

T2 /4—a?-y? Va—r2

—/1—r2 2 1
/ / x +y dedyd.r— // / dzdrd9+// / dzdrdf +
0 0 0

——

—/4—z2 ,\/4 22— Va—r? Vi-r?
2r 2 VA2 2r w2
/ / / dzdrdf = / / / rdrdpdf = 67
0 1 _ 1,2 0 0 1

Ejemplo 5.64 Calcular

// («® + y2)_% dzdydx

»(A)

donde p(A) estd limitado por 2 +y*> + 22 =16 y 2®>+y* =4 fuera de éste

—2 /16—22 16—x2—y?

/// (* + %) % dzdydr = / / / (2* + y2)7% dzdydz

©(A) —4 _\/16—2? —\/16—x2—y2

2 —A—g? \/16—2?—y? 2 V16—22 1/ 16—2%—y?

+/ / / (132 + y2)_% dzdydx+/ / / (332 + y2)_% dzdydx+

—2 _\/16—22 —\/16—m2—y2 =2 J1—2 —\/IG—xQ—yz
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Vi6—z2  \/16—a?—y? 2m Va—r?

4 4
/ / (®+y7) dzdyd / / / dzdrdf
2 0 2

—/16—22 _\/16_m2_y2 —\/4—r2

21 5m/6 4

/ / / rdrdpdd — — T +—\/3§\)/§( j24i ol

0 7/6 2/siny
/// dzdydz

»(A)

Ejemplo 5.65 Calcular

2 2 2
©(A) es el sdlido limitado por el grifico de la superﬁcze -+ Y + Z—2 =1 fig 105
c

b2

figura 105

x/a =rcosfsing, y/b=rsinfsinp, z/c =rcose luego

@(r,0,) = (arcosfsin g, brsinfsinp, crcosp) J, = —aber?sing y asi
a (bla)yVaZ—zZ cy/1-a?/a?—y?/b? 1 27 =
4

/// dzdydx = / / / dzdydx = ///abcr2 sin pdpdfdr = gﬂabc.
©(A) —@ (—-b/a)Va?—22 —c\/l 22 /a%—y2 /b2 0 0 O
Ejemplo 5.66 Calcular

/ / / dzdydx

e(4)

©(A) es el solido limitado por el grifico de las superficies 2* +y* = 1, 2% + y? = 4,

z2=-2,2=3
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Solucién
27 2 arctan2/3 3/ cosp

2 3
/// dzdydx :/ //rdzdrdQ =157 :/ / / 2 sin pdrdpdd +
01 22

@ (A) 0 0 0
2 3w/4  2/sing 2r  w —2/cosg
/ / / 2 sin pdrdpdd + / / / 2 sin pdrdpdfd—
arctan2/3 0 0 3r/4 O
27 arctan1/33/ cos o 97 m—arctan1/31/sing —2/ cos ¢
/ / / r? sin pdrdodd + / / / r? sin pdrdodd + / / / 72 sin pdr
0 0 0 arctan 1/3 r—arctan1/2 0
27 arctan2/3 3/ cos o o 3n/4  2/sing
= / / / 2 sin pdrdodf + / / / 2 sin pdrdedf+
arctan 1/3 1/sin ¢ arctan 2/3 1/ sin ¢

2r m—arctanl/2 —2/cos¢

/ / / r? sin pdrdedd.

0 3mr/4 1/cos¢

/// xyz dzdydz

©(4)
©(A) es el solido limitado por el grifico de las superficies vy = 1, zy =4, xz =1,
rz=9yz=4,=yz=9 primer octante .

Ejemplo 5.67 Calcular

IN
©

Solucién . u = zy, v = xz, w = yz, luego 1 <u <4 1 <v<9 4<w
wow = 22y?2? entonces xyz = \/uvw.

ou ou ou
ox 8y 0z
y = 0
Jp1 = @ ov @ =| 2 0 z| =-2yzz y
ox (9y 0z 0
ow 0w bu | |02
or Oy 0z

4

9 9
1
/// ryz dzdydr = / // —dwdvdu = 60.
@(A) 1
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J[] dzdvaa

»(A)

Ejemplo 5.68 Calcular

©(A) es el sdlido limitado por el grifico de las superficies

r+y+2=0, 2+y—2=0, r—y—2=0, 220 —z=1.
Solucionu =z +y+z2, v=x+y—2z2, w= x—y—z entonces u=0,v=0,w=0

y 2z — z = 1, se transforma en u + w — 1 (u —v) = 1.

(yaqueu+w =2z, u—v =2z luegoz:%)yestoimplicaque u+tv+2w =2

2

1 1
/// dzdydx = / / / Zdwdvdu =3
p(A) 0 0

0

y asi

Ejercicio 14 Colocar limites en la integral [[[ z dzdydz sin cambio de variable, en cilin-
©(A4)
dricas o en esféricas

2

1. ¢(A) limitado por las grificas de las superficies 2% = 2 (22 4+9y*), 2z =h >0
Respuesta
R VRZ—Z h or R h o7 arctan £ o
/ / / zdzdyd:r:///rzdzdrdﬁ—/ / /7“ sin r cos wdrdpdd
—-R_ R2—$2% 22442 0 0 hTzT 0 0
2. p(A) limitado por las graficas de las superficies z = —y/22 4+ 42 | z = —1 Re-
spuesta
V1— x2 — I2+y 2r 1 —r 2t COS(p

/ / / zdzdydx-///rzdzdrd@-/// 72 sin @)r cos pdrdpdd

e RS |
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3. ¢(A) limitado por las graficas de las superficies z = \/4 — 22 —y2 , 2z = 0, 2° 9> =
1 comiin, Respuesta

1 Vi—a? VA-2?—y? 2r 1 VA—r2
/ / / zdzdydx:// / rzdzdrdf =
-1 _ T2 0 00 0

1
x 1
2T 9 sing

2 sin r cos pdrdpdd + / / / 72 sin or cos pdrdpdt

I
o\
o\
o

4. p(A) limitado por las graficas de las superficies z = 4—+/2% 4+ y? , z = 1 Respuesta

3 d—y/22+y? 2
-3 _

3
/ zdzdyda:://
1 0 0

27 arctan 3 cos Ap+sln ©

/

5. ©(A) limitado por las graficas de las superficies 22 + y? =4, 2 =10, 22+ 9> = 2

W~

-

rzdzdrdf =

1~

——

2 sin or cos @drdpdd

I
o\
H\

cos ¢

Respuesta
2 VA—zZ 2?4y? 21 2 72 2 wa
/ / / zdzdyda::///rzdzdrdﬁ—/ / / 2 sin r cos pdrdpdd
—V4=zz O 0 0 0 arctan; scizzfo

6. ©(A) limitado por las graficas de las superficies 22 + y? + 22 = 2z, /22 + 32 = 2,
parte comiin Respuesta

27 1 14+v/1—12 27 % 2cos p

:// / TzdzdrdH—// / 2 sin @)r cos pdrdpdd
0 0 r
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7. ¢(A) limitado por las graficas de las superficies z = 1, /9 — 22 — y2 = z Respuesta

2 V8 vV9—r2 27 arctanv/8 3
/ / / rzdzdrdf = / / / 7 cos p.r? sin pdrdodd
00 1 0 0 1

cos @

8. (A) limitado por las graficas de las superficies 2 =6 — 22 —y?, y =2,y =0,z =1
Respuesta

cos@ 6—r2

/ / / radzdrdd

1 Vi—a? 1+y/1-22—y?

9. Pasar la integral a Cilindricas o esféricas [ [ Ik dzdydx Respuesta
*1—\/1—x21,\/1,x2,y2

2r 1 1++/1 27 2 2cos

// / rdzdrdﬁ—// / r? sin @) drdpdd

0 0 1-y1—2
10 0

10. Pasar la integral a Cilindricas o esféricas [ [ [ dzdydx Respuesta
Y Y ey
2 1 0 2r 1 «w
/ / rdzdrd@z///(TQSingo)dgodrdH
0 i B0 7

Vi6—aZ 4
i [ dzdydx Respuesta
0

Vi

11. Pasar la integral a Cilindricas o esféricas

Ct—

s
4 cos<p

/]

(r? sin @ )drdpdd

\m

0/ 0/ / rdzdrdd =

T

o\
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V2—aZy 2y
[ | dzdydx Respuesta
T 0

[\

12. Pasar la integral a Cilindricas o esféricas

o

///rdzdrd@z// /(r2 sin p)drded
00 T 50
V2V 4% 2
13. Pasar la integral a Cilindricas o esféricas [ [ [dzdzdy Respuesta
0 Y 0

cos <p 2 sing go

2 2
//rdzdrd@-/// 72 sin @ dmkpd&—i—/// r? sin @ )drdpdt
00

2

o\
ISH

2—x2—y
| dzdydz Respuesta

Va2

o%1
aw

1
14. Pasar la integral a Cilindricas o esféricas [
1

77‘2 % \/i

T 1 g
// / szdrdﬁ—///(T2Sing0)drdg0d9
o r 00 0

40
15. Pasar la integral a Cilindricas o esféricas [ [ | dzdydz Respuesta
0_Jio=z 0
2 4

// / rdzdrd&z///r sin @) drdedd
0

2 0
16. Pasar la integral a Cilindricas o esféricas [ [ [ dzdydx Respuesta
0 Vi | [forip

2T NG

21 2 V812 I
// / rdzdrdf = ///(7’2 sin )drded
0 0

ST
2

w
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[ eluNe olaNe e)

17. Pasar laintegral a Cilindricas o esféricas [ [ [ y/a? + y? + 2%e~ R )dzdydx Respuesta

—Oo0—00—00

2T oo o0 2T oo T
///\/r2+z2e(”2+Z2)rdzdrd9:///re’"Z(TZSingo)dgodrdH
0 0 —o0 000

3
2

18. Pasar la integral a Cilindricas o esféricas [[[ e 2)° 1 dyd si ©(A) limitado

©(A)
por 22 + y? + 22 = 1 Respuesta
2r 1 7w
// / (r*+2? )jrdzdrd = ///e r? sin @ )dpdrdd
Vi—r2 0

19. Que conjunto del espacio maximiza el valorde [[[ (1 —2? — y* — 2*?) dzdydx Respuesta
©(A4)

P+t + 22 <1
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Capitulo 6

Aplicaciones de las integrales

6.1 Area entre curvas.

b
Recordemos que si  f(z) — g(z) > 0, entonces [ (f(z)— g(z))dz, representa el area

encerrada por y = f(x),y =g(x), x =a,x =0 yeleje x fig 110

¥=1IIx)
¥ ]
A1

e | T
X

a h

b b f(z)
AQ) = / (f(2) - gla)) dx = / dyds / / dyde

a a g(x) Q

Ejemplo 6.1 Hallar el drea limitada por el grafico de y> =1 —x, 2y =x +2 fig 111

239
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¥

2y=-x+2
irny

figura 111 X
/f:l—x

(-8:-3)

Los puntos de interseccién de las ecuaciones es (0,1) y (—8,—3) luego

0 (z+2)/2 1 i-=z 1 1-y2 2
A(Q) :// dydx:/ / dydx+/ / dydx:/ / drdy =
Q -8 _ 1=z 0 iz -3 2y-2

Ejemplo 6.2 Hallar el drea limitada por los grificos de y*> =2x —2 ,x+y=>5 fig 112

¥

figura 112

Los puntos de interseccion de las ecuaciones son (3,2) y (9, —4) , despejey de z+y = 5
y reempldcelo en y? = 2z — 2

2 5-y 3 V2z-2 9 5—x
A(Q) = // dydr = / / dxd —/ / dydz + / / dydz = 18
Q —4 4242 1 _\2z—2 3 =2

Ejemplo 6.3 Hallar el drea limitada por los grificos de y?> —x®> =1, x = £2 .fig 113
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241
¥
x=-2
X=2
figura 113 X
Los puntos de interseccién de las ecuaciones son (2, :I:\/g) , (—2, :I:\/g) luego
2 V241 1 2 1 —Vy*-1
AQ) = // dydx:/ / dydx:/ /dxdy—i— / / dzdy
Q R -1 =2 V5 -2
-1 2 V5 —Vy?i-1 VB2
+ / / dzxdy —|—/ / dzxdy +/ / dxdy.
VB 1 1 -2 LN e
Ejemplo 6.4 Hallar el drea limitada por el grafico de |x| + |y| < 4. fig 114
v y
Jj )
Sea u=z+yentoncesu=4y u=—-4y v=x—y entonces v=4y v=—4,
u v u v
—— 4 y=— — -]
T 5 + 5% Y 5 5’ uego
1 u v u v
A=1-4,4 —4,4 J,=—= =flz=+=-,= —=)=1
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entonces
+a 4 4-z 4 4 . ) 4 4
//dwdy—// dydx+//dyd:c://) Edudv—g//dudv:%
w(A) —4 —4—x 0 z—4 —4 —4 —4 —4

Ejemplo 6.5 Hallar el drea limitada por los grificos de z*+vy* = 4, x*+y? = 4x (comain
) fig 115

figura 115

r = 4 cos®

-mf3 5?1'!3

Los puntos de interseccion de las ecuaciones son (1, \/5) y (1, _\/§) ,que se obtienen
igualando las curvas. De 22 + y? = 4 se tiene que y = £v/4 — 22, y que = £+/4 — 12
2?2 +1? = 4x equivale a (v — 2)2+y2 =4 y deaquizx =2 +\/4—y> v y==+Vir— x?
luego

V3
A(Q) = //dydx _ /

\ 4-y? 1 Ao —a2 2 Vi—z2?

dxdy = / / dydx+ / / dydx = —2\/3—1-2%

Q —\/32_\/@ 0 _Vag—a? L Va—?
w/3 2 /2 4 cos 6 57/3 4cos 6 7/2 4 cos 6
= / /rdrd9+/ / rdrd9+/ / rdrdQ——2\/_+ T =2 //rdrd@—i—/ / rdrdd
/3 0 w/3 0 3r/2 0 w/3 0

Ejemplo 6.6 Hallar el drea limitada por los grificos de x> +y* = 4, 22 +y* = 4z (exterior
azr?+y* =4 yinterior az® +y*>=4x ) fig 116
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figura 116 /_> X
\ r =4 cos@
r=2

mf3
-mf3
2 Vdz—2? 2 —V4d-22 4 ViAz—2?
A(Q)_//dydx_/ / dydx—l—/ / dydm+/ / dyds = -7 +2v/3 =
I Va2 U —Vaz—2? 2 _Viz—a?
V3 2HV/4-y? _J3 24/d—y? o 24+/d—y2
/ dxdy + / / dxdy + / / dredy = —7 4+ 2V/3
—V3 /12 2 9 iy V3 2—/1—y?
/3 4cosf /3 4 cosf 2w 4cosf
= / / rdrdf = / / rdrdf + / / rdrdf = %lﬂ' +2V3
—x/3 2 0 2 5r/3 2

Ejemplo 6.7 Hallar el drea limitada por los grificos de x?+y? = 4, x*+y* = 4x (interior
ax?+y?> =4 yexterior ax® +y*=4x ) fig 117

i3

¥

figura 116
0 4—x2
4
AQ) = [ dydz = dydx + dydx + dydz = o + 2V/3
Q =2 _\/4—z2 0 4x—12 0 _Va—g?
T/2 2 3n/2 2 57/3 2

:/ / rdrd9+//7°drd0+/ /rdrd9:§7r+2\/§.

m/3 4cosf w/2 0 3m/24cos0
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Ejemplo 6.8 Hallar el drea limitada por el grifico de x*/a® + y*/b* =1 fig 118

b
¥ ¥=—+a?-x
a

r=_£’\l'a2—x2
a

figura 118

Solucién z = arcosf y=brsind, o(r,0) = (z,y) = (arcos,brsinf)

oz.y) or Oz
_ 9y | o 90 | _ | acost —arsinf |
T o(r,0) % 9y bsen rbcosf | abr
r 00
a oVai-z? o 1
AQ) = / / dydz = / / dydz = / / abrdrdd = Tab
Q —a _b.\/q2 32 0 0

Ejemplo 6.9 Hallar el drea encerrada por el grifico de x+2y =2, y—x=1,2v+y =7
fig 119

2,
1 (2,3

¥-x

(0,1)

o
(4,-1)

figura 119

Solucién Los puntos de interseccién de las ecuaciones son (2,3),(0,1), (4,—1) que se
obtienen solucionando el sistema de ecuaciones z + 2y =2, y —x =1, 2x +y = 7, luego

4 72z

2 14z
A(Q)é/dydxo//dyd:c—k!zz/x dydz = 6

2—x
2
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Ejemplo 6.10 Mostrar que el drea encerrada por el grifico de 2® +y?> = x, 2> + > =y
viene dado por fig 120

r =cosgd
figura 120 w x
0 cosf m/4 cos
Area(A) = // dydx = // rdrdf = / / rdrdf + / / rdrdf = %7‘(‘ +;1
Q Q1 —n/2 0 0 sin®
/4 sinf /2 cosf
Area(B) = // dydr = // rdrdf = / / rdrdf + / / rdrdf = —7T - i
Q Q1 0 o0 /4 0
7 sinf m/2 sinf
Area(C) = // dydr = // rdrdf = / / rdrdf + / / rdrdf = éﬂ + }l
Q Q1 w2 0 ©/4 cosd

Ejemplo 6.11 Mostrar que el drea encerrada por el grifico der = cosf yr =1 — cos
viene dado por figl21

¥ ¥ = Ccos@
r =1- cosd
figura 121 iZ A x
7/3  cos®
1
Area(A) = // dydz = // rdrdf = / / rdrdf = —37 +V3

Q Q1 —m/3 1—cosf

m/3 1—cos 6 /2 cos

Area(B //dydx—//rdrdH—Q/ / rdrd9+/ /rdrd& ——7r—\/_

w/3 0
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7/21—cosf 3w/21—cosf
Area(C) = // dydr = // rdrdf :/ / rdrdf + / / rdrdf+
Q Q1 /3 cosf /2 0
57/3 1—cos 6
11
/ / rdrdf = Eﬂ' +3
3w/2 cosf

Ejemplo 6.12 Mostrar que el drea encerrada por el grifico der =1+ sinf wviene dado
por fig 122

r=1+5send

figura 122

27 1+sin@

Area = // dydx = // rdrdf = / / rdrdf = gw
Q Q1 0

0

Ejemplo 6.13 Mostrar que el drea encerrada por el grifico de r? = sin20 wviene dado
por fig 122

sin26 = 0 si 20 = 7, es decir, 0 = 7/2

7/2 /sn20
Areaz//dyda:z//rdrd@z?/ / rdrdf =1
Q Q1 0 0

Ejemplo 6.14 Mostrar que el drea encerrada por el grifico de r = cos360 viene dado
por fig 123
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FL g

r = Cos38

figura 123

cos30 =0 si30=m/2, es decir, § = /6
7/6 cos 30
Area = //dydm = //rdrd@ = 6/ / rdrdf = }lﬂ'
Q Q1 0 0

Ejemplo 6.15 Mostrar que el drea encerrada por el grifico de v = cos26 wviene dado
por figl24

figura 124

cos20 =0si20=m/2, es decir, 0 =m/4
m/4 cos20

Area = // dydx = // rdrdf = 8/ / rdrdf = %71
Q 0 0

Q1
Ejercicio 15

1. Hallar el drea de la regién limitada por los graficos de y = 222, y = 22, x = 32,
4 2
dudv
x = 4y? primer cuadrante. Respuesta / / —— =1
Juze? 8
11
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2. Hallar el drea de la regién limitada por los gréficos de 2y = x+4, 2 = 4> Respuesta

2 y2
//dxdy:%

_22y2_4

. Hallar el area de la regién limitada por los graficosde y =z, y = —x+4,y = —x+2,

y = 0. Respuesta //%d’udu —3

Hallar el drea de la regién limitada por los gréficos de y = v+ 1,y = = — 3,
7
Yy = _§ + = 9’ Y= _§ + 5 Respuesta // dudv =
7 —
9

. Hallar el drea de la regién limitada por los grédficosde zy =12y =4, y=1,y=4
4 4

primer cuadrante Respuesta / / %dudv =3In4

11

. Hallar el drea de la regién limitada por los graficosde zy = 1,2y =2, x =1, 2z =4

4 2

primer cuadrante Respuesta / / %dudv =1In4

. Hallar el drea de la regién limitada por los graficos de = = y?> — 1, z = 2y? — 2

1 y%-1

Respuesta / / da:dy:%l

_12y2_2

2

. Hallar el area de la region limitada por los graficos de x = % —3,2 = y+1 Respuesta

y+1 —1 2246 5 v/2z+6
/ / d:cdy—lS—/ / dydx—i—/ / dydzx
22 4 ~3_/2576 —1 2—1
. Hallar el 4rea de la regién limitada por los gréficos de # = y —y?, y = —z Respuesta
2 y—y?

//dxdyz%
0 -y
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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Hallar el drea de la region limitada por los gréficos de © = —y?, y = 2 +2 Respuesta
1 fyz

/ / dxdy = %

—2y—2

Hallar el drea de la region limitada por los gréficos de y = 0, y = (z —1)°,y =
1 1=y

(z +1)® Respuesta / / dxdy

0 —1+/y

Hallar el drea de la regién limitada por el gréfico de 2% + (y — 1)2 =1, Respuesta

\V 2y—y?

Hallar el drea de la regién limitada por los graficos de z = 42, y — 2 = 3, y = —3,

2 y2
_ _ 175
y = 2 Respuesta / / drdy = =2

—3y—3

Hallar el drea de la regién limitada por los gréaficos de = + 2y = 2, y = g, x=0.

11-3

Respuesta / / dydx :%
0 3

Hallar el drea de la regién limitada por los grificos de y = 6 — 22,y = 3 — 2x

3 6—a?
Respuesta / / dydxr = %
—13-2z
Hallar el drea de la regién limitada por los graficosde y — 2 =6,y = 23,2y +2 =0
0 x+6 2 x+6
Respuesta / / dydz + / / dydx = 22
—4_z 0 23

2

Hallar el drea de la regién limitada por los gréficos de r = % y a la dercha de la
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18.

19.

20.

21.

22.

23.
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recta 4r cos § = 3 Respuesta / / rdrdf

3 4xcos 6 cosB

Hallar el drea de la region limitada por los grédficos de interior a la cardioide r =
% 14-cos 0

14 cosf y exterior ar =1 Respuesta / / rdrdf = i?T +2

1

ME

Hallar el drea de la region limitada por los gréficos de interior a la cardioide r =
% 3cosf

3cosf y exterior a r = 1 + cosf Respuesta rdrdf =

—§1+c059

% cos 0+sin 0

Hallar el drea interior a r = cosf+sin f y exterior ar = 1 Respuesta / rdrdf =

0o 1
1
2

5 2sin 20
Hallar el drea interior a r = 2sin 26 y exterior a r = 1 Respuesta / / 4rdrdf

z 1
% 2 cos 20

Hallar el drea interior a r = 2 cos 26 y exterior a r =1 Respuesta / 4rdrdd

1
2sin 2
Hallar el drea interior a r? = 2sin 26 y exteriora » = 1 Respuesta / / 2rdrdd
1

6.2 Volumenes.

Recordemos que si f(x,y) — g(x,y) > 0 entonces

// (5,9) - 9(z,) dxdy—// m/y)dzdxdy—///dzdxdy
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(2,4)

figqura 126

Ejemplo 6.16 Hallar el volumen del solido limitado por el grifico de z = 8 — x? — o,
z=x%+y? figl26

Igualando las ecuaciones tenemos que 22 +y? = 4 es su interseccion, pues 8 —x%—y? =
22+ 9% luego 22 +y* =4 de z = 22 + y? entonces rcosp = r¥sin¢ y de aquf
r = cosp/ sin® p. De z = 8—a?—y? entonces rcosp = 8—(r* cos? fsin”® ¢ + 1% sin” O sin” )
=8 —1r?sin®p luego r?sin?¢ +rcosg —8 = 0y despejando 1, obtenemos

r= (—coS<P+ \/COSQ(,O+32Sin2(P> /2sin’ o = f(p)

luego

2 VaA—z2 8—x2—y2 2r 2 8—r2

V(S) = / / / dzdzdy = / / / dzdydx = / / / rdzdrdf = 16w =

2 _Img? alty? r2

2 arctan1/2 f(p) 2r  w/2  cosp/sin? e
= / / / r? sin pdrdodd + / / / r? sin pdrdodd
0 0 0 0 arctan1/2 0

Ejemplo 6.17 Hallar el voliimen del sdlido limitado por el grifico de x + y? + 2% = 4,
22 = 2%+ y? interior al cono fig127
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igualando las dos ecuaciones se tiene 22 + 32 4 2% = 22 4+ 22 = 222 = 4, luego z = +/2
entonces 2 4 y> = 2 es la curva de interseccién. tan = v/2/y/2 = 1, entonces ¢ =
arctanl = /4 y asi

V3 VazZ \4-a?— V2 V222 —/att+y?
= /// dzdzxdy = / / dzdydx + / / / dzdydx =
S —V2—v2-a? | 22 V2 —V2=a? | [y
21 V2 V412 21 V2 —r
= / / rdzdrdf + // / rdzdrdf = ——7T\/— 2+ —7T =
00 7 0 0 iz
2r 2 m/4 2r 2 7w
—///r%ingpdnpdrd@—i—-// / 2 sin @dodrdd.
00 0 0 0 3m/4

Ejemplo 6.18 Hallar el voliimen del solido limitado por el grifico de x + y* + 2% = 4,
22 =22+ y? fuera del cono fig128
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igualando las dos ecuaciones se tiene 12 +y? + 22 = 22 + 22 = 222 = 4, luego z = +/2
entonces 22+ y? = 2 es la curva de interseccién. Si 2% + 3? = 2 entonces 72 sin® ¢ = 2
luego r = v/2/sin g

v Ve Ve V2 VI Vimee?

= /// dzdxdy = / / / dzdydx + / / dzdydx +
S 2—x2 _

—V2 -/ 2 4y2 =2 _\/4—z2 _\/4_$2_y2

—2—z2 \fA—z?—y? V2 Va—zZ \/A—ai—y? 2 122 4-z%2—y?

f / _ / dzdydz+ / / / dzdydx+ / / / dzdydz =

/2 —/4—22 ,\/4,mz,y2 /2222 —\/4—a?—y? /2 —/4—z2 —\/4—a?—y?
2 2 VA2 or 2 3m/4
///rdzdrdQ—l—// / rdzdrdf :// / r? sin pdpdrdf = 136 V2
0 w1 0 0 /4

Ejemplo 6.19 Hallar el volimen del solido limitado por el grifico de x + y* + 2% = 16,
4 = 22 + 42 interior al cilindro

X+"

22+ 92 4+ 2% =4+ 22 = 16 entonces z = +V12 . tanp = 2/V12 = 1//3, luego
© =7/6 asi

2 VA—g2z A/16—z2—y? 2t 2 V/16—r2

/// dzdzdy —/ / / dzdydr = 0// . rdzdrdf =

—2 4?2 \/16 22—y2 16—r2

27 w/6 4 2 5m/62/sine

2r w4
///r smgpdrdgpd@—i—// / r 81ng0drdg0d9~|—/ / /rQSingodrdgodH

0 =/6 0 0 57/6 O
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Ejemplo 6.20 Hallar el volimen del sélido limitado por el grifico de x* + y? + 2* = 8,
y 2z = 2% +y* (interior al paraboloide) fig130

Solucién La curva de intrseccion es 22 4+ 42 = 4, en el plano z = 2, pues 22 +y? + 22 =
2z + 22 = 8, es decir, 2% +22 — 8 = (2 + 4)(z — 2) = 0, de donde z = 2 por lo tanto

2 Vi—z? \/8-z?— 21 2 V812
:///dzda:dy / dzdyd:c—// / rdzdrdf =
s “2 1T (22492)/2 0 432
V8 m/4 o /2 (2cosg)/sin?
28 32
///7“ 81n90dg0drd0+/ / / r? sin pdrdpdf = —§7r+§7r 2=
0 =/4 0

Ejemplo 6.21 Hallar el volimen del sélido limitado por el grifico de (x? + y* + 2%)? =
2(2? 4+ y?)

Solucién La ecuacién de la superficie en coordenadas esféricas es 7 = cospsin® ¢ y
como 6 no aparece toma el maximo valor, es dcir, 0 < 0 <27,y 0 < p < 7/2 ya que

z > 0y asi

or /2 (cosyp)sin?

1
= /// dzdxdy = / / / 2 sin pdrdpdd = i
S 0

0 0

Ejemplo 6.22 Hallar el volimen del sélido limitado superiormente por por el grifico de
2z =y e inferiormente por z = x> +y* fig 151
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Solucién Como z=1vy y z = a%+1y? entonces la curva de interseccién es y = 22+
luego

m sinf rsinf ] x w2 (cosep)/sin? o
= /// dzdxdy = / / / rdzdrdf = 5" = / / / 2 sin drdpdd
S 0 0 r2 0 7r/4 0

Ejemplo 6.23 Hallar el volimen del sélido que esd dentro de 2% +y?> + 22 =16 y
dentro del cilindro 4z = 22 + 32

Solucién
4 2x—zx2 16— $2—y 7/2 4cosf V16—12
= /// dzdxdy :/ / / dzdydx = / / / rdzdrdf
S 0 _\oz—=z2 \/16 72— -m/2 0 _/16—r2
7/24cosb /16—r2
128 512
:?71'——_2/ rdzdrdf =
0 0 —Vig—r2
/2 /2 (4cos0)/sinp w/2 sin~(cos0) 4
=4 / / / r? sin pdrdedd + / / /r2 sin pdrdedd
n~1(cos 6) 0 0 0 0

Ejemplo 6.24
Hallar el volimen del sélido limitado por el grifico de x*> +y? = 2z, 22 +y> =22, 2 =0 .
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y a
Solucién
2 Voz—z2 (x244?)/2 /2 2cosf1r2/2
3 3
V(S) = /// dzdxdy = / / / dzdydr = vl / / / rdzdrdf = 17
S 0 _\ag—z2 O —7/2 0 0
Ejemplo 6.25 Hallar el volimen del sélido limitado por el grifico de z = 16— \/x? + 12
y z2=17 figl3
—Y
x/-;;g'ura 134
Soluciéon Como z = 16 — /22 +y? y 2 = 7 entonces 7 = 16 — /2?2 +y? y asi

2% 4+ 1% = 81 es la curva de interseccién luego
VBI—z2 16—y/22+y? 2r 9 16—r

9 9
V(S) = /// dzdxdy = / / / dzdydx = // / rdzdrdf = 2437 =
s 9 _\/81—=22 00 7

-9 _/81—=x2 7

2w arctan(9/7) 16/(cos p+sin ¢)

— / / / r? sin odrdpdd
0 0

7/ cos
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La ecuacién z = 16 — /22 + y? en esféricas es r = 16/(cosp + sin ¢)
Ejemplo 6.26 Hallar el volimen del sélido limitado por el grifico de 2 + 3> = R* y
2?2+ 22 = R* Solucion

R VR2—z2 +/R2—zx2

wﬁzﬁﬁﬁmwz/ / / m@mz?m

—R _\/R2_42 _\/R2—;2

Ejemplo 6.27 Hallar el volimen del sélido limitado por el grifico de x® + y* =

=1
( exterior a x> +y* = 1), 22 +y?> = 4, (interior a 2> +y> =4), 2 =0 y 2 = 4
fig136
Solucién
1 Vi—z? 4 1 —via? 4
V(S) = /// dzdxzdy :/ / /dzdyd:v—i—/ / /dzdydx—l—
S “2 2 0 “1_ /g2 0
1 Vi—2? 4 2 Vi—z?2 4
+/ / dzdydas+/ / /dzdydx =
-1,/1—22 0 1 _/1=22 0
2r 2 4 2m arctan1/2 4/ cos ¢ 2 w/2 2/sin g
///rdzdrd@ = 127?2/ / / r? singpdrdgpd@—l—/ / / r? sin pdrdod
0 1 0 0 arctan% siiw 0 arctan1/21/sin¢p

Ejemplo 6.28 Hallar el volimen del sélido limitado por el grifico v =2 yr = 2v/2cosg
(comiin) fig137
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Solucién Como 7 =2 y r = 2v2cose entonces 2v/2cosp =2y de aqui ¢ = /4.
Las ecuaciones r =2 y r = 2v/2cosy equivalen a

x2+y2+22:4y x2+y2+(2_\/§>2:2
en coordenadas cartesianas, luego

21 /4 21 /2 2v/2cos @

2
V(S) = /// dzdxdy = ///r2 sin <pdrd<pd9—|—// / 2 sin pdrdepdd =
s 0 0 0

3

0 n/4 O
21 V2 A2
16
= // / rdzdrd = —27v/2 + ETI’
00 5 a2

Ejercicio 16

1. Hallar el volimen del sélido que estd entre los cilindros 22 + y? = 1, 22 + y? = 4,
27 2 rcosf+2

z=0 yz=x+2Respuesta [ [ [ rdzdrdd=6r
01 0

2. Hallar el voltimen del sélido limitado por el gréfico de las superficies 22+y?+2% = 2z,
o I 2 cos 27 1 1+v/1—r2

z=+/22+y?> Respuesta [ [ [ r?sinpdrdedd = [ [ [ rdzdrdd =
00 0 00

3. Hallar el volimen del sélido limitado por el grifico de las superficies 22 + y? = 1,
2w 1 2r

42? + 4y* = 2? Respuesta {of { rdzdrdf = %7?

4. Hallar el volumen del sélido limitado por el grafico de las superficies 22 + y? = 1,
2r1 0

z=—y/2?>+y?, 2 =0Respuesta [ [ [ rdzdrdd = in
00

-r

5. Hallar el volimen del sélido limitado por el grifico de las superficies 22 + y? = 1,
2r 1 r

z=+/2?+y? z =0 Respuesta [ [ [rdzdrd) =2

000

6. Hallar el volimen del sélido limitado por el grafico de las superficies 22 + 3% = 1,
7w 1 rsinf

z=0,z=y,y>0Respuesta [ [ [ rdzdrdd =2
00 0
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14.

15.

16.
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Hallar el volimen del sélido limitado por el gréfico de las superficies 22 + y? = z,
27 2 4 o7 1 4

z=1,2=4 Respuesta [ [ [rdzdrd0+ [ [ [rdzdrdd
01

0 1,2 0

Hallar el volimen del sélido interior a x2 + y* + 22 = 4 y exterior 22 +y* + 22 = 42
27 /3 2—/4—r2 2 2 V4—r?

Respuesta [ [ [ rdzdrdd+ [ [ [ rdzdrd) =2«
00 i 0 3 vi?

. Hallar el volimen del sélido interior a 22 + ? + 22 = 42 y exterior 22 + y? + 22 = 4

21 arctan v/3 4 cos ©
Respuesta [ [ [ r?sinpdrdedd = m (33 — 2)
0o 0 2

Hallar el volimen del sélido limitado por el grifico de las superficies 22 = 4 + 12 y
2 2 VA2
la hoja superior del cono 2% = 2r? Respuesta bf of [ rdzdrdf =7 (13—6\/5 — 18)
V2r

Hallar el volimen del sélido limitado por el grafico de las superficies 72 + 22 = a?

5 acosfVaZ—r2
dentro del cilindro r = acosf  Respuesta [ [ [ 2rdzdrdd = (3a®) (m —4/3)
S0 0
27 2 4—r?
Dibujar el s6lido cuyo volimen viene dado por [ [ [ rdzdrdd
00 0

333
Dibujar el sélido cuyo voltimen viene dado por [ [ [rdzdfdr
10r

31
Dibujar el sélido cuyo volimen viene dado por [ [ [r?sin pdrdfdy
00

c%m\:

2msec ¢

%
Dibujar el s6lido cuyo volimen viene dado por [ [ [ r?sin pdrdfdy
00 0

24—-2y4—-2y—x
Dibujar el sélido cuyo volimen viene dado por [ [ [ dzdxdy
00 0

11-222—x
Dibujar el s6lido cuyo voltimen viene dado por [ [ [ dydzdx
0 0 0
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1V2—22V &> +y?
18. Dibujar el sélido cuyo volimen viene dado por [ [ [ dzdydx
0 = 0

V2V 4—y? o
19. Dibujar el s6lido cuyo volimen viene dado por [ [ [dzdxzdy
0 Y 0

20. Mostrar que el voltimen del sélido limitado por el grafico de (22 + y? + 22)2 = 22+
27 7 sing

viene dado por V = [ [ [ r?sinpdrdedd = 17°.
00 0
21. Mostrar que el centroide del sélido limitado por el grafico (x® + 3> + z2)2 = z viene
dado por (0,0,7/16).

22. Hallar el volumen del sélido limitado por z = 2% + 4%, 2z = 222 + 292, 2y = 1,
ry=4,y=x,y=>5r. indu=z2/(2*+9?),v=uxy, w=y/r (primer octante)

23. Hallar el volimen del sélido limitado por x+y+2 = 1, x+y+2 = 4, 2x+3y+52 = 3,
20+ 3y+52=5,4r+6y+5z=1, 4dr+6y+5z=10

24. Mostrar que el volimen del sélido limitado por el grafico de (xr +y + 2)4 = 1Yz

en el primer octante viene dado por

7/2 7 /2( cos? §sin? § cos? psin? )

[ I Ik 4r2(sin® ¢ cos 0 sin 0 cos @) drdpdd = = (v = rcos®dsin® ¢....)
0 0 0

6.3 Centro de masa, centroide y momentos

Sabemos que si Q es una regién del plano su masa viene dada por m(Q) = D-A (densidad
por &rea)
y si Q es un sélido m(Q) = D -V (densidad por volimen) luego

m(@Q) = [[ ola sy
Q

si p(x,y) es la densidad en cualquier punto de Q y

m(S) = /// p(x,y, z)dzdydx

si p(x,y, z) es la densidad en cualquier punto del sélido
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Las coordenadas del centro de masa y los momentos vienen dadas por :

M, 1 M, 1
i // wp(x, y)dedy y=—=— // yp(z,y)ddy
m m JJp m mJJp
Q Q @

Las coordenadas del centroide vienen dadas por :

_ 1 __ 1 _
a:—Z//xdxdy y—A//yd:cdy A—//dxdy
Q Q Q

Las coordenadas del centro de masa y los momentos para un sélido S vienen dadas

por:
_ 1 1 1
= —/// xp(z,y, 2)dzdedy 7§ = —/// yp(x,y, z)dzdxdy Z = —/// zp(x,y, z)dzdxdy

m m m

S 5 S
L= [[[ 0+ 2ptwyaizivis 1= [[[ @+ 2000, 2)d2dya
S S
L= [[[ @+ oty 2)dzdyda
S

Las coordenadas del centroide del sélido S vienen dadas por :

1 1 1
o[ = fffoans =[]
S S S

V (volimen del sélido)

Ejemplo 6.29 Hallar las coordenadas del centroide de la region limitada por el grdfico
> +y?=4,2>0 y>0fig 138

figura 130
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Solucién
2 Vi—z2 /2 2
A:/ / dydxz%z//rdrd&z%
0 0 0 0
2 Va—x2 2 Va—x2
[ [ wxdydx [ [ ydydx
-0 0 _ i -0 0 — i
2 42 37‘( y y 2 4—x2 37T
[ | dydx [ | dydx
0 0 0 0

Ejemplo 6.30 Hallar el centro de masa la region Q limitada por el grifico y = 2 — x?
y =z fig 141, si p(z,y) =

y=2-x (1, 1)

¥=x
figura 141
(-2,-2)

Solucién Los puntos de interseccién de las curvas son (—2, —2), (1,1) y asi

1 2—2?
M, = // yridrdy = / / yridyds = —%
Q -2 z
1 2—x2
9 3 18
M, = rrdrdy = x dydr = =
Q -2 z
1 2—2?

63
m // rodxdy r dydx 50
Q -2
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luego
—18
-_ b =8 _ =20
—63 7 YT
20

Ejemplo 6.31 Hallar la masa de la region que estd fuera del grifico de r = 2 y dentro de
r = 4sin 6, si su densidad esr fig 142

i

figura 142

Solucién Las curvas se cortan en 7/6, 57/6 luego

57/6 4sin 0
1
m= // p(x,y)dzdy = // rordrdd = / / r2drdf = —§67r +16V3
Q Q1 /6 2

Ejemplo 6.32 Hallar M, para la region interior del grifico de r = 1 y dentro de
r=1+cosf sip(r,0)=r

r=1+cos8

figura 143
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Solucién Las curvas se cortan en 7/2, 37/2 luego

M, = // xp(x,y)dxdy = //(7‘ cos 0).rdrdd =
Q Q1

/2 1 37/2 14cos 6 157 .
= / /r?’ cos Odrdf + / / r3 cos Odrdl = 30 + gﬂ'
—7/2 0 w/2 0

Ejemplo 6.33 Hallar la masa, las coordenadas del centro de masa, I, de la region lim-
itada por los grificos de z = 4—2% y=0 y=9 2=0 ypxyz = ?
figl45

figura 145

PUVA

2 9
s 0 0

-2

2 9 4—a?
M,, = /// zp(z,y, 2)dzdydx = // / 2 dzdydz = 0
5 20 0
2 9 4—g?
M,, = /// zp(x,y, z)dzdydx = // / zr?dzdydr = %
S 20 0
2 4—a?

D\@

M,, = /// yp(z,y, z)dzdydr = /
s 2

172
/ yr?dzdydr = %
0
Myz Mmz

. - M,
xi Y yi 9 Zﬁ
m m m
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265
2 9 4-gz? 4
234112
I, = /// (y2 + z2) p(x,y, z)dzdydr = // / (v* + %) dzdydx = T
S 220 0
Ejemplo 6.34 Hallar la masa del sélido limitado por los grificos z = /22 +y* vy
z=2* 4y sip(z,y) =2+ wy

Solucién si z = /22 + 32 = /2, entonces 22— 2 =0y 2 =0, 2 = 1 luego 22 + 9> = 1

luego
1 Vi—z? V@i+y?
= /// p(x,y, z)dzdydx = / / / (2 + zy) dzdydz =
s 1

VIR g
2r 1 7 1
—///(2—1—7’2003951119) rdzdrd&zgﬂ

0 0 g2

Ejemplo 6.35 Hallar las coordenadas del centroide del solido limitad por los grificos
=2+ y z=1

1 Vi—a? 1 2r 1 1 .
V= /// dzdydx :/ / / dzdydx = ///szdrde =57
s o Ry FENEY 00 2

1
1
M, /// (x,y, 2)dzdydx = / /zdzdydm = ///zrdzdrd@ = 3

S 0 0 r2
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266
luego
M,,
7= —2
Z - /3
271 1
[[[ xdzdydx [ [ [ (rcos®)rdzdrdf
- _ S 0 042 B
t /2 B /2 =0
27 1 1
[[] ydzdydx [ J [ (rsin@) rdzdrdd
—_ S _ 0 0,2 _
’ /2 /2 0

Ejercicio 17

1. Considere el sélido limitado por los gréficos de las superficies 2% + z = 4,2 + z = 2,
y y =0, y = 3 muestre que

3 24—z 2
V=_[] zda:dy:—7
01252 2
3 2 4—z? 27
My, = [[ [ zdzdxdy = —
0—-12—x 4
3 2 4—z2 162
My =[] | zdzdady = —
0-12—=x 5
3 24—z 81
= [ [ [ ydzdxdy = —
0-12—=x 4
3,5,5) = Moz Moz Moy _(ix sy _ (1312
? 7 V ? V ) V %7%7 % 2727 5 *

2. Considere el sélido limitado por los gréficos de las superficies y?> = v, 0 = 2,y = = 1,
2z =0, p(x,y) = x, muestre que

11z

4
m = fffxdzdxdy:?

1420
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11z 11z
M, = [ [ [zzdzdedy = fffx2dzdxdy :é
—1420 —1420 9
11z 11z 2
My, = [ [ [zxdzdzdy = [ [ [zzdzdedy = =
—1420 —1420 9

1 1=z 11z

M,, = [ [ [yzdzdzdy = [ [ [yzdzdzdy =0

1420 1,20

(M My M\ (50 3\ (7 7
(xayaz)_(m7 m7 m>_(%7%7% - 970718

11z 80

L= [[[(+2*)adedrdy = —

LRL 297

11z 16

I, = [ [[(@@®+ 2*)zdzdady = —

S120 33

Lix o 152

L= [ [[(y+2*)edzdady = —

1,20 297

Yy

3. Sea Q la ldmina limitada por las graficas de y = 2%,y = 4, p(x,y) = = + y entonces
mostrar que

2 4 128
m = ff(x—i—y)dydx: =
Z9p2
2 4 128
M, = [ [z(z+y)dyde = —
o2 15
2 4 512
M, = [ [y(z+y)dyde = =3
Zog2
2 4 2048
L= [[v*(z+y)dyde = ——
onn 9
2 4 512
I, = ffo(x—I—y)dydx: 5T
222

2048 512 15872
o=l + 1y = =g=+ 57 = =3

(zZ,9) = %% = %% = 1@
) m’m %7% 377
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4. Considere el sélido limitado por las superficies z =4 — 22 — 4% y z = 0, Mostrar
que las coordenadas del centroide son

— - = l 4yz ‘“jibz M(Ey 4
(’%’7 y? Z) ( V ) V ) V > ( ) ) 3)

5. Considere el sélido interior a 72 +y*+ 2? = 4z y bajo z = 1, considere p(z,y,z) =y
hallar las coordenadas del centro de masa y los momentos alrededor de los tres ejes
coordenados

6. Considere el sélido interior a z? + y? + 22 = 4z y superior a z = 1, considere
p(x,y,z) = y hallar las coordenadas del centro de masa y los momentos alrededor
de los tres ejes coordenados

7. Hallar las coordenadas del centroide de la region limitada por r = 1+cos @ (5/6) ,hallar
I,

8. Hallar las coordenadas del centroide de la regién limitada por x = y?, —8y = 22

(9/5,—9/10)

9. Hallar las coordenadas del centroide de la regién limitada por r = 2 cos @

10. Hallar las coordenadas del centroide de la region limitada por r = primer

cuadrante (6/5,9/4)

6

1+4-cos 0

11. Hallar las coordenadas del centroide de la regién limitada por r = 2cos ), z = 12, 2 =
0

12. Hallar las coordenadas del centroide de la region limitada por z = v4 — 12,z =1

13. Hallar las coordenadas del centroide de la region que esté fuera del gréfico de r = 2
y dentro de r = 4sinf



Capitulo 7

Integrales de linea.

7.1 Introduccién

En este capitulo se hard un tratado completo de lo que es una curva, parametrizaciones de
algunas curvas, la integral de linea de un campo escalar, la integral de linea de un campo
vectorial y el teorema de Green. La nocién de integracién de una funcién definida en un
intervalo cerrado [a,b] C R se puede generalizar a la integracién de una funcién definida
en una curva y por este motivo conoceremos algunas caracteristicas de las curvas

Sea «a : [a,b] +—— R", una funcion vectorial talque a(t) = (z1(t), x2(t), ..., z,(t))
entonces

1. Al conjunto {(¢,(t) / t € [a,b] )} se llama, la grifica de «

2. Si «a es una funcién continua en [a,b], la imagen de « se llama curvay a «aft) =
(1(t), xo(t), ..., x,(t)) una representacion paramétrica y su grafico (el de la imagen
) se representard por C

3. Sid/(t) existe para todo t € (a,b) y si a(t) es continua en |a, b] entonces la curva se
llama regular

4. La curva se llama regular a trozos (suave o liza), si se puede expresar como la union
de un nimero finito de curvas regulares

5. La curva es cerrada si a(a) = «a(b)

6. La curva es cerrada simple si a(a) = «(b) y si para todo t1, ts € [a,b] t1 # t3 se
tiene que a(ty) # a(ts)

7. El sentido positivo de la curva, es el correspondiente a los valores crecientes de t

269
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Ejemplo 7.1 Sea o : [0,4] +—— R? talque a(t) = (¢,t%) = (z,y). Si le damos valores
a t entre 0 y 4 y localizamos estos puntos en el plano xy, se obtendrd el grifico de y = x>
para 0 <z <4, y se dice que a(t) = (t,t?) es una parametrizacion de la parabola y = z*

Jig 1

¥ (4, 16)

a(t) — >

"

figural

La curva es regular, regular a trozos, no es cerrada, a(t) = (4—t,(4—1)?) para 0 <t <4
es otra parametrizaciéon de la pardbola y = 2, pero su orientacién es en sentido
contrario .

Ejemplo 7.2 Una parametrizacion de 2%+ y* = 1 es a(t) = (cost,sint) = (z,y) ,
0<t<2r fig?2

figura 2

La curva es regular, regular a trozos, cerrada y cerrada simlpe y «(t) = (cost, —sint),
0 <t <27 es otra parametrizacion, pero su orientacién es en sentido contrario

Ejemplo 7.3 Hallar una ecuacién paramétrica para el grifico de x = y*—1 desde (0, —1)
hasta (3,2) fig 8
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(3, 2)

x
-1 t 2
figura 3
(o, -1)

Solucién . Sea y =t entonces x = t2 — 1l yasi a(t) = (* —1,t), -1 <t <2 y
Bt)=(2-1t)2—-1,2—t) 0<t<3 esotra parametrizaciéon, pero su orientacién es
en sentido contrario

Ejemplo 7.4 Hallar una ecuacion paramétrica para el grifico de y=4—22, y >0 fig

4

at)

X
_a t 2 (-2, 0) (2, 0)
figurad

Si =t y=4—1% yasialt) = (t,4—1?) -2<t
y=4—(2—1t)* entonces B(t) = (2—t,4—(2—1)?) 0<t<
pero con orientacion contraria

<2 y si x=2—t,
4 es otra parametrizacion,

Ejemplo 7.5 Hallar parametrizaciones para el segmento de recta que tiene por punto
inicial (0,2,0) y punto final a (0,2,4). «(t) = (0,2,t), 0 <t <4, B(t) = (0,2,41),
0<t<1,9(t)=1(0,2,2t) 0<t<2 son todas parametrizaciones del segmento de recta
con la misma orientacion y 6(t) = (0,2,4 —1t) 0 <t < 4 es otra parametrizacion del
segmento de recta, pero con orientacion contraria

2 2

Ejemplo 7.6 Una parametrizacion de — + v _q es x/a = cost, y/b = sint, luego
a

b2
a(t) = (acost,bsint) 0<t<2rm
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Ejemplo 7.7 Una parametrizacion para el segmento de recta que tiene por punto inicial
A€ R" y punto final a B € R" esa(t)=A+t(B—A) 0<t<1 figh

B

ait)
/ﬁa[t] =R+t (B-R)

0 t 1

figura 5
Ejemplo 7.8 Una parametrizacion para el grifico de x*3+1y?/* =1 esa(t) = (cos®t,sin®t)
0<t<2m

Ejemplo 7.9 Una parametrizacion para el grifico de y = f(z) es a(t) = (¢t , f(t)) o
B(t)=(a—t, f(a—1t)) segin sea su orientacion

Ejemplo 7.10 Una parametrizacion para el grifico de y = x? + 4x desde (—4,0) hasta
(2,12) fig6 es

¥ (2, 12)

¥=X +4x%

(-4, 0)

figura 6

alt)= (L, 12 4+4t) —4<t<2 yBt)=0B—t,3—1)?+43—1) 1<t<7

es otra parametrizacion pero en sentido contrario
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Ejemplo 7.11 Una parametrizacion para el grifico de z = y* en x = 2 desde (2,—1,1)
hasta (2,2,4) fig 7

(2, 2,4)

es alt)=(2,t,t?) —1<t<2 y B{t)=(2,4—t,(4—1)?) 2<t<5

es otra parametrizacion con orietacion contraria

Ejemplo 7.12

alt) = (V1—1t2t) si— 1<t <1y B(t) = (cost,sint) —ggtg

2
son parametrizaciones para el grifico de x = /1 —y? desde (0,—1) hasta (0,1)

Ejercicio 18 Mostrar que

1.

® N o e WD

x =sect, y=tant es una parametrizacién de 22 —y? =1

r=2+cost y=1+sint es una parametrizacién de (r —2)*+ (y — 1) =1
r=t+1, y=2t>—t—1 es una parametrizacién de y = 2% — 5z + 2

xr=sint, y=—2cost 0 <t < 7w esuna parametrizacion de %+ y2/4 =1,2>0
x =e!, y=4e* esuna parametrizacién de y = 4%z > 0

x=2t+5, y=3t—7 es una parametrizacion de 3x — 2y = 29

r=1% y=1t—2 es una parametrizacién de (y +2)? = 2,2 >0

r=+/t, y=1—1t es una parametrizacién de y =1 — 22,2 > 0
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7.2 Integral de Linea de campos Escalares

Para motivar la definicién de Integral de linea de un campo escalar, imaginémonos un
alambre delgado con la forma de una curva regular a trozos C, con extremos A y B fig.
Supongamos que el alambre tiene una densidad f(x,y) en cada punto (x,y), con f(x,y)
continua y que = = x(t), y = y(t), para t € [a,b] es una parametrizacién de C fig 8

¥ B
C

a(t) . (x(t), ¥ (t))

figura 8 X

Para aproximar la masa del alambre C| consideremos una particiéon P = {t¢, ¢y, ..t,}
de [a,b], ésta lleva a una divisién de C' en subarcos P;,_1P; . Sea (z;,y;) el punto en C
correspondiente a la imagen por ¢;, Ax; = x; — ;-1 Ay; = y; —yj-1, As; la longitud del
subarco P,_; P;, escojamos un punto (u;,v;) en P;,_1P; y para cada ¢ evaluemos la funcién
n
en (u;,v;) y multipliquemosla por As; para formar > f(u;, v;)As;, que es una estimacién
i=1
de la masa del alambre fig 9 y para hallar la masa exacta del alambre se hacen infinitas
particiones es

Ami = A (4 )F + (4¥)°

ds = % (dx)? + (dy)?

figura 9 X X1 x X
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decir,
lim Z fui,v)As; = /f(:v, y)ds = masa total del alambre = m
— c

Los momentos vienen dados por

Mz - yf(I,y)dS ’ My = xf(x,y)ds y
/ /

@ = (5 )

m m

son las coordenadas del centro de masa y en forma andloga si C esté en el espacio se tiene
que si p(x,y, z) es la densidad del alambre entonces la masa y los momentos con respecto
a los planos estan dados por

m = / x,y, z)ds, —/:L‘p(aj y,2)ds, M, = /ypx y, z)ds, Mxy=/zp(-r,y,Z)d8

(R — MZ MI‘Z Ml’
xy%)Z(ﬂfZ ot

y (7, , , ) son las coordenadas del centro de masa

I, = /(y2 + 22)p(x,y, 2)ds, I, = /(ib’2 + 2 p(x,y, 2)ds, I, = /(962 +y*)p(, y, 2)ds

son los momentos de inercia alrededor de los ejes. Ahora

/f(x,y)dfs:/f(m(t )V (dx)? + (dy) —/f )/ (da/dt)? + (dy/dt)2dt

/f N ®)||dt para o:la,b] — R2

De lo anterior se desprende que :

7.3 Area de un cilindro

a.Si f(x,y) >0, entonces [, f(x,y)ds es el drea lateral del cilindro que tiene por base la
curva C'y altura f(z,y) fig 10
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z=1f(x, ¥)

figura 10

¥

|
x/ e a, )

L~ ¢

7.4 Longitud de una curva

b.S7 f(z,y) = 1 entonces la integral

/Cf(x,y)ds: /Cds

representa la longitud de la curva, es decir,

b
Longitud de la curva = /f(a:,y)ds = /lds = /ds :/||o/(t)||dt

/ xyds

si C es el contorno del grifico de y = x* desde (—1,1) hasta (3,9) fig 11
¥

Ejemplo 7.13 Calcular

(3, 9)

1":](2
(1, 1)

figura 11
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alt) = (£82) —1<t<3, () = (1,20), O] = VI + (207 = VIT 42

fla(t)) = f(t,t2) =t(t?) =t> entonces

3

1961
/a:yds:/t3\/1~l—4t2dt 120\/_——f y

-1
b 3
, 3 1 1~ 1
ds = [ ||&/(t)||dt = [ V1+4t2dt = éﬁ—zln (—6+\/§>+§\/5—Z1n (_2+\/§)
c J 7

es la longitud de la curva

Ejemplo 7.14 Calcular

/6(9: +y)ds

si C es el contorno del grafico de y =+/1— z? desde (1,0) hasta (—1,0) fg 12

¥
_\_\"«_‘\(1’= 1—1\'.2
X
(-1, 0) (1, 0)
figura 12

Solucién

a(t) = (1— t/1— (1— t)2> 0<t<2, o(t) = (—1,(1— t)/m)

/(] = 1/V2 — 2 flat) = F(1—t,/T — (1—02) =1—t+/1 — (1 1)

entonces

/(x+y)ds = /(1 —t4+/1-(1 =212t —t2)dt =2 y
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/CdSZ /bua'(t)ndt:j(u\/m) dt =7

es la longitud de la curva. Y si se toma orta parametrizacién de la curva

B(t) = (cost,sint) 0 <t <m, ['(t)=(—sint, cost),

18" (1)|] = /(=sint)2 + (cost)2 =1 =1, f(B(t)) = f(cost,sint) = cost +sint

entonces

T b s

/c(a:+y)ds:O/(cost+sint)-1dt=2y /cds:a/Hﬁ'(t)Hdt:O/dt:W

Con este ejemplo se pretende mostrar que hay que elegir una paramtrizaciéon adecuada
para que el cédlculo de la integral sea mas fécil

Ejemplo 7.15 Calcular
/ (x4+y+2)ds

si C' es el contorno del segmento de recta que tiene como punto inicial (0,3,0) y como
punto final (0,3,5)

Solucién

a(t) = (0,3,0) +t((0,3,5) — (0,3,0)) = (0,3,5) 0< t < 1, o'(t) = (0,0,5),

lo'®)]] = V(02 + (02 +(5)2 =5 f(a(t)) = f(0,3,5t) = 0+ 3 + 5t

entonces
1

95
/(x+y+z)ds:/(3+5t)5dt:? y

0
b 1
/ds :/Ho/(t)Hdt: /5dt: 5
¢ a 0
es la longitud de la curva

Sea [3(t), otra parametrizacion

B(t) = (0.3,1) 0<t<5,8(t)=(0,0,1), [[B"Il= V(02 +(02+(1)2=v1=1,
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f(B(t) = f(0,3,t) =3+t

5
/C(x+y+z 0/3+t =
b 5
/Cdsza/llﬁ’(t)lldtzo/dtz

entonces

es longitud de la curva

Ejemplo 7.16 Calcular

/ yds

Y

279

si C es el contorno del cuadrado definido por los ejes coordenados y las rectas x = 1,

y = 1 recorrido una sola vez en sentido contrario a las manecillas del reloj fig 13

Y

Cy

C1
figura 13

C} se puede parametrizar de la forma siguiente :
O, aa(t) = (1,0) 0 <t <1, (1) = (1,0), ||o)
Cy, an(t)=(1,t—1) 1<t <
Cs, as(t)=(3—-1t1) 2
Cy, au(t) = (0,4—1t) 3<t<

y asi

/mdes:/ x2yd3+/ :Eyds+/ xyds—i—/
c c1 c2 Cc3 Cq
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1 2 3
/Odt+ /t—ldt+ /(3—
0 1 2

Sin embargo es méds préactico considerar las curvas C), completamente independientes
sin pedir que se definan en intervalos consecutivos y pueden ser que esten definidos o no
en el mismo intervalo. Por ejemplo, las curvas C}, se puden parametrizar asf

S:
+
w\%
o
&
O
+
_|_
+
o
|

Cr, ai(t) = (£,0) 0<t <1, ai(t) = (1,0), |loy(t)]| =V1i=1

Co, as(t) = (1,1) 0<t <1, ab(t) =(0,1), |las®)]|=vV1=1
Cs, as(t) = (1—t,1) 0<t <1, ah(t) =(-1,0), ||a4(t)]|=vVI=1
Cy, as(t) =(0,1—1) 0<t <1, d4(t) =(0,-1), [|o4(t)]|=VI=1

/a: :/xyds—l—/xyds—l—/xyds—l—/xyds
/0dt+ /tdt+/1—t )odt + /Odt
0

0 0

/c(a:2 + y*)ds

si C es el contorno de la cicunferencia x* + y?> = 4 recorrida una sola vez en sentido
contrario a las manecillas del reloj fig 14

Ejemplo 7.17 Calcular

x2+1'2=4

figura 14
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Solucién

B(t) = (2cost,2sint) 0 <t <2m, B'(t) = (—2sint,2cost)

118'(1)]] = /(=2sint)?2 + (2cost)2 = V4 =2, f(B(t)) = f(2cost,2sint) = 4

entonces
27

/(x2 +9?)ds = /4-2dt = 167

0

/ xds

si C es el contorno de la pardbola y = 2% con la recta y = 2z recorrida una sola vez en
sentido contrario a las manecillas del reloj fig 15

Ejemplo 7.18 Calcular

(2, 4)

¥=2Xx

figura 15

Solucién
ai(t) = (t,17) 0<t <2, ay(t) = (1,2t), ey (1)]] = V1 + 4t
)

=tat)=(1—-t,2(1—-1t) —1<t<1, ay(t)=(-1,-2),
VB, flas(t)) = fF(1 —t,2(1 — 1)) =1 —t

P
~
=
I
[a—
+
e~
I

Jre

y asi

1

2
1 1
/xds—/ xds—i—/ xds—/t\/1+4t2dt+/(1—t)\/gdt—1—;\/17—ﬁ+2\/5
(& C1 c2
0

-1
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/C(x +y)ds

si C es el contorno de la cicunferencia > +y*> =4 en z = 3, recorrida una sola vez en
sentido contrario a las manecillas del reloj fig 16

Ejemplo 7.19 Calcular

z=3 x2+f=4

X figura 16

Solucién

B(t) = (2cost,2sint,3) 0 <t <2mw, A'(t)=(—2sint,2cost,0),

18/ (1)]] = v/(=2sint)? + (2cost)2 = V4 = 2, f(B(t)) = f(2cost,2sint,3) = 2cost+2sint

entonces

27
/(x +y)ds = /(QCost +2sint)2dt =0
‘ 0

2

/ds = /th =471 su longitud
¢ 0

Ejemplo 7.20 Calcular
/ (x+y+2)ds

si C es el contorno del segmento de recta desde (4,1,0) hasta (4,—1,0) y luego recorre
el grifico de z =1 — y* desde (4,—1,0) hasta (4,1,0) fig 17
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(4,-1,0) ¢, (4,1,0)

ES

Solucién
on(t) = (4,2—1,0) 1<t <3, o(t)=(0,-1,0), [Jai@®)||=V1=1
flar(t) = f(4,2—t,0)=4+2—t+0=6—1
ap(t) = (4,6, 1 —13), —1<t <1, ah(t) =(0,1,=2t), [|ay(t)]| = V1 + 42
flaa@®) = f(4,t,1—t) =4+ t+1—t* =5+t

luego /(x+y+z)ds:/(x+y+z)ds+/(x—|—y+z)ds

Cc1 Cc2

:i/m_tmph/@+t—ﬁ%ﬂ+4ﬁﬁ

-1

Z@—yﬂs

si C es el contorno del grifico de x® + y* = 2x recorrido en sentido contrario a las
manecillas del reloj empezando en (2,0) y terminando en (2,0) figl8

Ejemplo 7.21 Calcular

Y

(x-10° +¥=1
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Solucién  Si 2% + y? = 2z entonces (r — 1)2+y* =1y
a(t) = (1+cost,sint) 0<t<2r &'(t)=(—sint,cost), ||[(t)] =1

y asi
2

/x— ds—/f ) |/ ()] dt = /(1—|—cost—sint)dt:27r

0

En coordenadas polares la ntegral se calcula asf

r=2cosf) y Como x=rcosf, y=rsinf

entonces
dr = (0z/0r)dr + (0x/06)df = cos 8dr — r sin 0d6
dy = (Qy/Or)dr + (0y/00)dh = sin Odr + r cos 6df
ds = \/(dr)2 + (dy)? = \/(dr)? + r2(df)% = \/r2 + (dr/d0)2d0
luego
w/2
/(x —y)ds = / (rcosf — rsin@)\/(élcosQ@ + 4 sin® 0d =
¢ —7/2
w/2
= / (2 cosf cosf — 2 cosfsinh)2dl = 2w
—7/2

Ejemplo 7.22 Calcular

/ xds

si C es el contorno del grifico de v = 1 — cos@ recorrido en sentido contrario a las
manecillas del reloj empezando en 8 =0 y terminando en 6 = 2w figl9
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r=1-Cos@

)

figura 19

2m
/mds = /r cos 0+/1% + (dr/df)?dl = /(1 — cosf) COSH\/(I — cos0)? + sin? 0df =

0

27
/\/2 — 2cosf (COSH — cos® 9) df
0

y la longitud es

27
/ \/(1 — cos0)? +sin® fdf = 8
0

Ejercicio 19 Calcular las integrales

a)/(m—y+my—l—)ds y b) /xds st C es

c c

1. El contorno del grafico de y = |2z| desde (—1, 2) hasta (1, 2). Una
parametrizacién de la curva es a(t) = (¢,—2t) -1 <t <0, 5(t) = (¢,2t) 0<t<1

2. El segmento de recta desde (—1,2) hasta (0,2) y luego el contorno de y = 2(z — 1)?
desde (0, 2) hata (1,0)
parametrizacién de la curva es a(t) = (£,2) -1 <t < 0, B(t) = (¢t + 1,2t?)
—-1<t<0
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10.

11.

12.
13.
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El contorno del grafico de |x|+ |y| = 1 recorrido una sola vez en sentido contrario de
las manecillas del reloj

parametrizacién de cada curva es a(t) = (—t,1+t) —1 <t <0, B(t) = (—t,1—1)
0<t<1,6(t)=(t,—t—1) —1<t<0,p(t)=(tt—1) 0<t<1

El segmento de recta que une (0,0) con (1,0),el contorno del grafico y = /1 — a2
desde (1,0) hasta (‘2[, \g) y el contorno del grafico de y = x desde (i L)i) hasta
(0,0). Una parametrizacién de cada curva es a(t) = (£,0) 0 <t < 1, (t) =

(cost,sint) 0<t<T §(t)=(—t,—t) —2<t<0

El contorno del gréfico de y = 22 desde (0, 0) hasta (—2,4) y luego y = x + 6 hasta
(2,8) Una parametrizacién de la curva es a(t) = (—t,t%) 0<1t < 2,
B(t)=(t,t+6) —2<t<2,

El contorno del trapecio de vértices (0,0), (4,0), (0,3), (1,3) recorrido una sola vez
en sentido contrario de las manecillas del reloj. Una parametrizacion de cada curva
esat) = (£,0) 0<t<4,8(t)=@A—t1) 0<t<3,0(t)=(-t3) —1<t<0,
o(t) =(0,—t) =3<t<0

El contorno de los gréficos de y = 22 y y = 8 — 2% desde (—1,1) hasta (—1,1)
recorrido una sola vez en sentido contrario de las manecillas del reloj. Una parame-
trizacién de la curva es a(t) = (¢,t?), -1 <t <2, B(t) = (—t,8 —t?) —2<t <2,
o(t) = (t,t*) —2<t< -1

El contorno de los gréficos de los graficos y = =, + y = 2,y = 0 recorrido una
sola vez en sentido contrario de las manecillas del reloj. Una parametrizacion de la
curva es ot) = (£,0) 0<t <2 [(t)=(—t,t +2) —2<t<—1¢p(t)=(—t,—t)
—-1<t<0

El cotorno de los graficos de los graficos = y?, x = 4 recorrido una sola vez en sen-
tido contrario de las manecillas del reloj.
parametrizacién de la curva es a(t) = (12, —t) -2 <t <2, 8(t) = (4,t) —2<t <2

El contorno del gréfico de x = y* desde (—1,—1) hasta (1, 1),Una parametrizacién
de la curva es a(t) = (£3,t) —1<t<1

El contorno del gréfico que tiene por ecuaciones paramétricas v = 4t —1, y = 3t +1,
—-1<t<1

Calcular la longitud de las cuvas dadas. Calcular la integral fc ds para cada curva

Calcular el drea de los cilindros que tienen por altura f(z,y) = 6 y base cada una
de las curvas dadas. Calcular la integral fc 6ds para cada curva
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14. Hallar el centro de masa de cada alambre del 1 al 10, si la densidad es f(z,y) = 2%y?

7.5 Integrales de linea de campos vectoriales

Supongamos que un objeto se mueve a traves de un campo de fuerzas y que en cada
instante t, tiene una posicién «(t) y se encuentra sometido a una fuerza f(a(t)).Cuando
el objeto se mueve desde un instante a, a un instante b describe una curva C : «o(t) =
x(t)i+y(t)j,con t € [a,b]. Deseamos hallar el trabajo realizado por f a lo largo de la curva
C. Miremos que sucede en un intervalo corto [ty tx] = [t,t + h| y como una estimacién
del trabajo realizado en este intervalo usaremos f(«(t))- (a(t+h)— a(t)). Al hacer esta
estimacién utilizaremos el vector fuerza en el instante ¢ y sustituimos el camino curvo
entre a(t) y a(t + h) por el correspondiente segmento rectilineo. Si hacemos que w(t) sea
el trabajo total realizado hasta el instante ¢, w(t + h) el trabajo total realizado hasta el
instante t 4 h; el trabajo realizado desde el instante t hasta el £+ h, ha de ser la diferencia
w(t+h) —w(t).Ahora w(t+h) —w(t) ~ f( a(t)) - (a(t+h)— a(t)) y si dividimos por h
esta expresion y tomamos limite cuando h tiende a 0 se tiene que :

R0 g pagey) - A=) o) e v as
w'(t) = f(af(t)) - o/(t) e integrando entre a y b esta igualdad se tiene

w'(t) = ]lllil(l)

/wwﬁzmw—wwz/ﬂmm«ﬂw

Como w(a) = 0 entonces el trabajo total realizado es w(b), es decir, trabajo total
relizado es

b b
w(b) —w(a) = a/w (t)dt = a/f(a(t)) -l (t)dt = /Cf - da
Si
aft) = (x(t),y(t), o' (t)dt = (dx/dt,dy/dt) dt, f(z,y) = (P(z,y), Q(z,y))
y
fla(),y(t) = (P(z(t), y(t)), Qz(t), y(t)))
y asi

fla(t)) - o/ (t)dt = (P(x(t),y(t)), Q(x(t), y(t))) - (d/dt, dy/dt) dt = P(x,y)dx + Q(z,y)dy
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luego /Cf ~da = /Cf(a(t)) ol (t)dt = /CP(:U,y)da: + Q(z,y)dy

En forma andloga se tiene para R3que:

/ f-da= / fla(t) - o/ (t)dt = / P(z,y,z)dx + Q(x,y, 2)dy + R(z,y, 2)dz
C c C

7.6 Algunas propiedades.

i. Sea C una curva reular a trozos, si a(t) es una parametrizaciéon de C con dominio [a, b]
y 5(t) es otra parametrizacién de C con dominio [¢, d], si a(t) y B(t) recorren la curva en

el mismo sentido, entonces
[ 5da= [ 105
c c

Si las dos parametrizaciones o y [ recorren la curva en direcciones opuestas, entonces

Afdaz—Afdﬁ

ii. Sean a y b numeros reales, f(z,y) y ¢(z,y) dos campos vectoriales entonces

/C(af‘i‘bg)-da:a/cfda—i—b/cg-da

iii. Sea f(z,y) un campo vectorial definido sobre una curva C y ésta se puede descom-

poner en Cq, Cy, Cs , .., C), entonces

/f-da: f-da+ frda+ ... + f-da
c o) Co Cn

Ejemplo 7.23 Hallar el trabajo que se necesita para mover una particula desde el punto
(0,0) hasta (3,9) a lo largo del grdfico de y = 2% si se le aplica una fuerza f(z,y) =
2%+ xyj
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(3, 9)

1':)(2

(o, 0)
figura 21

Solucién .
alt) = (t,t*) 0<t<3, o(t)=(1,2t), flat)) = f(tt*) = (1* )

luego

w:/Of~doz:/Cf(a(t))a’(t)dt:/C(tQ,t3)~(1,2t)dt:

531
(t? 4 2t)dt =

o — .,

3 3
1
/ P(z,y)dx + Q(z,y)dy = / 2?dr + xydy = /(t2.1 +t3.2t)d / t2 + 2t4 dt = 52
c c
0 0

/Cf-da

si C'es el contorno del tridngulo de vértices (0,0), (1,1), (1,0) con orientacién contraria
a las manecillas de reloj si f(z,y) = (zy*,x —y) fig22

Ejemplo 7.24 Calcular

¥ (1, 1)
Cs
Ca
X
(0, 0) ¢ (1, 0)

figqura 22
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Solucién Para Cy, aq(t) = (£,0) 0<t<1 «af(t) =(1,0), para Cy, as(t) = (1,t)
0<t<1 a4h(t)=(0,1), paraCs, as(t) = (1—t,1—¢t) 0<t<1, «aj(t)=(-1,-1)
entonces

/f-da— fda+ f-da+ fda=
C C1 Ca

C3

= [ f(¢,0)-(1,0)dt + [ f(1,¢)-(0,)dt+ [ f(1—¢t,1—1¢)-(—1,—1)dt =
/ / /

1 1 1

:/(o t) - (1,0)dt + [ (¢% 1—t)-(0,1)dt+/((1—t)3,0)-(—1,—1)dt:

0
1
:/Odt—i-/l—tdt—
0

Ejemplo 7.25 Calcular

o\

1
1—t)3dtzzl

/Cf-da

si C es el contorno de la circunferencia x*> + y?> = 1 con orientacion contraria a las
manecillas de reloj si  f(x,y) = (—y/2,2/2) fig 23

Y

\

C )C2+1'2 1

figura 23
a(t) = (cost,sint) 0 <t <2m, o(t)=(—sint,cost) entonces

27

/C fodo = /C (—y/2)da-+(2/2)dy = / (= sint)/2) . (— sin t)+((cost) /2) (cos t))dt
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2

:1/2/dt:7r

0

Ejemplo 7.26 Calcular

/ xydr + rzdy + yzdz
c

si C' es la curva que tiene por ecuacion paramétrica v =t, y=1>, z=1t> 0<t<2.

Solucion
2

364
/ xydr + xzdy + yzdz = / (t3 +2t° + 3t7) dt = =
C

En general el valor de la integral |, o f-da depende del camino de integracién C, pero

en ciertos casos el valor de la integral no varia para todos los caminos dentro de una regién
@, que tienen el mismo punto inicial A y el mismo punto final B. Para estos casos se dice
que la integral de linea es independiente del camino en @) y se dice que f es conservativo,
mas aun si dado un campo vectorial f, si existe un campo escalar ¢ talque f = Vy en
) con ¢ continuamente diferenciable entonces el campo vectorial f se dice conservativo
y a ¢ la funcion potencial

Ejemplo 7.27 f(x,y) = (2zy,x?) es un campo vectorial conservativo y tiene a @(x,y) =
2%y como funcion potencial, pues Vo = f

Ejemplo 7.28 f(x,y,z) = (2%, y, 2%) es un campo vectorial conservativo y tiene a o(x,y, z) =
3 4

2
£l + % + 1 como funcion potencial, pues Vi = f

Un conjunto S C R", S abierto, se dice conexo, si dados dos puntos a y b en S, existe
un camino regular a trozos que une a con b en S.

Un conjunto S C R", S abierto, se dice convexo, si dados dos puntos a y b en S, el
segmento de recta que une a con b estd en S.

Un conjunto S C R™, S abierto, se dice simplemente conexo, si toda curva simple
cerrada en S encierra solo puntos de S
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NPAN

a, b, c son conjuntos conexos y no convexos, d y e son convexos, conexos y simplemente
CONExos

Ejemplo 7.29 R, R?, R? son conjuntos abiertos conexos, convexos y simplemente conexos

Ejemplo 7.30 S = {(z,y)/4 < 2% + y? < 9}es abierto, conexo, no convexo y no simple-
mente conexo

Teorema 1 Si ¢ es un campo escalar diferenciable con V¢ continuo en un conjunto
abierto, conexo S de R",entonces para dos puntos cualesquiera a y b unidos por una
curva regular a trozos en S se tiene que

/ Ve - da = o(b) — o(a)

recibe el nombre de teorema fundamental del calculo para integrales de linea
Ejemplo 7.31 Sea o(x,y) = 32° +zy —x, Vo(z,y) = (6 +y—1,2) = f(x,y), luego si

C' es el segmento de recta que une los puntos (0,0) con (2,3) integral de linea viene dada
por

/f-da:/Vgo-da:<p(2,3)—go(0,0):16
C C

Teorema 2 Si f es un campo vectorial continuo en un conjunto abierto y conexo S de
R™ entonces las afimaciones siguientes son todas equivalentes:

f es gradiente de una cierta funcion potencial en S| si y solo si, la integral de linea de
f es independiente del camino en S, si y solo si, la integral de linea de f alrededor de toda
curva simple cerrada regular a trozos contenida en S es cero
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Teorema 3 Sea f un campo vectorial diferenciable con continuidad en un conjunto S
abierto convexo (o simplemente conexo)de R™.El campo f es un gradiente en S si y solo si
Dyfi(x) = D;fi(x) para cadax en S yk=1,2..n. En R* el campo f es un gradiente

oprP
en S si y solo si — = — para cada (v,y) en R% pues

or 0Oy

f(x,y) = (fl(mvy)7f2(xvy)) = (P(l‘,y),@(ﬂf,y))

entonces o .
D =D T
1f1(z,y) 1fi(z,y), es decir, 5 = B
.0 0
Dy fao(x,y) = Dofo(z,y), es decir, 8_Cy2 = 8_3
. 0Q 0P
D1 fo(x,y) = Dafi(z,y), es decir, e 8_3/
j oQ 0P
Ejemplo 7.32 Sea f(z,y) = (v +y,2 —y) = (P(z,y),Q(x,y)). Como P a_y =1 en

todo R?, que es convexo y abierto, se concluye que f es un gradiente en R* y la integral
de linea es independiente del camino y que ¢ f - da = 0 para toda curva cerrada regular
c

a trozos que esté en R2. Una forma de hallar la funcion potencial es : Como f = Vo

entonces (P, Q) = (g—gp, ?‘9_¢> y de aqui 8_90 =P, Z_QO
T oy Yy

= @, luego integrando la primera
ox
ecuacion con respecto a x se tiene

o(r,y) = /P(rc, y)dzr + Aly) = /(flf +y)dz + A(y) = 2%/2 + zy + A(y)

0A
entonces Fvie —y, es decir  A(y) = —y?/2 + k
Y
luego
72 y?
play) = - +ay—73

En forma similar, si escoje la segunda ecuacién e integra con respecto a y
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0 oP
Ejemplo 7.33 Sea f(z,y) = 32%yi + 2%yj como 8_Q = 322y # e 322 excepto
Z Y

cuando x = 0 o y = 1 se puede concluir que este campo no es gradinte en ningin subcon-

junto abierto de R*

En R3, El campo f es un gradiente en S si y solo si

OR _OR 0Q 0P 0Q 0P

9z 9z 0 Oy dor Oy
para cada (r,v,2) en R3 pues

f(x,y, Z) = (f1($,y, Z)’f2($7y>z>af3(x>yv 2)) = (P(a:,y,z),@(a:,y,z),R(x,y, 2))

entonces op op
Dy fi(x,y,2) = D1 fi(x,y, 2), es decir, e = o
.0 0

Dy fo(z,y, 2) = Dafa(z,y, 2), es decir, 8_§ = a_fj
. OR OR

Dsfs(x,y,2) = Dsfs(x,y, z), es decir, 5 = 5

. 0 oP

D fo(x,y, 2) = Dafi(x,y, 2), es decir, a—g — 3
. OR OP

D, f5(x,y,2) = Dsfi(x,y, ), es decir, e = e

oR 8_@

Dgfg(l’,y, Z) = D2f3($,y,2), €s decir, a_y - 82

Ejemplo 7.34 Sea f(x,y,2) = (2%,y,2°) = (P(v,y,2),Q(,y,2), R(z,y, 2)). Como las

laci oP OR OP 0 OR 0Q
relaciones — = — =0, — = — = I

ox Oy " Or 0z dy 0z
es abierto y convero, se tiene que f es un gradiente y la integal |, o |- da es independiente

del camino y la integal § f - do = 0 para toda curva cerrada regular a trozos que esté en
c

=0 se cumplen en todo R® que

R3

Ejemplo 7.35 Sea f(x,y, 2) = (yz+y+z, v2+z, vy+x) = (P(r,y, 2), Q2,y,), R(x,y, 2)).
Como las relaciones
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0Q 0P OR or orR  0Q 3
o =z2+1= 3y oz =y+1= 5 3y =x= 5, se cumplen en todo R° que

es abierto y convexo, se tiene que : f es un gradiente, la integal [ o /- da es independiente
del camino y § f - da = 0 para toda curva cerrada regular a trozos que esté en R3.Para
c

dp Op 0
hallar la funcién potencial se sabe que f = V¢ entonces (P,Q, R) = —('O, —QD, g
ox’ 0y’ 0z
de aqui
0 0 0
% _ P, % _ Q, 9 _ R luego integrando la primera ecuacién con respecto a x
ox dy 0z
se tiene

olx,y,2) = /P(x,y,z)dx—l—A(y,z) = /(yz+y+z)dm+A(y,z) =zyz+ay+az+ Ay, 2)

y g_sypzxz+x+%:Q:xz+xentonces %ZO,GSdGCiT Ay, z) = B(z)

luego

olxr,y,z) = zyz+zy+xz+ B(z2)

0
pero 8—(’0 =xy+a+ B'(z) =R =uzy+z seconcluye que B(z) =k vy asi
z

o(x,y,z) = xyz+zy+xz+k

y las integrales
(1,1,1)

/ (yz+y+2)de + (xz 4+ 2)dy + (zy + x)dz = p(1,1,1) — ¢(0,0,0) =3 —-0=3

(0,0,0)
7{]‘? ~da =10
o

si C es cualquier curva simple cerrada regular a trozos en R3

Ejemplo 7.36 Sea f(r,y,2) = (y-+y-+a,02+z, ay+a) = (P(e,y, 2), Qx,y,), R(z,, 2)).
Como las relaciones

o9 _,, _op on op oR _ a9
or Oy’ Or 0z dy 0z
todas en R3, entonces f es no es un gradiente en R3

= x no se cumplen
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Observaciones .
.51 ¢ f-do # 0 para alguna curva cerrada C, entonces f no es un gradiente .
c
Si § f-da = 0 para infinitas curvas cerradas no se deduce necesariamente que f es un
c

gradiente, pues se puede comprobar que la integral de linea del campo vectorial f(x,y) =
(x,zy) es cero para todo circulo con centro en el origen, no obstante este campo no es un
gradiente .

ii..Sea S el conjunto de todos los puntos (z,y) # (0,8()) en R? y

) X . .

x,y) = , se puede verificar que — = — en S y sin embargo la
f(z,y) ($Q+y2 x2+y2) p e 5= B, y g
integral de linea a lo largo de la circunferncia de radio 1 no es cero, pues «(t) = (cost, sin t)

o/ (t) = (—sint, cost)

2

ff cdo = O/f(a(t)) S/ (t)dt = U/(Sinzt + cos? t)dt = 27

Observe que S no es convexo

Sea f(x,y) = P(x,y)i+ Q(x,y)j un campo vectorial derivable con continuidad en un

0
conjunto abierto conexo S del plano y supongamos que —Q = — en todo S.Sean (1, Cy

or Oy

dos curvas simples cerradas regulares a trozos en S que satisfacen las propiedades
1.C5 estd en el interior de Cy
17.Los puntos interiores a C; que son exteriores a Cy pertenecen a S entonces

%f-da:j{f'da

Cl C2

recorriendo ambas curvas en el mismo sentido

Ejemplo 7.37 Calcular la integral

% d d
z? + 3 x+x2+y2 Y
C

donde C' contorno del cuadrado de vértices (2,2), (—2,2), (=2,-2), (2,-2) y S es el
conjunto de todos los puntos (z,y) # (0,0) en R?.Como
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oQ _ op
or ay

en S'y sea (el contorno de la circunferencia de radio 1 fig 24

(-2,2)

(2,2)

X
Cz
(2,-2)
(-2,-2) C1
figura 24

con parametrizacion «(t) = (cost,sint) o'(t) = (—sint,cost) entonces

27
-y T . ) B . 9 B
f:v2+y2dx+m2—|—y2dy = 7{ x2+y2dx x2+ 5d /f "(t)dt = /(Sm t+cos®t)dt = 27
c

Ch 0

Ejercicio 20 Calcular las integrales

/(wy —y)dz + (z +3y°)dy y /xdy st C es
c C

1. El contorno del gréfico de y = |2x| desde (—1,2) hasta (1,2)

2. El segmento de recta desde (—1,2) hasta (0,2) y luego el contorno de y = 2(z — 1)?
desde (0,2) hasta (1,0)

3. El contorno del grafico de |z| + |y| = 1 recorrido una sola vez en sentido contrario
de las manecillas del reloj

V1— 22

) hasta

4. El segmento de recta que une (0,0) con (1,0), el contorno del grifico y
desde (1,0) hasta (%, 2—{) y el contorno del grafico de y = x desde (i
(0,0)

VIE
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10.

11.

12.
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. El contorno del gréfico de y = 22 desde (0,0) hasta (—2,4) y luego y = x + 6 hasta

(2,8)

El contorno del trapecio de vértices (0,0), (4,0), (1,3), (0, 3) recorrido una sola vez
en sentido contrario de las manecillas del reloj

El contorno de los grificos de y = 22 y y = 8 — 22 desde (—1,1) hasta (—1,1)
recorrido una sola vez en sentido contrario de las manecillas del reloj

El contorno de los gréficos y = x,x+y = 2,y = 0 recorrido una sola vez en sentido
contrario de las manecillas del reloj

El contorno de los gréficos x = y?, x = 4 recorrido una sola vez en sentido contrario
de las manecillas del reloj

El contorno del graficos de # = y3 desde (—1, —1) hasta (1, 1)

El contorno del gréficos que tiene por ecuaciones paramétricas x = 4t—1, y = 3t+1,
—-1<t<1

Mostrar que

(12) (1,1,1)
10
/ (v* + 2zy)dx + (2° + 2zy)dy = 6, / 2xdr + 3y dy + 42°dz = 3
(

(0,0) 0,0,0)

2,3,4

/
(1,1,1)

dz =29 — /3

)
dzr + dy +
x4+ y? + 22 2 4y + 22 2 4y + 22

7.7 Teorema de Green

Sea f(z,y) = P(z,y)i + Q(z,y)j un campo vectorial diferenciable con continuidad en
un abierto S del plano xy y sea C' una curva regular a trozos simple cerrada en Sy R la
reunién de C' con su interior fig 25 entonces
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C

%P(w, y)dr + Q(z,y)dy = // (0Q/0x — OP/0y) dzdy

Ejemplo 7.38 Ilustrar el teorema de Green si f(z,y) = (—y/2,z/2) = P(z,y)i +
Q(z,y)j y C es el contorno del cuadrado de vértices (2,2),(—2,2),(—2,-2),(2,—2) fig
26

(-2,2) c (2,2)

(-2,-2) C1 (2,-2)

figura 26

Solucién Las hipotesis del teorema de Green se cumplen luego
a.

// (0Q/0x — OP/0y) dxdyz//(1/2— (—1/2)) dxdyz//dxdyzijdydx: 16

b Las parametrizaciones para C}, vienen dadas por
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()= (f—2) —2<t<2  aj(t) = (1.0) = (dr.dy)

ag(t) = (2,t) —2<t<2 ay(t) = (0,1) = (dz, dy)

053(t) = (_t72 —2<t<2 Ofé(t) = (_170) - (da:,dy)

ag(t) = (=2,—t) —2<t<2 af(t)=(0,1) = (dzr,dy) entonces

%P(:ﬁ, y)dz+Q(z,y)dy = j{—%daj-l—gdy

Cc

Y O Yt Vgt Yt
—7{ 2da:+2dy+jl{ 2dx+2dy+7{ 2da:+2dy+]{ 2dx+2dy

C1 c2 C3 C4

:/2<__72,1+(t/2),0> dt+/2<-%.0+1) dt+/2<-;(—1)+(-t/2).0) dt + dt

2 2 2 2 2
+/ (—;.0—1— (—2/2).(—1)) dt = /dt—l—/dt—i—/dt—i—/dt =16
) -2 —2 —2 —2
luego

7{ Pla,y)dz + Oz, y)dy — / / (0Q /0 — OP/dy) dady

Ejemplo 7.39 Ilustrar el teorema de Green si f(z,y) = (—xy,y) = P(z,y)i+Q(z,y)j
y C es el contorno del grifico dey =2* y y =1 en sentido contrario a las manecillas
del reloj fig 27

(-1,1) (1, 1)

figura 27
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Solucién Las hipotesis del teorema de Green se cumplen luego
a.

/ 000 — 0P)0y) dody //o_ )y //xdxdy: / /M

1 g2
b. Las parametrizaciones para ('}, vienen dadas por

al(t)=(t,t?) —-1<t<1  o)(t) = (1,2t) = (dx,dy)
as(t) =(—t,1) —1<t<1 ay(t) = (—1,0) = (dx,dy) entonces

fP(a:, y)dx+Q(z,y)dy = %—xyda:—irydy = 7{ —xydx—l—ydy—k% —zydx+ydy =

1 1 1 1
/(—t3.1+t22t) dt+/ (t.(—1) + (1).0) dt = /t3dt—/tdt =0
1 —1 -1 -1

luego

%P(:v, y)dx + Q(z,y)dy = / (0Q/0x — OP/0y) dxdy

Ejemplo 7.40 llustrar el teorema de Green si f(x,y) =vy* +xj = P(x,y)i+ Q(z,y)j
2 2

y C es el contorno del grifico de % —l—% =1 en sentido contrario a las manecillas

del reloj fig28

figura 28

Solucién Las hipétesis del teorema de Green se cumplen luego

a(t) = (2 cost, \/§sint) 0<t<2r «afj(t)= (—2 sint, v/2 cos t) = (dx, dy)
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entonces

2

%P(m y)dx+Q(x,y)d ]{y dr+zdy = / ((2 sin’t)(—2sint) + (2cost)(V2 cos t)) dt =

C

27
/ <—4 sin®t + 2v/2 cos? t) dt = 2mV/2.
0

2 (4—=2)/2

_ y _ _ = - =

// (0Q/0x — OP/y) dxdy = //(1 2y)dxdy —/ / (1 —2y)dydx =
R R -2 _\/m

2 1
//(1 — 2V/2rsin 0)2v/2rdrdd = 27/2
00

Ejemplo 7.41 [llustrar el teorema de Green si f(x,y) = 2zy —2*, 2 +y*) = P(z,y)i+
Q(x,y)j y C es el contorno del grifico de y = x2, x = y* en sentido contrario a las
manecillas del reloj fig 29

¥ (1, 1)

figura 29

Las parametrizaciones para C} vienen dadas por
ar(t) = (t,1?) 0<t<1  aj(t)=(1,2t) = (d,dy)
ax(t) = (t%t) 0<t<1  ay(t)=(2t,1) = (du, dy)

entonces

]4 Pl y)dz +Q(z, y)dy = 74 20y — 1)z + (z + y?)dy + 74 20y — 1) + (2 + ) dy =

c c1 co
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1 1
/ ((2> — £ + (t + t")2t) dt— / ((4t* — 26°) + 2¢%) dt =
0 0

Y

/ (0Q/0x — OP/0y) dxdy = //(1 — 2x)dzdy = /1/(1 — 22)dydr = 3_10

$2
Ejemplo 7.42 [lustrar el teorema de Green si f(x,y) = (—y/2,2/2) = P(x,y)i +
Q(x,y)j y C es el contorno del grifico de z*+y* =4, 22 +y*=1 2=0,y=0, en
sentido contrario a las manecillas del reloj fig 30

1(2+1'2=1 R
Ce ¥
Cy
figura 30

5 op 1 Vi—22 /2 2
// 9Q _or dxdy://dmdy:/ / dyd:p—l—/ / dydx-//rdrd@—

or Oy
R R 0 /1—22

Las parametrizaciones para C) vienen dadas por

ai(t) = (t,0) 1<t<2ai(t) =(1,0) = (dz, dy)
as(t) = (2cost,2sint) 0<t<m/2 ay(t) = (—2sint,2cost) = (dz,dy)
az(t) =(0,—t) —2<t<-1 a4(t)=(0,-1) = (dz,dy)
ay(t) = (cost, —sint) —w/2<t<0 ay(t)=(—sint,—cost) = (dz,dy)
entonces

fP(lv y)de+Q(z,y)dy = j{(—y/2)dx+(fr/2)dy =

Cc

- ]4 (—y/2)da+(z/2)dy+ 74 (—y/2)da-+(z/2)dy+ f (—y/2)da+(z/2)dy+ 74 (—y/2)da+(z/2)dy

c1 c2 c3 cq

2 /2 -1 0

= /Odt+/2dt+/ Oclt— / 1/2dt = =

1 0 -2 —7/2



304 CAPITULO 7. INTEGRALES DE LINEA.
7.8 Teorema de Green generalizado.

Sea f(x,y) = P(x,y)i + Q(x,y)j derivable con continuidad en un conjunto abierto y
conexo S del plano y sea C1Cs....C), curvas simples cerradas en S tales que dos curvas

cualquiera de ellas no se cortan, C1C5....C), estan en el interior de C' y R es el interior de
C y exterior a C1C5....C,, fig 31 entonces

C

figura 31

0Q oP -
// (a_i? - a_y) ddy = fiP(fE, y)dz + Q(z,y)dy — ; j{k Pz, y)dr + Q(z,y)dy
. -

Ejemplo 7.43 Sea f(z,y) = (—73/’ g) C es el contorno del cuadrado de vértices
(2,2),(-2,2),(-2,-2),(2,-2) y C el contorno de x*> + y*> =1 fig 32 entonces
(-2,2) foc

(2,2)

Ca

(2,-2)
(-2,-2) C

figura 32
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se mostrard que

// (68—22 - aa—P) dady = fiP(x, y)dz + Q(z,y)dy — 7{ Pla,y)da + Q(z, y)dy

Yy c1

En efecto :

2 2 o 1

// 8_@_5)_P dxdy//dxdy—//dydx—//rdrd0—16—7r
or Oy

R -2 -2 0 0

Ahora se evalian las dos integrales 7{ _Tyd:c + gdy — 7{ _Tyd:c + gdy

Cy

Q

primero hallamos el valor de la integral ¢ <Zdz + £dy. Como
C1

C1:a(t) = (cost,sint) 0<t<2m o (t)=(—sint,cost)

entonces

f%ydﬁgdyz/((‘S’;ntﬂ_smt)+(%“)(cost))dt:%/dt:w

Ahora hallamos el valor de la integral § —dr+35dy las parametrizaciones del cuadrado
c

. Cr:ait) = (t,—2) al(t)=(1,0) —2<t<2
02-a2(t):(2,t) a(t) = (0,1) —2<t<2
ai(t) = (-t,2) a3(t) =(-1,0) —2<t<2
ai(t) = (=2, 1) ai()Z(O,—l)—QStSQ
y asf

2 2 2 2
j{%yd:wrgdy—/(1+O)dt+/(0+1)dt+/(1+0)dt+/(0+1)dt—
C —2 —2 -2 -2

luego

]{—yd:w Ly —]{—da:+ Tdy =16 -7

Ch
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Ejercicio 21 Verificar la igualdad en el teorema de Green si f(x,y) = (—y,z) y

10.

11.

12.

. El contorno del grafico de |z| + |y| = 1 recorrido una sola vez en sentido contrario

de las manecillas del reloj Respuesta 4
=+/1— 22

\/75) hasta
0j. Re-

El segmento de recta que une (0,0) con (1,0),el contorno del gréfico y
desde (1,0) hasta (‘/75, ‘/75) y el contorno del grifico de y = x desde (*/75,
(0,0) recorrido una sola vez en sentido contrario de las manecillas del rel

s
spuesta

El contorno del trapecio de vértices (0,0), (4,0), (1, 3), (0,3) recorrido una sola vez
en sentido contrario de las manecillas del reloj. Respuesta 15

El contorno de los gréficos de y = 2° y y = 8 — z%desde (—1,1) hasta (—1,1)
recorrido una sola vez en sentido contrario de las manecillas del reloj. Respuesta

128
3

El contorno de los grificos y = z,x+y = 2,y = 0 recorrido una sola vez en sentido
contrario de las manecillas del reloj. Respuesta 1

El contorno de los gréficos de los graficos x = y?, x = 4 recorrido una sola vez en
sentido contrario de las manecillas del reloj. Respuesta %

Calcular la integral ¢ e**Sen2ydx + e**Cos2ydy si C es el camino sobre la gréfica

C
de 9(x — 1) + 4(y — 4)? = 16.Respuesta cero

. Calcular la integral §(z° 4 3y)dx + (22 — ¢¥’)dy si es el camino sobre la grafica de
C

9(z —1)* 4+ 4(y — 4)* = 16.Respuesta =5~

Sea R una region del plano xy, limitada por una curva simple cerrada C, verificar
que ¢ zdy = Area de R
c

Sea R una region del plano xy, limitada por una curva simple cerrada C verificar
que — § ydz = Area de R
loi

Sea R una region del plano xy, limitada por una curva simple cerrada C| verificar
que 1 ¢ zdy — ydz = Area de R
c

Verificar T = 55 § 2°dy, § = 55 ¢ y>dx
C C
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13. Hallar el drea del rombo de vertices (6,0),(0,6) ,(—6,0), (0, —6).Respuesta 72

14. Hallar el drea de r = 2 cos f.Respuesta m
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Capitulo 8

Superficie

8.1 Intoduccion

En este capitulo hace un estudio detallado, de lo que es una superficie, sus parameriza-
ciones, la integral de superficie de un campo escalar, el drea de una superficie, la integral
de superficie de un campo vectorial, el teorema de la Divergencia y el teorema de Stokes.

8.2 Definicién de Superficie

Una superficie se define como el recorrido de una funcién diferenciable ¢, de un subcon-
junto de R?, en un subconjuto de R?, es decir,

0:A—= B con ACR’yBC Ry p(u,v) = X(u,v)i+ Y (u,v)j + Z(u,v)k

a p(u,v) = X(u,v)i + Y (u,v)j + Z(u,v)k se dice que es una parametrizacién de la
superficie

8.3 Algunas parametrizaciones.

1. Una parametrizacién para el elipsoide

x2 y2 22

¥+—+§:1 €s
o(u,v) = (acosusinv,bsinusinv,ccosv) 0<u<2r 0<v<nm

Como un caso particular si

x2+y2+z2:a2

309
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se tiene que
¢(u,v) = (acosusinv,asinusinv,acosv) 0<u<2r, 0<v <

es una parametrizacion para la superficie de la esfera de radio a, 22 + 4% + 22 = a®

2. Una parametrizaciéon para la superficie de paraboloide
z=2>4+y* hasta z=4 es
o(u,v) = (ucosv,usinv,u2) 0<v<2r 0<u<?2
3. Una parametrizacién para la superficie del cono
z=+/22+1? hastaz=4 es

o(u,v) = (ucosv,usinv,u) 0<v<2r 0<u<4

4. Una parametrizacién para la superficie del cilindro

22 +13>=9 desde z=2 hasta 2z=4 es

o(u,v) = (3cosv,3sinv,u) 0<v<21r 2<u<A4
5.En general, si la superficie se puede expresar de la forma z = f(x,y), una parame-

trizacién es

p(u,v) = (w0, f(u,0) 6 @r,y) = (2,9, f(z,y))
y si es de la forma z = f(y,2) una parametrizacién es
p(y,2) = (f(y,2),y, 2)
y si es de la forma y = f(z, z) una parametrizacién es
p(x,2) = (x, f(y, 2), 2)

Asi, por ejemplo
a) p(z,y) = (z,y,2%> +y?) es una parametrizaciéon de la superficie del paraboloide
22
z=x"+y
b) p(z,y) = (:U, Y, /2 + y2> es una parametrizacién la superficie del cono z =

¢) ¢(x,y) = (x,y,4) es una parametrizacién la superficie del plano z = 4
= (z,y,4 — x — y) es una parametrizacion la superficie del plano z+y+z = 4

y)
e.o(x,y) = (x,y,2%) es una parametrizacién de la superficie del cilindro z = z?
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8.4 Definicién de Integral de superficie

Recordemos que la integral de linea de un campo escalar § f(z,y, z)ds se definié por
c

j{fxy, ds—/f )| (2)]] dt

siendo ds = ||o/(1)||dt = /(%) + (%)dt = \/(dx)2—|—(dy)2 - \/1+ (%)*dz con
a(t) una parmetrizacién de la curva C. En forma muy andloga se define la integral de
superficie [[ f(z,y,z)ds como

(A)
e 3

si p(u,v) es una parametrizacién de la superficie p(A)

090 dy

dud
81} v

[fren [

proyry proyry

teiy = [ stotemy 1+ (L) + (L) way

J[ = [ st H—x—zdzdy—//f wanfie (5) (3

proyyz proyyz

) dzdy

890 090

J[ = [[ e 32 dzdx_//f ey (%) (%

proyxrz proyyz

st p(z,y) = (z,y, f(z,9), wy.2) = (f(y,2),9,2) ¥y (z,2) = (z, f(z,2),2), son las
parametrizaciones de las superficies z = f(z,y), * = f(y,2), y = f(z,2) vy

T 7k 2
390 dp af af of dp Iy of af\’
10 2| 91 921 _ e (9L _
oz oy = 01 B Car "3, VY ||as X 3y as) t\ay) =&
Y

) dzdx
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es decir,
dp O _ JANNNEIAY
ds-' 8$>< dy dmdy—\/1+(ax> + 3y dxdy
dp 9y _ or\” . (or\*
d —‘ 8y><8z dxdy—\/1+< y) + ER dydz
2 2
ds = 8_g0><8_g0 drdy = {1+ g + | == ) dxdz
or 0 x z
8.5 Area de una superficie
El drea de la superficie se calcula por
//ds-//' O¢ ago dudv
0 por
2
JJ o= LG < o= [ e e (5 ()
dy
proyxry proyxry
0 por
2 6’f
//d —//H—X— dzdy—// )dzdy
0z 0z
proyyz proyyz
0 por
2
// |2 < 2] - /N ()
0z

proyxrz

donde proyxy significa, la proyeccién de la superficie en el plano xy, como se ilustrard

en los préximos ejemplos

Ejemplo 8.1 Calcular

// ds
»(A)

si p(A) es la superficie del plano x + y+ 3z = 1 que estd en el primer octante fig 34
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figura 34

Una parametrizacién de la superficie del plano = +y+ 3z =1 es

I—x— 1 1 /11

1 T
/11
// ds = / Edyda: =
©(A) 0

Se puede calcular el drea, proyectando la superficie al plano yz
y una parametrizacion de la superficie es

—

°Y—T

o(y,2) = (1 —y—32,1,2) ds=+/1+(=1)2+ (=3)2dydz = V11dydz luego

1/31-3z \/ﬁ
//ds:/ / \/ﬁdydz:T
p(A) 0 0

y en forma andloga se puede calcular el drea, proyectando la superficie al plano xz

Ejemplo 8.2 Calcular

[[ =5

w(A)

©(A) es la superficie del paraboloide z = x? + y* hasta z =9 fig 35



314 CAPITULO 8. SUPERFICIE

figura 35

olx,y) = (:v,y, 2+ yz) ds = \/1 + (2y)%dzdy = \/1 + 4(2? + y?)dady y

flo(z,y) =f (x,y, 2% + y2) =22 4+ y? por lo tanto

P 1961 1
/zds:/ / (91: +y)\/1+4x2+y dydm—// V14 dr2drd) = —— 37—1-@77
©(A) =3 /922

Luego se puede concluir que el drea de p(A), la superficie del paraboloide z = 2% + 3?2
hasta z =9 viene dada por

2

Jomz
//ds—/ / V1 4(z2? + y?) dyd:p/

—v/9—x2

3
/7“\/1 T 4r2drdd = 7 (367\/3_ - é)
0

Ejemplo 8.3 Calcular
// (x+y+2)ds
©(4)

©(A) es la superficie del rectdngulo que tiene por vértices (0,0,0), (2,0,0),(2,3,0),(0,2,0)
fig 36
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(0, 2.0}
¥

@ (R)
X7(2,0,0) (2,3.0)

figura 36

o(x,y) = (x,4,0), ds=+/1+(0)2+ (0)2dzdy = dzdy
fle(z,y) = f(z,9,0) =z +y

//<x+y+2)d82/2/3(x+y)dydx:15

w(A)

Luego se puede concluir que, el drea de ¢(A), de la superficie anterior viene dada por

2 3
//ds://dyd:[::6

w(A) 0 0
//(2x+yz—1)ds
»(A)

©(A) es la superficie de la esfera x* + y* + 22 =9 fig 37

entonces

Ejemplo 8.4 Calcular
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Una parametrizacién de la superficie es

o(u,v) = (3cosusinv,3sinusinv,3cosv) 0<u<2r 0<v<7y

8@ 8@ b I K

= | —3sinusinv 3coswusinv 0 =
8u ED . )
Jcosucosv 3Jsinucosv —3sinv

= —9icosusin®v —9 (sinu sin? v) j—9 (sin2 u sin v) kcosv—9 (cos2 U oS v) ksinv

= —9i cosusin® v—9j sinusin® v—9k sinv cosv luego
H&p d¢

= 9/sin v cos? u + sin® v sin® u + sin? v cos? v = 9lsinv| =9sinv 0 <v <7

por lo tanto

// (2x +yz—1)ds ://(6cosusinv+951nusinvcosv— 1)9sinv dudv =
w(A)

= // (54 sin® v cosu + 81 sinu sin? v cos v — 9sin U) dudv = —36m

La integral [[ (2z + yz — 1) ds se puede calcular tambien de la foma siguiente, como

w(A)
z = £4/9 — 22 — Y2 entonces

// 2r +yz — 1) ds-// 2r +yz — 1) ds+// 2x +yz —1)ds

w(A) 1 (4) pa(A)
con ]

801<5U,y) = <x,y, V 9 - 332 - y2) d81 = —d:cdy
V9 — a2 — 2
Fe— 3
@2('%.73/) = (xaya - 9 - :C2 - y2> d32 - —dSE'dy
9 — 22 — 42

luego

|

3 VI9—=x

//ZI—l—yz—l _/ / (Qx—i-y\/m-l)

»(A) —3 _V/9—12

dydx+

3
V9 — 2% — 2
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3 V9—z2 3
/ / <2x—y 9—x2—y2—1) ——————dydxr = —187 — 187 = —367
9 — 22 —y?
=3 _o=a?

Ejemplo 8.5 El drea de la superficie de la esfera x* + y? + 2% = 9 vine dada por

- if

dp Oy
o o

T 27T
dudv = //9 sin vdudv = 3671 =
0 0

3 V9—22

Ejemplo 8.6 Calcular
/ / (x+2)ds
©(4)

©(A) la superficie del cilindro x>+ y* =9 desde z =0 hasta z =4 y sus dos tapas fig
38

//($+2)d3=//($+z)d81+//(m+z)dsz—l—//(m—kz)ds;;

w(A) ©1(A) pa(A) v3(A)
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Una parametrizacién para la superficie p,(A), z =4, es ¢, (z,y) = (z,y,4)

2 2
ds; = \/(%) + (%) + ldxdy = \/(0)2 + (0)2 + ldxdy = dzdy 'y

Vo—a? 2r 3
// T+ z)dsy = // (r+4) dxdy—/ / (m—|—4)dydx://(rcos@+4)rdrd0:367r
©1(A) 224942< 9 -3 _\/9—¢2 0 0

Una parametrizacion para la superficie p,(A), 2 =0, es ¢y(z,y) = (z,4,0) y

2 2
dsy = \/<%> + (%) + ldady = \/(0)2 + (0)* + 1dzdy = dady por tanto
Y

Ox
3 V9—z2 2 3
// (x4 2)dsy = // rdrdy = / / rdydr = //(TCOSG) rdrdf =0
o (A) 224y2< 9 Y 0 0

Una parametrizacién para ¢;(A) la superficie del cilindro es :

o3(u,v) = (3cosu,3sinu,v) 0<u<2r 0<v<4y

D Dy 7 j k
I3 =3 — | _3sinu 3cosu 0 | = (3icosu + 3 (sinu)j + 0k)
ou ov
0 0 1
entonces
0 0
dsz = ‘ ‘ ('03 (9('03 dudv = \/ 9 cos? u + 9sin® ududv = 3dudv
v

luego

2w

4
// r+2)dss = // (3cosu +v) 3dudv—3//(3cosu—|—v)dudv—487r
00

La integral [[ (x4 z)dss se puede tambien calcular de la forma siguiente : Como
©3(A)
2?2 4+ y? = 9 entonces . = f(y,2) = £/9 —y? y asi

( )—(i 9 — 42 ) ass = (2) 4 (20) 4 vty = — e
P3\Y, =) = ys,y,z Yy ass = By 92 Zy—ﬂzy
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Y
3 4 3 4
05(A) “30 Y “30 —Y
// r+2)ds = /x+z)dsl+//($+z)d32—|—//(:v+z)d33:367r+0+487r:8477

©1(A) wa(A) w3(A)

//(a:+y)ds

»(A)

©(A), las 6 superficies que limitan la caja de vértices

Ejemplo 8.7 Calcular

(0,0,0), (3,0,0), (3,4,0), (0,4,0), (0,0, 1), (0,4, 1), (3,4, 1), (3,0, 1)

fig 39

figura 39

6

// x+y)d Z//(x+y)dsk

<Pk (A)

Una parametrizacién para ¢, (A) la superficie de la tapa z = 1 es, ¢, (z,y) = (2,9, 1)

ds, = [ (& 2+ 0z 2+1dxd —\/(0)2+(0)2+1dxd = dad
S1 = or By Yy = Yy = Y
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luego

3 4
// r+y)d // x +y)dydr = 42
©1(4) 00

Una parametrizacién para ¢,(A), la superficie de la tapa inferior z = 0 es, p,(z,y) =

(z,9,0)

dso — 9z 2+ 9z 2+1dxd —\/(0)2+(0)2+1da;d = dzd
2=\ \ox dy ' Y

3 4
// r+y)d // x +y)dydr = 42
P2(A) 00

luego

Una parametrizacién para p4(A), lasuperficiede y = f(z, 2) = 4 es, @4(z,2) =

dss = \/<%) + (%) + ldzdz = \/(0)2 + (0)* + ldzdz = dxdz

31
//a:+y // (x +4) dzdx—323
00

3(A)

luego

Una parametrizacion para ¢, (A), la superficiede y = f(z,2) = 0es, p (x, 2) =

dsy = \/(%) + (%) + ldzdz = \/(0)2 + (0)* + ldzdz = dxdz

31
//(x+y)d84://a:dzda:—
©4(A) 0

luego

Una parametrizacién para ¢s(A),la superficie de z = f(y,2) = O es, p5(y, 2) =

dss = \/ (%) n (%) + Ldydz = /(0 + (0)° + Ldydz = dyd:

(x,4,2)

(2,0, 2)

(0,9,2)
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[t [ [uar=s

Una parametrizacién para og(A), la superficie de © = f(y,z) = 3 es, g4(y,2) =
(3,y,2)

luego

dsg = \/(g—g) + (%) + ldydz = \/(0)2 + (0)* + 1dydz = dydz

luego L
// r+y)d //3+ydzdy—20
v6(A) 00
entonces
6
// r+y)d :Z /:C—i—y dsp, =42+ 42+33/2+9/2 + 8 +20 = 133

=1
i (A)

El drea de la superficie del ejemplo anterior es

6
J[o-3 ffor-
P (4) =)
3 4 3 4 31 31 41 41
—//dyda:—l—//dyd:c+//dzdx+//dzdx+//dzdy+//dzdy—38
00 00 00 00 00 00

Ejemplo 8.8 Hallar el drea de la superficie 2% + y* + 22 = 1 que esta dentro del cilindro
a? +y? =y fig 40

Se calculard el drea de la parte superior y se multiplicard por dos, es decir, como

z = f(z,y) = v/1 — 22 — y? entonces

s ofr\* . (0f\’ 1
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7 sinf

1 r
Area = 2 ds =2 —dydx = 2 ————drdf =21 — 4
// // V91— 22— 2 Y 0/0/\/1—7“2 "

w(A) z24y2< y

Ejemplo 8.9 Hallar el darea de la superficie del cono z = \/x? + y? cortada por el cilindro

(2 + v =2"—y* olz,y) = (x y, /22 + y2>

ENTCIANNEIAS _ z? Y2 _
ds = \/(a_x) - (8_y) + ldxdy = e +{ 7 + ldzdy = v2dxzdy

w/4 \/cos 20
AreazQ//ds:Q//\/?dxdy:%/ﬁ/ / rdrdf = V2
@(A) e(A) /4 0

Ejemplo 8.10 Calcular

[[ s

©(A)

©(A) la superficie del cono z = \/x% + y? que se encuentra entre los planos z =1y
z=2 fig 42

Una parametrizacién para la superficie del cono
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z= f(z,y) = Vat+y*es ﬂ%y%ZQm%vx”+ﬁ) y

AN A 22 y?
ds \/(83:) + (83;) + ldzdy PN + 24 + ldzdy = V2dxdy

luego

102
//xzds—// \/:U2+y\/_d$dy—//rc0s922\/_d7“d(9— 03

proyry

//932%58: // w222 + Y2V 2dwdy — // 22/ + g?V2dwdy =

o(A) 2 4y2< 4 e24y2< 1

//7"(:05(92 2\/2drdf — //Tcost92 2\/2drdo = —== 1023

El drea se la superficie anterior es

2r 4

//ds—/ fdxdy_//rfdrde 15m/2

proyzy

//ds— / V2dzdy— // \/_dxdy—//r\/_drdé’ //r\/_drd0—157r\/_.

z2+y2< 4 z2+y2< 1
Ejemplo 8.11 Hallar el drea de la superficie del paraboloide z = 11 — 2% — y? para z > 2

fig 43
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Una parametrizacién para la superficie del paraboloide z = f(z,y) = 11 — 22 — y% es

90(‘7"7?/) - ($7y7 11 - xZ - y2)

af\*  [(of\?
ds = \/(8_£> + (a—£> + ldazdy = \/4(z2 + ) + ldady

luego
3 V9—z2

// ds = / Va(z? 4+ y?) + ldedy = / / (V4(22 + y2) + 1)dydr =
o(A) 22442< 9 3 _ o=z

27 3

37 1
= //\/47“2 + 1rdrdf = 57 37 — 6"
0 0

Ejemplo 8.12 Hallar el drea de la superficie del cono z = \/x?> +y?> que estd dentro
de la esfera x® + y* + 22 = 8 fig 44. Una parametrizacion para la superficie del cono

z:\/Wes
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o(x,y) = (a:,y, Va2 + ?ﬂ) y ds= \/(%) + <ﬁ) + ldzdy = v2dzdy

dy
luego
2 Vd—a? 2 2
// ds = / V2dzdy :/ / V2dydz = //\/irdrdﬁ = 47V/2
@(A) a2 +y2< 4 2 _V4—4? 00

Ejemplo 8.13 Hallar el drea de la superficie del paraboloide z = x> +1y* que se encuentra

fuera del cono z = \/x2 +y2 . Como z = /22 + y% = \/z entonces 2> = z, es decir,
z =2

X figuradi

22— 2=0,luego z=0y z=1,entonces 2%+ y?> = 1, es la proyeccion en el plano

xy. Una parametrizacién para la superficie del paraboloide

2 = flz,y) =2+ es p(z,y) = (z,y,2°+y*) y
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ds = \/(%) + (%) + ldwdy = \/1 + 4(22 + y?)dxdy

luego

2 1
1
//ds: / \/1+4(x2+y2)dxdy://v1+4r2rdrd8:gw 5—671'
©(A) 0

224y2< 1 0
Ejemplo 8.14 Hallar el drea de la superficie
z2=1/9 —x? — y>?

que estd dentro del cilindro

figura 46

Una parametrizacién para la superficie

z=f(z,y) =9 —122—y? es

of\*  [of\? 3
w(x,y)—<x,y, 99—z y) y ds \/(895) +<8y) + 1dxdy g_xQ_yzdydx

por lo tanto

61

2 1
3 3
A= ds = // —————dxd ://—rdrcw:
{4/) V9 — a2 — g2 Y ) V9 —1r? 342v2
©

z24+9y2< 1
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Ejercicio 22 Aplicar la teoria

1. Calcular la integral [[(z+ x)ds siendo p(A) la superficie del paraboloide 2z =
©(A)
2? + y? que se encuentra dentro del cilindro z? + y*> = 4 y halle el drea de (A)

2m 2 2 2m 2
Respuesta [ [ (% + 7 cos 9) Vr2+ 1rdrdd, [ [+/r?+ 1rdrdd.
00 00

2. Calcular la integral [[ zds siendo ¢(A) la superficie del paraboloide z = 9 — 2% —

©(A4)
y? que se encuentra dentro del cilindro 22 + > = 2y y halle el drea de p(A).
7 2sinf m 2sin
Respuesta [ [ (9 —7r?)V4r2+ 1rdrdd, [ [ 4r? + lrdrdf.
0 0 0 0
3. Calcular la integral [[ yds siendo p(A) la superficie del cono z = /22 + y? que estd
e(A4)
dentro del paraboloide z = 2242 y halle el drea de p(A).
2m 1 2w 1

spuesta [ [ (rsinf) V2rdrde, ffﬂrdrd@
00 00

4. Calcular la integral [[ zds siendo ¢(A) la superficie del paraboloide z = 2?4+ y* que

e(4)
estd fuera del cono z = /2 + y? y halle el drea de p(A).
2w 1 2m 1

spuesta [ [r*V4r?2 + 1rdrdd, [ [ /4r?+ 1rdrdd
00 00

5. Calcular la integral [[ (z +y+ z)ds siendo ¢(A) la superficie de la esfera 2%+
e(A)
y>+2? = 4 que estd dentro del cilindro z2+y? = 1 y halle el drea de ¢(A). Respuesta

27 1
2
: — 2
0/0/<7"0059—|—7‘81n0—|—\/4 7“) _4_T2Td7‘d9+

o 1 2 1
2 2
0/0/ <r cost +rsinfd — v4 — r2) = T2rd7“d9, 2 0/0/ mrdrdﬁ

6. Calcular la integral [[ ds siendo p(A) la superficie del plano = + y + z = 4 que se
(4)
’ 4 4—x
encuentra en el primer octante. Respuesta f f V3dydzx
0 0
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

CAPITULO 8. SUPERFICIE

. Calcular la integral [[ ds siendo ¢(A) la superficie del plano = + y + z = 4 que se

©(A4)
2w 1

encuentra en el interior del cilindro 2> + y> =1  Respuesta [ [ V3rdrdd.
00

Un soélido estd limitado por las superficies 2 = 1,z = 3 y entre las superficies
2w 2

4 =a22+y*y 1 =12%+y? hallar el drea que limita al sélido. Respuesta 2 [ [ rdrdf+
01

127

Un sélido esta limitado por la superficie z = 0 y entre las superficies z = /4 — 22 — 12

2m 2

y z = y/1 — 22 — y?, hallar el drea que limita al sélido. Respuesta [ [rdrdd +
01

2m 2 2m 1

rdrd@—i—ff rdrd0

[ 7= i

Un sélido esta limitado por las superficies # +y +z = 40 , 22 +y?> = 1, z = 0, hallar
2m 1 2r 1 27 40—cost—sint

el drea que limita al sélido. Respuesta [ [rdrdf0+ [ [/3rdrdf+ [ i dtdf
00 00 0 0

Un solido esta limitado por las superficies z = /22 —i— y 22 +y?+2% = 8, (interior al
2w 2

cono), hallar el drea que limita al sélido. Respuesta f f V2rdrdf+ f f

3 5 rdrdf
—r

Un sélido esta limitado por las superficies 22 + %+ 22 = 8, 22 = 22 + ¢, (exterior al
cono), hallar el d4rea que limita al sc’)lido
2m 2 27 /8 2m 2

spuesta 2 ff\/_rdrd9+2f f rdrd@ 2 ff

8 5 rdrdf
—

Un sélido esta limitado por las superficies z = 0, z = 1 4+« 22 + y? = 1, hallar el
27 1 27 1 27 14-cos 6

drea que limita al sélido. Respuesta [ [v/2rdrd0 + [ [rdrdd+ [ [ drdd
0 0 0 0 0o 0

B, -

2m 2

[ v/ardrdo + [

Un sélido esta limitado por las superficies z

hallar el drea que limita al sélido. Respuesta rdrdf

—7"2

Un sélido esta limitado por las superficies 22 + y? + 22 = 4, z = 1, para z > 1,
27r\/§ 2m V3

hallar el drea que limita al sélido. Respuesta [ [ rdrdf + [ [ rdrdf
00 0 0

—r2
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16. Un sélido esta limitado por las superficies 22 + 3% + 22 = 4, z = 1, para z < 1,
2m V3 27 2
hallar el drea que limita al sélido. Respuesta [ [ rdrdf+ [ [ ,/ 2rdrd9 +
0 0 00 -r

2 2

ff

rdrd0

—7’2

17. Un sélido esta limitado por las superficies 22 + y? + 22 = 25, z = 1,2 = 3 , hallar el

area que limita al sélido
2m /24 25 2m /24 27 4

Respuesta [ [ Frdrd@—i— [ [ rdrdd+ [ [rdrdo
0 4 -r 0 0 00

8.6 Integral de superficie de campos vectoriales.

Sea p(A) una superficie con parametrizacién p(u,v) = (z(u, v), y(u,v), z(u, v)) diferencia-
ble, definida en una regiéon A del plano uv . n un vector normal unitario a la superficie
©(A) en el punto p(u,v). F : R* — R? un campo vectorial definido y acotado en ¢(A)
.Llamamos integral de superficie del campo F sobre p(A), a la integral de superficie del
campo escalar F'-n ds sobre ¢(A), notada y definida por :

ox

x5 |log 0
9 9¥
F -nds = // F( p(u,v)) - -2 g’“ dudv
// H x 2| au " v
©(A) A
si n es un vector normal y unitaro en la direccion de 5‘5 X —f
¢ o gw
//F-nds: —// F( o(u,v)) - HWX&ZHH dudv
©(4) A
. . o o
si n es un vector normal unitaro y opuesto a 8—‘5 X a—f
0
Jdp > dp
// F -nds = // LG O dzdy =
" T <s] \

proyry

:// F( p(z,y)) -g—‘pxa—ydd

proyry
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// F. nds—// oz, 2)) - H:‘ﬁ?ii\!

p(A) proyxz

:// F(p(x,z2)) g—ixg—zdxdz

proyzrz

dp 0Oy
//F nds—// 'a—yxadydz

proyyz

&0 (9g0 dxdz =

8.7 Teorema de la divergencia .
Sea F(x,y,z) = P(z,y,2)i + Q(z,y,2)j + R(x,y, 2z)k un campo vectorial diferenciable

con continuidad en un sélido S cerrado y acotado de R? ¢(A) la superficie que limita al
s6lido, n un vector normal unitario y exterior a ¢(A), entonces

// F -nds = // F( p(u,v)) g_fa X g—fdudv = ///didezdydx
e(A) A s

Ejemplo 8.15 Ilustrar el teorema de la divergencia para el campo F(x,y,z) = zi+yj+
2k, (A) la superficie del paraboloide z = x*+y*> hasta z =4 y su tapa fig 47

Se mostrard que

// F-nds = // DivFdzdydx
©(A) S
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1.DivF = ‘Zf; + 8Q + &£ 8R =1+1+ 1= 3 entonces

Va—22 2 2 4
// DivFdzdydr = /// 3dzdydx = 3/ / / dzdydxr = 3///rdzdrd9 = 24m
s —2 _\/I=g% a?+y?

i1.El solido estd imitado por dos superficies, la tapa ¢, (A) la superficie del plano z = 4
que esta dentro del paraboloide y ¢,(A) la superficie del paraboloide luego

//F nds_//F n1d31+//F nads,

»(A)

Una parametrizacién para la superficie ¢,(A),z =4, es p,(z,y) = (z,y,4) y un vector
normal es n = (0,0, 1) entonces

//F-n1d51 = // (x,y,4 OOlda:dy—//:cy, (0,0, 1)dzdy
v1(A)

2 V4—z2 27 2
= / / ddydr = 4//rdrd9 = 167
“2 i 0 0

Otra parametrizacién para la superficie ¢;(A) es
o1(u,v) = (ucosv,usinv,4) 0<v<2Tr 0<u<2 y
i J k

cosv  sinv 0 | =wuk=(0,0,u)
—usinv wcosv 0

8@1 8901 _
8u En

y la integral

// Fonds, = // F((pl(u,v))-(0,0,u)dudv:// F(ucosv, usinv, 4) - (0,0, ) dudv

©1(A)
2 2

= // (ucoswv,usinw,4) - (0,0, u) dudv = //4ududv = 167
A 00
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Una parametrizaciéon para la superficie p,(A), es oy(z,y) = (z,y,2% +9%), ny =
(2x,2y,—1) entonces

// Fnodsy = // x,y, 22 +1y?)-(2z, 2y, —1)dady = // z,y, 2°4+y?)- (22, 2y, —1)dxdy =

4—z2 2 \4—22 27 2
/ / (227 4 2y — 2% — y*)dydx —/ / 2? + v dydr = //r3d7"d9 =8r
—Viz? —Via? 0 0

x
Otra parametrizacién para la superficie ¢,(A) es
©y(u,v) = (ucosv,usinv,uQ) 0<v<2r 0<u<2.

&PQ &P2
6u v

es es un vector normal y exterior, luego

// Fnadsy = // F(ucosv,usinv, u?) - (2u2 cos v, 2u’sin v, —u) dudv =
A

2w

= (2u2 cos v, 2u? sin v, —u)

= // (ucos v, usinv, u?) - (2u2 cos v, 2u?sin v, —u) dudv = wddudv = 8w

//F nds—//F nldsl—{—//F nodsy = 16w + 81 = 24w
©(A)

1 (4) ©a(A)

o\
O\M

Ejemplo 8.16 Ilustrar el teorema de la divergencia para el campo F(x,y,z) = zi+yj+
zk, p(A) la superficie del cono z = /2% + y?> hasta z =9 y su tapa fig 48
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// F-nds = // DivFdzdydx
S

1.DivF = 890 P 9Q By Q L %f 1+1+ 1= 3 entonces

Se mostrard que

V81—z2 9

// DivFdzdydxr = /// 3dzdydxr = 3/ / / dzdydx = 3///rdzdrd0 = 7297
S S

-9 —v 81— 2 \ /.Z’2+y2

i1.El sélido estd imitado por dos superficies, la tapa y la del cono luego

// F-nds:// F-n1d81+// F - nodsy
»(A) ©1(4) ©2(A)

©1(A) la superficie del plano z = 9 que esta dentro del cono y ¢,(A) la superficie del
cono

Una parametrizacién para la superficie ¢,(A) es ¢, (z,y) = (z,y,9), n; = (0,0,1)
entonces

//Fn1d81 // (r,y,9 001dxdy—//xy, (0,0,1)dzdy

9 V8l—=zx 27

- 9
= / / 9dydx =9 //rdrd@ = 7297
0 0

=9 /8122

Una parametrizacién para la superficie ¢,(A) es :

xXr
SOQ(xuy) = (x7y7 V IQ +?J2) , Mg = ( 3 Y 7_1>

Va2 +y? o+

entonces

// F - nadsy = // (z, v, ;1’;2 + y?) \/x2 7 \/xQ 7 1)dzdy

_//@‘ay,\/i?)-( L l)dady

e Va2 a4 y?

)
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9 Bl a? 2r 9
= / / (Va2 +y? — a2+ y?)dydx = //TOde9 =0
0 R 00

luego

// F-nds:// F-n1d81+// Fnodsy = 72971 + 0 = 7297
»(A) ©1(A)

®2(A)

Ejemplo 8.17 Ilustrar el teorema de la divergencia para el campo F(x,y,z) = xi+yj +
zk, p(A) la superficie cerrada limitada por las 6 caras del cubo 0 <x <3 0<y<4
0<2z2<1

figura 49

Se mostrara que

// F-nds = // DivFdzdydx
©(A) S

z'.DivF:%—f-}—%—g-i—%—f:l—i-l-l—l:?)entonces

3 4 1
// DivFdzdydr = /// 3dzdydxr = 3///dzdydx = 36
5 S 00 0

6
// F-nds:Z//F-nkdsk
Pl (4)

w(A)
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Una parametrizacién para ¢,(A) la superficie de la tapa z =1 es ¢,(z,y) = (2,9, 1)
ny = (0,0, 1) luego

3 4

4 3
//F-nldslz//acy, (0,0,1)dydx = //dyda:zl?
0

e1(4) 0 0

Una parametrizacién para ¢,(A) la superficie z = 0 es y(x,y) = (2,9,0) ng =
(0,0, —1) luego

3 4 3 4
//F-n2d32 = // z,y,0) - (0,0, —1)dydx = //Odyda: =0
0 (A) 00 0 0

Una parametrizacién para ¢;(A) la superficie y = 4 es p5(z,2) = (2,4,2) nz =
(0,1,0) luego

3
//F . Tl3d83 /
©3(A) 0

Una parametrizacién para ¢,(A) la superficie y = 0 es ¢ (z,2) = (,0,2) n4 =

(0,—1,0) luego
1 3 1
/sz 0)dzdz //Odsz:—O
0 0 0

//F . n4d54 =
©4(A)

Una parametrizacién para o;(A) la superficie x = 3 es v5(y,2) = (3,y,2) ns =
(1,0,0) luego

O\H

3 1
(,4,2)-(0,1,0)dzdx = //4dzd:c— 12
0 0

O\w

[y

4

4 1
//F-n5ds5://3y, (1,0,0)dzdy //3dzdx=12
0 0 0

w5(A)

Una parametrizacién para pg(A) la superficie = = 0 es p4(y,2) = (0,y,2) ng =
(—=1,0,0) luego

//F nedsg = //Oy, 10()dzdy—//0dzdx—0
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luego

6
// F~nds=2//F~ndsk:12+O+12+O—|—12—|—0:36

o(A) F=l ()

Ejemplo 8.18 llustrar el teorema de la divergencia para el campo F(x,y,z) = xi+yj+zk
, ©(A) la superficie del del paraboloide »=10—x*—y? para 2z > 1 y su tapa z =1 fig
50

Se mostrard que

// F-nds = // DivFdzdydx
S

w(A)

i.DivF:g—i—k%—k%:l%—l—klzi’»en‘conces

V9—z2 10—z2—y? 2 10—r2

3 3
24
// DiwFdzdydx = /// 3dzdydr = 3/ / dzdydx = 3// / rdzdrdf = 737r
s 5 -3 1 00

i1.El sélido estd imitado por dos superficies, la tapa y la del paraboloide, luego

// F-nds:// F-nldsl+// F - nodsy
»1(A) ¥a(A)

»(A)

—/9—z2

©1(A) la superficie del plano z = 1 que esta dentro del paraboloide y ¢,(A) la superficie
del paraboloide. Una parametrizacion para la superficie ¢,(A) es ¢y(z,y) = (z,y,1)
n = (0,0, —1) entonces
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// Fondsi= ([ Plaw ) ©o-vdsdy= ([ (@0 0.0.-1)dsdy

z249y2< 9 z2+y2< 9
3 V9—z2 2r 3
— / / dydx:—//'rdrdﬁ——
=3 —\9—22 00

Una parametrizacion para p,(A) la superficie z = 10 — 22 — y? es @, (z,y) =
(z,9,10 — 22 — y*) ny = (2, 2y, 1) luego

//Fn2d32 // F(z,y,10—2*—y*)-(22, 2y, 1)dzdy = // (z,y, 10—22—1?)- (22, 2y, 1)dxdy

pa(A) z24+92< 9 r24+9y2< 9
3 9—x2 3 27
261
/ / (2% +y* + 10)dydx ://rr —|—10d0dr—77r
-3 _ o= 0
entonces
261 243
//F nds-//F nd81+//F ndsy = —97 —71'—771'
1 (4) pa(A)

Ejemplo 8.19 Ilustrar el teorema de la divergencia para el campo F(z,y, z) = xit+yj+zk
, p(A) la superficie del plano x +y+2=9,2 =0,y =0,z =0 (cerrada)

z ¥

Se mostrard que
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// F-nds = // DivFdzdydz
s

w(A)

i.DivF:g—§+%—g+%:1+1+1:3entonces

9 9—z9—z—y
2
// Didezdydx:/// 3dzdyda::3// / dzdydx = 729
s 5 0 0

11.El sélido estd imitado por cuatro superficies, luego

//F nds-//F n1d31+//F n2d32+//F n3ds3—|—//F n4dsy

1 (4)

sea ,(A) la superficie del plano z = 0. y una parametrizacion es ¢, (z,y) = (x,y,0)

ny = (0,0, —1), entonces

9 99—z 9 99—z
// Fnyds, = // z,y,0)-(0,0, —1)dydz = // z,y,0)-(0,0, —1)dydx = / / Odydx = 0.
p1(A) proyxy 0 0 0 0
Una parametrizacién para la superficie ¢,(A), y = 0 es, ¢y(z,2) = (2,0,2) y

ny = (0,—1,0) entonces

J[ p= ] a0 10 /

proyxrz

—x

o\w

9
(x,0,2) 1,0)da:dz://0dzda::0.
0 0

Una parametrizacion para la superficie p5(A) = = 0 es p5(y,2) = (0,y,2) ng =
(—1,0,0) entonces

[ P /

w3(A4)

Y

—y 9 9—
(0,9,2) - (—1,0,0)dzdy //Odzdy = 0.
0 0

o\@

Una parametrizacién para la superficie ¢, (A) x+y+z = 9es g (z,y) = (2,y,9 —x — y)
ng = (1,1,1) entonces

—X —Z

99 99

2

// F-n4ds4://(x,y,Q—x—y)-(1,1,1)dmdz://dedx:%
pa(A) 0 0 0 0
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luego

2
// F- TldS—// F- n1d51+// F- n2d82+// F- n3d83+// Fn4ds4—0—|—0+0+¥

®3(A) p4(A)

8.8 Teorema de stokes.

Sea F(z,y,z) = P(x,y,2)i+Q(z,y, 2)j+ R(x,y, z)k un campo vectorial diferenciable con
continuidad, definido y acotado en una superficie ¢(A) no necesariamente cerrada, n un
vector normal unitario exterior a ¢(A) y C la curva frontera orientada entonces

// RotF-nds = / (VX F)nds = ]{F-da = %P(w,y,z)dm—l—@(m,y,z)dy+R(x,y,z)dz
c C

Ejemplo 8.20 Sea F(x,y,z) = (3y, —z2,yz?) @(A) la superficie del plano z =3  que
estd dentro del cilindro x*> +y* = 16 fig 52 verifique que :

Z

z=3
! _ | + ¥ =18
| ' |
I | |
|
| | |
I
X
figura 52
//(VX F)nds = ]{F-da = fP(m,y,Z)dHQ(rc,y, z)dy+R(z,y, 2 j{3ydw—wzdy+yz2dz
o(A) c c c

Recuerde que RotF = (‘?9—1; - %—?, % - g—f, g—g - 88—1;) = (22+2,0,—2—3), como z=3
entonces n = (0,0, 1).Una parametrizacion para la superficie z =3 es o(z,y) = (z,y, 3)

y a51

//VXF nds—//z+a:0 —z—3)-nds = // (94 x,0,—-3—3)-(0,0,1)dzdy

»(A) z24+42< 16
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4 16—z2 4 27
/ / —6dydx = //—6rd9dr = —96m
—4 _\/16—22 0 0

i1) Una parametrizacién de la curva C es a(t) = (4cost,4sint,3) 0 <t <2rm
o/(t) = (—4sint, 4 cost,0) entonces

27 27

f3ydm—xzdy+yz2dz = /(3(452'7175)(—4smt)—(4cost)(12003t)+0)dt = —/48dt = —967
c 0 0

y asi

//(Vx F)-nds:]{?;ydm—xzdy-l—yzzdz
C

©(A)

Ejemplo 8.21 Sea F(x,y,z) = (x,—x2,2) = (P,Q,R) , p(A) la superficie del plano
x4y + 2z =1 que se encuentra en el primer octante fig 53, verifique que :
-4

//(V X F)-nd:s:y{F-da:fP(x,y,z)d:v+Q(x,y,z)dy—|—R(a:,y,z)dz
C

Recuerde que RotF = (%—1; — %—8,% — ‘g—lj, %—? — %—5) = (2,0,—2), como x +y+ 2z =1
entonces n = (1,1, 1).Una parametrizacién para la superficie es ¢(x,y) = (z,y,1 —z —y)

y asi

i)

©(A) ©(A) proyzy
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/1 1/_I(ac —(1—2—y))dydx =0

i1) La curva frontera de la superficie se descompone en C1, Cy, C3 donde una parame-
trizacién para la curva Cy es ay(t) = (0,1 —¢,1), 0 <t <1 of(t) =(0,-1,1) y

1
fxda:—xzdy%—zdz:/tdt:%

C1 0
Una parametrizaciéon para la curva Cy es aq(t) = (£,0,1 —¢t), 0 <t <1 a)(t) =

(1507 _1) y
1

]{xdx—wzdy—kzdz:/(t— 1+t)dt=0
Co 0
Una parametrizacién para la curva Cs es as(t) = (1 —1¢,¢,0), 0 <t <1 aj(t) =
(—1,1,0) y

1 1

1
fxdx  wady + 2dz — /(1 )~ 1)t = /(t Vit =~
Csy 0 0
entonces
fxdm —xzdy + zdz = f xdr — xzdy + zdz + j{ xdx — xzdy + zdz + 7{ xdxr — xzdy + 2dz
C Ch Co Cs

=1/240-1/2=0

Ejemplo 8.22 Sea F(z,y,z) = (x,—xz,2), RotF = (x,0,—2), ¢(A) la superficie del
paraboloide z = 10 — x®> —y®>  para z > 1 fig 54, verificar que
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//(VX F)-nds:j[xdx—xzdyjtzdz

»(4) c

Una parametrizacién para la superficie del paraboloide z = 10 — 22 — 3% es

o(z,y) = (2,y,10 —2° —y*) n = (2,2y,1)

y asi
i) //(VX F)-nds = //(m,O,—z)-nds = // (2,0, —(10—22 —y*))- (27, 2y, 1)dydr =
e(A) e(A) 22 +y2< 9
3 V9—z2 3 2w
= / / (222 + 2 + 9* — 10)dydz = //(27“2 cos® 0 + r? — 10)rdfdr = —9n
3 o a2 0 0

Una parametrizaciéon para la curva frontera de la superficie C' es

a(t) = (3cost,3sint, 1), 0 <t <27 '(t) = (—3sint,3cost,0) entonces

2m
fxdx —xzdy + zdz = /((—9 cost)(sint) — 9cos® t)dt = —97

C 0

//(Vx F)-nds:j{xdx—a:zdyjtzdz

w(A) c

y asi

Ejemplo 8.23 Sea
F(z,y,2) = (x,—xz,2), RotF = (x,0,—2),

©(A), la superficie del cono z = \/x? +y?> hasta z = 3 y su tapa fig 55. Verificar que

//(Vx F)-ndS:fwda:—xzdy—l—zdz

w(4) ¢
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i) //(Vx F)~nds—//(V>< F)«nldsl—ir//(Vx F) - nadssy

©(A) ©1(4) ©2(A)

Una parametrizacién para la superficie p,(A), z = /22 + y? es

T y
o1(z,y) = (z,y, Va2 +y?), n= -1)

<\/x2+y2’ Vi +y?

y asi

//(V X F)-nyds; = //(33’07_2) nyds; —
¢1(A)

©1(A)

T
= // ($,07—(v$2+92))'( B 5’ 2y 27_1)dyd$:
x2442< 9 \/x Y \/x v
3 V9—=z? ) 3 or
:/ /(_%_f‘@q?mm://@mw+mwm:wn
\VTe+y
0 0

-3 _ o2
Una parametrizacién para la superficie @,(A), 2 = 3 es
902(1', y) = ({L’, Y, 3) N2 = (Oa 0, 1)

y asi
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//VX F) - nadsy = //g; 0, —2) - nadsy = // (z,0,—3) - (0,0, 1)dydz =

P2(A) a?+y2< 9

3 v9—a? 21

3
/ / —3dydx=//—3rd9drz—277r
00

-3 _

luego

//VXF nds-//VXF n1d51+/ (VX F)-ngdsy =271 — 271 =0

©2(A)
Una parametrizacién para la curva frontera C'de la tapa es

ai(t) = (3cost,3sint,3), 0<t<2r «(t)=(—3sint,3cost,0)

27
]{xdm — xzdy + zdz = /((—9 cost)(sint) — 27 cos® t)dt = 277
Cq 0

Una parametrizacién para la curva frontera Cy del cono es as(t) = (3cost, 3sint, 3)
con orientacién contraria a la de C; o/(t) = (—3sint, 3 cost,0)

2m
j{xdx —zzdy + zdz = — /((—9 cost)(sint) — 27 cos* t)dt = 277

Co 0

]{xd:p —xzdy + zdz = f:z:d:z: —xzdy + zdz + ]{mdas —xzdy + zdz = =2Tn + 27T =0
C Cq Ca

//(Vx F)-nds:j{xdx—a:zdyjtzdz

©(4) ¢

y asi
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Ejemplo 8.24 Sea
2

Flopd) = (s ) o RotF = (-1-1y),p(4)

la superficie del cilindro 2®> +y* =1 entre z=0 y z=4 no cerrada. fig 56

<:_—_é‘“z=4
e
Cy
4 )(2+1'2=1
C;
1 I S I
Ly
* figura 56

Verificar que

2
//(Vx F)~nds—%7ydx+zdy+xdz
©(A) c

i) Una parametrizacién para la superficie del cilindro es ¢(u, v)

0 0
<u<2r 0<v<4 NV A (cosu,sinu,0) = n entonces
ou  Ov

// (Vx F)nds = // —1,sinu)-(cos u, sinu, 0)dvdu = // cosu—sinu)dvdu = 0

i1) La curva frontera C' de la superficie 22 + y? = 1 se descompone en 4 curvas, luego

= (cosu,sinu,v) 0

—y° ~y° —y°
]{ Tdm +zdy +xdz = 7{ de + zdy + xdz  + 7{ de + zdy +xdz  +
C Cy Co

—y? e 2 2
%de+zdy—l—xdz+j{ Td:p—l—zdy—{—xdz = ]{de+zdy+mdz +j{ wa+zdy+xdz+
C3
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2 2 2 2
%de—i-zdy—i-xdz—j{ Tdm+zdy+xdz = j{TdI—i-zdy—i—xdz —i-j{ Tdm+zdy+xdz
C Ca C1 Cs

Una parametrizaciéon para la curva frontera C' es
ai(t) = (cost,sint,0), 0 <t <27 «)(t) = (—sint,cost,0)

Una parametrizacién para la curva frontera Cj es a3(t) = (cost, —sint, 4), 0 <t < 27
as(t) = (—sint, — cost,0) entonces

2 2
j{de+zdy+mdz+j{7dx+zdy+xdz:
C1 CS

2

27
—/( 51211 (—sint))dt—i—/( S (—sint) —4cost)dt =0+0=0
0

2
0

Ejemplo 8.25 Sea

F(z,y,2) = (x,—xz,2), RotF = (z,0,—z2)

©(A), la superficie de la esfera x? +y?> + 2% =4 fig 57, Verifique que

I T

X X

figura 57

//(Vx F)-nds:j{xdx—xzdijzdz
c

©(A)
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i) Como la superficie de la esfera 22 +y? +22 =4 es cerrada para calcular la integral
f f (Vx F)-nds podemos aplicar el teorema de la divergencia, es decir,
©(A)

//(V x F)-nds= // Div(RotF)dzdydr = /// Odzdydr =0
e(4) s S

i1) Una parametrizién de la superficie esférica es

o(u,v) = (2cosusinv,2sinusinv,2cosv) 0<u<2r 0<v<my

dp Oy
“ou v

= (4cosusin®v,4sinusin® v, 4 cos vsin v)

es un vector normal y exterior a p(A) entonces

2w

//(VX F)nds = //(2 cos usin v, 0, —2 cos v)-(4 cos usin® v, 4 sin u sin? v, 4 cos v sin v)dvdu =

o) 00
2m

= / /(8 cos® usin® v — 8 sin v cos® v)dvdu = 0
00

ii1) La superficie de la esfera 22 + y*> +22 = 4  se puede descomponer en dos
superficies z = £4/4 — 22 — y? | luego sea p,(A) la superficie de z = /4 — 22 —y? y

©y(A) z=—+/4 — 22 — y? entonces

//(Vx F)-nds://(Vx F)-n1d31+//(V>< F) - nadssy
©(A) 2(A)

1 (4) @

Una parametrizacion para la superficie ¢;(A) es

901(1'79):(177:% V4—Jf2_y2), n - Y ]‘)

:(\/4—x2—y27\/4—x2—y2’

y ast

2
//(V X F)-nyds; = //(x,07—z).n1d81 _
©1(A4)

1 (4)
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- // (2,0, — /A= 22 — ) - (——r : : 1)dydz =

4 — 22 — 12 4 — 22 — 2
x2+y2< 4 \/ v Y \/ . Y
2 4—qx2
x? r? cos? 0
:/ / (— —\/4—:E2—y dyda:—()—// —V4 —r2)rdfdr = 0
Va4 — 2% — 2 Vi —r?
—2 _\/4—z2

Una parametrizacion para la superficie p,(A) es

T y
X, = \x,Yy, — 4—1}2— 2,7’L: ) 7_]‘
pa(,y) = (2,9, =V v?) (\/4_562_y2 i g )

y ast
// V X F TLQdSQ // x, 0 n2d32 =
©a(A)
x Yy
= // (2,0,/4 — 2% —y2) - ( , ,—1)dydz =
A— 22 — 02 JA— 22 — 42
z2+y2< 4 \/ v Y \/ v Y
2 V4—z2 2 27
/ / 2 — V4 — 22 —y?)dydx = //(T2 cos™0 V4 —r2)rdfdr =0
A2 _ 2 - A — 2 N -
-2 _ /442 u y 0 0 4 "

) Una parametrizacién para la curva frontera Cide la superficie z = \/4 — 22 — 42 es
ai(t) = (2cost,2sint,0), 0 <t <27 o(t) = (—

(—2sint,2cost,0) y una parametrizacién
para la curva frontera Cy de la superficie z = —y/4 — 22 — y? es as(t) = (2cost,2sint, 0)
o (t) = (—

(—2sint,2cost,0,) con orientacién en sentido contrario a C1, luego

%xdx —xzdy + zdz = j{xda: — xzdy + zdz + %xd:c —zzdy + zdz =

C 4 Co

:j{xd:c—xzdy+zdz—]{xda:—xzdy+zdz:0

Cl Cl
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Ejemplo 8.26 Sea F(z,y,z) = (x,—xz,2), RotF = (x,0,—2), ¢(A) la superficie del
paraboloide z = x® + 4% entre z=1y z2=9 y sus tapas fig 59, verificar que

/ (V x F)-nds:fxdx—xzderzdz
() c

Como la superficie es cerrada, para calcular [[(Vx F)-nds podemos aplicar el
©(A)
teorema de la divergencia, es decir,

//Vx F) nds—// DzvRothzdydx—///1—1dzdyda:—0

©(A4)
b)
//(VXF nds—//VxF n1d51+//VXF n2d52—|—/ (V x F)-nsdss
v3(A)

Una parametrizacién para la superficie ¢,(A),z =9 es ¢,(z,y) = (z,v,9) ny =
(0, 0 1) y asi

//vX F)-mdss = [ [ (.0.-2) mdsi = [ [ (2.0.-9) - 0,0, 1y -

#1(4) z2+y?< 9

3 V9—z? 2r

3
/ / —9dydx—//—9rd0dr— —817
00

-3 _
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i1) Una parametrizacion para la superficie p,(A),z =1 es py(x,y) = (x,y,1) ny =
(0,0,—1) y asi

/ (VX F)-ngdsy = // x,0,—2) - naodsy = // (0,0, —1)dydx =

pa(A) 24+y2< 1
1 1—22 1 27
/ / dydr = //rd@dr =7
S i 0 0

ii1) Una parametrizacién para la superficie ¢4(A), 2 = 22 + % es @4(z,y) =
(xayvx2+y2) ng = (233',2y,—].) ya‘Sf

/ (VX F)-nsdss = //(m,O, —z)ngdss = // (2,0, —(2*+?))- (22, 2y, —1)dydzr =
©3(A) w3(A)

1<z?+4y2< 9

2

3
= //(2r2 cos® 0 + r?)rdfdr = 80x
10

luego

//VXF nds-//VXF n1d81+//VXF n2d82+/ (V x F)-nsdss

p(A) ©3(A)
=-8lr+7+80r=0

d)

}{mdx—:czderzdz:fF-da:]{F-da1+j{F-doz2+j{F-da3+7{F-da4+

C C Ch Ca Cs3 Cy
/F‘dOZ5+/F‘dO[6
C5 CG

Cr:2°+y* =9 en z =9 o(t) = (3cost,3sint,9) 0 <t < 21 «aj(t) =
(—3sint, 3cost,0)
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Co:224+3y>=9 en 2 =9 o(t)=(3cost,3sint,9) «)(t) = (—3sint,3cost,0)
sentido contrario a C}

Cs: 224+y*> =1 en 2 =1 a3(t) = (cost,sint, 1) 0 <t < 21 o)(t) = (—sint, cost,0)

Cy: 2249>=1 en z =1 ay(t) = (cost,sint,1) «)(t) = (—sint,cost 0) sentido
contrario a C3, C5 y Cg sus integrales se anulan ( recorren el mismo camino en sentido
contrario) asf

2 2w
]{xdx —xzdy + zdz = / (—9 costsint — 81 cos? t) dt — / (—9 costsint — 81 cos® t) dt
c
2m 2w

+/(—costsint—0082t) dt—/(—costsint—coth)dt+/F-da5—/F-da5:0
0 0

C 5 C5
luego

/ (Vx F) ~nds:7{wdx—xzdy+zdz
©(A) c

Ejemplo 8.27 Sea F(x,y,z) = (_TyQ,z,x), RotF = (—=1,—1,y) y C es la curva de
interseccion del paraboloide z = x> +y* con el plano z = 2y, wverificar que

//Vx F) nds—%—daz—l—zdvaxdz

©(A)

i) Una parametrizacion para la superficie p(A),z = 2y es o(z,y) = (z,9,2y) vy
n=(0,-21)y

/ (VX F)-nds= // )+ (0,-2,1)dydx = // (2 + y)dydx =

z2+(y—1)2< 1 z2+(y—1)2< 1

7 2sin@

/ / (2 + rsin@)rdrdd = 3r.
0 0

ii) La ecuacién z2 + y? — 2y = 0 equivale a 2?4 (y — 1)? =1y asf a(t) = (cost, 1 +

sint, 2+ 2sint) o/(t) = (—sint,cost,2cost) 0 <t <2my
2m
2 1 int 2
f%dm—l—zdy%—xdz :/(—ﬂ(—sint)—l—(2+2sint)cost+2cos2t)dt:37r

2
0
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Ejemplo 8.28 Sea F(z,y,z) = (%,z,x), RotF = (—1,—1,y) y C es la curva de

interseccion del plano y+ z = 1 y el elipsoide 2x% 4 y? + 2% = 1, verificar que

.2
//(VX F)-nds:j[Tydx—i—zdy—i—xdz
©(4) c

i) Como 222 +y%*+2%2 =1y y+2z = 1 entonces la curva de interseccién es 2% +y* = y,
es decir, 2% + (y — 1/2)* = 1/4.

Una parametrizacion para la superficie p(A),y + 2z =1 es o(z,y) = (z,y,1 — y)
n=(0,1,1)

/ (Vx F)-nds = // ,y) - (0,1, 1) dydx = // (y — dydx =
z2+(y—1/2)2< 1/4 z2+(y—1/2)2< 1/4

m sin6 o 1/2
1
//(rsin@—l)rdrd@z//((1/2)+Tsin0—1)rdrd6:—gw
0 0 00

ii) La ecuacién z? + y*> —y = 0 equivale a 22 + (y — 1/2)> = 1/4 y asi a(t) =

(co2st l‘f‘Sl;lt,;-i-Si—gt) a/(t):(%int,%ﬂ’%st) 0<t<omy

2
9 _,_sint2_'t 1 int t t tt
g 2ydx+zdy+xdz _/(_( 2—2 )( sin n sint, cost  cost co \dt
C

N =

2 (5_2>2 2 " 2
0

sin? t sin® t cos?t 1
dt = ——7
4 8
0

Ejemplo 8.29 Sea F(z,y,z2) = (3y, —z2,y2%) ©(A) la superficie del plano y+ z = 30
que estd dentro del cilindro x* + y? = 16 fig 62, verifique que :

/ (VX F)nds = ]{F-da = ]!P(x,y,z)d%l—@(x,y, 2)dy+R(z,y,z)dz = f3ydx—xzdy+yz2dz
c c

RotF = (28 _ 9@ 0P _ 9R 09 _ 0Py _ (,2 4 3 () —z —3), como y+ z = 30 entonces
n=(0,1,1)
Una parametrizacion para la superficie y 4+ z =30 es o(z,y) = (z,9,30 — y) y asi
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)

//(VX F)nds = // 2242,0, —2—3)nds = // ((30—y)?+z,0,y—30—3)-(0,1, 1)dody =

»(A) z2492< 16
4 V16—a? 4 2w
= / / (y — 33)dydz = //(r sin @ — 33)rdfdr = —528w
R T 00

i1) Una parametrizacion de la curva C es a(t) = (4 cost,4sint,30—4sint) 0 <t <27
o/ (t) = (—4sint,4 cost, —4 cost) entonces

]{3ydx — wzdy + y2idz =
foi

/(3(4 sint)(—4sint)—(4cost)(30—4sint)(4cost)+(4sint)(30—4sint)*(—4 cost))dt = —5287

y asi

//(V X F)-nds= ]{Bydx — xzdy + yzidz = —5287

¢(A) c
Ejemplo 8.30 Sea F(x,y,z) = (3y, —zz,y2%), S el sélido limitado por las superficies
z=1—1y? 2=0, 2 =0,z =1, entonces, verificar las igualdades
// F - nds = // DivFdzdydr vy
©(A)

//(V X F)-nds = 7{P(a:,y,z)d:v+@(x,y,z)dy+R(x,y, 2)dz = %3ydm—xzdy+yz2dz
C

En efecto : La
divF = 2yz

_________ 2 JR— _
RotF = (8y 5 95 2’ O E)y) (2 +x,0,—2—3)
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Entonces

1 1 1-y?
// DivFdzdydx = /// 2yzdzdydr = // / 2yzdzdydr = 0
S s 0 -1 0

Ahora la integral

// F~nds:// F'nldsl—i-// F'n2d52+// F'n3d53+// F - nydss =
0(A) v1(A) ©a(A) ©3(A) ©3(A)

/1/1(3@;,—:10(1—?/) y(1 —y*)?) ¢ (0,2y,1 dydx+// 3y,0,yz%) e (—1,0,0)dzdy+

1 1—y2
+// (3y,—z,yz 100dzdy+// 3y,0,0) e —1)dydx =0
210

por tanto

// F-nds= /// DivFdzdydx

©(A)
Ahora
//Vx F)- nds-// (Vx F)- n1d31+/ (Vx F)- n2d32+// (V x F)-nsdss+

<P1(A)
/ (VX F)-n4ds4:0
11 1 1—y2
// +2,0,—(1—y*) — 3)e(0,2y,1 dyd:c—l—// 2%,0,—z — 3)e(—1,0,0)dzdy+
—1 1

1
/(CC, 0,—3)e(0,0,—1)dydx =0

-1

1 1—y2 1
//(22—1—1,0,—,2—3) 100dzdy—|—/
-1 0 0

%3ydm—xzdy+yzzdz = %Sydm—xzdy—{—yfdz—l— 3yd:p—xzdy+y22dz+jl§ Sydr—xzdy+yzidz+
C C1 Ca Cs
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f3ydx—:vzdy+yz2dz—l—7{ 3yda:—xzdy+yz2dz+j{ 3yda:—:vzdy~|—y22dz+]§ Sydr—xzdy+yz2dz+
Cy Cs Ce Cr

+ f 3ydr — xzdy + y22dz + fﬁ%ydx — zzdy + y2*dz + 7{ 3ydr — xzdy + y22dz+
Cs Cy Cio

7{ 3ydr — xzdy + y22dz + f Sydr — xzdy +y22dz =0 ya que
011 012

Ahora

j{?)ydm — zady + y2idz = — j{ 3ydr — xzdy + y22dz
Cl CS

j{Sydm — zady + y2idz = — j{ 3ydr — xzdy + y22dz
Cs Ci2

%3ydm — zady + y2idz = — j{ 3ydr — xzdy + y22dz
C3 C7

j{&ydx — xady + y2idz = — 7{ 3ydr — xzdy + y22dz

C4 C’10
j{Sydx — xady + y2idz = — 7{ 3ydr — xzdy + y22dz
Ce, Cll

j{i’)yda: — zady + y2idz = — 7{ 3ydr — xzdy + y22dz
Cs CQ

las parametrizaciones de cada curva son
a(t) = (—t,1,0) —1<t<0, ay(t)=(0,-t,1—1*) —1<t<1

as(t) = (t,—1,0) 0<t<1,aq(t)=(1,t,1 1% —1<t<1
as(t) = (t,1,0) 0<t<1, ag(t)=(0,£,0) —1<t<1

ar(t) = (—t,—1,0) —1<t<0, ag(t)=(1,-t,0) —1<t<1
ag(t) = (1,t,0) —1<t<1, ap(t)=(1,-t,1-t*) —1<t<1
an(t) =(0,-t,0) —1<t<1, apl)=(0t1-t) —1<t<1

Observe las figuras para las parametrizaciones
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CAPITULO 8. SUPERFICIE

Ejercicio 23

1.

Considere el sélido limitado por las superficies z =1 — 22,2 =0,y = -2 ,y =2y
F(z,y,2) = (zz,y, z) para que ilustre el teorema de la Divergencia y el de Stokes

Considere el sélido limitado por las superficies z =1—y, 2 =0, 2 =2,y =0 ,2 =0
y F(z,y,z) = (zz,y, z) para que ilustre el teorema de la Divergencia y el de Stokes

. Considere el solido limitado por las superficies z = 16 — /22 + 32 y el plano

z2="T vy F(z,y,z) = (2x,y, z) para que ilustre el teorema de la Divergencia y el de
Stokes

Considere el sélido limitado por las superficies z = —y/22 + 42 y el plano z = —7
y F(x,y,z) = (zz,y, z) para que ilustre el teorema de la Divergencia y el de Stokes

. Calcular [[ F-nds si p(A) eslasuperficie de la esfera (v —3)?+(y—1)?+(2—2)* =9

©(4)
21

T 3
y F(z,y,2) = (22 + 3z, —xz + 32,y® + 22). Respuesta 4 [ [ r*sin pdrdpdd
000

calcular ¢ 3ydx — xzdy + yz*dz si C es la curva de interseccién del plano z + z = 10
c

2 1
con el cilindro z* + y? = 1 Respuesta [ [((10 — r cos 0)? 4 2r cos § — 13)rdrdf
00

. Considere el sélido limitado por las superficies 22 +3y* = 4 , y los planos z = 1 y

z2=9 F(x,y,2) = (3y, —wz,y2%) para que ilustre el teorema de la Divergencia y el
de Stokes

Considere el sélido limitado por las superficies z = 9 — 22 — 9%, 22 +y? =4 yel
plano z = 1 F(x,vy, 2) = (3y, —xz,y2?%) para que ilustre el teorema de la Divergencia
y el de Stokes
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calcular ¢ 3ydx — xzdy + yz*dz si C es la curva = = cost, y =sint, z = cost +sint

C
2 1

0 <t < 27 Respuesta [ [(— (rcos + rsin®)’ + rsin6 + 3)rdrdd
0 0

Tlustre el terema de Stokes con el campo F(z,y,z) = 3yi — xzj + yz2k. si p(A)
es la superficie del plano x + z = 30 que se encuentra en el interior del cilindro

Tlustre el terema de Stokes con el campo F(z,y,z) = 3yi — xzj + y22k. si p(A) es
la superficie z = 9 — 22 — y? que se encuentra en el interior de cilindro 22 +3? = 1

Considere el sélido limitdo por la superficies 2 =0,z = 4,2 =0,z =1,y = 0,y = 4,
e ilustre el terema de la Divergencia y el teorema de Stokes con el campo F(x,y, z) =
3yi — x2j + y2°k.

Considere el sélido limitdo por la superficies, z = 4—22,2 = 0,2 = 0,y = 0,
ilustre el terema de la divergencia y el teorema de Stokes con el campo F'(z
3yi — xzj + y22k.

y=3,e
Y 2) =

Considere el sélido limitdo por la superficies, 22 + y?> + 22 = 36,2 = 1,2 = 3, e
ilustre el terema de la Divergencia y el teorema de Stokes con el campo F(z,y, z) =

3 V/36—12
2m V27 2m /35
3yi—xzj+yz’k Respuesta [ [ /27’7‘ sinQzdzdrdf+ [ [ / 2rr sin 0zdzdrdf
0 0 0 27
1

Considere el sélido limitdo por la superficies, y = 22,2 = 0,z = 3,y = 2 e ilustre
el terema de la Divergencia y el teorema de Stokes con el campo F'(x,y, z) = 3yi —
rzj +y22k.

Considere el sélido limitdo por la superficies, z = 1 — /1 —22—9y2 2z = 1, e

ilustre el terema de la Divergencia y el teorema de Stokes con el campo F(z,y, 2)
1

2m 1
3yi — xzj + yz*k. Respuesta [ [ 2rrsin 0zdzdrdd
00
1—v1—12
Calcular ¢ 3ydr — zzdy + yz2dz si C es la curva 22 + y*> = 1, en z = 1 en sentido
c
2w 1
contrario al movimiento de las manecillas del reloj Respuesta. — [ [4rdrdd o
00

a(t) = (cost,sint, 1) 0 <t <27
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CAPITULO 8. SUPERFICIE
Calcular § 3yde — zzdy + yz?dz si C es la curva , |z| + |yl = 1 en z = 1 y en sentido
c

11

contrario al movimiento de las manecillas del reloj. Respuesta. — [ [ 2dudv o
S15

ar(t) = (=t,1+t,1) =1 <t <0, az(t) = (—t,1—¢t,1) 0 <t <1, az(t) =

(t,—t—1,1) =1 <t < 0,a4(t) = (t,t—1,1) 0 <t < 1y calcule las cuatro

integrales de linea

Calcular ¢ 3ydx —xzdy+yz?dz si C es el contorno del rectangulo de vértices (0,0,0),

c
(0,0,1), (1,0,1),(1,0,0),(0,0,0) en sentido contrario al movimiento de las manecillas
del reloj. Respuesta cero

Considere el sélido limitado por las superficies z = 16 — /22 + 2, 2? + y* = 4z,
z =0y, calcular [[ F-nds para el el campo F(x,y,z) = xi+ yj + zk. Respuesta
©(A)

16—
4 cosf

f / 3rdzdrdf
0

0

|
m\:\%w\d

Un sdélido esta limitado por las superficies 72 + y?+ 22 = 8, 2% = 22 + 32, (exterior
al cono),calcular [[ F - nds para el el campo F(z,y,z) = xi + yj + zk.Respuesta

»(A)
9w 2 on /8 8o
[ [ | 3rdzdrdd + [ [ / 3rdzdrdf
00 0 2
-r —/8—12

Considere el sélido limitado por las superficies z = 16 — \/22 + 32 y 2% + y?> = 2y
el plano z =0y F(x,y,z) = (x,y, z) para que ilustre el teorema de la Divergencia

16—r
7 2sin6

y el de Stokes. Respuesta [ [ / 3rdzdrdf
0 0

0

Considere el sélido limitdo por la superficies, 2% +1y?+ 2% = 42,2 = 1 z < 1. Calcular

27 /3
[[ F-nds para el el campo F(z,y, z) = xi+yj+zk. Respuesta [ [ 3rdzdrdd
P(A) 00

2—+/4—7r2



