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CAPITULO 3. Métodos de integracion Lic. Elizabeth Vargas 2

Algunas funciones se pueden integrar usando las reglas basicas dadas en el Capitulo 1,
o aplicando ciertas reglas llamadas métodos de integracion. Existen otras funciones que a
pesar de tener primitivas, estas no se pueden hallar usando estos métodos. En este capitulo
se estudiaran los métodos de integracién mas usuales.

3.1 INTEGRACION POR PARTES.

Para calcular la integral Icos(x).ex.dx no se puede aplicar el método por sustitucion, ni

expresar la integral en la forma: I cos(x).e*.dx = I cos(x).dx.J. e*.dx. Recuerde que

jf(x).g(x).dx ¢j f(x).dx..[g(x).dx .

Para calcular este tipo de integrales se debe transformar la integral dada en otra que sea
mas facil de evaluar, para ello se aplica el método de integracion por partes, el cual se basa
en la regla de derivacion del producto de dos funciones: sean uy v funciones continuas de
X, tal que sus derivadas son continuas, entonces:

d(uv) = u.dv+vdu. (3.1)

De alli que. udv = d(uv) —vdu (3.2
Integrando ambos miembros de (3.2) resulta:

judv= uv—jvdu (3.3)

La férmula (3.3) se conoce con el nombre de formula de integracion por partes

OBSERVACIONES: 1) De (3.1) se puede despejar vdu, por lo que la férmula de

integracién por parte seria: Ivdu —uv-— Iudv . Se acostumbra a usar la formula (3.3)

2) Para calcular una integral de la forma: '[ f (x).g(x).dx usando el método de integracion

por partes, se deben elegiruy dv , de tal manera que después de aplicar la formula (3.3)

la integral J.vdu sea facil de calcular. Ademas, la obtencién de v a partir de dv debe ser un

trabajo sencillo.

3) Al elegir uy dv se debe tomar en cuenta que el producto udv debe ser igual al elemento
de integracién de la integral dada.

Ejemplo 3.1 Usando el método de integracién por partes, halle: Ix.cos(x).dx

Soluciéon: Existen varias opciones para elegir u y dv:
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CAPITULO 3. Métodos de integracion Lic. Elizabeth Vargas 3

a) u=cos(x) dv=x.dx b) u=x dv=cos(x).dx c) u =xdx, dv =cos(x)
2
Para (a) se tiene : u=cos(x), dv=x.dx entonces: du=-sen(x).dx , v= X2 :

2 2
Aplicando la férmula (3.3): jxcos(x)dx:X?cos(x)+jx?sen(x)dx. Observe que la

integral de la derecha es mas “complicada” de evaluar que la integral dada (aumento el
exponente de x ); por lo que la eleccién de u y dv no es correcta.

b) Conu=x y dv=cos(x)setiene que:du=dx, v=sen(x)+C;, luego:
[ x.cos(x).dx = x.(sen(x) +C; ) - [ (sen(x) + C, ).dx

=xsen(x) +xC, - [ sen(x).dx+[ C,.dx
=xsen(x) +xC, +cos(x) -C,x+C
de donde: [x.cos(x).dx = xsen(x) +cosfx) +C

Note que, la constante de integracion C; , que aparece al calcular v, desaparece durante
el proceso, por tanto no es necesario colocarla.

c) Laeleccionu=xdx y dv=cos(x), no es correcta, ya que la diferencial dx debe ir como
un factor en la expresién para dv.

La habilidad para elegir u y dv se adquiere con la practica, sin embargo existen algunas
recomendaciones Utiles, entre ellas se pueden mencionar:

1) En jx”eaxdx .NnON : hacer u=x", dv=¢e>dx

2) Para [x"sen(ax)dx, [x"cos(ax)dx ,nON; haceru=x", dv=sen(ax)dx

(o dv =cos(ax)dx , segun el caso).
3) Enlasintegrales: [x"Ln(x)dx, [x"arctg(ax)dx, [x"arcsen (ax)dx,

Ixnar cos(ax)dx, nON , tomardv=x"dx Yy u elrestodelintegrando.

4) Paralasintegrales a) je""x cos(bx).dx, b) I e®sen(bx).dx, tomar:

a) u=€e® y dv=cosbx)dx o u=cos(bx) y dv=e"dx
b) u=e* y dv=sen(bx)dx o u=sen(bx) y dv=e¥dx
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CAPITULO 3. Métodos de integracion Lic. Elizabeth Vargas 4

Ejemplo 3.2  Calcular [ x?e”dx
Solucién: Seau=x*> y dv=e*dx, entonces du=2xdx y v=e* luego:

[xPefdx = x*.e* - 2[ e x.dx (3.4)
La integral J'ex.x.dx se calcula usando la férmula de integracion por partes, asi para u = X

y dv=e’dx setiene:du=dx y v=¢" luego:

.[x.ex.dx = xe - j e dx = xe" —¢" (3.5)
Sustituyendo (3.5) en (3.4) se obtiene: J.xzexdx =x2e —2xe* +2e* +C

NOTA: En el ejemplo anterior, inicialmente se tom6 u=x* y dv = e*dx, después se eligié
u=x, dv=e“dx. Intente resolverla integral (3.5) tomando u=¢€* vy dv=xdx

Ejemplo 3.3 Calcular jex .cos(3x)dx
Solucién: Sea u =€, dv = cos(3x)dx entonces du = €‘dx, v= %sen (3x) . Luego:

fex cos (3x)dx =%exsen (3x)—%fsen (3x).e*dx (3.6)

Para calcular la integral de la derecha se aplica nuevamente la formula de integracion por
partesconu=¢e" y dv=sen(3x)dx resultando:

[sen (3x).e%dx = —%ex cos(3x) + % [cos(3x).e* .dx 3.7)
Sustituyendo (3.7) en (3.6) resulta:
J'ex cos(3x)dx = %exsen(Sx) + %e’( cos(3x) - % j cos(3x).e*.dx (3.8)

Observe que la integral que se esta calculando aparece a la derecha de (3.8), por lo que se
transpone al miembro de la izquierda, resultando:

%jex cos(3x)dx = %exsen(Sx) +%eX cos(3x)

De donde: jex cos (3x)dx = 1—%ex (sen (3x) +%cos (3x)) +C

NOTA: Laférmula de integracion por partes para la integral definida es:

[[udv = (W)(b) - (w)(@) - velu (3.9)

Ejemplo 3.4  Evaluar _[lzan(x).dx
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2

Solucién: Haciendou=Ln(x) y dv=xdx se tiene: du = 1dx, V= XE luego:
X
[[” xLn(x).dx = X Ln(x) 1 [ xdx = L (aLn2) - Ln@)-1 g 2n(2)->
1 ' 2 , 27 2 4| 4

EJERCICIOS RESUELTOS 3.1
1) Caleule  [(Ln(x))*dx

2Ln(x) dx
X

Solucién:  Sea u =(Ln(x))*> , dv =dx entonces du = , V=X, luego:
[(Ln())?dx=x (Ln(x))? - 2 [ Ln(x)dx
La integral jLn(x)dx se calcula haciendo u=Ln(x) y dv=dx, obteniéndose:

[Ln(x)dx = xLn(x)-x

Sustituyendo (3.11) en (3.10) se tiene: I(Ln( x))zdxz x (Ln(x))? - 2xLn(x) +2x +C.

2) Calcule Ix”Ln(x)dx nON

n+l

Solucién: Sea u=Ln(x) y dv=x"dx entonces duzldx, V= 1
X n+

Aplicando la férmula de integracion por partes se tiene:

n+l n+l n+l n
[ x"Ln(x)dx = =— Ln(x) - [~ dx _X Ln(x) - [ = o
n+1 (n+D)x n+l (n+1)
Luego: Ix”Ln(x)dx X In(x) L +C
90" " n+1 n+l

(3.10)

(3.11)

En particular , resolviendo la integral IXSLn(x)dx usando el resultado anterior se obtiene:

_[XSLn(x)dx: XT: (Ln(x) —%j +C

3, x>

Xe

3) Calcular j— X
) (XZ +1)2

Solucién:  Primero se hara el cambio de variable: y =x* por lo que dy =2xdx. Luego:
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2

x’e ~ e
N j( ey I(y+1)

(3.12)

La integral (3.12) se resuelve aplicando el método de integracién por partes con u = ye’,

dv = dy 5 o+ du=(y+1) eldy , v= _t ; lo cual se sustituye en (3.12) :
(y+D) y+1
3.x2 y y y
B B LA A L e (3.13)
(x*+1) 2| y+1 y+1 | 2Ay+1)
2 2
x’e* e
Ahora se sustituye  y =x? en (3.13) obteniéndose: > dx= +C
(< +1) 2(x% +1)

4) Calcular j arctag(i)dz
z

dz

72’ +1

. 1
Solucién: Sea u=arctag( =) ,dv=dz entoncesdu=- , V= z. Luego:
Z

J‘arctag(i)dz =z arctag(i) + '[ z 1dz = z arctag( E) +0.5Ln(z*+1) + C
z 2 z

7%+
EJERCICIOS PROPUESTOS 3.1

1) Calcular las siguientes integrales, usando el método apropiado.

X
a) jt.Ln(t +1)dt 9) [ sen(Ln(t))dt m) j arcsen[, /x_+1 jdx

b) J'(Ln(t))zdt h) [x.arctg(~/x ) n) Ix.cosz(x).sen(x).dx
0) j PR dt i j \/% f) [6.5ecO1ag0.d8

d) _[ Lr)m((zx) dx ) j4x(3X4x1J)rl7 0) _[ \/ﬁ dx

&) [(x* ~De*dx K) j \/%dx p) [ (arccsenx)?dx

) jlan(x+x2).dx ) [ xsen(x).cos(x).dx Q) [Vx.Ln(x).dx
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2) Calcule las integrales dadas, usando:
a) Cambio de variable. b) Integracion por partes y compare los resultados.

i j \/%dx i) [ 2x./2x - 3dlx

3) Usando el método de integracion por partes, demuestre las siguientes férmulas:

a) J'x“.sen(x).dx = -x".cos(x) + nj x"™ cos(x).dx (n entero positivo).

b) J'x“.cos(x).dx =x".sen(x) —n j x""sen(x).dx  (n entero positivo).

4) Una fuerza de amortiguamiento afecta la vibracién de un muelle de tal forma que el
desplazamiento del muelle viene dado por: y = e‘4t.(cos(2t) +55en(2t)). Calcular el valor

medio de y en el intervalo [o,n]

3.2 INTEGRACION DE EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS.

En esta seccion se estudian las integrales cuyos integrandos son: potencias de seno y
coseno, potencias de tangente y secante, potencias de cosecante y cotangente, o
productos de seno y coseno de diferentes angulos.

3.2.1 Integrales que contienen productos de potenc  ias de seno y c0seno:

jsen’“(x).cos”(x).dx conm yn enteros no negativos. (3.14)

PASOS:
a) Siel exponente del seno es impar, es decir : m=2k+1, con k[JZ"

Se factoriza la potencia del sen(x) asi:
sen™(x) = (1— cosz(x))k.sen(x) (3.15)
Ahora se sustituye (3.15) en (3.14):

[sen™ (x).c0s" (x).0x = [ (1~ cos?(x))".cos” (x).sen(x).ix (3.16)

La integral (3.16) se resuelve haciendo la sustitucion: z = cos(x)

EJEMPLO 3.5 Calcular jsenf’(x).cos%(x)dx

Solucién: El exponente de sen(x) es impar, por lo que se procede asi:

j sen°(x). cos%(x)dx = j (senz(x))z.sen(x). cos%(x).dx = j @— cosz(x))z. cos%(x).sen(x).dx
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Hacer z = cos(x) , entonces dz =-sen(x)dx , luego:

| sen’(x). cos%( X)dx = [ (1— zz)z.z%dz = (z% - 2272 + zly2 ].dz

:—Ez% +ﬂ Z%_Ezl% +C
S 9 13

Luego: jsen5(x).cos%(x)dx = —% (cos(x))% +g (cos(x))% —1—23 (cos(x))l% +C

b) Si el exponente de cos(x) es impar se procede d e manera analoga al caso anterior .
Ejemplo 3.6 Calcular [cos®(x).sen”(x)dx.

Soluciéon. Expresar la integral de la siguiente forma:

[ cos®(x).sen(x)dx = | (cosz( x))z. cos( x).sen*( x).dx
= j (1— Senz(x))z.sen"'(x). cos(x)dx
Hacer u=sen(x), porloque du=cos(x)dx , luego:
Icos5(x).sen4(x)dx = I(l— uz)z.u“du = éus = % u’ + % u’+C

de donde jcoss(x).sen“(x)dx = %(sen(x))s - ; (sen(x))’ + é (sen(x))° +C

Si ambas potencias son impares, se aplica uno de los dos métodos (preferiblemente
descomponer la potencia menor)

c) Si m y n son pares se usan las identidades:

1+ cos(2x)

2 2
sen = cos“(X) = 3.17
() 5 (x) 5 (3.17)
EJEMPLO 3.7. Calcular jsenz(x).cos“(x).dx
Solucién: Tanto la potencia del sen(x) y cos(x) son pares, por lo que se usan las

identidades (3.17):

1-cog( 2x))(1+cos( 2x)j2 dx

.[senz(x).cos“(x).dx = jsenz(x)-(COSZ(X))z-dX :_[( 2 L 2

= %jéH cos(2x) - cos?(2x) - cos3(2x))dx
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j sen?(x).cos* (x).dx = é [[ dx + j cos(2x)dx — j cos? (2X)dx — j cos3(2x)dx] (3.18)
Se calculan por separado, cada una de las integrales de la derecha de (3.19):

a) jcosz(2x)dx = j(lJrLzsmx))dx = %[x +%J +C, (3.19)

b) jcos3(2x)dx = j cos’ (2x).cos(2x).dx

= j (1- sen?(2x)).cos(2x).dx

= %sen(Zx) - % sen®(2x) +C, (3.20)

Se sustituyen (3.19) y (3.20) en (3.18), luego se simplifica, obteniendose:
1

2 4 1 1 3
sen“(X). cos”(x).dx = — x —— sen(4x) —— sen°(2x) + C
J sen?(x).cos (¥ = < x = sen(4x) =~ sen’(2x)

En particular se presentan las integrales '[sen“(x)dx : jcosm(x)dx, n0Z" las cuales se

resuelven aplicando el método de integracién por partes ( sin importar, si n es par o impar),
obteniéndose las férmulas de recurrencia:

j sen(x)dx = —%(sen(x))”_l.cos(x) + ”T_l j (sen(x))"~2dx (3.21)
j cos"(x)dx = %(cos(x))”_l.sen(x) + ”T_l j (cos(x))"2dx (3.22)

Para aplicar la formula de integracidn por partes en la integral (3.21) se hace:

u=(sen(x))™ y dv=sen(x)dx.

Anéalogamente para la integral (3.22) se toma: u =(cos(x))"* y dv = cos(x)dx.

Ejemplo 3.8. a) Demuestre la férmula de recurrencia (3.21). b) Apliquela para resolver la
integral: Isen5(2x)dx
Soluciéon: a) Sea u=(sen(x))"* y dv=sen(x)dx, entonces:

du = (n-1). (sen(x))™2.cos(x).dx, v =-cos(X)

Aplicando el método de integracion por partes:

'[sen“ (X)dx = '[(sen(x))”‘l.sen(x).dx

= —cos(x)(sen(x))" ™ + (n-1) j cos?(x)(sen(x))".dx
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Sustituir cos?®(x) por 1 - sen?(x):

J'sen”(x)dx = —cos(x).(sen(x))" ™ + (n —1).|'((sen(x))”_2 - sen”(x))dx
= ~cos(x){sen(x))"™ + (N =1 [ (sen())"* = (n =D [ sen"(x)clx

Observe que jsen”(x)dx aparece en el miembro derecho de la igualdad anterior, entonces

se transpone para el lado izquierdo y se suma con su homdéloga , resultando:
n j sen”(x)dx = — cos(x).(sen(x))"™ +(n-1) j (sen(x))"" dx

Se dividen ambos miembros de la igualdad por n y se obtiene la formula (3.21).

b) Hacer la sustitucion p = 2x vy aplicar iterativamente la formula (3.21) para obtener:

1
Isen5(2x).dx =5 j sen’(p).dp
-1 sen*(2x).cos(2x) - 2 sen?(2x).cos(2x) - 4 cos(2x)+C
10 ' 15 ' 15

322 INTEGRALESDELTIPO: [tg"(x).dx, [cotd(x).dx, nJZz", n#1

Independientemente si n es par o impar , se hace la descomposicién
tg"(x) = tg"?(x).tg?(x) , cot g"(x) = cot g"?(X).cot g3(x).
Luego se usan las identidades: tg?(x) =sec’(x)—1, cotg?(x) = cosec?(x)-1. Finalmente

hacer la sustitucion: u=tg(x) o u=cotg(x) e integrar .

Para ilustrar el proceso calcular '[tg"(x)dx:

9" (0 = 1972 (0-9% () = [ 19" foec? () ~ Lo
= [tg""2(x).sec%(x).0x ~ [ tg""?(x).dx

En la primera integral, hacer u=tg(x), luego du = sec?(x)dx , resultando:
J'tg”(x)dx = itg”‘l(x) - jtg”‘z(x).dx
n-1
El proceso se repite para la integral de la derecha.

1/
EJEMPLO 3.9 Calcular If‘tg“(x).dx .

Solucién: Primero se busca una primitiva de la funcion tg*(x):
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['tg* (). = [ 12 (3.9 (x).0x = [tg?(x).lsec?(x) - x

= Itgz(x).secz(x).dx —jtgz(x).dx
= %th(X) - [ eec?09 - 1)
= 116709 ~tg(9 + x+C

. L _ _ ., . % 4 o2
Luego se evalla la primitiva en x =0 y x = 774, obteniéndose: .[o tg”(x)dx = 23

3.2.3 INTEGRALES DEL TIPO: jsec”(x).dx, jcoseé‘(x).dx, ngz", n #1

Se usa el método de integracion por partes , para ello se descompone la integral asi :

_[sec”(x).dx = J'(sec”(x))n_z.secz(x)dx

Sea u=(sec(x))™?, dv=sec?(x)dx , du=(n-2)(sec(x))">sec(x)tg(x).dx ,
V=1g(x) . Luego:
j sec"(x).dx = tg(x).(sec(x))""? - j (n-2)(sec(x))"2 tg?(x)dx
=tg(x).(sec(x))""* - (n-2)[ (sec( x))”'z.(secz( X) —1)dx
= tg(x).{sec(x))""? = (n - 2)[ .sec"(x).dx + (n - 2)[ (sec(x))"dx

Simplificando se obtiene:

[ sec"(x).dx = ni_ltg(x).(sec x))""2 + :__i [ (sec(x))"?dx (3.23)

Anélogamente se obtiene una formula de recurrencia para:

n 1 n-2,N-2 n-2
[ cos ec(x).dx = —— cot g(x).(cos ec(x))" " + n_1j(cos ec(x))"%dx

3.2.4 INTEGRALES DEL TIPO: jtd“(x).seﬂx)dx, j cot(x).cosé¢x)dx m,n/z*

CASOS:

i) Siel exponente de la secante es un entero posit  ivo par .

11
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Descomponer dicha potencia asi : sec”(x) = sec"?(x).sec®(X). Transformar la potencia

de sec"?(x) en potencias de tangente, usando la identidad: sec?(x)= tg?(x) + 1. Finalmente,

hacer la sustitucion u = tg(x) e integre. Analogamente se resuelve la segunda integral.

EJEMPLO 3.10 Calcule las siguientes integrales:
a) J'tg%(x).secﬁ(x).dx b) [cot®(x).cos ec*(x).dx
Solucion:  a) jtg%(x).sec6(x).dx=J'tg%(x).(secz(x))z.secz(x).dx

= ftg%(x)-(tgz(X) +1)2.se(:2(x)_dx

Sea u =tg(x), du = sec’(x)dx: entonces:

1072 (x).sec® (0. = [u’2 (02 +1f .du = | (ul% sz s u%}du

:Eul% +iu1% +2U% +C
17 13 9

2 17 41% zy
=—1tg/2(X)+—tg "2(x)+=tg’?(x)+C
17197700+ 197200 + 197 (X)

b) J'cote( x).cosec4( x).dx = Icote( x).cosecz(x).cosecz(x).dx

= jcota(x).(cotz(x)+1).cosec2( X ).dx

1. .9 1. .7
=—=cot”(x)—=cot' (x)+C
500" (x) = Zcot ()

ii) Siel exponente de la tangente es un enterop  ositivo impar .

Factorice sec(x).tg(x), y el resto de la potencia de la tangente se transforma en
secante usando: tg*(x) = sec’(x) — 1, luego se hace la sustitucién u = sec(x) y se integra.

EJEMPLO 3.11 Resolver [sec®(x)tg®(x).ox.
Solucién: [ sec(x)tg®(x).dx =j(secz(x))2.tgz(x).sec(x).tg(x).dx

= [ sec*(x).(sec?(x) —1).sec(x)g(x).dx.
Hacer u = sec(x) , por lo que du =sec( x).tg( x).dx:
7 05
[ sec®(x)1g3(x).dx = ju“(u2 —1)du = u7 —u? +C = %sec7(x) —ésec5(x) +C.

2007



CAPITULO 3. Métodos de integracion Lic. Elizabeth Vargas 13

iii) Siel exponente de la secante esimpary el  exponente de la tangente es par.

Se transforma la potencia de tangentes a potencias de secante e integre.

Por ejemplo: jtgz(x).sec(x).dx = j(secz(x) —1).sec(x).dx

= [ sec®(x).dx - [ sec(x).dx

= %tg(x). sec(X) —% Lnjsec(x) +tg(x)| +C

3
sec (X
EJEMPLO 3.12 Calcular j Z ( )d
tg”(x)
Solucién: Esta integral no se adapta a los casos estudiados, por lo que se transforma el

integrando a potencias de senos y cosenos , luego se integra:
3
Sec (X COS(X 1 1
j a )dx=j W= 1 ¢
tg*(x) sen’(x) 3 sen’(x)
3.3.5 Algunas veces se presentan integrales que con tiene productos

de senos y cosenos de angulos diferentes
Son ejemplos de este tipo de integrales:

J'sen(mx).sen(nx).dx, '[cos(rm().cos(nx).dx, jsen(mx).cos(nx).dx, nz’m

En tales casos la idea es transformar estos productos en sumas de senos y cosenos.
para ello se utilizan las siguientes idéntidades trigonométricas:

) sen(a)sen(y)=(cos(a-y)-cos(a+y))

i) sen(a).cos(y)=Z(sen(a-y)+sen(a+y))

i) cos(a).cos(y)=%(cos(a—y)+cos(a+y))
Por ejemplo para calcular jsen(mx).sen(nx).dx se utiliza la identidad (i) , luego se integran
ambos miembros obteniéndose :

j sen(mx).sen(nx)dx = % j [cos((m - n)x) —cos((m+ n)x)].dx

j sen(mx).sen(nx)dx = 1 [sen((m— n)x) _ sen((m+ n)X)} +C
2 m-n m+n

Ejemplo 3.13 Calcular .[sen(Sx).cos(Gx).dx.

Solucién: Aplicando la identidad (ii):

1

I sen(5x). cos(6x).dx = - I (sen(-x) + sen(11x)).dx = %cos(x) _cos(1l)

22

C
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CAPITULO 3. Métodos de integracion Lic. Elizabeth Vargas 14

EJERCICIOS PROPUESTOS 3.2
1) Calcule las siguientes integrales:

a) [ sen’®(2x* +1).xdx b) [sen’(3x).cos*(3x).dx  c) _[:Tsen(3¢9).cos(6?).d6?

d) .[sen4(4x).cos4(4x).dx e) .|'tg5(x+1).dx ) J':senz(nx).dx, noz
Q) '[tg‘z(x).dx h) jsec3(2x+4).dx i) jx.tg%(xz).sec4(x2)dx
s cot?(t) 1-seq(t)
i) jtg (X)./sec(x) .dx k) J—cosec(t)dt 1) Icos(t) 1

m
2) Demuestre que: si n es un entero positivo impar entonces: IO cos"(x).dx=0
3) Demuestre que: i) r sen?(mx)..dx = 77 con m/Z"*
-

ii) j_”ﬂcos(rnx).sen(nx).dsz con m,n/Z"U{0}

3.3 INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA.

El método de sustitucion trigonométrica se aplica a integrales, cuyos integrando

contienen expresiones de la forma: Ja?-u?, Ja*+u?,Ju*-a*, a>o.

El objetivo es eliminar el radical mediante las siguientes sustituciones:

i) Para +a®-u® sehace u=a.sen(d), HD[ 727 727}

i) Para va®+u? se toma u =a.tg(8), HD( 7 ﬂj

22

iiiy Para vVu®—-a® se hace u=a.sec(d), 0 D[O,EJ U [g,n}

EJERCICIOS RESUELTOS 3.2

Calcular las siguientes integrales:

A _ 2
1) j 4 2X .dx : Hacer la sustitucion x = 2.sen(8), HD[—%T,%T} . de donde
X

dx =2cos(6dé , ﬁzmcsen(gj , V4-x%2=2cos @ . Luego :

2007



CAPITULO 3. Métodos de integracion Lic. Elizabeth Vargas 15

4-x? 4cos? @ )
dx = dé = = | (cosec“@-1).d8 = —cotgd -6 +C (3.24)
J X2 J 4sen’d '[
A A= %2 a2
Como Senﬁzg y cosé = 42X entonces coté = 4-x , €l cual se sustituye en
X

ECPMIE S

(3.24) obteniéndose: J.

2) _(2x=2)ax . Se completa cuadrados:  2X? +4x+5= [\/E( X+ 1)] ®+3. Hacer

V2x2 +4x+5

u:\/z(x+1), de donde du=+/2.dx y x:i—l ; lo cual se sustituye en la integral

/2
(2x-2)dx _ (u-2v2).du

I\/2x2 +4X+5 ) Ju? +3

trigonomeétrica: u=+3tgéd, de donde du =+/3sec? 8 y

Ahora se hace la sustitucion

obteniéndose:

VuZ+3=4/31g 20 + 3 =/3.secd , luego:

J (u-2V2)du _ J [V3go-2v2)3.sec? 60.d6  _ J3[tg6.sec 8.d6 - 2v/2[ sec 6.d6

U2 +3 J3.sec @
=/3sec §-2v2Ln[sec +1tgf|+C (3.25)
. u \/E(x+1)
De u=+/3tgd se tiene tgfd =—, pero u=+2(x+1), luego: tgfd=———F——"
g 7 (x+1) NE
/ 2
secd = M . Esto se sustituye en (3.25) obteniéndose:
V3
j—(zz_z)'dx = 2x2 +4x+5—2\/§Ln‘\/2x2 +4X+5+~2(x+1)+C
V2X°+4x+5

/zdy hacer y = 3sen(6) , dy = 3cos(6)d®,y +/9—-y* =3cos(d). Luego:

3) j(

_ I 9sen6.3cos 8 g

(3cos 8)°

y?
-y
y° 6 :ljtgzesecze.de - Ligde+c
_y 9 27

°f
Ui
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CAPITULO 3. Métodos de integracion Lic. Elizabeth Vargas
2 3
Pero tg(6) = y > entonces: J‘% dy :2—17-y—3+C.
9-y (g_y)5 ( g—yz)
3 4 +
4) M.dx : Calcular laintegral indefinida , haciendo la sustitucion x =
2 X*/x* -1

donde dx =sech.tgf.de, vx*-1=tgd :

I (5x* +3) _dX:I(5seC“9+3)SeC 0198 1 = 5[ sec® 6.d6 + 3 cos.d8

%2 x2 =1 sec” Gtgd

= gtge.sec9+gLn|sec(9 +tg6| +3send +C

A 2 —
De x =sec(0) se obtiene 0056:1 y send = x -1 . Luego se sustituyen
X X
+ ," —_—
obteniéndose: I(X 3) dx = 5x X2 -1+= Ln‘x+\/x 4 WX’ 1
X2y x% -1 2

Luego se aplica el Teorema Fundamental del Calculo Integral obteniéndose:

J‘:de 172 +2 L(g 2\/_J 13\/_

X2V x? -1 +V3 ) 2

EJERCICIOS PROPUESTOS 3.3

J3
2 2 2 X
X° —1jdx t e” +1jdx
= 2) 5.t 3) | 2( )dz
XS +1IN X" +1 0 (1-12)? Ve + 2xe* +x2 +1

Ln*w.dw X +x+1
_— 5) |e*J1+e** dx j
J‘w\/anw—4 '[ ®) x* + 2x? +1

J~ dx 8) J LB 9 J (Ln(x) +3)dx
JO& - 6x)° |x® +x+ Xy LN?(X) + 2Ln(x) +10
10) j—v3+2x—x2.dx 11) I\/yz ; ] 12)j(x+1)\/ X? +2x + 2.dx

(x-1y 2ysend +1

16

secd, de

(3.26)

en (3.26)

2007



