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¡Bienvenido a la novena edición de Cálculo! Nos enorgullece ofrecerle una nueva versión 
revisada de nuestro libro de texto. Mucho ha cambiado desde que escribimos la primera 
edición hace más de 35 años. En cada edición los hemos escuchado a ustedes, esto es, 
nuestros usuarios, y hemos incorporado muchas de sus sugerencias para mejorar el libro.

A lo largo de los años, nuestro objetivo ha sido siempre escribir con precisión y de 
manera legible conceptos fundamentales del cálculo, claramente definidos y demostrados. 
Al escribir para estudiantes, nos hemos esforzado en ofrecer características y materiales que 
desarrollen las habilidades de todos los tipos de estudiantes. En cuanto a los profesores, nos 
enfocamos en proporcionar un instrumento de enseñanza amplio que emplea técnicas pe-
dagógicas probadas, y les damos libertad para que usen en forma más eficiente el tiempo 
en el salón de clase.

También hemos agregado en esta edición una nueva característica denominada ejercicios 
Para discusión. Estos problemas conceptuales sintetizan los aspectos clave y proporcionan 
a los estudiantes mejor comprensión de cada uno de los conceptos de sección. Los ejercicios 
Para discusión son excelentes para esa actividad en el salón de clase o en la preparación de 
exámenes, y a los profesores puede resultarles valioso integrar estos problemas dentro de su 
repaso de la sección. Éstas y otras nuevas características se unen a nuestra pedagogía pro-
bada en el tiempo, con la meta de permitir a los estudiantes y profesores hacer el mejor uso 
del libro. 

Esperamos que disfrute la novena edición de Cálculo. Como siempre, serán bienveni-
dos los comentarios y sugerencias para continuar mejorando la obra.

Ron Larson Bruce H. Edwards
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aracterísticasC

¡NUEVO! Los ejercicios para discusión que aparecen 
ahora en cada sección sintetizan los conceptos 
principales de cada una y muestran a los estudiantes 
cómo se relacionan los temas. A menudo constituyen 
problemas de varias partes que contienen aspectos 
conceptuales y no computacionales, y que pueden 
utilizarse en discusiones de clase o en la preparación 
de exámenes.

PARA DISCUSIÓN

Los ejercicios de desarrollo de conceptos son preguntas 
diseñadas para evaluar la comprensión de los estudian-
tes en torno a los conceptos básicos de cada sección. 
Estos ejercicios animan a los estudiantes a verbalizar y 
escribir respuestas, lo que promueve habilidades de 
comunicación técnica que serán invaluables en sus 
futuras carreras.

Herramientas pedagógicas

 72. Utilizar la gráfica para responder a las siguientes pre- 
guntas.

 a) ¿Entre qué par de puntos consecutivos es mayor la razón 
de cambio promedio de la función?

 b) ¿La razón de cambio promedio de ƒ entre A y B es mayor 
o menor que el la razón de cambio instantáneo en B?

 c) Trazar una recta tangente a la gráfica entre los puntos 
C y D cuya pendiente sea igual a la razón de cambio 
promedio de la función entre C y D.

x

f

CC

AA
BB

ED E

y

Para discusión

DESARROLLO DE CONCEPTOS

x

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5
(1, 5)

(5, 1)

y

x

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5
(1, 5)

(5, 1)

y

Desarrollo de conceptos

 11. Considerar la longitud de la gráfica de f(x) � 5/x, desde  
(1, 5) hasta (5, 1):

 a) Estimar la longitud de la curva mediante el cálculo de 
la distancia entre sus extremos, como se muestra en la 
primera figura.

 b) Estimar la longitud de la curva mediante el cálculo de 
las longitudes de los cuatro segmentos de recta, como 
se muestra en la segunda figura.

 c) Describir cómo se podría continuar con este proceso 
a fin de obtener una aproximación más exacta de la 
longitud de la curva.

Las ayudas de estudio distinguen errores comunes, indican casos especiales 
que pueden provocar confusión, y amplían a conceptos importantes. Estas 
ayudas proporcionan a los estudiantes información puntual, similar a los 
comentarios del profesor en clase.

AYUDA DE ESTUDIO  Cuando se use la 
definición para encontrar la derivada de 
una función, la clave consiste en volver 
a expresar el cociente incremental  
(o cociente de diferencias), de manera 
que $x no aparezca como factor del 
denominador. AYUDA DE ESTUDIO  El ejemplo 3 tam-

bién se puede resolver sin hacer uso de 
la regla de la cadena, si se observa que

y � x6 � 3x4 � 3x2 � 1
AYUDA DE ESTUDIO  Tener en cuenta 

que se puede comprobar la respuesta de 
un problema de integración al derivar la 

C l j l 7

A lo largo del texto, se trabajan ejemplos paso a 
paso, que muestran los procedimientos y técnicas 
para resolver problemas, y dan a los estudiantes 
una comprensión amplia de los conceptos del 
cálculo.

xii

EJEMPLOS
EJEMPLO 1 Levantamiento de un objeto

Determinar el trabajo realizado al levantar un objeto de 50 libras a 4 pies.

Solución La magnitud de la fuerza requerida F es el peso del objeto, como se muestra en 
la figura 7.48. Así, el trabajo realizado al levantar el objeto 4 pies es

 Trabajo � (fuerza)(distancia).

 Fuerza � 50 libras, distancia � 4 pies.

libras-pies. � 200

 � 50 4

 W � FD

AYUDAS DE ESTUDIO
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La práctica hace al maestro.  Los ejercicios 
son con frecuencia el primer lugar que 
consultan los estudiantes en un libro de 
texto. Los autores han dedicado mucho 
tiempo analizándolos y revisándolos; el 
resultado es un completo y sólido conjunto 
de ejercicios de diferentes tipos y niveles de 
dificultad al final de cada sección para 
considerar todos los estilos de aprendizaje 
de los estudiantes.

EJERCICIOS

En los ejercicios 13 a 22, formular una integral definida que pro-
duce el área de la región. (No evaluar la integral.)

 13.  14.

 15.  16.

En los ejercicios 1 y 2, utilizar el ejemplo 1 como modelo para 
evaluar el límite

lím
nm@

 
n

i�1
f ci  $xi

sobre la región delimitada por las gráficas de las ecuaciones.

 1.

 2.

En los ejercicios 3 a 8, evaluar la integral definida mediante la 
definición de límite.

 3.  4.

 5.  6.

 7.  8.

(Sugerencia: Sea )

(Sugerencia: Sea )ci � i 3 n3.

x � 1x � 0,y � 0,f x � 3 x,

ci � 3i 2 n2.

x � 3x � 0,y � 0,f x � x,

8

6

4

2

y

4

3

2

1

y

f x � x2f x � 4 � x

Ejercicios4.3

2

1

 x2 � 1  dx

1

�1

 x3 dx

6

2

 8 dx

1

2

 2x2 � 3  dx

4

1

 4x2 dx

3

�2

 x dx

1 2 3 4 5�1�2

1

2

3

4

5

6

x

y

x

1 2 3 4 5

5

4

3

2

1

y

f x � 6 � 3xf x � 5

 63. Ciclo respiratorio El volumen V en litros de aire en los pulmo-
nes durante un ciclo respiratorio de cinco segundos se aproxima 
mediante el modelo V � 0.1729t � 0.1522t2 � 0.0374t3 donde 
t es el tiempo en segundos. Aproximar el volumen medio de aire 
en los pulmones durante un ciclo.

 64. Promedio de ventas Una compañía ajusta un modelo a los datos 
de ventas mensuales de un producto de temporada. El modelo es

0 b t b 24S t �
t

4
� 1.8 � 0.5 sen

P t

6 �,

  donde S son las ventas (en miles) y t es el tiempo en meses.

 a) Utilizar una herramienta de graficación para representar 
ƒ(t) � 0.5 sen(Pt 6) para 0 b t b 24. Emplear la gráfica 
para explicar por qué el valor medio de ƒ(t) es cero sobre 
el intervalo.

 b) Recurrir a una herramienta de graficación para representar 
S(t) y la recta g(t) � t 4 � 1.8 en la misma ventana de 
observación. Utilizar la gráfica y el resultado del apartado 
a) para explicar por qué g recibe el nombre recta de ten-

dencia.

 65. Modelado matemático Se prueba un vehículo experimental en 
una pista recta. Parte del reposo y su velocidad v (metros por segun-
do) se registra en la tabla cada 10 segundos durante un minuto.

t 0 10 20 30 40 50 60

v 0 5 21 40 62 78 83

 a) Emplear una herramienta de graficación para determinar un 
modelo de la forma v � at3 � bt2 � ct � d para los datos.

“¿Cuándo usaré esto?”, los autores tratan de responder esta 
pregunta de los estudiantes con ejercicios y ejemplos que se 
seleccionaron con todo cuidado. Las aplicaciones se toman de 
diversas fuentes: eventos actuales, datos de trabajo, tendencias 
industriales, y se relacionan con una amplia gama de intereses. 
Entender dónde se usa (o puede usarse) el cálculo fomenta una 
comprensión más completa del material.

APLICACIONES

Los ejercicios de repaso ubicados al final de cada capítulo 
proporcionan a los estudiantes más oportunidades para 
practicar. Estos conjuntos de ejercicios constituyen una 
revisión completa de los conceptos del capítulo y son un 
medio excelente para que los estudiantes preparen un examen.

318  CAPÍTULO 4  Integración

En los ejercicios 1 y 2, utilizar la gráfica de f � para dibujar una 
gráfica de ƒ.

 1.  2. 

En los ejercicios 3 a 8, encontrar la integral indefinida.

  3.   4.

 5.   6.

 7.  8.

 9. Encontrar la solución particular de la ecuación diferencial  
ƒa(x) � �6x cuya gráfica pasa por el punto (1, �2).

 10. Encontrar la solución particular de la ecuación diferencial  
ƒaa(x) � 6(x � 1) cuya gráfica pasa por el punto (2, 1) y es 
tangente a la recta 3x � y � 5 � 0 en ese punto.

Campos de pendientes En los ejercicios 11 y 12 se da una ecuación 
diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Dibujar dos 
soluciones aproximadas de la ecuación diferencial en el campo 
de pendiente, una de las cuales pase a través del punto indicado.  
b) Utilizar la integración para encontrar la solución particular de 
la ecuación diferencial y utilizar una herramienta de graficación 
para representar la solución.

 11.  12.

x

f a

y

x

f a

y

una distancia de 264 pies. Encontrar la distancia en la cual 
el automóvil puede llegar al reposo a partir de una velocidad 
de 30 millas por hora, suponiendo la misma desaceleración 
constante.

 15. Velocidad y aceleración Se lanza una pelota hacia arriba 
verticalmente desde el nivel del suelo con una velocidad inicial 
de 96 pies por segundo.

 a) ¿Cuánto tardará la pelota en alcanzar su altura máxima? 
¿Cuál es la altura máxima?

 b) ¿Cuándo la velocidad de la pelota es la mitad de la velocidad 
inicial?

 c) ¿A qué altura está la pelota cuando su velocidad es la mitad 
de la velocidad inicial?

 16. Modelado matemático La tabla muestra las velocidades (en 
millas por hora) de dos carros sobre una rampa de acceso a una 
carretera interestatal. El tiempo t está en segundos.

 a) Reescribir las velocidades en pies por segundo.
 b) Usar las capacidades de regresión de una herramienta de 

graficación para encontrar los modelos cuadráticos para los 
datos en el apartado a).

 c) Aproximar la distancia recorrida por cada carro durante los 
30 segundos. Explicar la diferencia en las distancias.

En los ejercicios 17 y 18, utilizar la notación sigma para escribir 
la suma.

 17.

 18.

En los ejercicios 19 a 22, utilizar las propiedades de las sumas y 
el teorema 4.2 para calcular las sumas.

 19.  20.

 21.  22.

 23. Escribir en notación sigma a) la suma de los primeros diez en-
teros impares positivos, b) la suma de los cubos de los primeros 
n enteros positivos y c) 6 � 10 � 14  � 18 � · · · � 42.

 24. Calcular cada suma para x1 � 2, x2 � �1, x3 � 5, x4 � 3 y  
7

x

y

−6

−1 5

y

x
7−1

6

−2

6, 2
dy

dx
�

1
2

x2 � 2x,4, �2
dy

dx
� 2x � 4,

Ejercicios de repaso4

 5 cos x � 2 sec2 x  dx

 
x4 � 4x2 � 1

x2
 dx

 
2

3 3x
 dx

 
x4 � 8

x3
 dx

 4x2 � x � 3  dx

 2x � 9 sen x  dx

t 0 5 10 15 20 25 30

v
1 0 2.5 7 16 29 45 65

v
2 0 21 38 51 60 64 65

3

n

1 � 1

n

2

�
3

n

2 � 1

n

2

� .  .  . �
3

n

n � 1

n

2

1

3 1
�

1

3 2
�

1

3 3
� .  .  . �

1

3 10

20

i�1

 i � 1 2

20

i�1

 2i

12

i�1

 i i 2 � 1

20

i�1

 4i � 1

 1. Sea

 a) Encontrar L(1).
 b) Encontrar La(x) y La(1).
 c) Utilizar una herramienta de graficación para aproximar el va-

lor de x (hasta tres lugares decimales) para el cual L(x) � 1.
 d) Demostrar que L(x1 x2) � L(x1) � L(x2) para todos los 

valores positivos de x1 y x2.

 2. Sea 

 a) Utilizar una herramienta de graficación para completar la 
tabla.

 b) Sea F x �
1

x � 2
 

x

2
 sen t2 dt.G x �

1
x � 2

 Utilizar una 

herramienta de graficacón para completar la tabla y estimar 
lím
xm2

  G x .

 c) Utilizar la definición de la derivada para encontrar el valor 
exacto del límite lím

xm2
  G x .

En los ejercicios 3 y 4, a) escribir el área bajo la gráfica de la 
función dada definida sobre el intervalo indicado como un límite. 
Después b) calcular la suma del apartado a) y c) calcular el límite 

tili d l lt d d l t d b)

 6. La aproximación gaussiana de dos puntos para f es

 a) Utilizar esta fórmula para aproximar  
1

�1

  cos x dx. Encontrar 
el error de la aproximación.

 b) Utilizar esta fórmula para aproximar 
1

�1

 
11

�1

 
1

1 � x2 dx.
1

�1

 
1

1 � x2 dx.

 c) Probar que la aproximación gaussiana de dos puntos es 
exacta para todos los polinomios de grado 3 o menor.

 7. Arquímedes demostró que el área de un arco parabólico es igual 
a  2<  del producto de la base y la altura (ver la figura).

 a) Graficar el arco parabólico delimitado por y � 9 � x2 y  
el eje x. Utilizar una integral apropiada para encontrar el 
área A.

 b) Encontrar la base y la altura del arco y verificar la fórmula 
de Arquímedes.

 c) Demostrar la fórmula de Arquímedes para una parábola 
general.

 8. Galileo Galilei (1564-1642) enunció la siguiente proposición 
relativa a los objetos en caída libre:

El tiempo en cualquier espacio que se recorre por un cuerpo 

acelerado uniformemente es igual al tiempo en el cual ese 

mismo espacio se recorrería por el mismo cuerpo movién-

x > 0.x �

x

1

 
1
t
 dt,

F x �

x

2

 sen t2 dt.

0 1.0 1.5 1.9 2.0

2.1 2.5 3.0 4.0 5.0

F x

x

F x

x

1.9 1.95 1.99 2.01 2.1

G x

x

1

�1
f x  dx f �

1

3� � f
1

3�.

b

h

Solución de problemasSP

EJERCICIOS DE REPASO

Estos conjuntos de ejercicios al final de cada capítulo prueban las habilidades 
de los estudiantes con preguntas desafiantes que retan su pensamiento.

SOLUCIÓN DE PROBLEMAS
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TEOREMA 4.9 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO

Si una función ƒ es continua en el intervalo cerrado [a, b] y F es una antiderivada de 
ƒ en el intervalo [a, b], entonces

b

a

 f x  dx � F b � F a .

DEFINICIÓN DE LONGITUD DE ARCO

Sea la función dada por y � f(x) que represente una curva suave en el intervalo [a, b]. 
La longitud del arco de f entre a y b es

s �

b

a

1 � f� x 2 dx.

Similarmente, para una curva suave dada por x � g(y), la longitud de arco de g entre 
c y d es

s �

d

c

1 � g� y 2 dy. La regla de L’Hôpital también puede aplicarse a los límites unilaterales, como se de-
muestra en los ejemplos 6 y 7.

EJEMPLO 6 Forma indeterminada 00

Encontrar lím
x�0�

 �sen x�x.

Solución Porque la sustitución directa produce la forma indeterminada 00, proceder como 

se muestra abajo. Para empezar, asumir que el límite existe y es igual a y.

 Forma indeterminada 00.

 Tomar un logaritmo natural de cada lado.

 Continuidad.

 Forma indeterminada 0 · (�@).

 Forma indeterminada �@ @.

 Regla de L’Hôpital.

 Forma indeterminada 0 0.

 Regla de L’Hôpital.

Ahora, porque ln y � 0, concluir que y � e0 � 1, y se sigue que

lím
x�0�

�sen x�x � 1.

 � lím
x�0�

 
�2x
sec2x

� 0

 � lím
x�0�

 
�x2

tan x 

 � lím
x�0�

 
cot x

�1�x2

 � lím
x�0�

 
ln�sen x�

1�x

 � lím
x�0�

�x ln�sen x�

 � lím
x�0�

�ln�sen x�x

 ln y � ln � lím
x�0�

 �sen x�x

 y � lím
x�0�

 �sen x�x

Al aplicar la fórmula para la longitud de arco a una curva, hay que asegurarse de que la
curva se recorra una sola vez en el intervalo de integración. Por ejemplo, el círculo dado por

y y� sen t, recorre una sola vez el intervalo pero recorre dos veces el inter-
valo �0 � t � 4�.

0 � t � 2�,x � cos t

NOTA

Cálculos clásicos con relevancia contemporánea

TEOREMAS

Los teoremas proporcionan el 

marco conceptual del cálculo; 

se enuncian claramente y se 

distinguen del resto del texto 

por medio de recuadros para 

tener una rápida referencia 

visual. Las demostraciones 

más importantes muchas 

veces siguen al teorema, y se 

proporcionan otras más en un 

apéndice.

DEFINICIONES

Al igual que con los 

teoremas, las definiciones se 

enuncian claramente 

utilizando palabras sencillas 

y precisas; también se 

separan del texto mediante 

recuadros para tener una 

rápida referencia visual.

PROCEDIMIENTOS

Los procedimientos aparecen 

separados del texto para brindar una 

referencia fácil. Estas líneas propor-

cionan a los estudiantes instruccio-

nes paso a paso que les ayudarán a 

resolver problemas de manera rápida 

y eficiente.
NOTAS

Las notas proporcionan detalles adicionales acerca de los 

teoremas, definiciones y ejemplos. Ofrecen una profundiza-

ción adicional o generalizaciones importantes que los estu-

diantes podrían omitir 

involuntariamente. Al igual 

que las ayudas de estudio, 

las notas resultan invalua-

bles para los estudiantes.
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Ampliar la experiencia del cálculo

Ecuaciones  
diferenciales

En este capítulo se estudiará una de las 

más importantes aplicaciones del cálculo: 

las ecuaciones diferenciales. El lector 

aprenderá nuevos métodos para resolver 

diferentes tipos de ecuaciones diferen-

ciales, como las homogéneas, lineales de 

primer orden y de Bernoulli. Posterior-

mente aplicará esas reglas para resolver 

ecuaciones diferenciales en problemas 

de aplicación.

En este capítulo, se aprenderá:

Cómo generar un campo de  n

pendientes de una ecuación 

diferencial y encontrar una solución 

particular. (6.1)

Cómo usar una función exponencial  n

para modelos de crecimiento y 

decrecimiento. (6.2)

Como usar el método de separación  n

de variables para resolver ecuaciones 

diferenciales. (6.3)

Cómo resolver ecuaciones  n

diferenciales lineales de primer 

orden y la ecuación diferencial de 

Bernoulli. (6.4)

■

■

Según el tipo de bacteria, el tiempo que le toma duplicar su peso al cul-

tivo puede variar mucho, desde varios minutos hasta varios días. ¿Cómo 

usaría una ecuación diferencial para modelar la tasa de crecimiento del 

peso del cultivo de una bacteria? (Vea la sección 6.3, ejercicio 84.)

Una función y � f(x) es una solución de una ecuación diferencial, si la ecuación se satisface cuando y y sus derivadas 

se remplazan por f(x) y sus derivadas. Una manera de resolver una ecuación diferencial es mediante los campos de 

pendientes, los cuales muestran la forma de todas las soluciones de una ecuación diferencial. (Ver sección 6.1)

6

405405
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E X P L O R A C I Ó N

Converso del teorema 4.4 ¿Es verdadero el converso del teorema 4.4 ? Esto es, si 

una función es integrable, ¿tiene que ser continua? Explicar el razonamiento y pro-

porcionar ejemplos.

Describir las relaciones entre continuidad, derivabilidad e integrabilidad. ¿Cuál 

es la condición más fuerte? ¿Cuál es la más débil? ¿Qué condiciones implican otras 

condiciones?

E X P L O R A C I Ó N

Suponer que se pide encontrar una 

de las siguientes integrales. ¿Cuál 

elegiría? Explicar la respuesta.

 a) 

 b)

o

o

tan 3x  dx

tan 3x  sec2 3x  dx

x2 x3 � 1 dx

x3 � 1 dx

 133. ¿Cuál es mayor

  � n
n 1   o  � n 1 n

  donde n � 8?

 134. Demostrar que si x es positivo, entonces

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Competi-

tion. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

Preparación del examen Putnam

log
e
 1

1

x

>

1

1 x

.

Utilizar una herramienta de graficación para representar la función  

y1 � sen2t en el intervalo 0 b t b P. Sea F(x) la siguiente función  

de x.

F x �

x

0

sen2 t dt

 a) Completar la tabla. Explicar por qué los valores de ƒ están cre-

ciendo.

 b) Utilizar las funciones de integración de una herramienta de gra-

ficación para representar F.

 c) Emplear las funciones de derivación de una herramienta de gra-

ficación para hacer la gráfica de F �(x). ¿Cómo se relaciona esta 

gráfica con la gráfica de la parte b)?

 d) Verificar que la derivada de y � (1 2)t � (sen 2t) 4 es sen2t. 
Graficar y y escribir un pequeño párrafo acerca de cómo esta 

gráfica se relaciona con las de los apartados b) y c).

PROYECTO DE TRABAJO

Demostración del teorema fundamental

0

F x

P5P 62P 3P 2P 3P 6x

LA SUMA DE LOS PRIMEROS CIEN ENTEROS

El maestro de Carl Friedrich Gauss (1777-

1855) pidió a sus alumnos que sumaran 

todos los enteros desde 1 hasta 100. Cuando 

Gauss regresó con la respuesta correcta muy 

poco tiempo después, el maestro no pudo 

evitar mirarle atónito. Lo siguiente fue lo 

que hizo Gauss:

Esto se generaliza por medio del teorema 

4.2, donde

100 � 101

2
� 5 050

1
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101
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�

�
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�
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1

101

100

t� 1
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100 101

2
� 5 050.

BLAISE PASCAL (1623-1662)

Pascal es bien conocido por sus 

contribuciones a diversas áreas de las 

matemáticas y de la física, así como por 

su influencia con Leibniz. Aunque buena 

parte de su obra en cálculo fue intuitiva y 

carente del rigor exigible en las matemáticas 

modernas, Pascal anticipó muchos 

resultados relevantes.
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ENTRADAS DE CAPÍTULO

EXPLORACIONES

Las exploraciones proporcionan a los 

estudiantes retos únicos para estudiar 

conceptos que no se han cubierto 

formalmente. Les permiten aprender 

mediante el descubrimiento e introdu-

cen temas relacionados con los que 

están estudiando en el momento. Al 

explorar temas de esta manera, se 

estimula a que los estudiantes piensen 

de manera más amplia.

NOTAS HISTÓRICAS Y BIOGRAFÍAS

Las notas históricas proporcionan a los estudiantes 

información sobre los fundamentos del cálculo; las 

biografías les ayudan a 

sensibilizar y a enseñarles 

acerca de las personas que 

contribuyeron a la creación 

formal del cálculo.

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM

Las preguntas del examen 

Putnam aparecen en algunas 

secciones y se toman de los 

exámenes Putnam reales. 

Estos ejercicios extenderán 

los límites del entendimiento 

de los estudiantes en relación 

con el cálculo y brindarán 

desafíos adicionales para 

aquellos más interesados.

PROYECTOS DE SECCIÓN

Los proyectos aparecen en algunas secciones y exploran a 

mayor profundidad las aplicaciones relacionadas con los 

temas que se están estudiando. Proporcionan una forma 

interesante y entretenida para que los estudiantes trabajen 

e investiguen ideas de manera conjunta.

Las entradas de capítulo proporcionan motivación inicial 

para el material que se abordará en el capítulo. Además de 

los objetivos, en la entrada de cada capítulo un concepto 

importante se relaciona con una aplicación del mundo real. 

Esto motiva a los estudiantes a que descubran la relevancia 

del cálculo en la vida.



EJEMPLO 5 Cambio de variables

Encontrar x 2x � 1 dx.

Solución Como en el ejemplo previo, considerar que u � 2x � 1 para obtener dx �  
du 2. Como el integrando contiene un factor de x, se tiene que despejar x en términos de 

u, como se muestra.

x � u � 1 2u � 2x � 1  Resolver para x en términos de u.

Después de esto, utilizando la sustitución, se obtiene

 �
1

10
 2x � 1 5 2 �

1

6
 2x � 1 3 2 � C.

 �
1

4

u5 2

5 2
�

u3 2

3 2� � C

 �
1

4
u3 2 � u1 2  du

 x 2x � 1 dx �
u � 1

2 � u1 2 
du
2 �

Razonamiento gráfico En los ejercicios 55 a 58, a) usar una  

herramienta de graficación para representar gráficamente la 

función, b) representar su función inversa utilizando la herramien-

ta de graficación y c) determinar si la gráfica de la relación inver-

sa es una función inversa. Explicar la respuesta.

 55.  56. h x � x 4 � x2f x � x3 � x � 4

 TECNOLOGÍA La regla de Simpson puede usarse para dar una buena aproximación 

del valor de la integral en el ejemplo 2 (para n � 10, la aproximación es 1.839). Al usar 

la integración numérica, sin embargo, se debe estar consciente de que la regla de Simp-

son no siempre da buenas aproximaciones cuando algunos de los límites de integración 

están cercanos a una asíntota vertical. Por ejemplo, usando el teorema fundamental del 

cálculo, se obtiene

Aplicando la regla de Simpson (con n � 10) para esta integral se produce una aproxi-

mación de 6.889.

1.99

0

 
x � 3

4 � x2
 dx 6.213.

Campos de pendientes En los ejercicios 67 a 72, usar un sistema 

algebraico por computadora para a) trazar la gráfica del campo 

de pendientes para la ecuación diferencial y b) trazar la gráfica de 

la solución que satisface la condición inicial especificada.

 67. 

 68. 

 69. 

 70. 

 71. 

 72. y�0� 2
dy

dx

1

2
e�x�8 sen 

�y

4
,

y�0� � 1
dy

dx
� 0.4y�3 � x�,

y�0� � 9
dy

dx
� 0.2x�2 � y�,

y�0� � 2
dy

dx
� 0.02y�10 � y�,

y�0� � 6
dy

dx
� 4 � y,

y�0� � 4
dy

dx
� 0.25y,

CAS

En los ejercicios 33 a 40, usar un sistema algebraico por computado-

ra para determinar la primitiva que atraviesa el punto dado. Usar 

el sistema para hacer la gráfica de la antiderivada resultante.

 33.  34.

 35.  36. �3, 4� 
x3

x2 � 4 2
 dx,0, 1 

x2 x 2

x2 2 2
 dx,

2, 1 
6x2 1

x2 x � 1 3
 dx,6, 0 

5x

x2 � 10x 25
 dx,

CAS

-

a 

En los ejercicios 79 a 82, usar un sistema algebraico por compu-

tadora para encontrar la integral. Usar el sistema algebraico por 

computadora para hacer la gráfica de dos antiderivadas. Describir 

la relación entre las gráficas de las dos antiderivadas.

 79.  80. 

 81.  82. 

 
x � 2

x2 � 4x � 13
 dx

CAS

 
1

x2 � 4x � 13
 dx

 
1

1 � sen U
 dU  

ex � e�x

2

3

 dx

Tecnología integrada para el mundo actual

xvi  Características

Los ejemplos a lo largo del libro se 

acompañan de investigaciones que 

emplean un sistema algebraico por 

computadora (por ejemplo, Maple®) 

para explorar de manera adicional un 

ejemplo relacionado en el libro. 

Permiten a los estudiantes explorar el 

cálculo manipulando funciones, 

gráficas, etc., y observar los resultados. 

INVESTIGACIONES CON SISTEMAS 
ALGEBRAICOS POR COMPUTADORA

La comprensión con frecuencia mejora utilizando 

una gráfica o visualización. Los ejercicios de 

tecnología de graficación piden a los estudiantes 

recurrir a una herramienta de graficación para 

ayudar a encontrar una solución. 

EJERCICIOS CON HERRAMIENTAS DE GRAFICACIÓN

A lo largo del libro, los recuadros 

de tecnología dan a los estudiantes 

una visión de cómo la tecnología 

puede usarse para ayudar a resolver 

problemas y explorar los conceptos 

del cálculo. No sólo proporcionan 

discusiones acerca de dónde la 

tecnología tiene éxito, sino también 

sobre dónde puede fracasar.

TECNOLOGÍA

¡NUEVO! De igual manera que los ejercicios con 

herramientas de graficación, algunos ejercicios 

pueden resolverse mejor utilizando un sistema 

algebraico por computadora. Estos ejercicios son 

nuevos en esta edición.

EJERCICIOS CON SISTEMAS 
ALGEBRAICOS POR COMPUTADORA
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Preparación 
para el cálculo 

En este capítulo se revisan varios concep-
tos que lo ayudarán a prepararse para el 
estudio del cálculo. Estos conceptos in-
cluyen el dibujo de gráficas y funciones 
así como el ajuste de modelos matemáti-
cos a conjuntos de datos. Es importante 
repasar estos conceptos antes de adentrar-
se en el cálculo.

En este capítulo, se aprenderá:

Cómo identificar las características de  n

las ecuaciones y dibujar sus gráficas. 
(P.1)
Cómo encontrar y graficar ecuaciones  n

de rectas, incluidas rectas paralelas y 
perpendiculares, utilizando el concep-
to de pendiente. (P.2)
Cómo evaluar y graficar funciones y  n

sus diferentes transformaciones. (P.3)

Cómo ajustar modelos matemáticos a  n

conjuntos de datos encontrados en la 
vida real. (P.4)

■

■

En 2006, China rebasó a Estados Unidos como el mayor emisor de dióxido de 
carbono del mundo, el principal gas del efecto invernadero. Dadas las concen-
traciones de dióxido de carbono en la atmósfera durante varios años, ¿pueden 
los viejos modelos matemáticos predecir con exactitud las futuras concentra-
ciones atmosféricas en comparación con modelos más recientes? (Ver la sección 
P.1, ejemplo 6.)

Los modelos matemáticos se usan generalmente para describir conjuntos de datos y pueden representarse por diferen-

tes tipos de funciones tales como las lineales, cuadráticas, cúbicas, racionales y trigonométricas. (Ver la sección P.4.)

1

P



RENÉ DESCARTES (1596-1650)
Descartes hizo numerosas contribuciones a 
la filosofía, la ciencia y las matemáticas. En 
su libro La Géométrie, publicado en 1637, 
describió la idea de representar los puntos 
del plano por medio de pares de números 
reales y las curvas en el plano mediante 
ecuaciones.

Procedimiento gráfico: 3x � y � 7
Figura P.1
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■ Trazar la gráfica de una ecuación.

■ Encontrar las intersecciones de una gráfica con los ejes.

■ Analizar las posibles simetrías de una gráfica con respecto a un eje y el origen.

■ Encontrar los puntos de intersección de dos gráficas.

■ Interpretar modelos matemáticos con datos de la vida real.

La gráfica de una ecuación

En 1637, el matemático francés René Descartes revolucionó las matemáticas al unir sus dos 
ramas principales: álgebra y geometría. Con ayuda del plano coordenado de Descartes, los 
conceptos geométricos se pudieron formular de manera analítica y los algebraicos visuali-
zarse de forma gráfica. La potencia de este método es tal que durante un siglo se consiguió 
desarrollar la mayor parte del cálculo.

Las posibilidades de éxito en el cálculo aumentarán siguiendo el mismo método. Es 
decir, realizar el cálculo desde múltiples perspectivas —gráfica, analítica y numérica— 

incrementará la comprensión de los conceptos fundamentales.
Considerar la ecuación 3x + y � 7. El punto (2, 1) es un punto solución de la ecuación 

puesto que esta última se satisface (es verdadera) cuando se sustituye x por 2 y y por 1. Esta 
ecuación tiene muchas otras soluciones, como (1, 4) y (0, 7). Para encontrarlas de manera 
sistemática, despejar y de la ecuación inicial.

y � 7 � 3x Método analítico.

Ahora, elaboramos una tabla de valores dando valores de x.

0 1 2 3 4

7 4 1 �5�2y

x
 Método numérico.

A partir de la tabla, puede verse que (0, 7), (1, 4), (2, 1), (3, �2) y (4, �5) son soluciones 
de la ecuación inicial 3x + y � 7. Al igual que muchas ecuaciones, ésta tiene una cantidad 
infinita de soluciones. El conjunto de todos los puntos solución constituye la gráfica de la 
ecuación, como ilustra la figura P.1.

NOTA  Aunque se mencione el dibujo de la figura P.1 como la gráfica de 3x + y � 7, en realidad sólo 
representa una porción de la misma. La gráfica completa se extendería fuera de la página. 

En este curso se estudiarán varias técnicas para la representación gráfica. La más simple 
consiste en dibujar puntos hasta que la forma esencial de la gráfica se haga evidente.

EJEMPLO 1 Dibujo de una gráfica mediante el trazado de puntos

Dibujar la gráfica de y � x2 � 2.

Solución Primero construimos una tabla de valores. A continuación, marcamos los puntos 
dados en la tabla.

0 1 2 3

2 2 7�1�2�1y

�1�2x

Por último, unir los puntos con una curva suave, como se muestra en la figura P.2. Esta gráfica 
es una parábola. Se trata de una de las cónicas que se estudiarán en el capítulo 10.

La parábola y � x2 � 2
Figura P.2
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P.1 Gráficas y modelos
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Uno de los inconvenientes de la representación mediante el trazado de puntos radica en 
que la obtención de una idea confiable de la forma de una gráfica puede exigir que se marque 
un gran número de puntos. Utilizando sólo unos pocos, se corre el riesgo de obtener una 
visión deformada de la gráfica. Por ejemplo, suponiendo que para dibujar la gráfica de

y �
1
30 xS39 � 10x2 � x4D

se han marcado sólo cinco puntos: (�3, �3), (�1, �1), (0, 0), (1, 1) y (3, 3), como se 
muestra en la figura P.3a. A partir de estos cinco puntos, se podría concluir que la gráfica es 
una recta. Sin embargo, esto no es correcto. Trazando varios puntos más puede verse que 
la gráfica es más complicada, como se observa en la figura P.3b.

TECNOLOGÍA La tecnología moderna ha simplificado el dibujo de gráficas. No 
obstante, incluso recurriendo a ella, es posible desfigurar una gráfica. Por ejemplo, las 
pantallas de una herramienta de graficación de la figura P.4 muestran una porción de la 
gráfica de

y � x3 � x2 � 25.

La pantalla de la izquierda puede inducir a pensar que la gráfica es una recta. Sin embar-
go, la de la derecha muestra que no es así. Entonces, cuando se dibuja una gráfica ya sea 
a mano o mediante una herramienta de graficación, debe tenerse en cuenta que las dife-
rentes ventanas de representación pueden dar lugar a imágenes muy distintas de la grá-
fica. Al elegir una ventana, la clave está en mostrar una imagen de la gráfica que se 
adecue al contexto del problema.

x

3 2 1 1 2 3

3

2

1

1

2

3

(0, 0)

(1, 1)

(3, 3)

(3, 3)

(1, 1) Si se marcan 
pocos puntos, 
puede obtenerse 
una gráfica 
incorrecta

y

y

x

3 2 1 1 2 3

3

2

1

1

2

3

y � x (39  10x2 � x4)�
��

Figura P.3

a) b)

E X P L O R A C I Ó N

Comparación de los métodos 
gráfico y analítico Utilizar una 
herramienta de graficación para 
representar cada una de las siguientes 
ecuaciones. En cada caso, encontrar 
una ventana de representación que 
muestre las principales características 
de la gráfica.

 a) y � x3 � 3x2 � 2x � 5
 b) y � x3 � 3x2 � 2x � 25
 c) y � �x3 � 3x2 � 20x � 5
 d) y � 3x3 � 40x2 � 50x � 45
 e) y � �(x � 12)3

 f) y � (x � 2)(x � 4)(x � 6)

Resolver este problema usando 
sólo métodos gráficos conllevaría 
una estrategia simple de “intuición, 
comprobación y revisión”. ¿Qué 
tipo de aspectos podría involucrar 
un planteamiento analítico? Por 
ejemplo, ¿tiene simetrías la gráfica?, 
¿tiene inflexiones? Si es así, ¿dónde 
están?

A medida que se avance por los 
capítulos 1, 2 y 3 de este texto, se 
estudiarán muchas herramientas 
analíticas nuevas que serán de ayuda 
para analizar gráficas de ecuaciones 
como éstas.

Visualizaciones en la pantalla de una herramienta de graficación de y � x3 � x2 � 25
Figura P.4
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NOTA  En este libro, el término herramienta de graficación se refiere a una calculadora graficadora 
o a un programa graficador como Maple, Mathematica o a la calculadora TI-89. 
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Intersecciones de una gráfica con los ejes

Dos tipos de puntos solución útiles al representar gráficamente una ecuación son aquellos 
en los que la coordenada x o y es cero. Tales puntos se denominan intersecciones con los 
ejes porque son los puntos en que la gráfica corta (hace intersección con) el eje x o el eje y. 
Un punto del tipo (a, 0) es una intersección en x de la gráfica de una ecuación si es un 
punto solución de ésta. Para determinar las intersecciones en x de una gráfica, igualar y a 
cero y despejar x de la ecuación resultante. De manera análoga, un punto del tipo (0, b) es 
una intersección en y de la gráfica de una ecuación si es un punto solución de la misma. 
Para encontrar las intersecciones en y de una gráfica, igualar x a cero y despejar y de la 
ecuación resultante.

NOTA  En algunos textos se denomina x intersección a la coordenada x del punto (a, 0) en lugar 
del propio punto. Salvo que sea necesario distinguirlos, se usará el término intersección para denotar 
tanto al punto de intersección con el eje x como a su abscisa. 

Es posible que una gráfica carezca de intersecciones con los ejes, o que presente varias 
de ellas. Por ejemplo, considerar las cuatro gráficas de la figura P.5.

EJEMPLO 2 Determinación de las intersecciones con los ejes x y y

Encontrar las intersecciones con los ejes en la gráfica de y � x3 � 4x.

Solución Para determinar las intersecciones en x, hacer y igual a cero y despejar x.

 x3 � 4x � 0 y se iguala a cero.

 x(x � 2) (x � 2) � 0 Factorizar.

 x � 0, 2 o �2 Despejar x.

Puesto que esta ecuación admite tres soluciones, se puede concluir que la gráfica tiene tres 
intersecciones en x:

(0, 0), (2, 0) y (�2, 0) Intersecciones en x.

Para encontrar las intersecciones en y, igualar x a cero. Resulta entonces y � 0. Por tanto, 
la intersección en y es

(0, 0) Intersección en y.

(Ver la figura P.6.) 

TECNOLOGÍA En el ejemplo 2 se utiliza un método analítico para determinar las 
intersecciones con los ejes. Cuando no es posible tal enfoque analítico, se puede recu-
rrir a métodos gráficos, buscando los puntos donde la gráfica toca los ejes. Utilizar una 
herramienta de graficación para aproximar las intersecciones.

x

y

x

y

x

y

x

y

No hay interseccionesNo hay intersecciones con el eje x
Una intersección con el eje y
Figura P.5

Tres intersecciones con el eje x
Una intersección con el eje y

Una intersección con el eje x
Dos intersecciones con el eje y

Intersecciones de una gráfica
Figura P.6
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Simetrías de una gráfica

Es útil conocer la simetría de una gráfica antes de intentar trazarla, puesto que sólo se ne-
cesitarán la mitad de los puntos para hacerlo. Los tres tipos siguientes de simetrías pueden 
servir de ayuda para dibujar la gráfica de una ecuación (ver la figura P.7).

1. Una gráfica es simétrica respecto al eje y si, para cada punto (x, y) de la gráfica, el punto 
(�x, y) también pertenece a la gráfica. Esto significa que la porción de la gráfica situada 
a la izquierda del eje y es la imagen especular de la situada a la derecha de dicho eje.

2. Una gráfica es simétrica respecto al eje x si, para cada punto (x, y) de la gráfica,  
el punto (x, �y) también pertenece a la gráfica. Esto quiere decir que la porción de  
la gráfica situada sobre el eje x es la imagen especular de la situada bajo el mismo eje.

3. Una gráfica es simétrica respecto al origen si, para cada punto (x, y) de la gráfica, el 
punto (�x, �y) también pertenece a la gráfica. Esto significa que la gráfica permanece 
inalterada si se efectúa una rotación de 180° respecto al origen.

CRITERIOS DE SIMETRÍA

1. La gráfica de una ecuación en x y y es simétrica respecto al eje y si al sustituir x 
por �x en la ecuación se obtiene una ecuación equivalente.

2. La gráfica de una ecuación en x y y es simétrica respecto al eje x si al sustituir y 
por �y en la ecuación resulta una ecuación equivalente.

3. La gráfica de una ecuación en x y y es simétrica respecto al origen si al sustituir 
x por �x y y por �y en la ecuación se obtiene una ecuación equivalente.

La gráfica de un polinomio es simétrica respecto al eje y si cada uno de los términos 
tiene exponente par (o es una constante). Por ejemplo, la gráfica de y � 2x4 � x2 � 2 es 
simétrica respecto al eje y. La gráfica de un polinomio es simétrica respecto al origen si cada 
uno de los términos tiene exponente impar, como se ilustra en el ejemplo 3.

EJEMPLO 3 Comprobación de la simetría

Verificar si la gráfica de y � 2x3 � x es simétrica respecto al eje y y respecto al origen.

Solución

Simetría respecto al eje y:

y � 2x3 � x  Escribir ecuación original.

y � 2(�x)3 � (�x) Sustituir x por �x.

y � �2x3 �x   Simplificar. No es una ecuación equivalente.

Simetría respecto al origen:

    y � 2x3 �x Escribir ecuación original.

�y � 2(�x)3 � (�x) Sustituir x por �x y y por �y.

�y � �2x3 � x Simplificar.

   y � 2x3 � x Ecuación equivalente.

Puesto que la sustitución x por �x y y por �y produce una ecuación equivalente, se con-
cluye que la gráfica de y � 2x3 �x es simétrica con respecto al origen, como se muestra en 
la figura P.8. 

Figura P.7
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(1, 1)

(1, 1)

y = 2x3  xy

Simetría con respecto al origen
Figura P.8
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EJEMPLO 4 Uso de las intersecciones y de las simetrías
para representar una gráfica

Dibujar la gráfica de x � y2 � 1.

Solución La gráfica es simétrica respecto al eje x porque al sustituir y por �y se obtiene 
una ecuación equivalente.

 x � y2 � 1 Escribir ecuación original.

 x � (�y)2 � 1  Sustituir y por �y.

 x � y2 � 1 Ecuación equivalente.

Esto significa que la porción de la gráfica situada bajo el eje x es una imagen especular de 
la porción situada sobre el eje. Para dibujar la gráfica, graficar primero la intersección con 
el eje x y la porción sobre el eje x. Después, reflejar el dibujo en el eje x y obtener la gráfi-
ca completa, como se muestra en la figura P.9. 

TECNOLOGÍA Las herramientas de graficación están diseñadas para dibujar con mayor 
facilidad ecuaciones en las que y está en función de x (ver la definición de función en la 
sección P.3). Para representar otro tipo de ecuaciones, es necesario dividir la gráfica en 
dos o más partes, o bien, utilizar un modo gráfico diferente. Por ejemplo, la gráfica de la 
ecuación del ejemplo 4, puede dividirse en dos partes:

y x1 1�   Porción superior de la gráfica.

y x2 1�    Porción inferior de la gráfica.

Puntos de intersección

Se llama punto de intersección de las gráficas de dos ecuaciones a todo punto que satisfa-
ga ambas ecuaciones. Los puntos de intersección de dos gráficas se determinan al resolver 
sus ecuaciones de manera simultánea.

EJEMPLO 5 Determinación de los puntos de intersección

Calcular los puntos de intersección de las gráficas de x2 � y � 3 y x � y � 1.

Solución Comenzar por representar las gráficas de ambas ecuaciones en el mismo sistema 
de coordenadas rectangulares, como se muestra en la figura P.10. Hecho esto, resulta evi-
dente que las gráficas tienen dos puntos de intersección. Para determinarlos, se puede 
proceder como sigue.

 Despejar y de la primera ecuación.

 Despejar y de la segunda ecuación.

 Igualar los valores obtenidos de y.

 Escribir la ecuación en la forma general.

 Factorizar.

 Despejar x.

Los valores correspondientes de y se obtienen sustituyendo x � 2 y x � �l en cualquiera 
de las ecuaciones originales. Resultan así los dos puntos de intersección:

(2, 1) y (�1, �2)  Puntos de intersección. 

Figura P.9

 x � 2 o  �1

Sx � 2DSx � 1D � 0

 x2 � x � 2 � 0

 x2 � 3 � x � 1

 y � x � 1

 y � x2 � 3

5432

2

1

1

2

x
(1, 0)

(2, 1)

(5, 2)x  y2 � 1

Intersección 
en x

y

Dos puntos de intersección
Figura P.10

x  y � 1

x

2 1 1 2

2

1

1

2(1, 2)

(2, 1)

x2  y � 3

y

AYUDA DE ESTUDIO  Verificar los  
puntos de intersección del ejemplo 5 
sustituyéndolos en la ecuación original 
o usando la función de intersección 

de su herramienta de graficación o 
computadora.
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Modelos matemáticos

Al aplicar las matemáticas en la vida real con frecuencia se usan ecuaciones como modelos 
matemáticos. Si se desarrolla un modelo matemático con el fin de representar datos reales, 
debe esforzarse por alcanzar dos objetivos a menudo contradictorios: precisión y sencillez. 
Es decir, el modelo deberá ser lo bastante sencillo como para poder manejarlo, pero también 
preciso como para producir resultados significativos. En la sección P.4 se tratan estos obje-
tivos con más detalle.

EJEMPLO 6 El aumento de dióxido de carbono atmosférico

El observatorio de Mauna Loa, Hawai, registra la concentración de dióxido de carbono (en 
partes por millón) en la atmósfera terrestre. En la figura P.11 se muestran los registros co-
rrespondientes al mes de enero de varios años. En el número de julio de 1990 de Scientific 

American, se utilizaron esos datos para pronosticar el nivel de dióxido de carbono en la 
atmósfera terrestre en el año 2035, utilizando el modelo cuadrático:

y � 316.2 � 0.70t � 0.018t2 Modelo cuadrático para los datos de 1960 a 1990.

donde t � 0 representa a 1960, como se muestra en la figura P.11a.
Los datos que se muestran en la figura P.11b representan los años 1980 a 2007, y pueden 

modelarse mediante

y � 304.1 � l.64t  Modelo lineal para los datos de 1980 a 2007.

donde t � 0 representa a 1960. ¿Cuál fue el pronóstico dado en el artículo de Scientific 

American de 1990? Dados los datos más recientes de los años 1990 a 2007, ¿parece exacta 
esa predicción para el año 2035?

Solución Para responder a la primera pregunta, se sustituye t � 75 (para el año 2035) en 
el modelo cuadrático.

y � 316.2 � 0.70(75) � 0.018(75)2 � 469.95 Modelo cuadrático.

De tal manera, el pronóstico establecido en el artículo de Scientific American decía que la 
concentración de dióxido de carbono en la atmósfera terrestre alcanzaría alrededor de 470 
partes por millón en el año 2035. Utilizando el modelo lineal con los datos de los años 1980 
a 2007, el pronóstico para el año 2035 es

y � 304.1 � 1.64(75) � 427.1 Modelo lineal.

Por tanto, de acuerdo con el modelo lineal para los años 1980 a 2007, parece que el pronós-
tico de 1990 fue demasiado elevado. 

El observatorio de Mauna Loa en 
Hawai ha medido el incremento en la 
concentración de dióxido de carbono 
en la atmósfera terrestre desde 1958. 
El dióxido de carbono es el principal 
gas causante del efecto invernadero 
responsable directo del calentamiento 
global.

©
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NOTA  Los modelos del ejemplo 6 se 
han elaborado usando un método 
denominado ajuste por mínimos 

cuadrados (ver la sección 13.9). El 
modelo lineal tiene una correlación dada 
por r 2 � 0.997 y el modelo cuadrático 
por r 2 � 0.994. Cuanto más próximo es 
r 2 a 1, “mejor” es el modelo. 

Figura P.11
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En los ejercicios 1 a 4, relacionar cada ecuación con su gráfica. 

 a)  b) 

 c)  d) 

 1.  

 3.   

En los ejercicios 5 a 14, elaborar la gráfica de la ecuación mediante 
el trazado de puntos.

  

  

 

 

  

En los ejercicios 15 y 16, describir las ventanas de la figura.

15.   16. 

En los ejercicios 17 y 18, utilizar una herramienta de graficación 
para representar la ecuación. Desplazar el cursor a lo largo de 
la curva para determinar de manera aproximada la coordenada 
desconocida de cada punto solución, con una exactitud de dos 
decimales.

17.   a) b) 

18.   a) b) 

Ejercicios

x

�1 1
�1

1

2

y

x

y

�1 1 2 3
�1

1

2

3

21

2

1

1

2

2
x

y

x

22

2

2

4

y

2.

4. y � x3 � xy � 3 � x2

y � �9 � x2y � �
3
2 x � 3

Sx, �4DS�0.5, yDy � x5 � 5x

Sx, 3DS2, yDy � �5 � x

En los ejercicios 19 a 28, encontrar todas las intersecciones con 
los ejes.

El símbolo  señala los ejercicios donde se pide utilizar tecnología gráfica o un sistema de álgebra 

computacional. La resolución de los demás ejercicios también puede simplificarse mediante el uso 

de la tecnología adecuada.

5. 6.

7. 8.

9. 10.

11. 12.

13. 14. y �
1

x � 2
y �

3

x

y � �x � 2y � �x � 6

y � �x� � 1y � �x � 2�
y � �x � 3�2y � 4 � x2

y � 5 � 2xy �
1
2 x � 2

y � �x� � �x � 16�y � x3 � 4x2 � 3

63. 64.

65. 66.

y � x � 1 x � y � 4

x � 3 � y2 x2 � y � 6

 4x � 2y �  �104x � y � 7

3x � 2y �   �4  x � y � 8

59. 60.

61. 62. 3x � 4y2 � 8x � 3y2 � 6

x2 � 4y 2 � 4y2 � x � 9

41. 42.

43. 44.

45. 46.

47. 48.

49. 50.

51. 52.

53. 54.

55. 56.

57. 58. y � �6 � x�y � 6 � �x�

y �
10

x2 � 1
y �

8

x

x � y 2 � 4x � y3

y � �25 � x2y � x�x � 5

y � x3 � 4xy � x3 � 2

y � 2x2 � xy � �x � 3�2

y � x2 � 3y � 9 � x2

y �
2
3 x � 1y �

1
2 x � 4

y � �
3
2x � 6y � 2 � 3x

29. 30.

31. 32.

33. 34.

35. 36.

37. 38.

39. 40. �y� � x � 3y � �x3 � x�

y �
x2

x2 � 1
y �

x

x2 � 1

xy � �4 � x2 � 0y � 4 � �x � 3

xy 2 � �10xy � 4

y � x3 � xy 2 � x3 � 8x

y � x2 � xy � x2 � 6

19. 20.

21. 22.

23. 24.

25. 26.

27. 28. y � 2x � �x2 � 1x2y � x2 � 4y � 0

y �
x2 � 3x

�3x � 1�2
y �

2 � �x

5x

y � �x � 1��x2 � 1y � x�16 � x2

y 2 � x3 � 4xy � x2 � x � 2

y � 4x2 � 3y � 2x � 5

En los ejercicios 29 a 40, buscar si existe simetría respecto a cada 
uno de los ejes y respecto al origen.

En los ejercicios 41 a 58, trazar la gráfica de la ecuación. Iden-
tificar todas las intersecciones con los ejes y determinar si existe 
simetría.

En los ejercicios 59 a 62, utilizar una herramienta de graficación 
para dibujar la gráfica de la ecuación. Identificar toda intersec-
ción con los ejes y determinar si existe simetría.

En los ejercicios 63 a 70, encontrar los puntos de intersección de 
las gráficas del par de ecuaciones.

67. 68.

 �3x � y � 15 x � y � 1

 x2 � y2 � 25 x2 � y2 � 5

P.1
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En los ejercicios 71 a 74, utilizar una herramienta de graficación 
para encontrar los puntos de intersección de las gráficas. Verificar 
los resultados de manera analítica.

 75. Modelado matemático En la tabla se muestra el Índice de 
Precios al Consumidor (IPC) para una selección de varios años. 
(Fuente: Bureau of Labor Statistics.)

 a) Utilizar una herramienta de graficación para el cálculo de 
regresión con el fin de encontrar un modelo matemático de 
la forma y � at2 � bt � c para los datos. En este modelo, 
y representa el IPC y t representa el año, donde t � 5 co-
rresponde a 1975.

 b) Representar el modelo en la calculadora y comparar los 
datos.

 c) Utilizar el modelo para predecir el IPC del año 2010.

 76. Modelo matemático La siguiente tabla muestra el número de 
usuarios de teléfonos móviles (en millones) en Estados Unidos 
en los años mostrados. (Fuente: Cellular Telecommunications 

and Internet Association.)

 a) Utilizar la función de regresión de una herramienta de gra-
ficación y encontrar así un modelo matemático de la forma  
y � at2 � bt � c de los datos. En este modelo, y representa 
el número de usuarios y t  representa el año, donde t � 0 
corresponde a 1990.

 b) Utilizar una herramienta de graficación para colocar los datos 
y graficar el modelo. Comparar los datos con el modelo.

 c) Utilizar el modelo para predecir el número de usuarios de 
teléfonos móviles en Estados Unidos en el año 2015.

 77. Punto de equilibrio Calcular las ventas necesarias para alcan-
zar el punto de equilibrio (R � C), si el costo* C de producir x 
unidades es:

C x� �5 5 10 000.  Ecuación de costo.

y los ingresos R por vender x unidades son:

R � 3.29x. Ecuación de ingresos.

 78. Alambre de cobre La resistencia y en ohms** de 1 000 pies 
de alambre de cobre a 77° F admite el modelo matemático

5 b x b 100y �
10 770

x2
� 0.37,

1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005

53.8 82.4 107.6 130.7 152.4 172.2 195.3IPC

1990 1993 1996 1999 2002 2005

5 16 44 86 141 208

 * En España se le denomina coste.
** En España las siguientes unidades de medición se denominan: volts � 
voltios; amperes � amperios; ohms � ohmios; henrys � henrios; decibeles 
� decibelios; watts � watios.

69. 70.

y � ��x � 2�y � x

y � x3 � 4xy � x3

71. 72.

73. 74.

y � 6 � xy � ��x2 � 4x

y � ��2x � 3� � 6y � �x � 6

y � 1 � x2y � �x2 � 3x � 1

y � x4 � 2x2 � 1y � x3 � 2x2 � x � 1

donde x es el diámetro en milésimas de pulgada. Representar el 
modelo en la herramienta de graficación. Si se duplica el diáme-
tro del hilo, ¿en qué factor aproximado varía la resistencia?

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 79 y 80, escribir una ecuación cuya gráfica 
tenga la propiedad que se indica (puede existir más de una 
respuesta correcta).

 79. La gráfica tiene intersecciones en 

x � 4,x � �
3
2,

x � 3x � �4,  y 

 80. La gráfica tiene intersecciones en   y

 81. a) Comprobar que si una gráfica es simétrica con respecto 
al eje x y al eje y, entonces es simétrica con respecto al 
origen. Dar un ejemplo que muestre que lo contrario no 
es cierto.

 b) Comprobar que si una gráfica es simétrica con respecto 
a cualquiera de los ejes y al origen, entonces es simétrica 
con respecto al otro eje.

Para discusión

 82. Relacionar la ecuación o ecuaciones con las características 
dadas.

 i) ii) iii)

 iv) v) vi)

 a) Simétrica con respecto al eje y

 b) Tres intersecciones con el eje x

 c) Simétrica con respecto al eje x

 d) (�2, 1) es un punto de la gráfica

 e) Simétrica con respecto al origen

 f) La gráfica pasa por el origen

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 83 a 86, determinar cuándo 
la afirmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o 
proporcionar un ejemplo que demuestre que es falsa.

 83. Si (� 4, �5) es el punto de una gráfica simétrica con respecto al 
eje x, entonces (4, �5) también es un punto de dicha gráfica.

 84. Si (� 4, �5) es el punto de una gráfica simétrica con respecto al 
eje y, entonces (4, �5) también es un punto de dicha gráfica.

 85. Si b2 � 4ac � 0 y a p0, entonces la gráfica de y � ax2 � bx 
� c tiene dos intersecciones con x.

 86. Si b2 � 4ac � 0 y a p0, entonces la gráfica de y � ax2 � bx 
� c sólo tiene una intersección con x.

En los ejercicios 87 y 88, encontrar una ecuación de la gráfica 
que se compone de todos los puntos (x, y) que tienen la distancia 
dada respecto al origen (repasar la fórmula de la distancia en el 
apéndice C).

 87. La distancia respecto al origen es el doble de la distancia que 
hay desde (0, 3).

 88. La distancia respecto al origen se obtiene al multiplicar la dis-
tancia que hay desde el punto (2, 0) por K (K p 1). 

y � �x � 3

y � 3x � 3

x �
5
2.

x � 8.

y � 3�x

y � 3x3 � 3x

y � 3x2 � 3

y � �x � 3�2

73.



■ Encontrar la pendiente de una recta que pasa por dos puntos.

■ Escribir la ecuación de una recta dados un punto y su pendiente.

■ Interpretar la pendiente como razón o ritmo en aplicaciones cotidianas.

■ Trazar la gráfica de una ecuación lineal en la forma pendiente-intersección.

■ Escribir las ecuaciones de rectas que son paralelas o perpendiculares a una recta dada.

La pendiente de una recta

La pendiente de una recta no vertical es una medida del número de unidades que la recta 
asciende (o desciende) verticalmente por cada unidad de variación horizontal de izquierda 
a derecha. Considerar los dos puntos (x1, y1) y (x2, y2) de la recta de la figura P.12. Al des-
plazarse de izquierda a derecha por la recta, se produce una variación vertical de

$y � y2 � y1 Cambio en y.

unidades por cada variación horizontal de

$x � x2 � x1 Cambio en x.

unidades. ($ es la letra griega delta mayúscula y los símbolos $y y $x se leen “delta de y” 
y “delta de x”.)

DEFINICIÓN DE LA PENDIENTE DE UNA RECTA

La pendiente m de una recta no vertical que pasa por los puntos (x1, y1) y (x2, y2) es

m
y

x

y y

x x
x x� �




x
$
$

2 1

2 1

1 2, .

La pendiente no está definida por rectas verticales.

NOTA  Al aplicar la fórmula de la pendiente, observar que

y y

x x

y y

x x

y y

x x

2 1

2 1

1 2

1 2

1 2

1 2




�
 
 

�



( )

( )
.

Por tanto, no importa el orden en que se reste, siempre que sea coherente y las dos “coordenadas 
restadas” provengan del mismo punto. 

En la figura P.13 se muestran cuatro rectas con pendiente: una positiva, otra cero, otra 
negativa y otra “indefinida”. En general, cuanto mayor sea el valor absoluto de la pendiente 
de una recta, mayor es su inclinación. Por ejemplo, en la figura P.13, la recta con pendiente 
�5 está más inclinada que la de pendiente

Si m es indefinida, la recta es 
vertical

Si m es positiva, la recta sube 
de izquierda a derecha
Figura P.13

x
x2

y2

x1

y1

$x �x2  x1

$y �y2  y1

(x2, y2)

(x1, y1)

y

$y � y2 � y1 � cambio en y
$x � x2 � x1 � cambio en x
Figura P.12

x

2 1
1

1 2 3

4

3

2

1
(2, 0)

(3, 1)

m1 = 1 
5

y

x

2 1
1

1 2 3

4

3

1

m2 � 0

(2, 2)(1, 2)

y

x

1
1

2 3 4

4

3

2

1

(1, 1)

(0, 4)
m3 � �

y

x

1
1

21 4

4

3

2

1 (3, 1)

(3, 4)

y

m4 está 
indefinida

Si m es negativa, la recta baja 
de izquierda a derecha

Si m es cero, la recta es hori-
zontal

1
5.
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P.2 Modelos lineales y ritmos o velocidades de cambio
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Ecuaciones de las rectas

Para calcular la pendiente de una recta pueden utilizarse dos de sus puntos cualesquiera. Esto 
puede verificarse con ayuda de los triángulos semejantes de la figura P.14. (Recordar que los 
cocientes de los lados correspondientes de dos triángulos semejantes son todos iguales.)

Se puede escribir la ecuación de una recta si se conocen su pendiente y las coordenadas 
de uno de sus puntos. Dada la pendiente m y un punto (x1, y1). Si (x, y) denota cualquier otro 
punto de la recta, entonces

y y

x x
m




�1

1

.

Esta ecuación, que involucra las dos variables x y y, se puede escribir de la forma y � y1 � 
m(x � x1), la cual es conocida como ecuación punto-pendiente de una recta.

ECUACIÓN PUNTO-PENDIENTE DE UNA RECTA

La ecuación de la recta con pendiente m que pasa por el punto (x1, y1) está dada  
por 

y � y1 � m(x � x1).

EJEMPLO 1 Determinación de la ecuación de una recta 

Encontrar la ecuación de la recta con pendiente 3 que pasa por el punto (1, –2).

Solución

 y � y1  � m(x � x1) Forma punto-pendiente.

 y � (�2)  � 3(x � 1) Sustituir y1 por �2, x1 por l y m por 3.

 y � 2  � 3x � 3 Simplificar.

 y  � 3x � 5 Despejar y.

(Ver la figura P.15.) 

NOTA  Recordar que la pendiente puede usarse sólo para describir una recta no vertical. De tal ma-
nera, las rectas verticales no pueden expresarse mediante ecuaciones punto-pendiente. Por ejemplo, 
la ecuación de la recta vertical que pasa por el punto (1, �2) es x � 1. 

E X P L O R A C I Ó N

Estudio de ecuaciones de rectas  
Utilizar una herramienta de grafi-
cación para dibujar cada una de las 
siguientes ecuaciones lineales. ¿Qué 
punto es común a las siete rectas? 
¿Qué número determina la pendien-
te de la recta en cada ecuación?

 a) 

 b)

 c) 

 d) 

 e) 

 f) 

 g) 

Utilizar los resultados para 
construir la ecuación de una recta 
que pase por (�1, 4) con una 
pendiente de m.

Cualquier par de puntos de una 
recta determina su pendiente
Figura P.14

x

m � �
y2*  y1*
x2*  x1*

y2  y1
x2  x1

(x1*, y1*)

(x2*, y2*)

(x1, y1)

(x2, y2)

y

La recta de pendiente 3 que pasa por el 
punto (1, �2)
Figura P.15

x

1

1

2

3

4

5

1 3 4

����	

y � 3x  5

$y � 3

$x � 1

y

y � 4 � 2 x � 1

y � 4 � 1 x � 1

y � 4 �
1
2 x � 1

y � 4 � 0 x � 1

y � 4 � �
1
2 x � 1

y � 4 � �1 x � 1

y � 4 � �2 x � 1
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Razones y ritmos o velocidades de cambio

La pendiente de una recta puede interpretarse ya sea como una razón o como una propor-

ción, o bien como una tasa, ritmo o velocidad de cambio. Si los ejes x y y tienen la misma 
unidad de medida, la pendiente no tiene unidades y es una razón o proporción. Si los ejes 
x y y tienen distintas unidades de medida, la pendiente es una tasa, ritmo o velocidad de 
cambio. Al estudiar cálculo, se encontrarán aplicaciones relativas a ambas interpretaciones 
de la pendiente.

EJEMPLO 2 Crecimiento de poblaciones y diseño técnico

 a) La población de Colorado era de 3 827 000 habitantes en 1995 y de 4 665 000 en 2005. 
Durante este periodo de 10 años, el ritmo o velocidad de cambio promedio de la po-
blación fue:

Ritmo o velocidad de cambio =
cambio en poblaación

cambio en años

�



4 665 000 3 827 000

2005 19995

83 800� personas por año.

Si la población de Colorado continúa creciendo a este ritmo durante los próximos 10 
años, en 2015 alcanzará 5 503 000 habitantes (ver la figura P.16). (Fuente: U.S. Census 

Bureau.)

 b) En un torneo de saltos de esquí acuático, la rampa se eleva hasta una altura de 6 pies 
sobre una balsa de 21 pies de largo, como se ilustra en la figura P.17. La pendiente 
de la rampa de esquí es el cociente entre su altura (ascenso) y la longitud de su base 
(avance).

Pendiente de la rampa =
ascenso

avance
6 pies

21 pies
�

�
2

7  

Observar que, en este caso, la pendiente es una proporción y se expresa sin unidades.

El ritmo o velocidad de cambio calculado en el ejemplo 2a es un ritmo o velocidad de 
cambio medio. Un ritmo o velocidad de cambio medio siempre se calcula con respecto a un 
intervalo que en este caso es [1995, 2005]. En el capítulo 2 se estudiará otro tipo de ritmo o 
velocidad de cambio, denominado ritmo o velocidad de cambio instantánea.

Población de Colorado en el censo
Figura P.16

1995 2005 2015

4

3

2

1

5

6

10

838 000

Ascenso es el cambio vertical, 
avance es el cambio horizontal.

Dimensiones de una rampa de esquí acuático
Figura P.17 

21 pies

6 pies
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Representación gráfica de modelos lineales

Muchos de los problemas de geometría analítica pueden clasificarse en dos categorías básicas: 
1) dada una gráfica, ¿cuál es su ecuación?, y 2) dada una ecuación, ¿cuál es su gráfica? La 
ecuación punto-pendiente de una recta puede emplearse para resolver ciertos problemas de 
la primera categoría. No obstante, esta forma no resulta útil para resolver problemas de la 
segunda categoría. La forma que mejor se adapta al trazado de la gráfica de una recta es la 
forma pendiente-intersección de la ecuación de una recta.

ECUACIÓN PENDIENTE-INTERSECCIÓN DE UNA RECTA

La gráfica de la ecuación lineal

y � mx � b

es una recta que tiene pendiente m y una intersección con el eje y en (0, b).

EJEMPLO 3 Trazado de rectas en el plano

Dibujar la gráfica de cada una de las siguientes ecuaciones.

 a) y � 2x � 1   b)  y � 2   c)  3y � x � 6 � 0

Solución

 a) Puesto que b � 1, la intersección en y es (0, 1). Como la pendiente es m � 2, se sabe 
que la recta asciende dos unidades por cada unidad que se mueve hacia la derecha, 
como se muestra en la figura P.18a.

 b) Dado que b � 2, la intersección en y es (0, 2). Como la pendiente es m � 0, se sabe 
que es horizontal, como se ilustra en la figura P.18b.

 c) Comenzar por escribir la ecuación en forma pendiente-intersección.

   Ecuación original.

   Despejar el término en y.

      Forma pendiente-intersección.

   

De esta forma, puede verse que la intersección en y es (0, 2) y la pendiente m � �−. Esto 
quiere decir que la recta desciende una unidad por cada tres unidades que se mueve hacia 
la derecha, como se muestra en la figura P.18c.

a)  m � 2; la recta sube b)  m � 0; la recta es horizontal c)  m � �−; la recta baja
Figura P.18

x

321

2

3

(0, 1)

$x � 1

$y � 2

y � 2x � 1

y

x

y � 2

321

1

3

(0, 2)

y

x

3 4 5 621

1

3

(0, 2)

$x � 3

$y � 1

x � 2y �  1
3

y

 y � �
1

3
x � 2

 3y � �x � 6

3y � x � 6 � 0
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Dado que la pendiente de una recta vertical no está definida, su ecuación no puede 
escribirse con la forma pendiente-intersección. Sin embargo, la ecuación de cualquier recta 
puede escribirse en la forma general:

Ax � By � C � 0 Forma general de la ecuación de una recta.

donde A y B no son ambos cero. Por ejemplo, la recta vertical dada por x � a puede repre-
sentarse por la ecuación general x � a � 0.

Resumen de ecuaciones de las rectas

1. Forma general: Ax � By � C � 0, (A, B p 0)

2. Recta vertical: x � a

3. Recta horizontal: y � b

4. Forma punto-pendiente: y � y1 � m(x � x1)

5. Forma pendiente-intersección: y � mx � b

Rectas paralelas y perpendiculares

La pendiente de una recta es útil para determinar si dos rectas son paralelas o perpendi-
culares, como se muestra en la figura P.19. En específico, dos rectas no verticales con la 
misma pendiente son paralelas, y dos rectas no verticales cuyas pendientes son recíprocas 
negativas son perpendiculares.

RECTAS PARALELAS Y RECTAS PERPENDICULARES

1. Dos rectas no verticales distintas son paralelas si y sólo si sus pendientes son 
iguales, es decir, si y sólo si m1 � m2.

2. Dos rectas no verticales son perpendiculares si y sólo si sus pendientes son 
recíprocas negativas, es decir, si y sólo si

m
m

1
2

1
�  .

Rectas paralelas  Rectas perpendiculares
Figura P.19

AYUDA DE ESTUDIO  En matemáticas, la 
expresión “si y sólo si” es una manera 
de establecer dos implicaciones en una 
misma afirmación. Por ejemplo, la pri-
mera afirmación de la derecha equivale 
a las dos implicaciones siguientes:

a) Si dos rectas no verticales distintas 
son paralelas, entonces sus pen-
dientes son iguales.

b) Si dos rectas no verticales distintas 
tienen pendientes iguales, entonces 
son paralelas.

x

m1

m2

m1�m2

y

x

m1

m2

m1 �  �
m2

y
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EJEMPLO 4 Rectas paralelas y rectas perpendiculares

Hallar la forma general de las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (2, �1) y 
son

 a) paralela a la recta 2x � 3y � 5  b)  perpendicular a la recta 2x � 3y � 5.

(Ver la figura P.20.)

Solución Al escribir la ecuación lineal 2x � 3y � 5 en forma punto-pendiente, y � ²− x � − , 
se ve que la recta dada tiene pendiente m � −.

 a) La recta que pasa por (2, �1) y es paralela a la recta dada tiene también pendiente  
de  −.

 y � y1 � m(x � x1) Forma punto-pendiente.

 y � (�1) � 2–
3
(x � 2) Sustituir.

 3(y � 1) � 2(x � 2) Simplificar.

 2x � 3y � 7 � 0 Forma general.

Observar la similitud con la ecuación original.

 b) Calculando el recíproco negativo de la pendiente de la recta dada, se determina que la 
pendiente de toda recta perpendicular a la inicial es �−. Por tanto, la recta que pasa 
por el punto (2, �1) y es perpendicular a la recta dada tiene la siguiente ecuación.

 y �y1 � m(x � x1) Forma punto-pendiente.

 y � (�1) � �−  (x � 2) Sustituir.

 2(y � 1) � �3(x � 2) Simplificar.

 3x � 2y � 4 � 0 Forma general. 

CONFUSIÓN  TECNOLÓGICA La pendiente de una recta aparece distorsionada si se 
utilizan diferentes escalas en los ejes x y y. Por ejemplo, las dos pantallas de calculadora 
gráfica de las figuras P.21a y P.21b muestran las rectas dadas por y � 2x y y � �− x � 3. 
Puesto que las pendientes de estas rectas son una el negativo del inverso de la otra, las 
rectas son perpendiculares. Sin embargo, en la figura P.21a no lo parecen, debido a que 
la escala del eje x no es la misma que la escala del eje y. En la figura P.21b aparecen 
perpendiculares debido a que la escala utilizada del eje x es igual a la empleada para el 
eje y. Este tipo de ventanas se denominan ventanas cuadradas.

Rectas paralela y perpendicular a  
2x � 3y � 5
Figura P.20

a)  La escala del eje x no es la misma 
que la del eje y

Figura P.21

b)  La escala del eje x es la misma 
que la del eje y

x

1

2

1

1 4

(2, 1)

2x  3y � 7

3x � 2y � 4
2x  3y � 5

y

10

10

10

10

9

6

9

6
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indefinida

m � 2�2, �2m � �31, 7

m�4, 3m � 06, 2

Pendiente           Punto       Pendiente     Punto

7
8, 34 , 5

4, �1
4�

1
2, 23 , �

3
4, 16

3, �5 , 5, �54, 6 , 4, 1

1, 1 , �2, 73, �4 , 5, 2

En los ejercicios 1 a 6, calcular la pendiente de la recta a partir 
de su gráfica. 

 1.  2. 

 3.  4. 

 5.  6. 

En los ejercicios 7 y 8, trazar las rectas que pasan por el punto 
dado con la pendiente indicada. Dibujar en un mismo sistema de 
coordenadas.

  Punto Pendientes   

 7. (3, 4) a)  1 b)  �2  c) � N d)  indefinida

 8. (�2, 5) a)  3 b)  �3  c)  ,< d)  0

En los ejercicios 9 a 14, dibujar el par de puntos y calcular la 
pendiente de la recta que pasa por ellos.

 9.  10. 

 11.   12. 

 13.  14. 

En los ejercicios 15 a 18, utilizar el punto de la recta y su pendiente 
para determinar otros tres puntos por los que pase la recta (hay 
más de una respuesta correcta).

 15.  16. 

 17.  18. 

x

1 2 3 4 5 6 7

7
6
5
4
3
2
1

y

x

1 2 3 4 5 6 7

7
6
5
4
3
2
1

y

x

1 2 3 4 5 6 7

7
6
5

3
2
1

y

x

1 2 3 4 5 6

6
5
4
3
2
1

y

x

1 2 3 5 6 7

24
28

20
16
12
8
4

y

x

1 2 3 4 5 6 7

60
70

50
40
30
20
10

y

 19. Diseño de una cinta Se está construyendo una cinta trans-
portadora de manera que se eleve 1 metro por cada 3 metros de 
avance horizontal.

 a) Calcular la pendiente de la cinta. 
 b) Suponer que la cinta corre entre dos pisos de una fábrica. 

Calcular la longitud de la cinta si la distancia vertical entre 
ambos pisos es de 10 pies.

 20. Ritmo de cambio Cada uno de los siguientes datos es la pen-
diente de una recta que representa los ingresos diarios y en tér-
minos del tiempo x en días. Utilizar la pendiente para interpretar 
la variación en los ingresos correspondiente a un incremento de 
un día. 

 a) m � 800   b)  m � 250   c)  m � 0

 21. Modelo matemático La siguiente tabla muestra las poblaciones 
y (en millones) de Estados Unidos durante 2000-2005. La va-
riable t representa el tiempo en años, t � 0 corresponde a 2000. 
(Fuente: U.S. Bureau of the Census.)

 a) Dibujar los datos a mano y unir los puntos adyacentes con 
un segmento de línea.

 b) Utilizar la pendiente de cada segmento de línea con objeto 
de determinar en qué año se incrementó la población con 
menor rapidez.

 22. Modelo matemático La siguiente tabla muestra el ritmo o 
velocidad r (en millas por hora) al que se está moviendo un 
vehículo transcurridos t segundos.

 a) Dibujar la gráfica a mano y unir los puntos adyacentes con 
un segmento de línea.

 b) Utilizar la pendiente de cada segmento de línea con objeto 
de determinar en qué intervalo cambió más rápidamente el 
ritmo o velocidad del vehículo. ¿Cómo cambió el ritmo o 
velocidad?

En los ejercicios 23 a 28, calcular la pendiente y la intersección en 
y (si es posible) de la recta.

 23. y � 4x – 3 24. �x �y � 1

 25. x � 5y � 20 26. 6x � 5y � 15

 27. x � 4 28. y � �l

En los ejercicios 29 a 34, encontrar la ecuación de la recta que pasa 
por el punto y tiene la pendiente indicada. Trazar la recta.

 29.  30. 

 31.  32. 

 33.  34. 

indefinida

m � �
3
5�2, 4m � 33, �2

m � 00, 4m �
2
30, 0

m�5, 2m �
3
40, 3

Pendiente           Punto    Pendiente Punto    

�

t 0 1 2 3 4 5

y 282.4 285.3 288.2 291.1 293.9 296.6

EjerciciosP.2

t 5 10 15 20 25 30

r 57 74 85 84 61 43
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Xmín = �6
Xmáx = 6
Xscl = 1
Ymín = �4
Ymáx = 4
Yscl = 1

Xmín = �5
Xmáx = 5
Xscl = 1
Ymín = �5
Ymáx = 5
Yscl = 1

En los ejercicios 35 a 44, encontrar la ecuación de la recta que 
pasa por los puntos y trazar la recta.

 35.  36. 

 37.  38. 

 39.  40. 

 41.  42. 

 43.  44. 

 45. Determinar la ecuación de la recta vertical con intersección en 
x en 3.

 46. Demostrar que la recta con intersecciones con los ejes en (a, 0) 
y (0, b) tiene la siguiente ecuación.

x

a

y

b
a b� � x x1 0 0, ,

En los ejercicios 47 a 50, utilizar el resultado del ejercicio 46 para 
escribir la ecuación de la recta.

 47. intersección en x: (2, 0) 48. intersección en x: ��2
3, 0�

  intersección en y: (0, 3)  intersección en y: (0, �2)

 49. Punto de la recta: (1, 2) 50. Punto de la recta: (�3, 4)

  intersección en x: (a, 0)  intersección en x: (a, 0)

  intersección en y: (0, a)  intersección en y: (0, a)

  (a p 0)  (a p 0)

En los ejercicios 51 a 58, trazar la gráfica de la ecuación.

 51.  52. 

 53.  54. 

 55.  56. 

 57.  58. 

59. Configuración cuadrada Utilizar una herramienta de gra-
ficación para dibujar ambas rectas en cada ventana de visor. 
Comparar las gráficas. ¿Las rectas aparecen perpendiculares? 
¿Lo son? Explicar la respuesta.

 

 a)  b)

 60. Una recta está representada por la ecuación ax � by � 4. 

 a) ¿Cuándo la recta es paralela al eje x?
 b) ¿Cuándo la recta es paralela al eje y?
 c) Dar valores para a y b de manera que la recta tenga una 

pendiente de "@ .
 d) Dar valores para a y b de manera que la recta sea per-

pendicular a la recta y �.Kx� 3.
 e) Dar valores para a y b de manera que la recta coincida 

con la gráfica de 5x � 6y � 8.

En los ejercicios 61 a 66, escribir la ecuación de la recta que pase 
por el punto y que sea: a) paralela a la recta dada, y b) perpen-
dicular a la recta dada.

61.   

 63. 

 65.

Ritmo o velocidad de cambio En los ejercicios 67 a 70, se da el 
valor de un producto, en dólares, durante 2004 y el ritmo o velo-
cidad al que se espera que varíe su valor durante los próximos 5 
años. Utilizar esta información para escribir una ecuación lineal 
que proporcione el valor en dólares V del producto en términos 
del año t. (Sea t � 0 representativo del año 2000.)

  Valor en 2008 Ritmo o velocidad   

 67. $1 850 $250 aumento anual

 68. $156 $4.50 aumento anual

 69. $17 200 $1 600 reducción anual

 70. $245 000 $5 600 reducción anual

En los ejercicios 71 y 72, utilizar una herramienta de grafica-
ción para representar las parábolas y encontrar sus puntos de 
intersección. Encontrar la ecuación de la recta que pasa por los 
puntos de intersección y dibujar su gráfica en la misma ventana 
de representación.

 71.  72. 
    

En los ejercicios 73 y 74, determinar si los puntos son colineales. 
(Se dice que tres puntos son colineales si pertenecen a una misma 
recta.)

 73.  74. 

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 75 a 77, encontrar las coordenadas del punto 
de intersección de los segmentos dados. Explicar el razona-
miento.

75.   76.

  Bisectrices perpendiculares  Medianas

77.   

  Alturas

 78. Demostrar que los puntos de intersección en los ejercicios 
75, 76 y 77 son colineales.

 79. Conversión de temperaturas Encontrar la ecuación lineal que 
exprese la relación que existe entre la temperatura en grados 

62.

64.

66. 3x � 4y � 74, �55x � 3y � 0
3
4, 

7
8

x � y � 7�3, 24x � 2y � 32, 1

y � �3�1, 0x � 1�7, �2

Punto                     Punto                 

(a, 0) (a, 0)

(b, c)

(a, 0) (a, 0)

(b, c)

(a, 0) (a, 0)

(b, c)

y � �x2 � 2x � 3y � 4x � x2

y �  x2 � 4x � 3y � x2

�0, 4�, �7, �6�, ��5, 11���2, 1�, ��1, 0�, �2, �2�

Para discusión

Recta Recta

x � 2y � 6 � 02x � y � 3 � 0

y � 1 � 3�x � 4�y � 2 �
3
2�x � 1�

y �
1
3 x � 1y � �2x � 1

x � 4y � �3

�7
8, 34�, �5

4, �1
4��1

2, 72�, �0, 34�
�1, �2�, �3, �2��6, 3�, �6, 8�

��3, 6�, �1, 2��2, 8�, �5, 0�

��2, �2�, �1, 7��2, 1�, �0, �3�

�0, 0�, ��1, 5��0, 0�, �4, 8�
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Celsius C y la temperatura en grados Fahrenheit F. Utilizar  
el hecho de que el agua se congela a 0° C (32° F) y hierve a 100° 
C (212° F) para convertir 72° F a grados Celsius.

 80. Reembolso de gastos Una compañía reembolsa a sus repre-
sentantes de ventas $175 diarios por alojamiento y comidas más 
48¢ por milla recorrida. Escribir una ecuación lineal que exprese 
el costo diario C para la compañía en términos de x, el número 
de millas recorridas. ¿Cuánto le costará a la empresa que uno 
de sus representantes de ventas recorra 137 millas?

 81. Elección profesional Un empleado tiene dos opciones a pues-
tos en una gran corporación. En un puesto le pagan $14.50 por 
hora más un bono de $0.75 por unidad producida. En el otro, 
$11.20 por hora más un bono de $1.30.

 a) Representar gráficamente las ecuaciones lineales corres-
pondientes a los salarios por hora W en términos de x, el 
número de unidades producidas por hora, para cada una de 
las opciones.

 b) Representar con una heramienta de graficación las ecua-
ciones lineales y encontrar el punto de intersección.

 c) Interpretar el significado del punto de intersección de las 
gráficas del apartado b). ¿Cómo usaría esta información 
para seleccionar la opción correcta si su objetivo fuera 
obtener el mayor sueldo por hora?

 82. Depreciación lineal Un pequeño negocio adquiere un equipo 
de $875. Transcurridos 5 años el equipo será obsoleto, carente 
de valor.

 a) Escribir una ecuación lineal que proporcione el valor y del 
equipo en términos del tiempo x, 0 � x � 5.

 b) Encontrar el valor del equipo cuando x � 2.
 c) Calcular el momento en que el valor del equipo es $200 

(con una precisión de dos cifras decimales).

 83. Alquiler de apartamentos Una agencia inmobiliaria maneja 
un complejo de 50 apartamentos. Cuando el alquiler es de $780 
mensuales, los 50 apartamentos están ocupados. Sin embargo, 
cuando el alquiler es de $825, el número promedio de aparta-
mentos ocupados desciende a 47. Suponer que la relación entre 
el alquiler mensual p y la demanda x es lineal. (Nota: Aquí se usa 
el término demanda para referirse al número de apartamentos 
ocupados.)

 a) Escribir una ecuación lineal que proporcione la demanda 
x en términos del alquiler p.

 b) Extrapolación lineal Utilizar una herramienta de grafica-
ción para representar la ecuación de la demanda y emplear 
la función trace para pronosticar el número de apartamentos 
ocupados si el alquiler aumenta a $855.

 c) Interpolación lineal Pronosticar el número de apartamentos 
ocupados si el alquiler baja a $795. Verificar el resultado 
gráficamente.

 84. Modelo matemático Un profesor pone cuestionarios de 20 
puntos y exámenes de 100 puntos a lo largo de un curso de ma-
temáticas. Las calificaciones promedio de seis estudiantes, dadas 
como pares ordenados (x, y), donde x es la calificación media en 
los cuestionarios y y la calificación media en los exámenes, son 
(18, 87), (10, 55), (19, 96), (16, 79), (13, 76) y (15, 82).

 a) Empleando una herramienta de graficación con programa 
para el cálculo de regresiones, encontrar la recta de regre-
sión, por mínimos cuadrados, para los datos.

 b) Utilizar una herramienta de graficación para trazar los pun-
tos y graficar la recta de regresión en una misma ventana.

 c) Utilizar la recta de regresión para pronosticar la calificación 
promedio en los exámenes de un estudiante cuya califica-
ción promedio en los cuestionarios es 17.

 d) Interpretar el significado de la pendiente de la recta de 
regresión.

 e) Si el profesor añade 4 puntos a la calificación promedio 
en los exámenes de cada alumno, describir el cambio de 
posición de los puntos trazados y la modificación de la 
ecuación de la recta.

  85. Recta tangente Encontrar la ecuación de la recta tangente al 
círculo x2 � y2 � 169 en el punto (5, 12).

  86. Recta tangente Encontrar la ecuación de la recta tangente al 
círculo (x � 1)2 � (y � 1)2 � 25 en el punto (4, �3).

Distancia En los ejercicios 87 a 92, calcular la distancia que exis-
te entre el punto y la recta o entre las rectas, utilizando la fórmula 
para la distancia entre el punto (x1, y1) y la recta Ax � By � C � 0.

  87. Punto: (0, 0) 88. Punto: (2, 3)

  Recta: 4x � 3y � 10  Recta: 4x � 3y � 10

  89. Punto: (�2, 1) 90. Punto: (6, 2)

  Recta: x � y � 2 � 0  Recta: x � �1

  91. Recta: x � y � 1 92. Recta: 3x � 4y � 1

  Recta: x � y � 5  Recta: 3x � 4y � 10

  93. Demostrar que la distancia que existe entre el punto (x1, y1) y la 
recta Ax � By � C � 0 es

  94. Escribir la distancia d entre el punto (3, 1) y la recta y � mx � 4 
en términos de m. Emplear una herramienta de graficación para 
representar la ecuación. ¿Cuándo es 0 la distancia? Explicar el 
resultado de manera geométrica.

  95. Demostrar que las diagonales de un rombo se cortan perpen-
dicularmente. (Un rombo es un cuadrilátero con lados de igual 
longitud.)

  96. Demostrar que la figura que se obtiene uniendo los puntos me-
dios de los lados consecutivos de cualquier cuadrilátero es un 
paralelogramo.

  97. Demostrar que si los puntos (x1, y1) y (x2, y2) pertenecen a la 
misma recta que (x*1, y*1) y (x*2, y*2), entonces:

Suponer que x1 p x2 y x*1 p x*2.

  98. Demostrar que si las pendientes de dos rectas son recíprocas 
negativas de la otra, entonces las rectas son perpendiculares.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 99 y 100, determinar si la 
afirmación es verdadera o falsa. Si no lo es, explicar por qué o 
proporcionar un ejemplo que muestre su falsedad.

  99. Las rectas de ecuaciones ax � by � c1 y bx � ay � c2 son 
perpendiculares. Suponer que a p 0 y b p 0.

 100. Dos rectas con pendientes positivas pueden ser perpendiculares 
entre sí.

Distancia �
Ax1 � By1 � C

A2 � B2
.

Distancia �
Ax1 � By1 � C

A2 � B2

y2 � y1

x2 � x1

�
y2 � y1

x2 � x1

.
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Funciones y sus gráficas
■ Usar la notación de función para representar y evaluar funciones.

■ Encontrar el dominio y recorrido o rango de una función.

■ Trazar la gráfica de una función.

■ Identificar los diferentes tipos de transformaciones de las funciones.

■ Clasificar funciones y reconocer combinaciones de ellas.

Funciones y notación de funciones

Una relación entre dos conjuntos X y Y es un conjunto de pares ordenados, cada uno de la 
forma (x, y), donde x es un elemento de X y y un elemento de Y. Una función de X a Y es 
una relación entre X y Y con la propiedad de que si dos pares ordenados tienen el mismo 
valor de x, entonces también tienen el mismo valor de y. La variable x se denomina variable 
independiente, mientras que la variable y se denomina variable dependiente.

Muchas situaciones de la vida real pueden describirse mediante funciones. Por ejemplo, 
el área A de un círculo es una función de su radio r.

A � P r2 A es una función de r.

En este caso, r es la variable independiente y A, la variable dependiente.

DEFINICIÓN DE FUNCIÓN REAL DE UNA VARIABLE REAL

Sean X y Y conjuntos de números reales. Una función real f de una variable real x de 

X a Y es una regla de correspondencia que asigna a cada número x de X exactamente 
un número y de Y.

El dominio de f es el conjunto X. El número y es la imagen de x por f y se denota 
mediante f(x), a lo cual se le llama el valor de f en x. El recorrido o rango de f se 
define como el subconjunto de Y formado por todas las imágenes de los números de 

X (ver la figura P.22).

Las funciones pueden especificarse de muchas formas. No obstante, este texto se 
concentra fundamentalmente en funciones dadas por ecuaciones que contienen variables 
dependientes e independientes. Por ejemplo, la ecuación

x2 � 2y � 1 Ecuación en forma implícita.

define y, la variable dependiente, como función de x, la variable independiente. Para evaluar 
esta función (esto es, para encontrar el valor de y correspondiente a un valor de x dado) 
resulta conveniente despejar y en el lado izquierdo de la ecuación.

y x� 
1

2
1 2( )  Ecuación en forma explícita.

Utilizando f como nombre de la función, esta ecuación puede escribirse como:

f x �
1

2
1 � x2 .  Notación de funciones.

La ecuación original x2 � 2y � 1 define implícitamente a y como función de x. Cuando se 
despeja y, se obtiene la ecuación en forma explícita.

La notación de funciones tiene la ventaja de que permite identificar claramente la variable 
dependiente como f(x), informando al mismo tiempo que la variable independiente es x y 
que la función se denota por “f ”. El símbolo f(x) se lee “f de x”. La notación de funciones 
permite ahorrar palabras. En lugar de preguntar “¿cuál es el valor de y que corresponde a  
x � 3?” se puede preguntar “¿cuánto vale f(3)?”

Una función real f de una variable real
Figura P.22

NOTACIÓN DE FUNCIONES

Gottfried Wilhelm Leibniz fue el primero 
que utilizó la palabra función, en 1694, para 
denotar cualquier cantidad relacionada 
con una curva, como las coordenadas de 
uno de sus puntos o su pendiente. Cuarenta 
años más tarde, Leonhard Euler empleó la 
palabra “función” para describir cualquier 
expresión construida con una variable y 
varias constantes. Fue él quien introdujo la 
notación y � f(x).

Rango

x

f

Dominio

y � f (x)

Y

X
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En una ecuación que define a una función, el papel de la variable x es simplemente el 
de un hueco a llenar. Por ejemplo, la función dada por

f(x) � 2x2 � 4x � 1

puede describirse como

f � 2
2

� 4 � 1

donde se usan paréntesis en lugar de x. Para evaluar f(�2), basta con colocar �2 dentro de 
cada paréntesis.

f(�2) � 2(�2)2 � 4(�2) � 1 Sustituir x por �2.

� 2(4) � 8 � 1 Simplificar.

� 17 Simplificar.

NOTA  Aunque es frecuente usar f como un símbolo adecuado para denotar una función y x para la 
variable independiente, se pueden utilizar otros símbolos. Por ejemplo, todas las ecuaciones siguientes 
definen la misma función.

 f(x) � x2 � 4x � 7 El nombre de la función es f, el de la variable independiente es x.

 f(t) � t2 � 4t  � 7 El nombre de la función es f, el de la variable independiente es t.

 g(s) � s2 � 4s � 7 El nombre de la función es g, el de la variable independiente es s.

 

EJEMPLO 1 Evaluación de una función

Para la función f definida por f(x) � x2 � 7, calcular:

  a) f(3a)   b)  f(b � 1)   c)  e �  e( ) ( )
,

x x x

x
x

$
$

$ p 0

Solución

 a)  Sustituir x por 3a.

      Simplificar.

 b)  Sustituir x por b � 1.

      Desarrollar el binomio.

      Simplificar.

 c) 

NOTA  La expresión del ejemplo 1c se llama cociente incremental o de diferencias y tiene un sig-
nificado especial en el cálculo. Se verá más acerca de esto en el capítulo 2. 

x 0 2x x,

 
x 2x x

x

 
2x x x 2

x

 
x2 2x x x 2 7 x2 7

x

 
f x x f x

x

x x 2 7 x2 7

x

 b2 2b 8

 b2 2b 1 7

 f b 1 b 1 2 7

 9a2 7

 f 3a 3a 2 7

AYUDA DE ESTUDIO  En cálculo, es 
importante especificar con claridad el 
dominio de una función o expresión. 
Por ejemplo, en el ejemplo 1c, las 
expresiones

x 0

f x x f x

x
  y 2x x,

 
son equivalentes, ya que $x � 0 se 
excluye del dominio de la función o 
expresión. Si no se estableciera esa 
restricción del dominio, las dos expre-
siones no serían equivalentes.
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Dominio y recorrido o rango de una función

El dominio de una función puede describirse de manera explícita, o bien de manera im-

plícita mediante la ecuación empleada para definir la función. El dominio implícito es el 
conjunto de todos los números reales para los que está definida la ecuación, mientras que 
un dominio definido explícitamente es el que se da junto con la función. Por ejemplo, la 
función dada por

e �


b b( ) ,x
x

x
1

4
4 5

2

tiene un dominio definido de manera explícita dado por {x: 4 � x � 5}. Por otra parte, la 
función dada por

g x
x

( ) �

1

42

tiene un dominio implícito: es el conjunto {x: x p �2}.

EJEMPLO 2 Cálculo del dominio y del recorrido de una función

 a) El dominio de la función

e � ( )x x 1

es el conjunto de los valores de x tales que x � 1 � 0; es decir, el intervalo [1, d). Para 
encontrar el recorrido o rango, se observa que e � ( )x x 1  nunca es negativo. Por ende, 
el recorrido o rango es el intervalo [0, d), como se señala en la figura P.23a.

 b) Como se muestra en la figura P.23b, el dominio de la función tangente

f(x) � tan x

es el conjunto de los valores de x tales que

x nx �
P

P
2

, con n entero. Dominio de la función tangente.

El recorrido o rango de esta función es el conjunto de todos los números reales. Para 
repasar las características de ésta y otras funciones trigonométricas, ver el apéndice C.

EJEMPLO 3 Una función definida por más de una ecuación

Determinar el dominio y el recorrido o rango de la función

e �
 �
 r

«
¬


( )
,

,
x

x x

x x

1 1

1 1

si

si

Solución Puesto que f está definida para x � 1 y x � 1, su dominio es todo el conjunto 
de los números reales. En la parte del dominio donde x � 1, la función se comporta como 
en el ejemplo 2a. Para x � 1, todos los valores de 1 � x son positivos. Por consiguiente, el 
recorrido de la función es el intervalo [0, d). (Ver la figura P.24.) 

Una función de X a Y es inyectiva (o uno a uno) si a cada valor de y perteneciente al 
recorrido o rango le corresponde exactamente un valor x del dominio. Por ejemplo, la función 
dada en el ejemplo 2a es inyectiva, mientras que las de los ejemplos 2b y 3 no lo son. Se dice 
que una función de X a Y es suprayectiva (o sobreyectiva) si su recorrido es todo Y.

b) El dominio de f lo constituyen 
todos los valores reales de x tales que 

x p
P

2
� nP   y el recorrido o rango

 es (�d, d)
Figura P.23

El dominio de f es (�d, d) y el recorrido 
es [0, d)
Figura P.24

43

2

1

21
x

Dominio: x r 1

R
ec

or
ri

do
: y

 r
 0

f (x) =     x 1

y

43

2

1

21
x

y

R
ec

or
ri

do
: y

 r
 0

Dominio: todos los x reales

x 1, x r 1
f (x) =

1  x, x � 1

a)  El dominio de f es [1, d) 
y el recorrido o rango [0, d)

2PP

y

x

3

2

1

R
ec

or
ri

do

Dominio

f (x) =  tan x
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Gráfica de una función

La gráfica de una función y � f(x) está formada por todos los puntos (x, f(x)), donde x per-
tenece al dominio de f. En la figura P.25, puede observarse que

 x � distancia dirigida desde el eje y

 f(x) � distancia dirigida desde el eje x.

Una recta vertical puede cortar la gráfica de una función de x como máximo una vez. Esta 
observación proporciona un criterio visual adecuado, llamado criterio de la recta vertical, 
para funciones de x. Es decir, una gráfica en el plano de coordenadas es la gráfica de una 
función x si y sólo si ninguna recta vertical hace intersección con ella en más de un punto. 
Por ejemplo, en la figura P.26a puede verse que la gráfica no define a y como función de x, 
ya que hay una recta vertical que corta a la gráfica dos veces, mientras que en las figuras 
P.26b y c las gráficas sí definen a y como función de x.

En la figura P.27 se muestran las gráficas de ocho funciones básicas, las cuales hay que 
conocer bien. (Las gráficas de las otras cuatro funciones trigonométricas básicas se encuen-
tran en el apéndice C.)

Gráfica de una función
Figura P.25

x

x

f (x)

(x, f (x))
y � f (x)y

x

3 2 1

4

2

y

x

3

2

1

2

1 2 4

y

x

1 1 2 3

4

1

3

y

a)  No es una función de x b)  Una función de x c)  Una función de x
Figura P.26

Función valor absoluto Función racional Función seno Función coseno

Gráficas de ocho funciones básicas
Figura P.27

Función identidad Función cuadrática Función cúbica Función raíz cuadrada

x 

�2 �1 1 2 

2

1

�1

�2

f (x) = x
y

x

2 1 1 2

2

3

4

1

f (x) = x2y

x

2 1 1 2

2

1

1

2

f (x) � x3

y

x

1 2 3 4

2

3

4

1

f (x) =     x

y

x

2 1 1 2

2

3

4

1

x¦ ¦f (x) �  x

y

x

1 1 2

2

1

1

f (x) =

y

1
x

x

2

1

2

PP P2

f (x) = sen x

y

x

2

1

2

1

PP P2P2 

f (x) = cos x

y
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Transformaciones de funciones

Algunas familias de gráficas tienen la misma forma básica. Por ejemplo, vamos a comparar 
la gráfica de y � x2 con las gráficas de las otras cuatro funciones cuadráticas de la figura 
P.28.

Cada una de las gráficas de la figura P.28 es una transformación de la gráfica de y � x2. 
Los tres tipos básicos de transformaciones ilustrados por estas gráficas son las traslaciones 
verticales, las traslaciones horizontales y las reflexiones. La notación de funciones es ade-
cuada para describir transformaciones de gráficas en el plano. Por ejemplo, si se considera 
que f(x) � x2 es la función original en la figura P.28, las transformaciones mostradas pueden 
representarse por medio de las siguientes ecuaciones.

y � f(x) � 2 Traslación vertical de 2 unidades hacia arriba.

y � f(x � 2) Traslación horizontal de 2 unidades a la izquierda.

y � � f(x) Reflexión respecto al eje x.

y � � f(x � 3) � 1 Traslación de 3 unidades a la izquierda, reflexión respecto al eje x y 
 traslación de 1 unidad hacia arriba.

TIPOS BÁSICOS DE TRANSFORMACIONES (c > 0)

Gráfica original: y � f(x)
Traslación horizontal de c unidades a la derecha: y � f(x � c)
Traslación horizontal de c unidades a la izquierda: y � f(x � c)
Traslación vertical de c unidades hacia abajo: y � f(x) � c
Traslación vertical de c unidades hacia arriba: y � f(x) � c
Reflexión (respecto al eje x): y � �f(x)
Reflexión (respecto al eje y): y � f(�x)
Reflexión (respecto al origen): y � �f(�x)

E X P L O R A C I Ó N

Escritura de ecuaciones de funcio-
nes Cada una de las pantallas 
de la herramienta de graficación 
mostradas abajo exhibe la gráfica de 
una de las ocho funciones básicas 
de la página anterior. Cada pantalla 
muestra también una transformación 
de la gráfica. Describir esta transfor-
mación y usar su descripción para 
escribir la ecuación de la transfor-
mación.

a)  

b)

c)

d)

–3

9–9

9

6 6

4

4

8 10

4

8

6 6

3

5

c)  Reflexión  d) Traslación a la izquierda, reflexión y   
   traslación hacia arriba
Figura P.28

x
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3
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y = x2

y

x

23 1 1

3

4

1
y � x2

y � (x � 2)2

y

x

2 1 1 2

1

2

y � x2

y � x2

y

1

2

a)  Traslación vertical (hacia arriba) b)  Traslación horizontal (a la izquierda)

x

5 3 1 1 2

2

1

2

3

4

y � 1  (x � 3)2

y � x2

y
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Clasificaciones y combinaciones de funciones

La noción moderna de función es fruto de los esfuerzos de muchos matemáticos de los siglos 
XVII y XVIII. Mención especial merece Leonhard Euler, a quien debemos la notación y � f(x). 
Hacia finales del siglo XVIII, los matemáticos y científicos habían llegado a la conclusión de 
que un gran número de fenómenos de la vida real podían representarse mediante modelos 
matemáticos, construidos a partir de una colección de funciones denominadas funciones 
elementales. Estas funciones se dividen en tres categorías.

1. Funciones algebraicas (polinómicas, radicales, racionales).
2. Funciones trigonométricas (seno, coseno, tangente, etc.).
3. Funciones exponenciales y logarítmicas.

En el apéndice C se encuentra un repaso de las funciones trigonométricas. El resto de las 
funciones no algebraicas, como las funciones trigonométricas inversas y las funciones ex-
ponenciales y logarítmicas, se presentan en el capítulo 5.

El tipo más común de función algebraica es una función polinomial

donde n es un entero no negativo. Las constantes a
i
 son coeficientes siendo a

n
 el coeficiente 

dominante y a
0
 el término constante de la función polinomial. Si a

n
  0, entonces n es el 

grado de la función polinomial. La función polinomial cero f(x) � 0 no se considera grado. 
Aunque se suelen utilizar subíndices para los coeficientes de funciones polinomiales en 
general, para las de grados más bajos se utilizan con frecuencia las siguientes formas más 
sencillas. (Notar que a  0.)

Grado cero: f(x) � a Función constante.

Grado uno: f(x) � ax � b Función lineal.

Grado dos: f(x) � ax2 � bx � c Función cuadrática.

Grado tres: f(x) � ax3 � bx2 � cx � d Función cúbica.

Aunque la gráfica de una función polinomial no constante puede presentar varias 
inflexiones, en algún momento ascenderá o descenderá sin límite al moverse x hacia la 
izquierda o hacia la derecha. Se puede determinar qué ocurre en la gráfica de

eventualmente crece o decrece a partir del grado de la función (par o impar) y del coeficiente 
dominante a

n
, como se indica en la figura P.29. Observar que las regiones punteadas muestran 

que la prueba o el criterio del coeficiente dominante sólo determina el comportamiento 
a la derecha y a la izquierda de la gráfica.

LEONHARD EULER (1707-1783)
Además de sus contribuciones esenciales 
a casi todas las ramas de las matemáticas, 
Euler fue uno de los primeros en aplicar el 
cálculo a problemas reales de la física. Sus 
numerosas publicaciones incluyen temas 
como construcción de barcos, acústica, 
óptica, astronomía, mecánica y 
magnetismo. 

PARA MAYOR INFORMACIÓN 
Puede encontrarse más información 
sobre la historia del concepto de 
función en el artículo “Evolution of 
the Function Concept: A Brief 
Survey”, de Israel Kleiner, en The 

College Mathematics Journal.
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 Gráficas de funciones polinomiales de grado par Gráficas de funciones polinomiales de grado impar

Prueba del coeficiente dominante para funciones polinomiales
Figura P.29
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f x � anxn � an�1x
n�1 � .  .  . � a2x2 � a1x � a0

f x � anxn � an�1x
n�1 � .  .  . � a2x2 � a1x � a0,
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Del mismo modo que un número racional puede escribirse como el cociente de dos 
enteros, una función racional puede expresarse como el cociente de dos polinomios. De 
manera específica, una función f es racional si tiene la forma

e � x( )
( )

( )
, ( )x

p x

q x
q x 0

donde p(x) y q(x) son polinomiales.
Las funciones polinomiales y las racionales son ejemplos de funciones algebraicas. 

Se llama función algebraica de x a aquella que puede expresarse mediante un número 
finito de sumas, diferencias, productos, cocientes y raíces que contengan xn. Por ejemplo, 
e � �( )x x 1  es algebraica. Las funciones no algebraicas se denominan trascendentes. 
Por ejemplo, las funciones trigonométricas son trascendentes.

Es posible combinar dos funciones de varias formas para crear nuevas funciones. Por 
ejemplo, dadas f(x) � 2x � 3 y g(x) � x2 � 1, se pueden construir las siguientes funciones.

 Suma.

 Diferencia.

 Producto.

 Cociente.

Aún hay otra manera de combinar dos funciones, llamada composición. La función 
resultante recibe el nombre de función compuesta.

DEFINICIÓN DE FUNCIÓN COMPUESTA

Sean f y g dos funciones. La función dada por (f � g)(x) � f(g(x)) se llama función 
compuesta de f con g. El dominio de f � g es el conjunto de todas las x del dominio 
de g tales que g(x) esté en el dominio de f (ver la figura P.30).

La función compuesta de f con g puede no ser igual a la función compuesta de g con f.

EJEMPLO 4 Composición de funciones

Dadas f(x) � 2x � 3 y g(x) � cos x, encontrar cada una de las funciones compuestas:

 a) f  g  b)  g  f

Solución

 a)  Definición de f  g.

      Sustituir g(x) � cos x.

      Definición de f(x).

   Simplificar.

 b)  Definición de g � f.

   Sustituir f(x) � 2x � 3.

   Definición de g(x).

Observar que  

El dominio de la función compuesta  f �g
Figura P.30

Dominio de g

Dominio de f

f

g

x

f (g(x))

g(x)

f   g
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 g 2x 3

 g f x g f x

 2 cos x 3

 2 cos x 3

 f cos x

 f g��x� f�g�x��

f g x g f x .
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En la sección P.1 se definió la intersección en x de una gráfica como todo punto (a, 0) 
en el que la gráfica corta al eje x. Si la gráfica representa una función f, el número a es un 
cero de f. En otras palabras, los ceros de una función f son las soluciones de la ecuación 

f(x) � 0. Por ejemplo, la función f(x) � x � 4 tiene un cero en x � 4 porque f(4) � 0.
En la sección P.1 también se estudiaron diferentes tipos de simetrías. En la termi-

nología de funciones, se dice que una función es par si su gráfica es simétrica respecto 
al eje y, y se dice que es impar si su gráfica es simétrica con respecto al origen. Los 
criterios de simetría de la sección P.l conducen a la siguiente prueba para las funciones 
pares e impares.

PRUEBA PARA LAS FUNCIONES PARES E IMPARES

La función y � f(x) es par si f(�x) � f(x).
La función y � f(x) es impar si f(�x) � �f(x).

NOTA  Con excepción de la función constante, por ejemplo f(x) � 0, la gráfica de una función de x 
no puede ser simétrica con respecto al eje x, puesto que entonces violaría la prueba de la recta vertical 
para la gráfica de una función.  

EJEMPLO 5 Funciones pares o impares y ceros de funciones

Determinar si cada una de las siguientes funciones es par, impar o ninguna de ambas. Des-
pués, calcular los ceros de la función.

 a) f(x) � x3 � x   b)  g(x) � 1 � cos x

Solución

 a) La función es impar, porque

Los ceros de f se calculan como sigue.

 Hacer f(x) � 0.

 Factorizar.

 Ceros de f.

Ver la figura P.3la.
 b) La función es par, porque

 cos (�x) � cos (x).

Los ceros de g se calculan como sigue.

 Hacer g(x) � 0.

 Restar 1 en ambos miembros.

x � (2n � 1)P, con n entero Ceros de g.

Ver la figura P.31b. 

NOTA  Cada una de las funciones del ejemplo 5 es par o impar. Sin embargo, muchas funciones, 
como f(x) � x2 � x � 1 no son pares ni impares. 

E X P L O R A C I Ó N

Utilice una herramienta de grafica-
ción para representar cada función. 
Determinar si la función es par, 
impar, o ninguna de las dos.

Describir una manera de identifi-
car una función como par o impar 
mediante un análisis visual de la 
ecuación.

b) Función par
Figura P.31

x

2 1 2

2

1

1

2

(1, 0)

(0, 0)

(1, 0)
f (x) = x3  x

y

x

2 3 4P P PP

2

3

1

1

g(x) � 1 � cos x

y

a) Función impar

 p x � x9 � 3x 5 � x 3 � x

 k x � x5 � 2x 4 � x � 2

 j x � 2 � x6 � x 8

 h x � x5 � 2x3 � x

 g x � 2x3 � 1

 f x � x2 � x4

f �x � �x 3 � �x � �x3 � x � � x3 � x � �f x .

 x � 0, 1, �1

 x x2 � 1 � x x � 1 x � 1 � 0

 x3 � x � 0

g �x � 1 � cos �x � 1 � cos x � g x .

 cos x � �1

 1 � cos x � 0
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21. 22.

23. 24.

25. 26. g x �
1

x2 � 4
f x �

1
x � 3

h x �
1

sen x �
1
2

g x �
2

1 � cos x

f x � x2 � 3x � 2f x � x � 1 � x

3. 4.

a) a)

b) b)

c) c)

d) d)

5. 6.

a) a)

b) b)

c) c)

d) d)

7. 8.

a) a)

b) b)

c) c)

9. 10.

11. 12.

f SxD � f S1D
x � 1

f SxD � f S2D
x � 2

f SxD � x3 � xf SxD �
1

�x � 1

f SxD � f S1D
x � 1

f Sx � $xD � f SxD
$x

f SxD � 3x � 1f SxD � x3

f S2PY3Df SPY3D
f S5PY4Df S�PY4D
f SPDf S0D

f SxD � sen xf SxD � cos 2x

gSt � 4DgSt � 1D
gScDgS�2D
gS3

2DgS�5 D
gS4DgS0D

gSxD � x2Sx � 4DgSxD � 5 � x2

f Sx � $xDf Sx � 1D
f S�8Df SbD
f S11Df S�3D
f S�4Df S0D

f SxD � �x � 5f SxD � 7x � 4

En los ejercicios 1 y 2, utilizar las gráficas de f y g para resolver 
lo siguiente:

 a) Identificar los dominios y los recorridos o rangos de f y g.

 b) Identificar f(�2) y g(3).

 c) ¿Para qué valor(es) de x es f(x) � g(x)?

 d) Calcular la(s) solución(es) de f(x) � 2.

 e) Calcular las soluciones de g(x) � 0.

 1.   2. 

En los ejercicios 3 a 12, evaluar (si es posible) la función en los 
valores dados de la variable independiente. Simplificar los resul-
tados.

En los ejercicios 13 a 20, encontrar el dominio y el recorrido o 
rango de la función.

y

x

2

2

4

4

44

f
g

y

x

2
2

2

4

44

f

g

En los ejercicios 21 a 26, encontrar el dominio de la función.

En los ejercicios 27 a 30, evaluar la función como se indica. De-
terminar su dominio y su recorrido o rango.

En los ejercicios 31 a 38, trazar la gráfica de la función y encon-
trar su dominio y su recorrido o rango. Utilizar una herramienta 
graficadora para comprobar las gráficas.

Desarrollo de conceptos

39.  En la figura se muestra la 
gráfica de la distancia que 
recorre un estudiante en su 
camino de 10 minutos a la 
escuela. Dar una descripción 
verbal de las características 
del recorrido del estudiante 
hacia la escuela.

Tiempo (en minutos)

D
is

ta
nc

ia
 (

en
 m

il
la

s)

t

2 4 6 8 10

10

8

6

4

2

(0, 0)

(4, 2)
(6, 2)

(10, 6)

s

EjerciciosP.3

19. 20. gSxD �
2

x � 1
f SxD �

3
x

13. 14.

15. 16.

17. 18. h�t	 � cot tf �t	 � sec 

 t

4

h�x	 � ��x � 3g�x	 � �6x

g�x	 � x2 � 5f �x	 � 4x2

31. 32.

33. 34.

35. 36.

37. 38. h 5 cos 
2

g t 3 sen t

f x x 4 x2f x 9 x2

f x
1
4x3 3h x x 6

g x
4

x
f x 4 x

27.

a) b) c) d)

28.

a) b) c) d)

29.

a) b) c) d)

30.

a) b) c) d) f 10f 5f 0f 3

f x
x 4,

x 5 2,
  

x ≤ 5

x > 5

f b2 1f 3f 1f 3

f x
x 1,

x 1,
  
x < 1

x ≥ 1

f s2 2f 1f 0f 2

f x
x2 2,

2x2 2,

x ≤ 1

x > 1

f t2 1f 2f 0f 1

f x
2x 1,

2x 2,

x < 0

x ≥ 0
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a) b)

a) b) c)

d) e) f)

a) b) c)

d) e) f)

61. 62.

63. 64.

a) b)

c) d)

e) f) f SgS�1DDSg � f DS�1D
S f � gDS�3DgS f S5DD
gS f S2DDS f � gDS3D

gSxD � �x � 2gSxD � x2 � 1

f SxD �
1

x
f SxD �

3

x

gSxD � cos xgSxD � �x

f SxD � x2 � 1f SxD � x2

gS f SxDDf SgSxDDg� f �P

4��

gS f S0DDf �g�1
2��f SgS2DD

gS f SxDDf SgSxDDf SgS�4DD
gS f S0DDgS f S1DDf SgS1DD

hSxD � �sen Sx � 1DhSxD � sen�x �
P

2� � 1

a) b)

c) d)

e) f)

a) b)

c) d)

e) f )

a) d) c) y � �x � 2y � ��xy � �x � 2

1
2 f SxD2f SxD
f SxD � 1f SxD � 4

f Sx � 2Df Sx � 4D

1
4 f SxD3f SxD
f SxD � 4f SxD � 2

f Sx � 1Df Sx � 3D

41. 42.

43. 44.

45. 46.

47. 48. x2y � x2 � 4y � 0y2 � x2 � 1

x 2 � y � 16x2 � y2 � 16

x2 � y2 � 4y � � x � 1,

�x � 2,
   

x ≤ 0

x > 0

�x2 � 4 � y � 0x � y 2 � 0

Desarrollo de conceptos (continuación)

 40. Tras unos minutos de recorrido, un estudiante que conduce 27 
millas para ir a la universidad recuerda que olvidó en casa el 
trabajo que tiene que entregar ese día. Conduciendo a mayor 
velocidad de la que acostumbra, regresa a casa, recoge su 
trabajo y reemprende su camino a la universidad. Trazar la 
posible gráfica de la distancia de la casa del estudiante como 
función del tiempo.

En los ejercicios 41 a 44, aplicar la prueba de la recta vertical para 
determinar si y es una función de x. 

En los ejercicios 45 a 48, determinar si y es una función de x.

En los ejercicios 49 a 54, utilizar la gráfica de y � f(x) para rela-
cionar la función con su gráfica.

 55. Utilizar la gráfica de f que se muestra en la figura para dibujar 
la gráfica de cada función. 

 56. Utilizar la gráfica de f que se muestra en la figura para dibujar 
la gráfica de cada función. 

 57. Utilizar la gráfica de f(x) �x para dibujar la gráfica de cada 
función. En todos los casos, describa la transformación.

 58. Especificar una secuencia de transformaciones que tenga como 
resultado cada gráfica de h a partir de la gráfica de la función 
f(x) � sen x.

 59. Dadas f(x) � qbx  y g(x) � x2 � 1, evaluar cada expresión.

 60. Dadas f(x) � sen x y g(x) � Px, evaluar cada expresión.

En los ejercicios 61 a 64, encontrar las funciones compuestas  
(f � g) y (g � f). ¿Cuál es el dominio de cada función compuesta? 
¿Son iguales ambas funciones compuestas?

 65. Utilizar las gráficas de f y de g para evaluar cada expresión. 
Si el resultado es indefinido, explicar  
por qué.

49. 50.

51. 52.

53. 54. y � f �x � 1� � 3y � f �x � 6� � 2

y � �f �x � 4�y � �f ��x� � 2

y � f �x� � 5y � f �x � 5�

3 4

2

1 2

1

1

2

x

y

x

1

2

23

1

1

2

2

3

3

4

y

2

1 2

1

1

2

2
x

y

1

1

1
1

x

y

y

x

1 21

2

2
3

5
6

3

5

33 2 4 5 7 9 1046 5

f(x)

g
e

d

c

b a

6

7

9

3

f

(4, 3)

6

5

4

(2, 1)

f

3

y

x

2
2

2

42

g
f
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 66. Ondas Se deja caer una roca en un estanque tranquilo, pro-
vocando ondas en forma de círculos concéntricos. El radio (en 
pies) de la onda exterior está dado por r(t) � 0.6t, donde t es el 
tiempo, en segundos, transcurrido desde que la roca golpea el 
agua. El área del círculo está dada por la función A(r) � P r 2. 
Calcular e interpretar (A  r)(t).

Para pensar En los ejercicios 67 y 68, F(x) � f � g � h. Identificar las 
funciones para f, g y h. (Existen muchas respuestas correctas.)

 67. F x x( ) –� 2 2  68. F(x) � �4 sen(1 � x)

En los ejercicios 69 a 72, determinar si la función es par, impar o 
ninguna de las dos. Utilizar una herramienta de graficación para 
verificar su resultado.

 69. f(x) � x2(4 � x2) 70. f x x( ) � 3

 71. f(x) � x cos x 72.  f(x) � sen2 x

Para pensar En los ejercicios 73 y 74, encontrar las coordenadas 
de un segundo punto de la gráfica de una función f, si el punto dado 
forma parte de la gráfica y la función es: a) par y b) impar.

 73. (� N , 4) 74. (4, 9)

 75. En la figura se muestran las gráficas de f, g y h. Determinar si 
cada función es par, impar o ninguna de las dos.

 76. El dominio de la función f que se muestra en la figura es  
�6 � x � 6.

 a) Completar la gráfica de f dado que f es par.
 b) Completar la gráfica de f dado que f es impar.

Escritura de funciones En los ejercicios 77 a 80, escribir la ecua-
ción para una función que tiene la gráfica dada.

 77. Segmento de recta que une (�2, 4) y (0, �6)

 78. Segmento de recta que une (3, 1) y (5, 8)

 79. La mitad inferior de la parábola x � y2 � 0

 80. La mitad inferior del círculo x2 � y2 � 36

En los ejercicios 81 a 84 trazar una posible gráfica de la situación.

 81. La velocidad de un aeroplano en una función del tiempo durante 
un vuelo de 5 horas.

 82. La altura de una pelota de beisbol en función de la distancia 
horizontal durante un cuadrangular.

 83. La cantidad de cierta marca de un zapato vendida por una tienda 
de deportes en una función del precio del artículo.

 84. El valor de un auto nuevo en función del tiempo en un periodo 
de 8 años.

 85. Determinar el valor de c de manera que el dominio de la función

  f �x	 �c x2

  sea [�5, 5].

 86. Determinar todos los valores de c de manera que el dominio de 
la función 

  f �x	 x 3

x2 3cx 6

  sea el conjunto de todos los números reales.

 87. Razonamiento gráfico Un termostato controlado de manera 
electrónica está programado para reducir la temperatura auto-
máticamente durante la noche (ver la figura). La temperatura T, 
en grados Celsius, está dada en términos de t, el tiempo en horas 
de un reloj de 24 horas.

 a) Calcular T(4) y T(15).

 b) Si el termostato se reprograma para producir una temperatu-
ra H(t) � T(t � 1), ¿qué cambios habrá en la temperatura? 
Explicar.

 c) Si el termostato se reprograma para producir una temperatu-
ra H(t) � T(t) � 1, ¿qué cambios habrá en la temperatura? 
Explicar.

Figura para 75 Figura para 76
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Para discusión

 88. El agua fluye a una vasija de 30 centímetros de altura a 
velocidad constante, llenándola en 5 segundos. Utilizar 
esta información y la forma de la vasija que se muestra en 
la figura para responder a las siguientes preguntas, si d 
es la profundidad del agua en centímetros y t es el tiem-
po en segundos (ver la figura).

 a) Explicar por qué d es una función de t.
 b) Determinar el dominio y el recorrido o rango de dicha 

función.
 c) Trazar una posible gráfica de la función.
 d) Usar la gráfica del inciso c) para calcular d(4) ¿Qué 

representa esto?
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 89. Modelado matemático En la tabla se muestra el número pro-
medio de acres por granja en Estados Unidos para ciertos años. 
(Fuente: U.S. Department of Agriculture.)

 a) Representar gráficamente los datos, donde A es la superficie 
en acres y t es el tiempo en años, donde t � 5 corresponde 
a 1955. Trazar a mano una curva que aproxime los datos.

 b) Utilizar la curva del inciso a) para calcular A(20).

 90. Aerodinámica automotriz La potencia H, en caballos de 
fuerza, que requiere cierto automóvil para vencer la resistencia 
del viento está dada aproximadamente por

H(x) � 0.002x2 � 0.005x � 0.029, 10 � x � 100

donde x es la velocidad del automóvil en millas por hora.

 a) Representar H con una herramienta de graficación.

 b) Reescribir la función de potencia de tal modo que x represente 
la velocidad en kilómetros por hora. [Encontrar H(x/1.6).]

 91. Para pensar Escribir la función

f x � x � x � 2

sin utilizar los signos de valor absoluto (para repasar el valor 
absoluto en el apéndice C).

 92. Desarrollo Utilizar una herramienta de graficación para re-
presentar las funciones polinomiales p

1
(x) � x3 � x � 1 y p

2
(x) 

� x3 � x. ¿Cuántos ceros tiene cada una de estas funciones? 
¿Existe algún polinomio cúbico que no tenga ceros? Explicar 
la respuesta.

 93. Demostrar que la siguiente función es impar.

 94. Demostrar que la siguiente función es par.

 95. Demostrar que el producto de dos funciones pares (o impares) 
es una función par.

 96. Demostrar que el producto de una función impar y una par es 
una función impar.

 97. Volumen Se va a construir una caja abierta (sin tapa) de vo-
lumen máximo con una pieza cuadrada de material de 24 cen-
tímetros de lado, recortando cuadrados iguales en las esquinas 
y doblando los lados hacia arriba (ver la figura).

 a) Expresar el volumen V como función de x, que es la lon-
gitud de las esquinas cuadradas. ¿Cuál es el dominio de la 
función?

 b) Utilizar una herramienta de graficación para representar la 
función volumen y aproximar las dimensiones de la caja 
que producen el volumen máximo.

 c) Utilizar la función tabla de la herramienta de graficación 
para verificar su respuesta del apartado b). (Se muestran 
los dos primeros renglones de la tabla.)

  98. Longitud Una recta que pasa por el punto (3, 2) forma con los 
ejes x y y un triángulo rectángulo en el primer cuadrante (ver la 
figura). Expresar la longitud L de la hipotenusa como función 
de x.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 99 a 102, determinar si la 
afirmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o 
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

  99. Si f(a) � f(b), entonces a � b.

 100. Una recta vertical puede cortar la gráfica de una función una vez 
como máximo.

 101. Si f(x) � f(�x) para todo x perteneciente al dominio de f, entonces 
la gráfica de f es simétrica con respecto al eje y.

 102. Si f es una función, entonces f(ax) � af(x).

24  2x xx

x

24  2x

f x � a2n x2n � a2n�2 x2n�2 � .  .  . � a2 x2 � a0

1 24 � 2 1 1 24 � 2 1 2 � 484

2 24 � 2 2 2 24 � 2 2 2 � 800

Altura, x

Longitud

y altura Volumen, V

* El William Lowell Putnam Mathematical Competition (Concurso de Matemáticas William 
Lowell Putnam) es un concurso anual para estudiantes universitarios de Estados Unidos 
y Canadá, establecido en 1938.

1 2 3 5 6 74

1

2

3

4

(3, 2)

x
(x, 0)

(0, y)

y

f x � a2n�1x2n�1 � .  .  . � a3 x3 � a1x

Preparación del examen Putnam*

103.  Sea R la región constituida por los puntos (x, y) del pla-
no cartesiano que satisfacen tanto \x\ � \y\ b 1 como 

\y\ b 1. Trazar la región R y calcular su área.

 104. Considerar un polinomio f(x) con coeficientes reales que 
tienen la propiedad f(g(x)) � g(f(x)) para todo polinomio 
g(x) con coeficientes reales. Determinar y demostrar la 
naturaleza de f(x).

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize 
Competition.© The Mathematical Association of America. Todos los derechos 
reservados.

Año 1955 1965 1975 1985 1995 2005

Superficie
en acres

258 340 420 441 438 444



■ Ajustar un modelo lineal a una colección de datos de la vida cotidiana.

■ Ajustar un modelo cuadrático a una colección de datos de la vida cotidiana.

■ Ajustar un modelo trigonométrico a una colección de datos de la vida cotidiana.

Ajuste de un modelo lineal a los datos

Una de las premisas básicas de la ciencia es que gran parte de la realidad física puede 
describirse matemáticamente y que muchos de los fenómenos físicos son predecibles. Esta 
perspectiva científica constituyó parte de la revolución científica que tuvo lugar en Europa 
a finales del siglo XVI. Dos de las primeras publicaciones ligadas a esta revolución fueron 
On the Revolutions of the Heavenly Spheres, del astrónomo polaco Nicolaus Copernicus, 
y On the Structure of the Human Body, del anatomista belga Andreas Vesalius. Publicados 
ambos en 1543, rompían con la tradición al sugerir el uso de un método científico en lugar 
de la confianza ciega en la autoridad.

Una técnica fundamental de la ciencia moderna consiste en recopilar datos y luego 
describirlos por medio de un modelo matemático. Por ejemplo, los datos del ejemplo 1 
están inspirados en el famoso dibujo de Leonardo da Vinci que indica que la altura de una 
persona y su envergadura son iguales.

EJEMPLO 1 Ajuste de un modelo lineal a los datos

Un grupo de 28 alumnos recopiló los siguientes datos, que representan sus estaturas x y sus 
envergaduras y (redondear a la pulgada más cercana):

(60, 61), (65, 65), (68, 67), (72, 73), (61, 62), (63, 63), (70, 71),
(75, 74), (71, 72), (62, 60), (65, 65), (66, 68), (62, 62), (72, 73),
(70, 70), (69, 68), (69, 70), (60, 61), (63, 63), (64, 64), (71, 71),
(68, 67), (69, 70), (70, 72), (65, 65), (64, 63), (71, 70), (67, 67).

Encontrar un modelo lineal que represente estos datos.

Solución Existen varias maneras de representar estos datos mediante una ecuación. La 
más sencilla sería observar que x y y son casi iguales y tomar como modelo y � x. Un aná-
lisis más cuidadoso consistiría en recurrir a un procedimiento de la estadística denominado 
regresión lineal. (Procedimiento que se estudiará en la sección 13.9.) La recta de regresión 
de mínimos cuadrados para estos datos es

y � 1.006x � 0.23. Recta de regresión de mínimos cuadrados.

En la figura P.32 se muestra la gráfica del modelo y los datos. A partir de este modelo, se 
puede observar que la envergadura de una persona tiende a ser aproximadamente igual a su 
estatura. 

TECNOLOGÍA  Muchas herramientas de graficación tienen incorporados progra-
mas de regresión de mínimos cuadrados. Por lo general, se introducen los datos y 
después se ejecuta el programa. El programa suele mostrar como resultado la pen-
diente y la intersección en y de la recta que mejor se ajusta a los datos y el coeficien-

te de correlación r. El coeficiente de correlación mide cuán bien se ajusta el modelo 
a los datos. Cuanto más próximo a 1 es r , mejor es el ajuste. Por ejemplo, el co-
eficiente de correlación para el modelo del ejemplo 1 es r  0.97, lo que indica que 
el modelo se ajusta bien a los datos. Si el valor de r es positivo, las variables tienen 
una correlación positiva, como ocurre en el ejemplo 1. Si el valor de r es negativo, 
las variables tienen una correlación negativa.

Dibujo realizado por computadora, 
basado en la ilustración a tinta del famoso 
estudio de Leonardo da Vinci sobre las 
proporciones humanas, titulado El hombre 

de Vitruvio.

Datos y su modelo lineal
Figura P.32
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Ajuste de un modelo cuadrático a los datos
Una función que define la altura s de un objeto que cae en términos del tiempo t se llama 
función de posición. Si no se considera la resistencia del aire, la posición de un objeto que 
cae admite el modelo

s t gt v t s( ) � � �1
2

2
0 0

donde g denota la aceleración de la gravedad, v0 la velocidad inicial y s0 la altura inicial.  
El valor de g depende de dónde se deja caer el objeto. En la Tierra, g vale �32 pies s2, o  
�9.8 m s2.

Para descubrir el valor de g experimental, se pueden registrar en varios instantes las 
alturas de un objeto cayendo, como se muestra en el ejemplo 2.

EJEMPLO 2 Ajuste de un modelo cuadrático a los datos

Se deja caer un balón de basquetbol desde una altura de 5 ,I  pies. Se mide la altura del ba-
lón 23 veces, a intervalos de aproximadamente 0.02 s.* Los resultados se muestran en la 
siguiente tabla.

Encontrar un modelo que se ajuste a estos datos y utilizarlo para pronosticar el instante en 
el que el balón golpeará el suelo.

Solución Comenzar dibujando la nube de puntos o diagrama de dispersión que representa 
los datos, como se muestra en la figura P.33. En la nube de puntos o diagrama de dispersión 
se observa que los datos no parecen seguir un modelo lineal. Sin embargo, parece que obe-
decen a un modelo cuadrático. Para comprobarlo, introducir los datos en una herramienta 
de graficación con un programa para regresiones cuadráticas. Se debe obtener el modelo

s � �15.45t2 � 1.302 t � 5.2340.  Parábola de regresión de mínimos cuadrados.

Al usar este modelo, se puede pronosticar en qué instante el balón golpea el suelo, sustitu-
yendo s por 0 y despejando t de la ecuación resultante.

 Hacer s � 0.

 Fórmula cuadrática.

 Escoger la solución positiva.

La solución aproximada es 0.54 s. En otras palabras, el balón continuará cayendo durante 
0.1 s más antes de tocar el suelo. 

0.0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.099996

5.23594 5.20353 5.16031 5.0991 5.02707 4.95146

0.119996 0.139992 0.159988 0.179988 0.199984 0.219984

4.85062 4.74979 4.63096 4.50132 4.35728 4.19523

0.23998 0.25993 0.27998 0.299976 0.319972 0.339961

4.02958 3.84593 3.65507 3.44981 3.23375 3.01048

0.359961 0.379951 0.399941 0.419941 0.439941

2.76921 2.52074 2.25786 1.98058 1.63488

Tiempo

Altura

Tiempo

Altura

Tiempo

Altura

Tiempo

Altura

Representación gráfica de los datos
Figura P.33

Tiempo (en segundos)

A
lt

ur
a 

(e
n 

pi
es

)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

1

t

6

5

4

3

2

s

* Datos recabados con un Texas Instruments CBL (Calculator-Based Laboratory) System.

0 � �15.45t2 � 1.302t � 5.2340

 t �
1.302 � �1.302 2 � 4 �15.45 5.2340

2 �15.45

 t 0.54
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Ajuste de un modelo trigonométrico a los datos
¿Qué es el modelado matemático? Ésta es una de las preguntas que se plantean en la obra 
Guide to Mathematical Modelling. A continuación se transcribe parte de la respuesta.*

1. El modelado matemático consiste en aplicar las habilidades matemáticas para obtener 
respuestas útiles a problemas reales.

2. Aprender a aplicar las habilidades matemáticas es muy distinto del aprendizaje de las 
propias matemáticas.

3.  Se utilizan modelos en una gran variedad de aplicaciones, algunas de las cuales parecen, 
en principio, carecer de naturaleza matemática.

4.  Con frecuencia, los modelos permiten una evaluación rápida y económica de las al-
ternativas, lo que conduce hacia soluciones óptimas que de otra manera no resultarían 
obvias.

5.  En la elaboración de modelos matemáticos, no existen reglas precisas ni respuestas 
“correctas”.

6.  El modelado matemático sólo se puede aprender haciéndolo.

EJEMPLO 3 Ajuste de un modelo trigonométrico a los datos

En la Tierra, el número de horas de luz solar en un día cualquiera depende de la latitud y la 
época del año. Éste es el número de minutos de luz solar diarios en una latitud de 20 grados 
norte durante los días más largos y más cortos del año fueron: 801 minutos el 21 de junio 
y 655 minutos el 22 de diciembre. Utilizar estos datos para elaborar un modelo correspon-
diente a la cantidad de luz solar d (en minutos) para cada día del año en un lugar ubicado a 
20 grados de latitud norte. ¿Cómo podría verificarse la exactitud del modelo?

Solución Ésta es una manera de elegir cómo elaborar un modelo. Se puede establecer la 
hipótesis de que el modelo es una función seno con un periodo de 365 días. Utilizando los 
datos, se puede concluir que la amplitud de la gráfica es (801 � 655) 2, o sea, 73. De tal 
modo, un posible modelo es

d
t

�  �¥
§

´
¶728 73

2

365 2
sen

P P
.

En este modelo, t representa el número del día del año, donde t � 0 corresponde al 22 de 
diciembre. En la figura P.34 se muestra una gráfica de este modelo. Para verificar la exac-
titud del modelo, se consulta en un almanaque el número de minutos de luz diurna en dife-
rentes días del año en una latitud de 20 grados norte.

Fecha Valor de t Horas de luz reales Horas de luz que pronostica el modelo

Dic 22 0 655 min. 655 min.
Ene 1 10 657 min. 656 min.
Feb 1 41 676 min. 672 min.
Mar 1 69 705 min. 701 min.
Abr 1 100 740 min. 739 min.
May 1 130 772 min. 773 min.
Jun 1 161 796 min. 796 min.
Jun 21 181 801 min. 801 min.
Jul 1 191 799 min. 800 min.
Ago 1 222 782 min. 785 min.
Sep 1 253 752 min. 754 min.
Oct 1 283 718 min. 716 min.
Nov 1 314 685 min. 681 min.
Dic 1 344 661 min. 660 min.

Como se puede observar, el modelo es bastante preciso. 

El plano de la órbita terrestre alrededor 
del Sol y el eje de rotación de la Tierra no 
son perpendiculares. Por el contrario, este 
último está inclinado con respecto a su 
órbita. En consecuencia, la cantidad de luz 
diurna que reciben los distintos lugares 
de la Tierra varía de acuerdo con la época 
del año; en otras palabras, varía con la 
posición de la Tierra en su órbita.

Gráfica del modelo
Figura P.34
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* Texto tomado de Guide to Mathematical Modelling, de Dilwyn Edwards y Mike Hamson (Boca Raton: CRC 

Press, 1990). Utilizado con autorización de los autores.

NOTA  Puede encontrar un repaso 
de las funciones trigonométricas en el 
apéndice C. 
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1. 2.

3. 4.

x 

y

x 

y

x 

y

x 

y

En los ejercicios 1 a 4 se proporciona una gráfica de puntos. De-
terminar si los datos pueden modelarse por medio de una función 
lineal, cuadrática o trigonométrica, o si no parece existir relación 
entre x y y. 

    

    

 5. Cancerígenos Los siguientes pares ordenados representan el 
índice de exposición a una sustancia cancerígena x y la mortalidad 
por cáncer y por cada 100 000 personas de una población.

(3.50, 150.1), (3.58, 133.1), (4.42, 132.9),

(2.26, 116.7), (2.63, 140.7), (4.85, 165.5),

(12.65, 210.7), (7.42, 181.0), (9.35, 213.4)

 a) Representar gráficamente los datos. De la observación 
de esta gráfica, ¿parece que los datos siguen un modelo 
aproximadamente lineal?

 b) Descubrir de manera visual un modelo lineal para los datos 
y representarlo gráficamente.

 c) Utilizar el modelo para calcular el valor aproximado de y 
si x  � 3.

 6. Calificaciones en cuestionarios Los siguientes pares ordena-
dos son las calificaciones de dos cuestionarios consecutivos de 
15 puntos aplicados a una clase de 18 alumnos.

(7, 13), (9, 7), (14, 14), (15, 15), (10, 15), (9, 7),

(14, 11), (14, 15), (8, 10), (15, 9), (10, 11), (9, 10),

(11, 14), (7, 14), (11, 10), (14, 11), (10, 15), (9, 6)

 a) Representar gráficamente los datos. A la vista de esta gráfi-
ca, ¿parece que la relación entre calificaciones consecutivas 
sea aproximadamente lineal?

 b) Si los datos parecen aproximadamente lineales, construir 
un modelo lineal para ellos. Si no, encontrar alguna posible 
explicación.

 7. Ley de Hooke La ley de Hooke establece que la fuerza F ne-
cesaria para comprimir o estirar un resorte (dentro de sus límites 
elásticos) es proporcional a la variación de longitud d que expe-
rimenta. Esto es, F � kd, donde k es una medida de la resistencia 
del resorte a la deformación y se denomina constante elástica. 
La siguiente tabla muestra el alargamiento d, en centímetros, de 
un resorte cuando se le aplica una fuerza de F newtons.

 a) Encontrar la función de regresión en la herramienta de 
graficación, usando un modelo lineal para los datos. 

 b) Utilizar la herramienta de graficación para representar los 
datos y el modelo. ¿Qué tanto se ajusta el modelo a los 
datos? Explicar el razonamiento.

 c) Utilizar el modelo para estimar el alargamiento del resorte 
cuando se le aplica una fuerza de 55 newtons.

 8. Objeto en caída En un experimento, unos estudiantes midieron 
la velocidad s (en metros por segundo) de un objeto en caída, t 
segundos después de dejarlo caer. Los resultados se presentan 
en la siguiente tabla.

 a) Usando la función de regresión en la herramienta de gra-
ficación, encontrar un modelo lineal para los datos. 

 b) Utilizar la herramienta de graficación para representar los 
datos y el modelo. ¿De qué manera se ajusta el modelo a 
los datos? Explicar el razonamiento.

 c) Utilice el modelo para estimar la velocidad del objeto 
transcurridos 2.5 segundos.

 9. Consumo de energía y producto interno bruto* Los siguientes 
datos muestran el consumo de electricidad per capita (en millones 
de Btu) y el producto interno bruto per capita (en miles de dóla-
res) en 2001, en varios países. (Fuente: U.S. Census Bureau.)

 a) Utilizar la función de regresión en la herramienta de gra-
ficación, encontrar un modelo lineal para los datos. ¿Cuál 
es el coeficiente de correlación?

 b) Utilizar la herramienta de graficación para representar los 
datos y el modelo.

 c) Interpretar la gráfica del apartado b). Utilizar la gráfica para 
identificar los cuatro países que más difieren del modelo 
lineal.

 d) Borrar los datos correspondientes a los cuatro países identifi-
cados en el apartado c). Ajustar un modelo lineal para el resto 
de los datos y encontrar su coeficiente de correlación.

20 40 60 80 100

1.4 2.5 4.0 5.3 6.6d

F

0 1 2 3 4

0 11.0 19.4 29.2 39.4s

t

Argentina (71, 12.53)

Chile (75, 10.61)

(136, 22.23)

(106, 15.8)

(63, 9.64)

(106, 19.24)

(159, 24.75)

(167, 31.43)

Bangladesh (5, 1.97)

Ecuador (29, 3.77)

Hong Kong (159, 31.56)

India (15, 3.12)

(95, 12.73)

(186, 20.53)

(51, 7.72)

(115, 5.83)

Grecia

Portugal

Polonia

Corea del Sur

Venezuela

* En España se le denomina producto interior bruto.

EjerciciosP.4
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 10. Dureza de Brinell Los datos de la tabla muestran la dureza 
de Brinell H del acero al carbón del 0.35 cuando se endurece y 
templa a temperatura t (en grados Fahrenheit). (Fuente: Standard 

Handbook for Mechanical Engineers.)

 a) Utilizar las funciones de regresión lineal de su herramienta de 
graficación para encontrar un modelo lineal para los datos.

 b) Utilizar la herramienta de graficación para representar 
los datos y el modelo. ¿Qué tanto se ajusta el modelo a los 
datos? Explicar el razonamiento.

 c) Utilizar el modelo para estimar la dureza cuando t � 
500° F.

 11. Costos de automóviles Los datos de la tabla muestran los gas-
tos variables de operación de un automóvil en Estados Unidos 
durante varios años. Las funciones y1, y2 y y3 representan los gas-
tos, en centavos por milla, de gasolina y aceite, mantenimiento y 
neumáticos, respectivamente. (Fuente: Bureau of Transportation 

Statistics.)

 a) Utilizar las funciones de regresión de la herramienta de 
graficación para encontrar un modelo cuadrático para y1 y 
y3 y un modelo lineal para y2.

 b) Utilizar la herramienta de graficación para hacer la gráfica y1, 
y2, y3 y y1 � y2 � y3 en la misma ventana. Utilizar el modelo 
para estimar el costo total variable por milla durante el año 12.

 12. Resistencia de una viga Los estudiantes de un laboratorio 
midieron la fuerza de ruptura S (en libras) de una pieza de madera 
de 2 pulgadas de espesor, con x de altura y 12 de longitud. Los 
resultados se muestran en la siguiente tabla.

 a) Utilizar una herramienta de graficación para ajustar un 
modelo cuadrático a los datos.

 b) Utilizar la herramienta de graficación para representar los 
datos y el modelo.

 c) Utilizar el modelo para estimar la fuerza de ruptura cuando 
x � 2.

 13. Desempeño automotriz La siguiente tabla muestra el tiempo t 
(en segundos) que necesita un automóvil Honda Accord Hybrid 
para alcanzar una velocidad de s millas por hora partiendo del 
reposo. (Fuente: Car & Driver.)

 a) Utilizar las funciones de regresión de la herramienta de gra-
ficación para encontrar un modelo cuadrático para los datos.

 b) Utilizar la herramienta de graficación para representar los 
datos y el modelo.

 c) Utilizar la gráfica del apartado b) para establecer por qué el 
modelo no es apropiado para determinar el tiempo necesario 
para alcanzar velocidades inferiores a 20 millas por hora.

 d) Puesto que en las pruebas se partía del reposo, agregar el 
punto (0, 0) a los datos. Ajustar y representar gráficamente 
un modelo cuadrático a los nuevos datos. 

 e) El modelo cuadrático, ¿modela con mayor precisión el com-
portamiento del automóvil a bajas velocidades? Explicar 
la respuesta.

t 200 400 600 800 1000 1200

H 534 495 415 352 269 217

y1 y2 y3

0 5.60 3.30 1.70

1 6.90 3.60 1.70

2 7.90 3.90 1.80

3 5.90 4.10 1.80

4 7.20 4.10 1.80

5 6.50 5.40 0.70

6 9.50 4.90 0.70

7 8.90 4.90 0.70

x 4 6 8 10 12

S 10 310 16 250 23 8605 4602 370

N
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Internamiento en organizaciones de asistencia sanitaria

s 30 40 50 60 70 80 90

t 2.5 3.5 5.0 6.7 8.7 11.5 14.4

Para discusión

 14. Organizaciones de asistencia sanitaria La siguiente gráfica 
de barras muestra el número de personas N (en millones) que 
recibieron atención en organizaciones de asistencia sanitaria 
de 1990 a 2004. (Fuente: HealthLeaders-InterStudy.)

 a) Sea t el tiempo en años, t � 0 corresponde a 1990. Uti-
lizar las funciones de regresión de una herramienta de 
graficación para encontrar los modelos lineal y cúbico 
para los datos.

 b) Utilizar una herramienta de graficación para representar 
los datos y los modelos lineal y cúbico.

 c) Utilizar la gráfica anterior para determinar qué modelo 
es mejor.

 d) Utilizar una herramienta de graficación para encontrar 
la gráfica del modelo cuadrático de los datos.

 e) Utilizar los modelos lineal y cúbico para estimar el 
número de personas que recibieron atención en las 
organizaciones de asistencia sanitaria durante 2007.

 f) Utilizar una herramienta de graficación para encontrar 
otros modelos para los datos. ¿Qué modelos se considera 
que representan mejor los datos? Explicar la respuesta.

1 000 1 200
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 15. Desempeño de un automóvil Se acopla un dinamómetro a un 
motor de automóvil V8 y se mide su potencia en caballos y a 
diferentes velocidades x (en miles de revoluciones por minuto). 
En la siguiente tabla se muestran los resultados.

 a) Utilizar las funciones de cálculo de regresión de una he-
rramienta de graficación para encontrar el modelo cúbico 
para los datos.

 b) Utilizar la herramienta de graficación para representar los 
datos y el modelo.

 c) Utilizar el modelo para estimar la potencia cuando el motor 
gira a 4 500 revoluciones por minuto.

 16. Temperatura de ebullición La siguiente tabla muestra la tem-
peratura de ebullición del agua T (°F) a diferentes presiones p 
(en librasYpulg2). (Fuente: Standard Handbook for Mechanical 

Engineers.)

 a) Utilizar las funciones de regresión de una herramienta de gra-
ficación para encontrar un modelo cúbico para los datos.

 b) Utilizar una herramienta de graficación para representar los 
datos y el modelo.

 c) Utilizar la gráfica para calcular la presión necesaria para 
que el punto de ebullición del agua exceda los 300° F.

 d) Explicar por qué el modelo no sería adecuado para presiones 
superiores a 100 libras por pulgada al cuadrado.

 17. Movimiento armónico Un detector de movimiento mide el des-
plazamiento oscilatorio de un peso suspendido de un resorte. En 
la figura se muestran los datos recabados y los desplazamientos 
máximos (positivo y negativo) aproximados a partir del punto 
de equilibrio. El desplazamiento y se mide en centímetros y el 
tiempo t en segundos.

 a) ¿Es y función de t? Explicar la respuesta.
 b) Calcular la amplitud y el periodo de las oscilaciones.
 c) Encontrar un modelo para los datos.
 d) Representar el modelo del apartado c) en una herramienta 

de graficación y comparar el resultado con los datos de la 
figura.

 18. Temperatura La siguiente tabla muestra las temperaturas máxi-
mas diarias en Miami M y Syracuse S (en grados Fahrenheit), 
donde t � 1 corresponde a enero. (Fuente: NOAA.)

 a) Si un modelo para Miami es

M�t� � 83.70 � 7.46 sen�0.4912t � 1.95�.

Encontrar un modelo para Syracuse.
 b) Utilizar una herramienta de graficación para representar los 

datos y el modelo correspondientes a las temperaturas en 
Miami. ¿Es bueno el ajuste?

 c) Utilizar una herramienta de graficación para representar los 
datos y el modelo correspondientes a las temperaturas en 
Syracuse. ¿Es bueno el ajuste?

 d) Utilizar los modelos para estimar la temperatura promedio 
anual en cada ciudad. ¿Qué término del modelo se utilizó? 
Explicar la respuesta.

 e) ¿Cuál es el periodo en cada modelo? ¿Es el que se esperaba? 
Explicar las respuestas.

 f) ¿Qué ciudad presenta una mayor variación de temperaturas 
a lo largo del año? ¿Qué factor de los modelos lo determina? 
Explicar las respuestas.

Desarrollo de conceptos

 En los ejercicios 19 y 20 describir una situación real factible 
para cada conjunto de datos. Luego, explicar cómo puede 
utilizar un modelo en un entorno real.

x 1 2 3 4 5 6

y 40 85 140 200 225 245

p 5 10 20

T 162.24� 193.21� 212.00� 227.96�

p 30 40 60 80 100

T 250.33� 267.25� 292.71� 312.03� 327.81�

14.696 (1 )

3

2

1

1

t

0.2 0.4 0.6 0.8

(0.125, 2.35)

(0.375, 1.65)

y

t 1 2 3 4 5 6

M 76.5 77.7 80.7 83.8 87.2 89.5

S 31.4 33.5 43.1 55.7 68.5 77.0

t 7 8 9 10 11 12

M 90.9 90.6 89.0 85.4 81.2 77.5

S 81.7 79.6 71.4 59.8 47.4 36.3

19. 20.

x

y

x

y

Preparación del examen Putnam

 21. Para i � 1, 2, sea Ti un triángulo con lados de longitud ai , 
bi , ci y área Ai. Suponga que c1 c2b1 b2,a1 a2,  y 
que T2 es un triángulo agudo. ¿Se cumple que A1 A2?

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize 
Competition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos 
reservados.
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En los ejercicios 1 a 4, encontrar las intersecciones con los ejes 
(si existe alguna).

 1. y � 5x � 8 2. y � (x � 2)(x � 6)

 3. y
x

x
=

−

−

3

4
 4. xy � 4

En los ejercicios 5 y 6, verifi car si existe simetría con respecto a 
cada eje y al origen.

 5. x2y � x2 � 4y � 0 6. y � x4 � x2 � 3

En los ejercicios 7 a 14, dibujar la gráfi ca de la ecuación.

 7. y �  ��  (�x � 3) 8. 6x � 3y � 12

 9. � �� x �  �� y � l 10. 0.02x � 0.15y � 0.25

 11. y � 9 � 8x � x2 12. y � 6x � x2

 13. y x= −2 4  14. y � �x � 4� � 4

En los ejercicios 15 y 16, describir la ventana de calculadora que 
produce la fi gura.

 15. y � 4x2 � 25 16. y x= −8 63

En los ejercicios 17 y 18, utilizar una herramienta de grafi cación 
para encontrar el o los puntos de intersección de las gráfi cas de 
las ecuaciones.

 17. 5x � 3y � �1 18. x � y � 1 � 0

   x � y � �5    y � x2 � 7

 19. Para pensar Escribir una ecuación cuya gráfi ca corte en 
x � �4 y x � 4 y sea simétrica con respecto al origen.

 20. Para pensar ¿Para qué valor de k la gráfi ca de y � kx3 pasa 
por el punto indicado?

 a) (1, 4)  b)  (�2, 1)  c)  (0, 0)  d)  (�1, �1)

En los ejercicios 21 y 22, dibujar los puntos y calcular la pendiente 
de la recta que pasa por ellos.

 21. ( �� , 1), (5,  �� ) 22. (�7, 8), (�1, 8)

En los ejercicios 23 y 24, utilizar el concepto de pendiente para de-
terminar el valor de t para el que los tres puntos son colineales.

 23. (�8, 5), (0, t), (2, �1) 24. (�3, 3), (t, �1), (8, 6)

En los ejercicios 25 a 28, encontrar la ecuación de la recta 
que pasa por el punto y tiene la pendiente señalada. Trazar la 
recta.

 25. (3, �5), m � �	 26. (�8, 1), m es indefi nida. 

 27. (�3, 0), m � � 
� 28. (5, 4), m � 0

 29. Encontrar las ecuaciones de las rectas que pasan por (�3, 5) y 
tienen las siguientes características.

 a) Pendiente  ���
 b) Es paralela a la recta 5x � 3y � 3
 c) Pasa por el origen
 d) Es paralela al eje y

 30. Encontrar las ecuaciones de las rectas que pasan por (2, 4) y 
poseen las siguientes características.

 a) Pendiente � 
� 
 b) Es perpendicular a la recta x � y � 0
 c) Pasa por el punto (6, 1)
 d) Es paralela al eje x

 31. Ritmo o velocidad de cambio El precio de adquisición de 
una máquina nueva es $12 500, y su valor decrecerá $850 por 
año. Utilizar esta información para escribir una ecuación lineal 
que determine el valor V de la máquina t años después de su 
adquisición. Calcular su valor transcurridos 3 años.

 32. Punto de equilibrio Un contratista adquiere un equipo en 
$36 500 cuyo costo de combustible y mantenimiento es de $9.25 
por hora. Al operario que lo maneja se le pagan $13.50 por hora 
y a los clientes se les cargan $30 por hora.

 a) Escribir una ecuación para el costo C que supone hacer 
funcionar el equipo durante t horas.

 b) Escribir una ecuación para los ingresos R derivados de t 
horas de uso del equipo.

 c) Determinar el punto de equilibrio, calculando el instante 
en el que R � C.

En los ejercicios 33 a 36, trazar la gráfi ca de la ecuación y utilizar el 
criterio de la recta vertical para determinar si la ecuación expresa 
a y como una función de x.

 33. x � y2 � 6 34. x2 � y � 0 

 35. y
x

x
=

−

−

2

2
 36. x � 9 � y2

 37. Evaluar (si es posible) la función f(x) � 1�x en los valores 
especifi cados de la variable independiente y simplifi car los 
resultados.

 a) f(0) b) 
f x f

x

( ) ( )1 1+ −∆
∆

 38. Evaluar (si es posible) la función para cada valor de la variable 
independiente.

 39. Determinar el dominio y el recorrido o rango de cada función.

a) b) c) y � �x2,

2 � x,
  
x < 0

x ≥ 0
y �

7
2x � 10

y � �36 � x2

a) b) c ) f �1�f �0�f ��4�

f �x� � � x2 � 2,

�x � 2�,  
x < 0

x ≥ 0

Ejercicios de repasoP
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 40. Dadas f(x) � 1 � x2 y g(x) � 2x � 1, evaluar las expresiones.

 a) f(x) � g(x)  b)  f(x)g(x)  c)  g(f(x))

 41. Trazar (en un mismo sistema de coordenadas) las gráfi cas de f 
para c � �2, 0 y 2.

 a) f(x) � x3 � c b) f(x) � (x � c)3

 c) f(x) � (x � 2)3 � c d) f(x) � cx3

 42. Utilizar una herramienta de graficación para representar 
f(x) � x3 � 3x2. Empleando la gráfi ca, escribir una fórmula para 
la función g de la fi gura. 

 a)  b) 

 43. Conjetura

 a) Utilizar una herramienta de grafi cación para representar 
las funciones f, g y h en una misma ventana. Hacer una 
descripción por escrito de las similitudes y diferencias 
observadas entre las gráfi cas.

  Potencias impares:  f(x) � x, g(x) � x3,  h(x) � x5

  Potencias pares: f(x) � x2,  g(x) � x4, h(x) � x6

 b) Utilizar el resultado del apartado a) para hacer una conje-
tura con respecto a las gráfi cas de las funciones y  � x7 y 
y � x8. Comprobar la conjetura con ayuda de una herra-
mienta de grafi cación.

 44. Para pensar Utilizando el resultado del ejercicio 43, tratar 
de vaticinar las formas de las gráfi cas de f, g y h. Después, 
representar las funciones con una herramienta de grafi cación y 
comparar el resultado con su estimación.

 a) f(x) � x2(x � 6)2 b) g (x) � x3(x � 6)2

 c) h(x) � x3(x � 6)3

 45. Área Se va a cortar un alambre de 24 pulgadas de longitud 
en cuatro trozos para formar un rectángulo cuyo lado más corto 
mida x.

 a) Expresar el área A del rectángulo en función de x.
 b) Determinar el dominio de la función y representar la función 

de ese dominio en una herramienta de grafi cación.
 c) Utilizar la gráfi ca de la función para estimar el área máxima 

del rectángulo. Hacer una suposición con respecto a las 
dimensiones que producen el área máxima.

 46. Redacción Las siguientes gráfi cas exhiben los benefi cios P 
de dos pequeñas empresas durante un periodo p de dos años. 
Inventar una historia que explique el comportamiento de cada 
función de benefi cios para un hipotético producto elaborado por 
la empresa.

 a)  b) 

 47. Para pensar ¿Cuál es el menor grado posible de la función 
polinomial cuya gráfi ca se aproxima a la que se muestra en cada 
apartado? ¿Qué signo debe tener el coefi ciente dominante?

 a)  b) 

 c)  d) 

 48. Prueba de esfuerzo Se somete a prueba una pieza de maqui-
naria doblándola x centímetros, 10 veces por minuto, hasta el 
instante y (en horas) en el que falla. Los resultados se muestran 
en la siguiente tabla.

 a) Utilizar las funciones de regresión de una herramienta de 
grafi cación para encontrar un modelo lineal para los datos.

 b) Utilizar una herramienta de grafi cación para representar 
los datos y el modelo.

 c) Utilizar la gráfi ca para determinar si se cometió un error 
al realizar una de las pruebas o al registrar los resultados. 
Si es así, suprimir el punto erróneo y encontrar el modelo 
lineal para los datos revisados.

 49. Movimiento armónico Un detector de movimiento mide el des-
plazamiento oscilatorio de un peso suspendido de un resorte. En 
la fi gura se muestran los datos recabados y los desplazamientos 
máximos (positivo y negativo) aproximados a partir del punto 
de equilibrio. El desplazamiento y se mide en centímetros y el 
tiempo t en segundos.

 a) ¿Es y función de t? Explicar.
 b) Calcular la amplitud y el periodo de las oscilaciones.
 c) Encontrar un modelo para los datos.
 d) Representar el modelo del apartado c) en una herramienta 

de grafi cación y comparar el resultado con los datos de la 
fi gura. 
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 1. Considerando el círculo x2 � y2 � 6x � 8y � 0 que se muestra 
en la fi gura.

 a) Encontrar el centro y el radio del círculo.
 b) Encontrar la ecuación de la recta tangente a la circunferen-

cia en el punto (0, 0).
 c) Encontrar la ecuación de la recta tangente a la circunferen-

cia en el punto (6, 0).
 d) ¿En qué punto se cortan dichas tangentes?

Figura para 1 Figura para 2

 2. Sean dos rectas tangentes que van del punto (0, 1) al círculo 
x2 � (y � 1)2 � 1 (ver la fi gura). Encontrar las ecuaciones de 
ambas rectas, valiéndose del hecho de que cada tangente hace 
intersección con el círculo exactamente en un solo punto.

 3. La función de Heaviside H(x) se utiliza ampliamente en aplica-
ciones ingenieriles.

H x( )
,

,
=





1

0
 

x

x

≥

<

0

0

Trazar a mano la gráfi ca de la función de Heaviside y las gráfi cas 
de las siguientes funciones.

 a) H(x) � 2 b)  H(x � 2) c)  �H(x)

 d) H(�x) e)   �� H(x) f )  �H(x � 2) � 2

 4. Tomando en cuenta la gráfi ca de la función que se muestra a con-
tinuación, construir las gráfi cas de las siguientes funciones. 

 a) f(x � 1) b)  f(x) � 1

 c) 2f (x) d) f(�x)

 e) –f(x) f ) � f(x)�
 g)  f(�x�)

 5. El propietario de un rancho planea cercar un potrero rectangular 
adyacente a un río. Ya tiene 100 metros de cerca y no es nece-
sario cercar el lado que se encuentra a lo largo del río (ver la 
fi gura).

 a) Escribir el área A del potrero en función de x, que es la lon-
gitud del lado paralelo al río. ¿Cuál es el dominio de A?

 b) Representar gráfi camente la función área A(x) y estimar las 
dimensiones que producen la mayor cantidad de área para 
el potrero.

 c) Encontrar las dimensiones que producen la mayor cantidad 
de área del potrero completando el cuadrilátero.

  Figura para 5  Figura para 6

 6. El propietario de un rancho cuenta con 300 metros de cerca para 
enrejar dos potreros contiguos.

 a) Escribir el área total A de ambos potreros como una función 
de x (ver la fi gura). ¿Cuál es el dominio de A?

 b) Representar gráfi camente la función área y estimar las 
dimensiones que producen la mayor área de los potreros.

 c) Encontrar las dimensiones que producen la mayor cantidad 
de área del potrero completando el cuadrado.

 7. Una persona se encuentra en una lancha a 2 millas del punto 
más cercano a la costa y se dirige a un punto Q, ubicado sobre 
la costa a 3 millas de dicho punto y 1 milla tierra adentro (ver 
la fi gura). Puede navegar a 2 millas por hora y caminar a 4 
millas por hora. Escribir el tiempo total T del recorrido en fun-
ción de x.

x
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OLIVER HEAVISIDE (1850-1925)

Heaviside fue un físico-matemático británico que contribuyó al campo 
de las matemáticas aplicadas, sobre todo en la ingeniería eléctrica. La 
función de Heaviside es un tipo clásico de función “encendido-apagado” con 
aplicaciones en la electricidad y la computación.

In
st

it
ut

e 
of

 E
le

ct
ri

ca
l E

ng
in

ee
rs

, L
on

do
n

Q

2 millas

x 3 − x

3 millas

1 milla

y

x

y
xxx

yy

Solución de problemas  39

Solución de problemasSP

x 

y 

f 

2 4 

−2 

−4 

2 

4 



40  CAPÍTULO P  Preparación para el cálculo

 8. Conduzca por la playa a 120 kilómetros por hora. En el recorri-
do de regreso, conduzca a 60 kilómetros por hora. ¿Cuál es 
la velocidad promedio en todo el viaje? Explicar el razona-
miento.

 9. Uno de los temas fundamentales del cálculo consiste en encontrar 
la pendiente de una recta tangente en un punto a una curva. Para 
ver cómo puede hacerse esto, considerar el punto (2, 4) de la 
gráfi ca de f(x) � x2 (ver la fi gura).

 a) Calcular la pendiente de la recta que une (2, 4) y (3, 9). La 
pendiente de la recta tangente en (2, 4) ¿es mayor o menor 
que este número?

 b) Calcular la pendiente de la recta que une (2, 4) y (1, 1). La 
pendiente de la recta tangente en (2, 4) ¿es mayor o menor 
que este número?

 c) Calcular la pendiente de la recta que une (2, 4) y (2.1, 4.41). 
La pendiente de la recta tangente en (2, 4) ¿es mayor o 
menor que este número?

 d) Calcular la pendiente de la recta que une (2, 4) y (2 � h, 
f(2 � h)), para h � 0. Verifi car que h � 1, �1 y 0.1 generen 
las soluciones de los apartados a) a c).

 e) ¿Cuál es la pendiente de la recta tangente en (2, 4)? Explicar 
de qué manera obtuvo la respuesta.

 10. Trazar gráfi camente la función f x x( ) =  y anotar el punto 
(4, 2) sobre ella.

 a) Calcular la pendiente de la recta que une (4, 2) y (9, 3). La 
pendiente de la recta tangente en (4, 2) ¿es mayor o menor 
que este número?

 b) Calcular la pendiente de la recta que une (4, 2) y (1, 1). La 
pendiente de la recta tangente en (4, 2) ¿es mayor o menor 
que este número?

 c) Calcular la pendiente de la recta que une (4, 2) y (4.41, 
2.1). La pendiente de la recta tangente en (4, 2) ¿es mayor 
o menor que este número?

 d) Calcular la pendiente de la recta que une (4, 2) y (4 � h, 
f(4 � h)), para h � 0.

 e) ¿Cuál es la pendiente de la línea tangente en (4, 2)? Explicar 
de qué manera obtuvo la respuesta.

 11. Explicar cómo se grafi ca la ecuación y � �y� � x � �x�. Trace 
la gráfi ca.

 12. En una enorme habitación se encuentran dos bocinas, con 3 
metros de separación entre sí. La intensidad del sonido I de una 
bocina es del doble de la otra, como se muestra en la fi gura. 
Suponer que el escucha se encuentra en libertad de moverse por 
la habitación hasta encontrar la posición en la que recibe igual 

cantidad de sonido de ambas bocinas. Dicho lugar satisface 
dos condiciones: 1) la intensidad del sonido en la posición del 
escucha es directamente proporcional al nivel de sonido de la 
fuente, y 2) la intensidad del sonido es inversamente proporcional 
al cuadrado de la distancia de la fuente.

 a) Encontrar los puntos sobre el eje x que reciben la misma 
cantidad de sonido de ambas bocinas.

 b) Encontrar y representar gráfi camente la ecuación de todas 
las posiciones (x, y) donde se reciben cantidades de sonido 
iguales de ambas bocinas.

 Figura para 12 Figura para 13

 13. Suponer que las bocinas del ejercicio 12 se encuentran separadas 
por 4 metros y la intensidad del sonido de una de ellas es de k 
veces la de la otra, como se muestra en la fi gura. 

 a) Encontrar la ecuación para todas las posiciones (x, y) 
donde se reciben cantidades de sonido iguales de ambas 
bocinas.

 b) Representar gráfi camente la ecuación para el caso donde 
k � 3.

 c) Describir el conjunto de posiciones con igual cantidad de 
sonido a medida que k se vuelve muy grande.

 14. Sean d
1
 y d

2
 las distancias entre el punto (x, y) y los puntos 

(�1, 0) y (1, 0), respectivamente, como se muestra en la fi gura. 
Demostrar que la ecuación de la gráfi ca de todos los puntos 
(x, y) que satisfacen d

1
d

2
 � 1 es (x2 � y2)2 � 2(x2 � y2). Esta 

curva se conoce como lemniscata. Trazar la lemniscata e iden-
tifi car tres puntos sobre la gráfi ca.

 15. Sea ƒ =
−

( ) .x
x

1

1

 a) ¿Cuáles son el dominio y el recorrido o rango de f ?

 b) Encontrar la composición de f(f(x)); ¿cuál es el domino de 
esta función?

 c) Encontrar f(f(f(x))); ¿cuál es el dominio de esta función?

 d) Representar gráfi camente f(f(f(x))). La gráfi ca ¿es una recta? 
Explicar por qué.
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Límites y sus 
propiedades

El límite de una función es el concepto 
principal que distingue al cálculo del 
álgebra y de la geometría analítica. La 
noción de un límite es fundamental para 
el estudio del cálculo. De esta manera, 
es importante adquirir un buen concepto 
de límite antes de incursionar en otros 
tópicos de cálculo.

En este capítulo, se aprenderá:

Cómo comparar el cálculo con el  n

precálculo. (1.1)

Cómo encontrar límites gráfica y  n

numéricamente. (1.2)

Cómo evaluar de forma analítica un  n

límite. (1.3)

Cómo determinar la continuidad  n

en un punto y sobre un intervalo 
abierto, y cómo determinar límites 
laterales. (1.4)
Cómo determinar límites infinitos y  n

cómo encontrar las asíntotas verti-
cales. (1.5)

■

■

De acuerdo con la NASA, el lugar más frío del universo está en la nébula de 
Boomerang. La nébula se localiza a cinco mil años luz de la Tierra y tiene 
una temperatura de �272°C. Esta temperatura es únicamente 1° más caliente 
que el cero absoluto, la temperatura más fría posible. ¿Cómo determinaron los 
científicos que el cero absoluto es el “límite inferior” de la temperatura de la 
materia? (Ver la sección 1.4, ejemplo 5.)

x

y

−1 1

x
f (x) = 

x + 1 − 1

x

y

−1 1

1

2

x

y

−1 1

x
f (x) = 

x + 1 − 1

f es

indefinido

en x = 0.

El proceso de un límite es un concepto fundamental del cálculo. Una técnica que se puede utilizar para estimar 

un límite consiste en trazar la función y luego determinar el comportamiento de la gráfica a medida que la variable 

independiente se aproxima a un valor específico. (Ver la sección 1.2.)

1
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1.1 Una mirada previa al cálculo
■ Comprender qué es el cálculo y cómo se compara con el precálculo.

■ Comprender que el problema de la recta tangente es básico para el cálculo.

■ Comprender que el problema del área también es básico para el cálculo.

¿Qué es el cálculo?

El cálculo es la matemática de los cambios (velocidades y aceleraciones). También son objeto 
del cálculo rectas tangentes, pendientes, áreas, volúmenes, longitudes de arco, centroides, 
curvaturas y una gran variedad de conceptos que han permitido a científicos, ingenieros y 
economistas elaborar modelos para situaciones de la vida real.

Aunque las matemáticas previas al cálculo también tratan con velocidades, acelera-
ciones, rectas tangentes, pendientes y demás, existe una diferencia fundamental entre ellas 
y el cálculo. Mientras que las primeras son más estáticas, el cálculo es más dinámico. He 
aquí algunos ejemplos.

aceleración es necesario recurrir al cálculo.

Cada una de estas situaciones implica la misma estrategia general: la reformulación de 
las matemáticas previas al cálculo a través de un proceso de límite. De tal modo, una manera 
de responder a la pregunta “¿qué es el cálculo?” consiste en decir que el cálculo es una 
“máquina de límites” que funciona en tres etapas. La primera la constituyen las matemáticas 
previas al cálculo, con nociones como la pendiente de una recta o el área de un rectángulo. 
La segunda es el proceso de límite, y la tercera es la nueva formulación propia del cálculo, 
en términos de derivadas e integrales.

Por desgracia, algunos estudiantes tratan de aprender cálculo como si se tratara de una 

de las fórmulas de derivación y de integración, su comprensión será deficiente, el estudiante 

En las dos páginas siguientes se presentan algunos conceptos familiares del precálculo, 
listados junto con sus contrapartes del cálculo. A lo largo del texto se debe recordar que 

“viejas fórmulas” de las páginas siguientes no resulten familiares para algunos estudiantes; 
repasaremos todas ellas.

A medida que se avance en el texto, se sugiere volver a leer estos comentarios repetidas 
veces. Es importante saber en cuál de las tres etapas del estudio del cálculo se encuentra el 
estudiante. Por ejemplo, los tres primeros capítulos se desglosan como sigue.

Capítulo P: Preparación para el cálculo Matemáticas previas al cálculo o precálculo

Capítulo 1: Límites y sus propiedades Proceso de límite

Capítulo 2: Derivación Cálculo

AYUDA DE ESTUDIO  A medida que 
vayamos progresando en este curso, 

del cálculo es sólo uno de sus fines. 
Su objetivo más importante es aprender 

resolver problemas reales. En seguida 
se presentan algunas estrategias de 
resolución de problemas que pueden 
ayudar.

¿Cuáles son los datos? ¿Qué se le 
pide encontrar?

hacer un esquema, resolver un pro-
blema sencillo, trabajar hacia atrás, 
dibujar un diagrama, usar recursos 
tecnológicos y muchos otros.

responde la pregunta. Enunciar la 
respuesta en palabras. Por ejem-

como x � 4.6, sería mejor escribir 

cuadrados”.

respuesta? ¿Existe alguna forma de 
contrastarla? Matemáticas

previas al cálculo

Proceso

de límite
Cálculo
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 Sin cálculo Con cálculo diferencial

Valor de f(x)  Límite de f(x) cuando  
cuando x � c x tiende a c

Pendiente de una recta Pendiente de una curva

 
a una curva a una curva

 
cambio promedio entre cambio instantáneo  
t � a y t � b en t � c

Curvatura Curvatura  
del círculo de una curva

Altura de una Altura máxima de 
curva en  una curva dentro  
x� c de un intervalo

Plano tangente Plano tangente  
a una esfera a una superficie

Dirección del Dirección del  
movimiento a lo movimiento a lo  
largo de una recta largo de una curva

x

y � f (x)

c

y

$x

$y

t � a t � b

x
c

y

y = f (x)

x
c

y

dx

dy

t � c

x
a b

y
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 Sin cálculo Con cálculo integral

Área de un Área bajo  
rectángulo una curva

 

Centro de un  Centroide de una  
rectángulo región

Longitud de un Longitud  
segmento de recta de un arco

Área superficial Área superficial  
de un cilindro de un sólido de revolución

Masa de un sólido Masa de un sólido  
con densidad constante con densidad variable

Volumen de un Volumen de la región 
sólido rectangular bajo una superficie

Suma de un número Suma de un número  
finito de términos infinito de términos

x

y

x

y

a
1
 � a

2
 � . . . � a

n
 � S a

1
 � a

2
 � a

3 
� . . . � S
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El problema de la recta tangente

La noción de límite es fundamental en el estudio del cálculo. A continuación se dan breves 
descripciones de dos problemas clásicos del cálculo —el problema de la recta tangente y el 

problema del área— que muestran la forma en que intervienen los límites en el cálculo.
En el problema de la recta tangente, se tiene una función f y un punto P de su gráfica 

y se trata de encontrar la ecuación de la recta tangente a la gráfica en el punto P, como se 
muestra en la figura 1.1.

Exceptuando los casos en que la recta tangente es vertical, el problema de encontrar la 
recta tangente en el punto P equivale al de determinar la pendiente de la recta tangente en 
P

tangencia y por otro punto sobre la curva, como se muestra en la figura 1.2a. Tal recta se 
llama recta secante. Si P(c, f(c)) es el punto de tangencia y

Q c � $x, f c � $x

es un segundo punto de la gráfica de f, la pendiente de la recta secante que pasa por estos 

A medida que el punto Q se aproxima al punto P, la pendiente de la recta secante se 
aproxima a la de la recta tangente, como se muestra en la figura 1.2b. Cuando existe tal 
“posición límite”, se dice que la pendiente de la recta tangente es el límite de la pendiente de 
la recta secante (este importante problema se estudiará con más detalle en el capítulo 2).

E X P L O R A C I Ó N

Los siguientes puntos se encuentran en la gráfica de f(x) � x2.

Q5 1.0001, f 1.0001Q4 1.001, f 1.001 ,
Q3 1.01, f 1.01 ,Q2 1.1, f 1.1 ,Q1 1.5, f 1.5 ,

Cada punto sucesivo se acerca más al punto P(1, 1). Calcular la pendiente de la recta 
secante que pasa por Q

1
 y P, Q

2
 y P

estimar la pendiente de la recta tangente a la gráfica de f en el punto P.

Recta tangente de la gráfica de f en P
Figura 1.1

x

P

y = f (x)

y

a)  La recta secante que pasa por (c, f(c)) y 
(c � $x, f(c � $x))

Figura 1.2

b)  Cuando Q tiende a P, las rectas secantes se aproxi-
man a la recta tangente

x

$x

f (c � $x)  f (c)

Q (c � $x,  f (c � $x))

P (c, f (c))

y

x

P

Q

Recta tangente

Rectas

secantes

y

GRACE CHISHOLM YOUNG (1868-1944)

Grace Chisholm Young obtuvo su título 
en matemáticas en el Girton College de 
Cambridge, Inglaterra. Sus primeros 
trabajos se publicaron bajo el nombre de 
William Young, su marido. Entre 1914 
y 1916, Grace Young publicó trabajos 
relativos a los fundamentos del cálculo que la 
hicieron merecedora del premio Gamble del 
Girton College.
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El problema del área

En el problema de la recta tangente se vio cómo el proceso de límite puede ser aplicado a 
la pendiente de una recta para determinar la pendiente de una curva general. Un segundo 
problema clásico del cálculo consiste en determinar el área de una región plana delimitada 
por gráficas de funciones. Este problema también se puede resolver mediante un proceso 
del límite. En este caso, el proceso del límite se aplica al área de un rectángulo con el fin de 
encontrar el área de una región en general.

 

y � f(x), el eje x y las rectas verticales x � a y x � b, como se muestra en la figura 1.3. 
Se puede estimar su área usando varios rectángulos, como se muestra en la figura 1.4. Al 

el área que se pierde mediante los rectángulos. El objetivo radica en determinar el límite de 
la suma de las áreas de los rectángulos cuando su número crece sin fin.Área bajo una curva

Figura 1.3

x
a b

y � f (x)

y

NOTA HISTÓRICA

En uno de los eventos más asombrosos 
ocurrido en las matemáticas, se descubrió 
que el problema de recta tangente y el 
problema del área están estrechamente 
relacionados. Este descubrimiento condujo 
al nacimiento del cálculo. Se abordará la 
relación que existe entre estos dos problemas 
cuando se estudie el teorema fundamental 
del cálculo en el capítulo 4.

x
a b

y = f (x)

y

x
a b

y = f (x)

y

Aproximación usando cuatro rectángulos
Figura 1.4

Aproximación usando ocho rectángulos

x

1

1

f (x) = x2

y

x

1

1

f (x) = x2

y

x

1

1

f (x) = x2

y

E X P L O R A C I Ó N

Considerar la región acotada por las gráficas de f(x) � x2, y � 0 y x � 1, que se muestra 
en el apartado a) de la figura. Se puede estimar el área de esta región empleando dos 
conjuntos de rectángulos, unos inscritos en ella y otros circunscritos, como se muestra 
en los apartados b) y c). Calcular la suma de las áreas de cada conjunto de rectángulos. 

a) b) c)
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En los ejercicios 1 a 5, decidir si el problema puede resolverse 
mediante el uso de las matemáticas previas al cálculo o si requiere 
del cálculo. Resolver el problema si se puede utilizar precálculo. En 
caso contrario explicar el razonamiento y aproximar la solución 
por procedimientos gráficos o numéricos.

 1. Calcular la distancia que recorre en 15 segundos un objeto que 
viaja a una velocidad constante de 20 pies por segundo.

 2. Calcular la distancia que recorre en 15 segundos un objeto  
que se mueve a una velocidad v(t) � 20 � 7 cos t pies por 
segundo.

 3. Un ciclista recorre una trayectoria que admite como modelo  
la ecuación f(x) � 0.04(8x � x2) donde x y f(x) se miden  
en millas. Calcular el ritmo o velocidad de cambio en la eleva-
ción cuando x � 2.

Figura para 3 Figura para 4

 4. Un ciclista recorre una trayectoria que admite como modelo la 
ecuación f(x) � 0.08x, donde x y f(x) se miden en millas. En-
contrar el ritmo o velocidad de cambio de la elevación cuando 
x � 2.

 5. Encontrar el área de la región sombreada.

     a)   b)

 6. Rectas secantes Considerar la función f(x) � x y el punto 
P(4, 2) en la gráfica de f:

 a) Dibujar la gráfica de f y las rectas secantes que pasan por 
P(4, 2) y Q(x, f(x)) para los siguientes valores de x: 1, 3 y 5.

 b) Encontrar la pendiente de cada recta secante.
 c b) para estimar la pen-

diente de la recta tangente a f en P(4, 2). Describir cómo 
puede mejorarse la aproximación de la pendiente.

 7. Rectas secantes Considerar la función f(x) � 6x � x2 y el 
punto P(2, 8) sobre la gráfica de f :

 a) Dibujar la gráfica de f y las rectas secantes que pasan por 
P(2, 8) y Q(x, f(x)) para los valores de x: 3, 2.5 y 1.5.

 b) Encontrar la pendiente de cada recta secante.
 c b) para estimar la pen-

diente de la recta tangente a la gráfica de f en el punto 
P(2, 8). Describir cómo puede mejorarse la aproximación 
de la pendiente.

 8. a

aproximar el área de la región acotada por y � sen x, y � 0,  
x � 0 y x � P.

 b) Describir cómo se podría continuar con este proceso a fin 
de obtener una aproximación más exacta del área.

 9. a

aproximar el área de la región acotada por y � 5 x, y � 0,  
x � 1, y x � 5.

 b) Describir cómo se podría continuar con este proceso a fin 
de obtener una aproximación más exacta del área.

x

1 2 3 4 5 6

1

2

3

1

f (x) � 0.04  8x  x2

y

(            )

x

1 2 3 4 5 6

1

2

3

f (x) � 0.08x

1

y

x

1

�1

2

3

3

4

4

5

5 6

(2, 4)

(0, 0)

(5, 0)

y

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

x

y

x

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

y

P

1

x

y

P
2

P

1

x

y

P
2

x

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5
(1, 5)

(5, 1)

y

x

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5
(1, 5)

(5, 1)

y

x

1

3

12 1

y

Ejercicios1.1

Para discusión

 10.
posición de un automóvil sobre la autopista?

Desarrollo de conceptos

 11. Considerar la longitud de la gráfica de f(x) � 5 x, desde  
(1, 5) hasta (5, 1):

 a) Estimar la longitud de la curva mediante el cálculo de 
la distancia entre sus extremos, como se muestra en la 
primera figura.

 b) Estimar la longitud de la curva mediante el cálculo de 
las longitudes de los cuatro segmentos de recta, como 
se muestra en la segunda figura.

 c) Describir cómo se podría continuar con este proceso 
a fin de obtener una aproximación más exacta de la 
longitud de la curva.



1.2 Cálculo de límites de manera gráfica y numérica
■ Estimar un límite utilizando los métodos numérico y gráfico.

■ Aprender diferentes formas en las que un límite puede no existir.

■ Estudiar y utilizar la definición formal de límite.

Introducción a los límites

Suponer que se pide dibujar la gráfica de la función f dada por

e �



x( ) , .x
x

x
x

3 1

1
1

Para todos los valores distintos de x � 1, es posible emplear las técnicas usuales de repre-
sentación de curvas. Sin embargo, en x � 1, no está claro qué esperar. Para obtener una 
idea del comportamiento de la gráfica de f cerca de x � 1, se pueden usar dos conjuntos de 
valores de x, uno que se aproxime a 1 por la izquierda y otro que lo haga por la derecha, 
como se ilustra en la tabla.

Como se muestra en la figura 1.5, la gráfica de f es una parábola con un hueco en el 
punto (1, 3). A pesar de que x no puede ser igual a 1, se puede acercar arbitrariamente a 1 
y, en consecuencia, f(x) se acerca a 3 de la misma manera. Utilizando la notación que se 
emplea con los límites, se podría escribir

lím
xm1

 f SxD � 3.
 Esto se lee “el límite de f(x) cuando x se aproxima a 1 es 3”.

Este análisis conduce a una descripción informal de límite. Si f(x) se acerca arbitrariamente 
a un número L cuando x se aproxima a c por cualquiera de los dos lados, entonces el límite 
de f(x), cuando x se aproxima a c, es L. Esto se escribe

E X P L O R A C I Ó N

El análisis anterior proporciona un ejemplo de cómo estimar un límite de manera numé-

rica mediante la construcción de una tabla, o de manera gráfica, al dibujar un esquema. 
Calcular el siguiente límite de forma numérica al completar la tabla.

Luego utilizar una herramienta de graficación para estimar el límite.

f SxDse aproxima a 3. f SxDse aproxima a 3.

El límite de f(x) cuando x tiende a 1 es 3
Figura 1.5

lím
xm2

 
x2 � 3x � 2

x � 2

x

y

2 1 1

2

3

f (x) � x3  1
x   1

lím f (x) = 3
xm1 (1, 3)
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lím
xmc

 f SxD � L.

x 0.75 0.9 0.99 0.999 1 1.001 1.01 1.1 1.25

fx� 2.313 2.710 2.970 2.997 ? 3.003 3.030 3.310 3.813

x se aproxima a 1 por la izquierda. x se aproxima a 1 por la derecha.

x 1.75 1.9 1.99 1.999 2 2.001 2.01 2.1 2.25

fx� ? ? ? ? ? ? ? ? ?
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EJEMPLO 1 Estimación numérica de un límite

Evaluar la función fSxD � xYS�x � 1 � 1D en varios puntos cercanos a x � 0 y usar el 
resultado para estimar el límite:

lím
xm0

 
x

�x � 1 � 1
.

Solución En la siguiente tabla se registran los valores de f(x) para diversos valores de x 
cercanos a 0.

De los datos mostrados en la tabla, se puede estimar que el límite es 2. Dicho resultado se 
confirma por la gráfica de f (ver la figura 1.6). 

Observar que en el ejemplo 1, la función no está definida en x � 0 y aún así f(x) parece 
aproximarse a un límite a medida que x se aproxima a 0. Esto ocurre con frecuencia, y es 
importante percatarse de que la existencia o inexistencia de f(x) en x � c no guarda relación 

con la existencia del límite de f(x) cuando x se aproxima a c.

EJEMPLO 2 Cálculo de un límite

Encontrar el límite de f(x) cuando x se aproxima a 2, donde f se define como

f SxD � �1,

0,

    x p 2

    x � 2.

Solución Puesto que f(x) � 1 para todos los x distintos de x � 2, se puede concluir que el 
límite es 1, como se muestra en la figura 1.7. Por tanto, se puede escribir

lím
xm2

 f SxD � 1.

El hecho de que f(2) � 0 no influye en la existencia ni en el valor del límite cuando x se 
aproxima a 2. Por ejemplo, si se hubiera definido la función como

fSxD � �1,

2,

   x p 2

   x � 2

el límite sería el mismo. 

Hasta este punto de la sección, se han calculado los límites de manera numérica y 
gráfica. Cada uno de estos métodos genera una estimación del límite. En la sección 1.3 se 
estudiarán técnicas analíticas para evaluarlos. A lo largo de este curso, se trata de desarrollar 
el hábito de utilizar este método de árbol para resolver problemas.

1. Método numérico Construir una tabla de valores.

2. Método gráfico Elaborar una gráfica a mano o con algún dispositivo tecnológico.

3. Método analítico Utilizar álgebra o cálculo.

El límite de f(x) cuando x se aproxima a  
0 es 2
Figura 1.6

1 1

1

x

x

f no está definida
en x = 0.

f (x) � 
x � 1  1

y

f(x) se aproxima a 2. f(x) se aproxima a 2.

El límite de f(x) cuando x se aproxima a  
2 es 1
Figura 1.7

32

2

1

 

x

2

2

,1

0,

x

x
f (x) �

y

x �0.01 �0.001 �0.0001 0 0.0001 0.001 0.01

f x� 1.99499 1.99950 1.99995 ? 2.00005 2.00050 2.00499

se aproxima a 0 por la izquierda.x x se aproxima a 0 por la derecha.
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Límites que no existen

En los tres ejemplos siguientes se examinarán algunos límites que no existen.

EJEMPLO 3 Comportamiento diferente por la derecha
y por la izquierda

Demostrar que el siguiente límite no existe.

lím
xm0

 \x\
x

Solución Considerar la gráfica de la función f(x) � Ux UYx. De la figura 1.8 y de la defi-
nición de valor absoluto.

�x� � � x,

�x,

   if x � 0

if x < 0
 Definición de valor absoluto

se observa que

�x�
x

� � 1,

�1,

   if x > 0

if x < 0
.

Esto significa que, independientemente de cuánto se aproxime x a 0, existirán tanto valores 
positivos como negativos de x que darán f(x) � 1 y f(x) � �1. De manera específica, si D 
(letra griega delta minúscula) es un número positivo, entonces los valores de x que satisfacen 
la desigualdad 0 � Ux U � D se pueden clasificar los valores de U x UYx de la siguiente manera:

 (�D, 0) (0, D)

Debido a que U x UYx tiende a un número diferente por la derecha del 0, por la izquierda que 
entonces el límite lím (U x UYx) no existe.

EJEMPLO 4 Comportamiento no acotado

Analizar la existencia del límite

lím
xm0

  
1

x2
.

Solución Sea f(x) � 1Yx2. En la figura 1.9 se puede observar que a medida que x se 
aproxima a 0 tanto por la derecha como por la izquierda, f(x) crece sin límite. Esto quiere 
decir que, eligiendo un valor de x cercano a 0, se puede lograr que f(x) sea tan grande como 
se quiera. Por ejemplo, f(x) será mayor que 100 si elegimos valores de x que estén entre 1

10  
y 0. Es decir:

f SxD �
1

x2
> 100.0 < \x\ <

1

10

Del mismo modo, se puede obligar a que f(x) sea mayor que 1 000 000 de la siguiente 
manera:

f SxD �
1

x2
> 1 000 0000 < \x\ <

1

1 000

Puesto que f(x) no se aproxima a ningún número real L cuando x se aproxima a 0, se puede 
concluir que el límite no existe. 

El lím f(x) no existe
 xm0

Figura 1.8

El lím f(x) no existe
 xm0

Figura 1.9

Los valores negativos 
de x dan como resultado 

\x\/x ��1.

Los valores positivos 
de x dan como resultado 

\x\/x �1.

x

¦ ¦x
x

1 1

1

DD

f (x) = 1

f (x) = 1

f (x) = 
y

x2

1

2112

2

3

4

x

1
f (x) � 

y

si
si

si
si

x 0
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EJEMPLO 5 Comportamiento oscilante

Analizar la existencia del límite límsen
1

x x0
.

Solución Sea f(x) � sen(l x). En la figura 1.10 se puede observar que, cuando x se aproxima 
a 0, f(x) oscila entre �1 y 1. Por consiguiente, el límite no existe puesto que, por pequeño 
que se elija D, siempre es posible encontrar x1 y x2 que disten menos de D unidades de 0 tales 
que sen(l x1) � 1 y sen(l x2) � �1, como se muestra en la tabla.

COMPORTAMIENTOS ASOCIADOS A LA NO EXISTENCIA DE UN LÍMITE

1. f(x) se aproxima a números diferentes por la derecha de c que por la izquierda.
2. f(x) aumenta o disminuye sin límite a medida que x se aproxima a c.
3. f(x) oscila entre dos valores fijos a medida que x se aproxima a c.

Existen muchas otras funciones interesantes que presentan comportamientos inusuales. 
Una de las que se cita con mayor frecuencia es la función de Dirichlet:

Puesto que esta función carece de límite en cualquier número real c, no es continua en 
cualquier número real c. La continuidad se estudiará con más detalle en la sección 1.4.

CONFUSIÓN TECNOLÓGICA Cuando se utilice una herramienta de graficación para 
investigar el comportamiento de una función cerca del valor de x en el que se intenta 
evaluar su límite, recordar que no siempre se puede confiar en las imágenes dibujadas. Al 
utilizar una herramienta de graficación para dibujar la gráfica de la función del ejemplo 
5 en un intervalo que contenga al 0, es muy probable que obtenga una gráfica incorrec-
ta, como la que se muestra en la figura 1.11. El motivo por el cual una herramienta de 
graficación no puede mostrar la gráfica correcta radica en que la gráfica cuenta con 
oscilaciones infinitas en cualquier intervalo que contenga al 0.

El lím f(x) no existe
 x 0

Figura 1.10

1

1

11
x

f (x) = sen 1
x

y

x 2 � 2 3� 2 5� 2 7� 2 9� 2 11� x 0

/ 1 �1 1 �1 1 �1sen 1 x El  no existe.

f x �
0,

1,

   si x es racional.

   si x es irracional.

PETER GUSTAV DIRICHLET (1805-1859)

En el desarrollo temprano del cálculo, la 
definición de una función era mucho más 
restrictiva que en la actualidad, y  “funciones” 
como la de Dirichlet no se hubieran tomado 
en consideración. La definición moderna  
de función se debe al matemático alemán 
Peter Gustav Dirichlet. Gráfica incorrecta de f(x) � sen(1/x)

Figura 1.11
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Definición formal de límite

Examinar nuevamente la descripción informal de límite. Si f (x) se acerca de manera arbitraria 
a un número L a medida que x se aproxima a c por cualquiera de sus lados, se dice que el 
límite de f(x) cuando x se aproxima a c es L, y se escribe

lím
x c

x L
m

e �( ) .

A primera vista, esta descripción parece muy técnica. No obstante, es informal porque aún 
hay que conferir un significado preciso a las frases:

“f (x) se acerca arbitrariamente a L”

y

“x se aproxima a c”.

La primera persona en asignar un significado matemático riguroso a estas dos frases fue 
Augustin-Louis Cauchy. Su definición d-Dde límite es la que se suele utilizar en la actua-
lidad.

En la figura 1.12, sea d (minúscula de la letra griega épsilon) la representación de un 
número positivo (pequeño). Entonces, la frase “f(x) se acerca arbitrariamente a L” significa 
que f(x) pertenece al intervalo (L � d, L � d). Al usar la noción de valor absoluto, esto se 
puede escribir como

\ f SxD � L\ < d.

Del mismo modo, la frase “x se aproxima a c” significa que existe un número positivo D tal 
que x pertenece al intervalo (c � D, c), o bien al intervalo (c, c � D). Esto puede expresarse 
de manera concisa mediante la doble desigualdad

0 < \x � c\ < D.

La primera desigualdad

0 < \x � c\ La distancia entre x y c es mayor que 0.

expresa que x  c. La segunda desigualdad

\x � c\ < D  x está a menos de D unidades de c.

indica que x está a una distancia de D menor que c.

DEFINICIÓN DE LÍMITE

Sea f una función definida en un intervalo abierto que contiene a c (salvo posiblemente 
en c) y L un número real. La afirmación

significa que para todo d � 0 existe uno D � 0 tal que si

NOTA  A lo largo de todo el texto, la expresión

lím
xmc

 f SxD � L

lleva implícitas dos afirmaciones: el límite existe y es igual a L.  

Algunas funciones carecen de límite cuando x m c, pero aquellas que lo poseen no 
pueden tener dos límites diferentes cuando x m c. Es decir, si el límite de una función existe, 

entonces es único (ver el ejercicio 79).

Definición d-D del límite de f(x) cuando 
x tiende a c
Figura 1.12

entonces \ f SxD � L\ < d.0 < \x � c\ < D,

lím
xmc

  f SxD � L

c + 

c  

c

L

L + 

L  

(c, L)

E

E

D

D

PARA MAYOR INFORMACIÓN
Para conocer más sobre la introducción 
del rigor al cálculo, consulte “Who 
Gave You The Epsilon? Cauchy an 
the Origins of Rigorous Calculus” de 
Judith V. Grabiner, en The American 

Mathematical Monthly.
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Los tres ejemplos siguientes ayudan a entender mejor la definición d-D de límite.

EJEMPLO 6 Determinar D para un b dado

Dado el límite

lím
x

x
m

 �
3

2 5 1( )

encontrar D tal que U(2x � 5) � 1U � 0.01, siempre que 0 � Ux � 3U � D.

Solución En este problema se trabaja con un valor dado de d: d � 0.01. Para encontrar 
un D apropiado, se observa que

U(2x � 5) � 1U � U2x � 6U � 2Ux � 3U.

Como la desigualdad U(2x � 5) � 1U � 0.01 es equivalente a 2Ux � 3U � 0.01, se puede escoger 
D � 1

2 (0.01) � 0.005. Esta opción funciona porque

0 � Ux � 3U � 0.005

lo que implica que

U(2x � 5) � 1U � 2Ux � 3U � 2(0.005) � 0.01

tal como se muestra en la figura 1.13. 

NOTA  En el ejemplo 6, obsérvese que 0.005 es el mayor valor de D que garantiza que  
U(2x � 5) � 1U � 0.01, siempre que 0 � Ux � 3U � D. Todo valor positivo de D menor también debe sa-
tisfacer esta condición. 

En el ejemplo 6 se encontró un valor de D para un d dado, lo que no necesariamente 
demuestra la existencia del límite. Para hacerlo, se debe probar que es posible encontrar un 
D para todo d, como se muestra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 7 Aplicación de la definición b-D de límite

Utilizar la definición d-D de límite para demostrar que

lím
xm2

 S3x � 2D � 4.

Solución Probar que para todo d � 0, existe un D � 0 tal que U(3x � 2) � 4U � d siempre 
que 0 � Ux � 2U � D. Puesto que la elección de D depende de d, es necesario establecer una 
relación entre los valores absolutos U(3x � 2) � 4U y Ux � 2U.

U(3x � 2) � 4U � U3x � 6U � 3Ux � 2U

De tal manera, para cada d � 0 dado, se puede tomar D � dY3. Esta opción funciona por- 
que

implica que

como muestra la figura 1.14. 

El límite de f(x) cuando x se aproxima a  
3 es 1
Figura 1.13

\S3x � 2D � 4\ � 3\x � 2\ < 3�d

3� � d

0  <  \x � 2\  <  D �
d

3

x

y

2

1

1

2

1 2 3 4

f (x) � 2x  5

x � 2.995

x � 3.005
x � 3

y � 1.01

y � 0.99
y � 1

x

y

2

3

4

1

1 2 3 4

 D

D

E

E

f (x) � 3x  2

x = 2 � 
x = 2
x = 2  

y = 4 � 

y = 4

y = 4  

El límite de f(x) cuando x se aproxima a  
2 es 4
Figura 1.14
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EJEMPLO 8 Aplicación de la definición b-D de límite

Usar la definición d-D de límite para demostrar que

lím
xm2

 x2 � 4.

Solución Probar que para todo d � 0, existe un D � 0 tal que

Ux2 � 4U � d siempre que 0 � Ux � 2U � D.

Para encontrar un D adecuado, comenzamos por escribir Ux2 � 4U � Ux � 2UUx � 2U. Para todo 
x del intervalo (1, 3), x � 2 � 5 se sabe que Ux � 2U � 5. De tal manera, se toma D igual al 
mínimo entre dY5 y 1, resulta que, siempre que 0 � Ux � 2U � D, se tiene que

como se muestra en la figura 1.15. 

A lo largo de este capítulo, se utilizará la definición d-D de límite principalmente para 
demostrar teoremas relativos a los límites y para establecer la existencia o inexistencia de 
tipos de límites específicos. Para calcular límites, se describirán técnicas más fáciles de usar 
que la definición d-D de límite.

El límite de f(x) cuando x se aproxima a 
2 es 4
Figura 1.15

\x2 � 4\ � \x � 2\\x � 2\ < �d

5�S5D � d

(2 +   )2

(2    )2

2 �

2 

4 

4 �

2

4

D

D

D

D

E

E

f (x) = x2

En los ejercicios 1 a 8, completar la tabla y utilizar el resultado 
para estimar el límite. Representar la función utilizando una he-
rramienta de graficación, con el fin de confirmar su resultado.

 5. 

 6. 

 7. 

 8. 

Ejercicios1.2

x�0
 
cos x � 1

x

x �0.1 �0.01 �0.001 0.001 0.01 0.1

f x�
4.

x��5
 
�4 � x � 3

x � 5

x �5.1 �5.01 �5.001 �4.999 �4.99 �4.9

f x�

3.
x�0

 
�x � 6 � �6

x

x �0.1 �0.01 �0.001 0.001 0.01 0.1

f x�

l m

2.
x�2

  
x � 2

x 2 � 4

x 1.9 1.99 1.999 2.001 2.01 2.1

f x�

1.
x�4

  
x � 4

x 2 � 3x � 4

x 3.9 3.99 3.999 4.001 4.01 4.1

f x�

x�0
 x

x �0.1 �0.01 �0.001 0.001 0.01 0.1

f x�

sen x

x�4
 
	x��x � 1�
 � �4�5�

x � 4

x 3.9 3.99 3.999 4.001 4.01 4.1

f x�

x�3
 
	1��x � 1�
 � �1�4�

x � 3

x 2.9 2.99 2.999 3.001 3.01 3.1

f x�
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En los ejercicios 9 a 14, elaborar una tabla de valores para la fun-
ción y utilizar el resultado para estimar el valor del límite. Utilizar 
una herramienta de graficación para representar la función y 
confirmar el resultado.

En los ejercicios 15 a 24, utilizar la gráfica para encontrar el límite 
(si es que existe). Si el límite no existe, explicar por qué.

 15.   16. 

 17.   18. 

 19.   20. 

 21.   22. 

 23.   24. 

En los ejercicios 25 y 26, utilizar la gráfica de la función f para 
determinar si existe el valor de la cantidad dada. De ser así, ubi-
carla; si no existe, explicar por qué.

25. a) 

 b) 

 c) 

 d) 

26. a) 

 b) 

 c) 

 d) 

 e) 

 f ) 

 g) 

 h) 

En los ejercicios 27 y 28, utilizar la gráfica de f con el fin de iden-
tificar los valores de c para los que existe el límite lím f(x).
 xmc

 27.   28. 

En los ejercicios 29 y 30, dibujar la gráfica de f. Después identificar 
los valores de c para los que existe el límite lím f(x).

 

xmc

 29. 

 30. 

x

1 2 3 4

4

3

2

1

y

�2 2 4

2

6

y

x

1 2 3 4

4

3

2

1

y

�2 2 4

2

6

x

y

x

y

3 4 5

�2

�3

1

2

3

x

y

6 8 10
�2

�4

�6

2

4

6

x

2

1

P


P
2

P
2

P
2

3

y

x


P
2

P
2

2

y

x

1

1

1

1

y

x

1 2

1

y

lím
x Æ1

 Sx 2 � 3Dlím
x Æ3

 S4 � xD

f SxD � �x2 � 3,
2,

     x 1
     x � 1

f SxD � �4 � x,
0,

     x 2
     x � 2

lím
x Æ1

 f SxDlím
x Æ2

 f SxD

lím
x Æ5

 
2

x � 5
lím
x Æ2

 \x � 2\
x � 2

lím
x ÆP�2

 tan xlím
x Æ0

 cos 
1

x

lím
x Æ0

 sec xlím
x Æ1

 sen Px

lím
xm4

 f SxD

f S4D

lím
xm1

 f SxD

f S1D y

x

11 2 3 4 5 6

1
2
3

5
6

lím
xm4

 f SxD

f S4D

lím
xm2

 f SxD

f S2D

lím
xm0

 f SxD

f S0D

lím
xm�2

 f SxD

f S�2D

f SxD � �sen x,
1 � cos x,
cos x,

x < 0
0 b x b P

x > P

f SxD � �x2,
8 � 2x,
4,

x b 2
2 < x < 4
x r 4

y

x

2 42
2

4

6

y

x

24 4 6

2

4

6

y

x

11

2

2 3 4 5

2

3

4

2

9. 10.

11. 12.

13. 14. lim
x�0

 
tan x

tan 2x
lim
x�0

 
sin 2x

x

lim
x��2

 
x3 � 8

x � 2
lim
x�1

 
x4 � 1

x6 � 1

lim
x��3

 
x � 3

x2 � 7x � 12
lim
x�1

 
x � 2

x2 � x � 6
lím

lím

lím
sen

lím

lím

lím
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no existe.lím
x 2

 f SxDlím
x 2

 f SxD � 3

lím
x �2

 f SxD � 0f S2D � 6

f S2D � 0lím
x 0

 f SxD � 4

f S�2D � 0

En los ejercicios 31 y 32, construir una gráfica de una función f 
que satisfaga los valores indicados (existen muchas respuestas 
correctas).

 31. f(0) no está definido. 32. 

 33. Modelo matemático Por una llamada telefónica de larga dis-
tancia, un hotel hace un cargo de $9.99 para el primer minuto 
y de $0.79 por cada minuto o fracción adicional. Una fórmula 
para el costo está dada por 

CStD � 9.99 � 0.79 V�St � 1DB

donde t es el tiempo en minutos.

(Nota: x� � mayor entero n tal que n � x. Por ejemplo, 3.2� 
� 3 y �1.6� � �2.)

 a) Utilizar una herramienta de graficación para representar la 
gráfica de la función de costo para 0 � t � 6.

 b) Utilizar la gráfica para completar la siguiente tabla y obser-
var el comportamiento de la función a medida que t tiende 
a 3.5. Utilizar la gráfica y la tabla para encontrar

 c) Utilizar la gráfica para completar la siguiente tabla y ob-
servar el comportamiento de la función a medida que t se 
aproxima a 3.

¿Existe el límite de C(t) cuando t se aproxima a 3? Explicar 
la respuesta.

 34. Realizar de nuevo el ejercicio anterior, considerando ahora

  CStD � 5.79 � 0.99V�St � 1DB.

 35. En la figura se muestra la gráfica de f(x) � x � 1. Encontrar un 
D tal que si 0 � Ux � 2U � D, entonces Uf(x) � 3U � 0.4.

 36. La gráfica de

f SxD �
1

x � 1

se muestra en la figura. Encontrar un D tal que si 0 � Ux � 2U � 
D, entonces Uf(x) � 1U � 0.01.

 37. La gráfica de

f SxD � 2 �
1
x

se muestra en la figura. Encontrar un D tal que si 0 � Ux � 1U � 
D, entonces Uf(x) � 1U �  0.1.

 38. La gráfica de

f(x) � x2 � 1

se muestra en la figura. Encontrar un D tal que si 0 � Ux � 2U � 
D, entonces Uf(x) � 3U � 0.2.

En los ejercicios 39 a 42, encontrar el límite L. Luego la D > 0 tal 
que Zf(x) � LZ < 0.01 siempre que 0 � Zx � cZ < D.

 39. 

 40. 

 41. 

 42. 

lím
t 3.5

 C StD.

El símbolo  señala un ejercicio en el que se pide utilizar una herramienta de graficación o un 

sistema simbólico de álgebra computarizado. La solución de los demás ejercicios también puede 

simplificarse mediante el uso de la tecnología apropiada.

t 3 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 4

C ?

t 2 2.5 2.9 3 3.1 3.5 4

C ?

y

x

2.5 3.02.01.51.00.5

5

4

3

2

2.41.6

3.4

2.6

y

x

4321

2.0

1.5

1.0

0.5

1.01

201
101

199
99

0.99
1.00

2

f

x

1 42 3

1

3

2

4 f

y

y = 2.8
y = 3

y = 3.2

lím
x 5

 Sx 2 � 4D

lím
x 2

 Sx 2 � 3D

lím
x 4

 �4 �
x

2�
lím
x 2

 S3x � 2D

x

1 2

1

y = 0.9
y = 1

y = 1.1

2

f

y
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En los ejercicios 43 a 54, encontrar el límite L. Luego utilizar la 
definición b-D de límite para demostrar que el límite es L.

 43. 

 44. 

 45. 

 46. 

 47. 

 48. 

 49. 

 50. 

 51. 

 52. 

 53. 

 54. 

55.  ¿Cuál es el límite de f (x) �4 cuando x tiende a P?

 56. ¿Cuál es el límite de g(x) �x cuando x tiende a P?

Redacción En los ejercicios 57 a 60, representar la función con 
una herramienta de graficación y estimar el límite (si existe). 
¿Cuál es el dominio de la función? ¿Puede detectar un posible 
error en la determinación del dominio mediante un mero análisis 
de la gráfica que genera la herramienta de graficación? Escribir 
unas líneas acerca de la importancia de examinar una función de 
manera analítica además de hacerlo gráficamente.

 57.   58. 

 59. 

 60. 

Desarrollo de conceptos

 61. Escribir una breve descripción de lo que significa la notación 

lím
xm8

 f SxD � 25.

 62. La definición de límite de la página 52 requiere que f sea 
una función definida sobre un intervalo abierto que contiene 
a c, excepto posiblemente en c. ¿Por qué es necesaria esta 
condición? 

 63. Identificar tres tipos de comportamiento relacionados con 
la inexistencia de un límite. Ejemplificar cada tipo con una 
gráfica de una función.

 65. Joyería Un joyero ajusta un anillo de tal manera que su circun-
ferencia interna es de 6 cm.

 a) ¿Cuál es el radio del anillo?
 b) Si la circunferencia interna del anillo puede variar entre 5.5 

y 6.5 centímetros, ¿cuánto puede variar su radio?
 c) Utilizar la definición d-D de límite para describir esta 

situación. Identificar d y D.

 66. Deportes Un fabricante de artículos deportivos diseña una 
pelota de golf que tiene un volumen de 2.48 pulgadas cúbicas.

 a) ¿Cuál es el radio de la pelota de golf?
 b) Si el volumen de la pelota puede variar entre 2.45 y 2.51 

pulgadas cúbicas, ¿cuánto puede variar su radio?
 c) Utilizar la definición d-D de límite para describir esta 

situación. Identificar d y D.

 67. Considerar la función f(x) � (1 � x)1/x. Calcular el límite

mediante la evaluación de f con valores de x cercanos a 0. Cons-
truya la gráfica de f.

 68. Considerar la función

Calcular

mediante la evaluación de f con valores de x cercanos a 0. 
Construir la gráfica de f.

 69. Análisis gráfico La afirmación

significa que a cada d � 0 le corresponde un D � 0 tal que si  
0 � Ux � 2U � D, entonces

Si d � 0.001, entonces

Utilizar una herramienta de graficación para representar ambos 
lados de esta desigualdad. Usando la función zoom, encontrar 
un intervalo (2 � D, 2 � D) tal que la gráfica del lado izquierdo 
quede por debajo de la del miembro de la derecha.

lím
x �3

 Sx 2 � 3xD

lím
x 1

 Sx 2 � 1D

lím
x 6

 \x � 6\
lím

xm�5
 \x � 5\

lím
x 4

 �x

lím
x 0

 3�x

lím
x 2

 S�1D

lím
x 6

 3

lím
x 1

 S2
5x � 7D

lím
x �4

 S1
2x � 1D

lím
x �3

 S2x � 5D

lím
x 4

 Sx � 2D

lím
x 4

 f Sx)

f SxD �
�x � 5 � 3

x � 4

f SxD � \x � 1\ � \x � 1\
x

.

lím
x 0

 \x � 1\ � \x � 1\
x

lím
x 2

 
x 2 � 4

x � 2
� 4

\x2 � 4

x � 2
� 4\ < 0.001.

\x2 � 4

x � 2
� 4\ < E.

lím
xm0

(

lím
x 3

 f SxD

f SxD �
x � 3

x 2 � 4x � 3

lím
x 3

 f SxD

f SxD �
x � 3

x 2 � 9

lím
x 9

 f SxD

f SxD �
x � 9
�x � 3

Para discusión

 64. a)  Si f (2) �4, ¿se puede concluir algo acerca del límite 
de f cuando x tiende a 2? Explicar.

   b)  Si el límite de f (x) cuando x tiende a 2 es 4, ¿se puede 
concluir algo acerca de f (2)? Explicar.

xx�
11( ) /
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 70. Análisis gráfico La afirmación

significa que a cada d � 0 le corresponde un D � 0 tal que si  
0 � Ux � 3U � D, entonces

Si d � 0.001, entonces

Utilizar una herramienta de graficación para representar ambos 
lados de esta desigualdad. Usando la función zoom, encontrar 
un intervalo (3 � D, 3 � D) tal que la gráfica del lado izquierdo 
quede por debajo de la del miembro de la derecha.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 71 a 74, determinar si la 
afirmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o dar 
un ejemplo que lo demuestre.

 71. Si f no está definida en x � c, no existe el límite de f(x) cuando 
x se aproxima a c.

 72. Si el límite de f(x) cuando x tiende a c es 0, debe existir un número 
k tal que f(k) � 0.001.

 73. Si f(c) � L, entonces lím
x c

 f x � L.

 74. Si lím
x c

  f(x) � L, entonces f(c) � L.

En los ejercicios 75 y 76, considerar la función f x� �  qbx .

75.  ¿Es lím
x m 0.25

qbx � 0.5 una afirmación verdadera? Explicar la 

respuesta.

 76. ¿Es lím
x m 0

 qbx � 0 una afirmación verdadera? Explicar la res-

puesta.

 77. Utilizar una herramienta de graficación para evaluar el límite 

lim
x 0

 
tan nx

x
lím

sen
, para diferentes valores de n. ¿Qué se observa?

 78. Utilizar una herramienta de graficación para evaluar el límite 

lim
x 0

 
sin nx

x
lím

tan
, para diferentes valores de n. ¿Qué se observa?

 79. Demostrar que si existe el límite de f(x) cuando x m c, ese límite  
debe ser único. [Sugerencia: Sea

  y lím
x c

 f x � L 2lím
x c

 f x � L1

y demostrar que L1 � L2.]

 80. Considerar la recta f(x) � mx � b, donde m p 0. Aplicando la 
definición d-D de límite, demostrar que lím

x c
  f(x) � mc � b.

 81. Demostrar que lím
x c

  f(x) � L es equivalente a lím
x c

  [  f(x) � L] � 0.

82. a) Dado que

  lím
x

x x x
m

�  � �
0

23 1 3 1 0 01 0 01( )( ) . .  

  demostrar que existe un intervalo abierto (a, b) que contiene 
al 0, tal que (3x � 1)(3x � 1)x2 � 0.01 � 0 para todas las 
x p 0 en (a, b).

 b) Dado que lím
xmc

 gSxD � L, donde L � 0, demostrar que existe 

un intervalo abierto (a, b) que contiene a c, tal que  

g(x) � 0 para todos los x p c en (a, b).

 83. Programación En una herramienta de graficación programa-
ble, escribir un programa que estime lím

x c
 f �x�.

Suponer que el programa sólo se aplicará a funciones cuyo límite 
existe cuando x se aproxima a c. Sea y1 � f(x), generar dos listas 
cuyas entradas formen los pares ordenados

(c � [0.1]n, f(c � [0.1]n))

para n � 0, 1, 2, 3 y 4.

 84. Programación Utilizar el programa elaborado en el ejercicio 
83 para estimar el límite

  lím
x 4

 
x 2 � x � 12

x � 4
.

� 3lím
x 3

 
x 2 � 3x

x � 3

x2 � 3x

x � 3
� 3 < .

x2 � 3x

x � 3
� 3 < 0.001.

h

b

Este problema fue preparado por el Committee on the Putman Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

Preparación del examen Putnam

 85. Inscribir en un círculo con radio 1 un rectángulo con 
base b y altura h, y un triángulo isósceles con base b, 
como se muestra en la figura. ¿Para qué valor de h tienen 
la misma área el rectángulo y el triángulo?

 86. Un cono recto tiene una base con radio 1 y una altura de 
3. Se inscribe un cubo dentro de él, de tal manera que 
una de las caras del cubo queda contenida en la base 
del cono. ¿Cuál es la longitud lateral del cubo?



1.3
■ Evaluar un límite mediante el uso de las propiedades de los límites.

■ Desarrollar y usar una estrategia para el cálculo de límites.

■ Evaluar un límite mediante el uso de técnicas de cancelación y de racionalización.

■ Evaluar un límite mediante el uso del teorema del encaje.

Propiedades de los límites

En la sección 1.2 se vio que el límite de f(x) cuando x se aproxima a c no depende del valor 
de f en x � c. Sin embargo, puede darse el caso de que este límite sea f(c). En esta situación, 
se puede evaluar el límite por sustitución directa. Esto es:

lím
x�c

 f x � f c .  Sustituir x por c.

Las funciones con este buen comportamiento son continuas en c. En la sección 1.4 se 
examinará con más detalle este concepto.

TEOREMA 1.1 ALGUNOS LÍMITES BÁSICOS

Si b y c son números reales y n un entero positivo:

1.   2.  3. 

DEMOSTRACIÓN  Para comprobar la propiedad 2 del teorema 1.1, es necesario demostrar que 
para todo d � 0 existe un D � 0 tal que Ux � cU � d siempre que 0 � Ux � cU � D. Para lograrlo, 
elegir D � d. Entonces, la segunda desigualdad lleva implícita a la primera, como se mues-
tra en la figura 1.16. Con esto se realiza la comprobación. (Las comprobaciones de las demás 
propiedades de los límites de esta sección se encuentran en el apéndice A o se analizan en 
los ejercicios.) 

EJEMPLO 1 Evaluación de límites básicos

 a)  b)  c)   

TEOREMA 1.2 PROPIEDADES DE LOS LÍMITES

Si b y c son números reales y n un entero positivo, f y g son funciones con los límites 
siguientes:

1. Múltiplo escalar:

2. Suma o diferencia: 

3. Producto: 

4. Cociente: 

5. Potencias: 

Figura 1.16

siempre que 

lím
x�c

 f x n � Ln

K 0lím
x�c

 
f x

g x
�

L

K
,

lím
x�c

 f x g x � LK

lím
x�c

 f x � g x � L � K

lím
x�c

 b f x � bL

  y lím
x�c

 g x � Klím
x�c

 f x � L

x

=

=

c �

c �

c 

c 

c

E

E

D D

D

D

E

E

f (c) = c

f (c) = xy

NOTA  Cuando se tengan nuevas 
notaciones o símbolos en matemáticas, 
hay que cerciorarse de conocer cómo se 
leen. Por ejemplo, el límite del ejemplo 
1c se lee “el límite de x2 cuando x se 
aproxima a 2 es 4”.  

Cálculo analítico de límites
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lím
x�c

 xn � cnlím
x�c

 x � clím
x�c

 b � b

lím
x�2

 x2 � 22 � 4lím
x��4

 x � �4lím
x�2

 3 � 3
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EJEMPLO 2 Límite de un polinomio

 Propiedad 2.

 Propiedad 1.

 Ejemplo 1.

 Simplificar. 

En el ejemplo 2, se observa que el límite (cuando x m 2) de la función polinomial  
p(x) � 4x2 � 3 es simplemente el valor de p en x � 2.

Esta propiedad de sustitución directa es válida para todas las funciones polinomiales y 
racionales cuyos denominadores no se anulen en el punto considerado.

TEOREMA 1.3 LÍMITES DE LAS FUNCIONES POLINOMIALES Y RACIONALES

Si p es una función polinomial y c un número real, entonces:

Si r es una función racional dada por r(x) � p(x)Yq(x) y c un número real tal que 
q(c)  0, entonces

EJEMPLO 3 Límite de una función racional

Encontrar el límite: lím
x�1

 
x2 � x � 2

x � 1
.

Solución Puesto que el denominador no es 0 cuando x � 1, se puede aplicar el teorema 
1.3 para obtener

  

Las funciones polinomiales y racionales son dos de los tres tipos básicos de funciones 
algebraicas. El siguiente teorema se refiere al límite del tercer tipo de función algebraica: el 
que contiene un radical. Ver la demostración de este teorema en el apéndice A.

TEOREMA 1.4 LÍMITE DE UNA FUNCIÓN RADICAL

Si n es un entero positivo. El siguiente límite es válido para toda c si n es impar, y 
para toda c � 0 si n es par:  
 
 

EL SÍMBOLO DE RAÍZ CUADRADA

El primer uso de un símbolo para denotar 
a la raíz cuadrada data del siglo XVI. Al 
principio, los matemáticos emplearon el 
símbolo q, que tiene sólo dos trazos. Éste se 
eligió por su parecido con una r minúscula, 
para representar la palabra latina radix, que 
significa raíz.

 lím
x�2

 4x2 � 3 � lím
x�2

 4x2 � lím
x�2

 3

lím
x�2

 p�x� � p�2� � 4�22� � 3 � 19.

lím
x�c

 r x � r c �
p c

q c
.

lím
x�c

 p x � p c .

lím
x�c

 n x � n c

lím 
x�1

x2 � x � 2

x � 1
�

12 � 1 � 2

1 � 1
�

4

2
� 2.

 � 19

 � 4 22 � 3

 � 4 lím
x�2

 x2 � lím
x�2

 3



SECCIÓN 1.3  Cálculo analítico de límites  61

El siguiente teorema aumentará notablemente su capacidad para calcular límites, ya 
que muestra cómo tratar el límite de una función compuesta. Ver la demostración de este 
teorema en el apéndice A.

TEOREMA 1.5 LÍMITE DE UNA FUNCIÓN COMPUESTA

Si f y g son funciones tales que y entonces:lím
xmL

 fSxD � fSLD,lím
xmc

 gSxD � L

EJEMPLO 4 Límite de una función compuesta

 a) Puesto que

se sigue que

 b) Puesto que

se sigue que

Se ha visto que los límites de muchas funciones algebraicas se pueden calcular por 
medio de la sustitución directa. Las seis funciones trigonométricas básicas también cuen-
tan con esta deseable propiedad, como se muestra en el siguiente teorema (presentado sin 
demostración).

TEOREMA 1.6 LÍMITES DE FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS

Sea c un número real en el dominio de una función trigonométrica dada.

1.  2. 

3.  4. 

5.  6. 

EJEMPLO 5 Límites de funciones trigonométricas

a) 

b) 

c) 

lím
x�c

  f�g�x�� f �lím
x�c

 g�x�� f �L�.

  y

  y

lím
x�3

  3�2x2 10 3�8 2.

lím
x�8

 3�xlím
x�3

 �2x2 10� 2�32� 10 8

lím
x�0

 �x2 4 �4 2.

lím
x�4

 �x �4 = 2lím
x�0

 �x2 4� 02 4 4

3�8 2.

lím
x�0

 sen2 x lím
x�0

 �sen x�2 02 0 

lím
x�

 �x cos x� � lím
x�

 x�� lím
x�

 cos x�  cos� �

lím
x�0

 tan x tan�0� 0

lím
x�c

 csc x csc clím
x�c

 sec x sec c

lím
x�c

 cot x cot clím
x�c

 tan x tan c

lím
x�c

 cos x cos clím
x�c

 sen x sen c
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Una estrategia para el cálculo de límites

En las tres páginas previas se han estudiado diversos tipos de funciones cuyos límites pueden 
calcularse mediante sustitución directa. Lo anterior, aunado al teorema siguiente, permite 
desarrollar una estrategia para calcular límites. Ver la demostración de este teorema en el 
apéndice A.

TEOREMA 1.7 FUNCIONES QUE COINCIDEN EN TODO SALVO EN UN PUNTO

Sea c un número real y f(x) � g(x) para todo x p c en un intervalo abierto que contiene 
a c. Si existe el límite de g(x) cuando x se aproxima a c, entonces también existe el 
límite de f(x) y

EJEMPLO 6 Cálculo del límite de una función

Encontrar el límite: 

Solución Sea f(x) � (x3 � 1)Y(x � 1). Al factorizar y cancelar factores, f se puede escribir 
como

De tal modo, para todos los valores de x distintos de x � 1, las funciones f y g coinciden, 
como se muestra en la figura 1.17. Puesto que el lím

xm1
 g(x) existe, se puede aplicar el teorema 

1.7 y concluir que f y g tienen el mismo límite en x � 1.

 Factorizar.

 Cancelar factores idénticos o factores comunes.

 Aplicar el teorema 1.7.

 Usar sustitución directa.

 Simplificar.

UNA ESTRATEGIA PARA EL CÁLCULO DE LÍMITES

1. Aprender a reconocer cuáles límites pueden evaluarse por medio de la sustitución 
directa (estos límites se enumeran en los teoremas 1.1 a 1.6).

2. Si el límite de f(x) cuando x se aproxima a c no se puede evaluar por sustitución 
directa, tratar de encontrar una función g que coincida con f para todo x distinto 
de x � c. [Seleccionar una g tal que el límite de g(x) se pueda evaluar por medio 
de la sustitución directa.]

3. Aplicar el teorema 1.7 para concluir de manera analítica que

lím lím
x c x c

x g x g c
m m

e � �( ) ( ) ( ).

4. Utilizar una gráfica o una tabla para respaldar la conclusión.

f y g coinciden salvo en un punto
Figura 1.17

AYUDA DE ESTUDIO  Cuando se aplique 
esta estrategia al cálculo de límites, re-
cordar que algunas funciones no tienen 
límite (cuando x se aproxima a c). Por 
ejemplo, el siguiente límite no existe

 lím
xm1

 
x3 � 1
x � 1

.

 � 3

 � 12 � 1 � 1

 � lím
xm1

Sx2 � x � 1D

  � lím 
xm1

Sx � 1DSx2 � x � 1D
x � 1

 lím
xm1

 
x3 � 1
x � 1

� lím
xm1 

Sx � 1DSx2 � x � 1D
x � 1

lím
xmc

 fSxD � lím
xmc

 gSxD.

lím
xm1

 
x3 � 1
x � 1

.

x p 1.fSxD �
Sx � 1DSx2 � x � 1D

Sx � 1D � x2 � x � 1 � gSxD,

x

2 1 1

2

3

y

f (x) � x3  1
x  1

x

2 1 1

2

3

g (x) �x2 � x � 1

y
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Técnicas de cancelación y de racionalización

En los ejemplos 7 y 8 se muestran dos técnicas para calcular límites de manera analítica. 
La primera utiliza la cancelación de factores comunes y la segunda, la racionalización del 
numerador de una fracción.

EJEMPLO 7 Técnica de cancelación

Encontrar el límite: 

Solución Aunque se trata del límite de una función racional, no se puede aplicar el teorema 
1.3 debido a que el límite del denominador es 0.

 La sustitución directa falla.

Puesto que el límite del numerador también es 0, numerador y denominador tienen un factor 

común: (x � 3). Por tanto, para toda x p �3, se cancela este factor para obtener

Empleando el teorema 1.7, se sigue que

 Aplicar el teorema 1.7.

 Usar sustitución directa.

Este resultado se muestra de forma gráfica en la figura 1.18. Observar que la gráfica de la 
función f coincide con la de la función g(x) � x � 2, sólo que la gráfica de f tiene un hueco 
en el punto (�3, �5). 

En el ejemplo 7, la sustitución directa produce la forma fraccionaria 0Y0, que carece 
de significado. A una expresión como 0Y0 se le denomina forma indeterminada porque no 
es posible (a partir sólo de esa forma) determinar el límite. Si al intentar evaluar un límite 
se llega a esta forma, debe reescribirse la fracción de modo que el nuevo denominador no 
tenga 0 como límite. Una manera de lograrlo consiste en cancelar los factores idénticos o 

comunes, como se muestra en el ejemplo 7. Otra manera consiste en racionalizar el nume-

rador, como se hace en el ejemplo 8.

CONFUSIÓN TECNOLÓGICA Puesto que las gráficas de

difieren sólo en el punto (�3, �5), la configuración normal de una herramienta de grafi-
cación podría no distinguir entre ellas. No obstante, debido a la configuración de puntos 
(“pixeles”) y a los errores de redondeo, quizá sea posible encontrar configuraciones de 
pantalla que distingan las gráficas. De manera específica, aplicando el zoom repetidas 
veces cerca del punto (�3, �5) en la gráfica de f, la herramienta de graficación podría 
mostrar fallas o irregularidades que no existen en la gráfica real (ver la figura 1.19). Si se 
modifica la configuración de pantalla, podría obtenerse la gráfica correcta de f.

lím
xm�3

 
x2 � x � 6

x � 3
.

lím
xm�3

Sx � 3D � 0

lím
xm�3

 
x2 � x � 6

x � 3

lím
xm�3

Sx2 � x � 6D � 0

x p �3.fSxD �
x2 � x � 6

x � 3
�

Sx � 3DSx � 2D
x � 3

� x � 2 � gSxD,

 � �5.

 lím
xm�3

x2 � x � 6
x � 3

� lím
xm�3

Sx � 2D

f no está definida para x � �3
Figura 1.18

NOTA  En la solución del ejemplo 7, 
cerciorarse de distinguir la utilidad del 
teorema de factorización del álgebra. 
Este teorema establece que si c es un 
cero de una función polinomial, enton-
ces (x � c) es un factor del polinomio. 
Por tanto, si se aplica sustitución direc-
ta a una función racional y se obtiene

puede concluirse que (x � c) es un 
factor común de p(x) y de q(x). 

21

1

12

2

4

3

5

x

����	

f (x) � x2 � x  6
x � 3

y

 3

 5

3 +

Irregularidades

DD

E

(3, 5)

5 + E

Gráfica incorrecta de f
Figura 1.19

y gSxD � x � 2fSxD �
x2 � x � 6

x � 3

r ScD �
pScD
qScD �

0
0
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EJEMPLO 8 Técnica de racionalización

Encontrar el límite: 

Solución Al utilizar la sustitución directa, se obtiene la forma indeterminada 0Y0.

 La sustitución directa falla.

En este caso, se puede reescribir la fracción racionalizando el denominador:

Ahora, cuando se emplea el teorema 1.7, se puede evaluar el límite como se muestra a 
continuación:

Una tabla o una gráfica puede servir para fortalecer la conclusión de que el límite es  N, (ver 
la figura 1.20).

NOTA  La técnica de racionalización en el cálculo de límites se basa en multiplicar por una forma 
conveniente de 1. En el ejemplo 8, la forma apropiada es

 

El límite de f(x) cuando x se aproxima  
a 0 es  ,N 
Figura 1.20

lím
xm0

 
�x � 1 � 1

x
.

lím
xm0

 x � 0

lím
xm0

 
�x � 1 � 1

x

lím
xm0

 S�x � 1 � 1D � 0

 �
1

�x � 1 � 1
,      x p 0

 �
x

xS�x � 1 � 1D

 �
Sx � 1D � 1

xS�x � 1 � 1D

 
�x � 1 � 1

x
� ��x � 1 � 1

x ���x � 1 � 1
�x � 1 � 1�

 �
1
2

 �
1

1 � 1

 lím
xm0

 
�x � 1 � 1

x
� lím

xm0
 

1
�x � 1 � 1

1 �
�x � 1 � 1
�x � 1 � 1

.

f(x) se aproxima a 0.5. f(x) se aproxima a 0.5.

x

1

1

1

1
f (x) � x  � 1  1

x

y

x se aproxima a cero por la izquierda. x se aproxima a cero por la derecha.

x �0.25 �0.1 �0.01 �0.001 0 0.001 0.01 0.1 0.25

f �x	 0.5359 0.5132 0.5013 0.5001 ? 0.4999 0.4988 0.4881 0.4721
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Teorema del encaje

El siguiente teorema se refiere al límite de una función que está “encajada” entre otras dos, 
cada una de las cuales tiene el mismo límite en un valor dado de x, como se muestra en la 
figura 1.21 (ver la demostración de este teorema en el apéndice A).

TEOREMA 1.8 TEOREMA DEL ENCAJE

Si h(x) � f(x) � g(x) para todos los x en un intervalo abierto que contiene a c, por la 
posible excepción de la propia c, y si

entonces el lím
xmc

 f SxD existe y es igual a L.

En la demostración del teorema 1.9 se aprecia la utilidad del teorema del encaje (también 
se le llama teorema del emparedado o del pellizco).

TEOREMA 1.9 DOS LÍMITES TRIGONOMÉTRICOS ESPECIALES

1.  2. 

DEMOSTRACIÓN  Con el fin de evitar la confusión entre dos usos distintos de x, se presenta 
la demostración utilizando la variable U, donde U denota un ángulo agudo positivo medido 

en radianes. En la figura 1.22 se muestra un sector circular encajado o emparedado entre 
dos triángulos.

Al multiplicar cada expresión por 2Ysen U resulta

tomando sus recíprocos e invirtiendo las desigualdades se obtiene:

Puesto que cos U � cos (�U) y (sen U)YU � [sen (�U)]Y(�U), se concluye que esta des-
igualdad es válida para todo U distinto de cero dentro del intervalo abierto (�PY2, PY2). Por
último, dado que lím cos U � 1 y lím 1 � 1, se puede aplicar el teorema del encaje para con-
 Um0 Um0

cluir que lím (sen U)YU� 1. La demostración del segundo límite se deja como ejercicio para
 Um0

el lector (ver el ejercicio 123).

Teorema del encaje
Figura 1.21

lím
xmc

 hSxD � L � lím
xmc

 gSxD

lím
xm0

 
1 � cos x

x
� 0lím

xm0
 
sen x

x
� 1

Sector circular utilizado para demostrar  
el teorema 1.9
Figura 1.22

Área del triángulo Área del sector Área del triángulo
senU

2
r

U

2
r

tanU

2

rr

Q

Q

tan

1

Q

1

Q

Q

1

sen

cos U  b  
sen U

U
  b  1.

1
cos U

r
U

sen U
r 1

y

x

g

g

f

h

c

f

h

f queda aquí

h (x) b f (x) b g (x)

x

1

Q

Q
Q Q

(1, 0)

(1, tan   )

(cos   , sen   )

y
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EJEMPLO 9 Un límite en el que interviene una función trigonométrica

Encontrar el límite: 

Solución La sustitución directa tiene como resultado la forma indeterminada 0Y0. Para 
resolver este problema, se puede escribir tan x como (sen x)Y(cos x) y obtener

Ahora, puesto que

se puede obtener

(Ver la figura 1.23.)

EJEMPLO 10 Un límite en el que interviene una función trigonométrica

Encontrar el límite: 

Solución La sustitución directa tiene como resultado la forma indeterminada 0Y0. Para 
resolver este problema, se puede escribir el límite como

Al ser ahora y � 4x y observar que x m 0 si y sólo si y m 0, se puede escribir

(Ver la figura 1.24.) 

TECNOLOGÍA Utilizar una herramienta de graficación para confirmar los límites de 
los ejemplos y del conjunto de ejercicios. Por ejemplo, las figuras 1.23 y 1.24 muestran 
las gráficas de:

Observar que la primera gráfica parece contener el punto (0, 1) y la segunda al punto  
(0, 4), lo cual respalda las conclusiones obtenidas en los ejemplos 9 y 10.

El límite de f(x) cuando x se aproxima  
a 0 es 1
Figura 1.23

El límite de g(x) cuando x se aproxima  
a 0 es 4
Figura 1.24
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4

P
2

P
2

f (x) = tan x
x

2

6

 P
2

P
2

g (x) = sen 4x
x

lím
xm0

 
tan x

x
.

 � 1.

 � S1DS1D

 lím
xm0  

tan x
x

� �lím
xm0  

sen x
x ��lím

xm0  
1

cos x�

lím
xm0

 
sen 4x

x
.

lím
xm0

 
sen 4x

x
� 4� lím

xm0
 
sen 4x

4x �.

  y gSxD �
sen 4x

x
. f SxD �

tan x
x

 � 4.

 � 4S1D

 � 4�lím
ym0

 
sen y

y � 

 lím
xm0

 
sen 4 x

x
� 4�lím

xm0
 
sen 4x

4x � 

  y lím
xm0

 
1

cos x
� 1lím

xm0
 
sen x

x
� 1

lím
xm0

 
tan x

x
� lím

xm0
 �sen x

x �� 1
cos x�.

Multiplicar y dividir entre 4.

Aplicar el teorema 1.9(1).
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En los ejercicios 1 a 4, utilizar una herramienta de graficación  
para representar la función y estimar los límites de manera  
visual.

 1.   2. 

 3.   4. 

En los ejercicios 5 a 22, calcular el límite.

 5.   6. 

 7.   8. 

 9.   10. 

 11.   12. 

 13.   14. 

 15.   16. 

 17.   18. 

 19.   20. 

 21.   22. 

En los ejercicios 23 a 26, encontrar los límites.

 23. 

 24. 

 25. 

26.  

En los ejercicios 27 a 36, encontrar el límite de la función trigo-
nométrica.

 27.   28. 

 29.   30. 

 31.   32. 

 33.   34. 

 35.   36. 

En los ejercicios 37 a 40, utilizar la información que se expone 
para evaluar los límites.

 37.   38. 

 39.   40. 

En los ejercicios 41 a 44, utilizar la gráfica para determinar el 
límite (si existe) de manera visual. Escribir una función más simple 
que coincida con la dada, salvo en un punto.

 41.   42. 

 43.   44. 

a) a)

b) b )

a) a)

b) b ) lím
tm�1

 f StDlím
xmPY3

 f SxD

lím
tm4

 f StDlím
xm0

 f SxD

f StD � t\t � 4\f SxD � x cos x

lím
xm0

 gSxDlím
xm�1

 hSxD

lím
xm4

 gSxDlím
xm4

 hSxD

gSxD �
12S�x � 3D

x � 9
hSxD � –x 2� 4x

lím
xm2

  
�x � 2
x � 4

lím
xm7

  
3x

�x � 2

lím
xm1

  
2x � 3
x � 5

lím
xm1

  
x

x2 � 4

lím
xm�3

  
2

x � 2
lím
xm2

 
1
x

lím
xm1

 S3x3 � 2x2 � 4Dlím
xm�3

 S2x2 � 4x � 1D

lím
xm1

 S�x2 � 1Dlím
xm�3

 Sx2 � 3xD

lím
xm�3

 S3x � 2Dlím
xm0

 S2x � 1D

lím
xm�2

 x4lím
xm2

 x3

lím
xm0

  S2x � 1D3lím
xm�4

 Sx � 3D2

lím
xm4

  3�x � 4lím
xm3

 �x � 1

lím
xm5PY3

 cos xlím
xm5PY6

 sen x

lím
xmP

 cos 3xlím
xm0

 sec 2x

lím
xm2

  sen 
Px

2
lím
xm1

 cos 
Px

3

lím
xmP

 tan xlím
xmPY2

 sen x

a) b) c)

a) b) c)

a) b) c)

a) b) c) lím
xm4

 gS f SxDDlím
xm21

 gSxDlím
xm4

  f SxD
f SxD � 2x2 � 3x � 1, gSxD � 3�x � 6

lím
xm1

 gS f SxDDlím
xm3

 gSxDlím
xm1

  f SxD
f SxD � 4 � x2, gSxD � �x � 1

lím
xm�3

 gS f SxDDlím
xm4

 gSxDlím
xm�3

  f SxD
f SxD � x � 7, gSxD � x2

lím
xm1

 gS f SxDDlím
xm4

 gSxDlím
xm1

  f SxD
f SxD � 5 � x, gSxD � x3

lím
xm7

 sec�Px

6 �lím
xm3

 tan�Px

4 �

a) a)

b) b)

c) c)

d) d)

a) a)

b) b)

c) c)

d) d) lím
xmc

 F f SxDG 2Y3lím
xmc

 F f SxDG3Y2

lím
xmc

 F f SxDG 2lím
xmc

 F3f SxDG

lím
xmc

 
f SxD
18

lím
xmc

 �f SxD

lím
xmc

   3�f SxDlím
xmc

 F f SxDG3

lím
xmc

 f SxD � 27lím
xmc

 f SxD � 4

lím
xmc

 
f SxD
gSxDlím

xmc
 
f SxD
gSxD

lím
xmc

 F f SxDgSxDGlím
xmc

 F f SxDgSxDG

lím
xmc

 F f SxD � gSxDGlím
xmc

 F f SxD � gSxDG

lím
xmc

 F4f SxDGlím
xmc

 F5gSxDG

lím
xmc

 gSxD �
1
2lím

xmc
 gSxD � 2

lím
xmc

 f SxD �
3
2lím

xmc
 f SxD � 3

a) a)

b) b) lím
xm0

 f SxDlím
xm�1

 gSxD

lím
xm1

 f SxDlím
xm1

 gSxD

hSxD �
�x 2� 3x

x
gSxD �

x2 � x

x

x

2 1 1

3

2

1

y

x

2

2

2 3

1

y

Ejercicios1.3

x

y

1 1 2 3 4
1

1

2

3

4

x

y

12 1 2
1

3

1

a)

b)

gSxD �
x3 � x

x � 1

lím
xm�1

 gSxD

lím
xm0

 gSxD

3x

b)

f SxD �
x

x2 � x

lím
xm0

 hSxD

lím
xm 2

 hSxDa)



68  CAPÍTULO 1  Límites y sus propiedades

En los ejercicios 45 a 48, encontrar el límite de la función (si 
existe). Escribir una función más simple que coincida con la dada 
salvo en un punto. Utilizar una herramienta de graficación para 
confirmar el resultado.

 45.   46. 

 47.   48. 

En los ejercicios 49 a 64, encontrar el límite (si existe).

 

 51.   52. 

 53.   54. 

 55.   56. 

 57.   58. 

 59.   60. 

 61.   62. 

 63.

 64. 

En los ejercicios 65 a 76, determinar el límite (si existe) de la 
función trigonométrica.

 65.   66. 

 67.   68. 

 69.   70. 

 71.   72. 

 73.   74. 

 75. 

 76.

Análisis gráfico, numérico y analítico En los ejercicios 77 a 
84, utilizar una herramienta de graficación para representar la 
función y estimar el límite. Emplear una tabla para respaldar la 
conclusión. Posteriormente, calcular el límite empleando métodos 
analíticos.

 77.   78. 

 79.   80. 

 81.   82. 

 83.   84. 

En los ejercicios 85 a 88, encontrar 

 85.

 86. 

 87.

 88. 

En los ejercicios 89 y 90, utilizar el teorema del encaje para calcu-
lar lím

xmc
 f XxC.

 89. 

 90. 

En los ejercicios 91 a 96, utilizar una herramienta de grafica-
ción para representar la función dada y las ecuaciones y � | x | y  
y � �| x | en una misma ventana. Usando las gráficas para visuali-
zar el teorema del encaje, calcular lím f(x).
 xm0

 91.   92. 

 93.   94. 

 95.   96. 

Desarrollo de conceptos

  97. En el contexto del cálculo de límites, analizar qué se quiere 
decir mediante las funciones que coinciden en todo salvo en 
un punto.

  98. Elaborar un ejemplo de funciones que coinciden en todo 
salvo en un punto.

  99. ¿Qué se quiere decir con indeterminación o forma indeter-
minada?

 100.  Explicar el teorema del encaje.

 101. Redacción Utilizar una herramienta de graficación para hacer 
la representación de

en la misma ventana. Comparar las magnitudes de f(x) y g(x) 
cuando x se acerca a 0. Utilizar la comparación para escribir un 
breve párrafo en el que se explique por qué

lím
xm�1

 
x3 � 1
x � 1

lím
xm2

 
x 3 � 8
x � 2

lím
xm�1

 
2x2 � x � 3

x � 1
lím

xm�1
 
x 2 � 1
x � 1

lím
$xm0

 
Sx � $xD3 � x3

$x

lím
$xm0

 
Sx � $xD2 � 2Sx � $xD � 1 � Sx2 � 2x � 1D

$x

lím
$xm0

 
Sx � $xD2 � x 2

$x
lím

$xm0
 
2Sx � $xD � 2x

$x

lím
xm0

 
F1YSx � 4DG � S1Y4D

x
lím
xm0

 
F1YS3 � xDG � S1Y3D

x

lím
xm3

 
�x � 1 � 2

x � 3
lím
xm4

 
�x � 5 � 3

x � 4

lím
xm0

 
�2 � x � �2

x
lím
xm0

 
�x � 5 � �5

x

lím
xm4

 
x2 � 5x � 4
x2 � 2x � 8

lím
xm�3

 
x2 � x � 6

x2 � 9

lím
xm3

 
3 � x

x2 � 9
lím
xm4

 
x � 4

x2 � 16

�Sugerencia: Encontrar lím
xm0

�2 sen 2x

2x �� 3x

3 sen 3x� .�lím
xm0

 
sen 2x

sen 3x

lím
tm0

 
sen 3t

2t

lím
xmPY4

 
1 � tan x

sen x � cos x
lím

xmPY2
 
cos x
cot x

lím
FmP

 F sec Flím
hm0

 
S1 � cos hD2

h

lím
xm0

 
tan2 x

x
lím
xm0

 
sen2 x

x

lím
Um0

 
cos Utan U

U
lím
xm0

 
sen xS1 � cos xD

x2

lím
xm0

 
3S1 � cos xD

x
lím
xm0

 
sen x
5x

lím
xm2

 
x5 � 32
x � 2

lím
xm0

 
F1YS2 � xDG � S1Y2D

x

lím
xm0

 
sen x
3�x

lím
xm0

 
sen x2

x

lím
xm0

 
cos x � 1

2x2lím
tm0

 
sen 3t

t

lím
$xm0

 
f Xx � $xC � f XxC

$x
.

b � \x � a\ b f SxD b b � \x � a\
c � a

4 � x2 b f SxD b 4 � x2

c � 0

hSxD � x cos 
1
x

f SxD � x sen 
1
x

f SxD � \x\ cos xf SxD � \x\ sen x

f SxD � \x sen x\f SxD � x cos x

lím
xm0

 hSxD � 1.

 f SxD � x,    gSxD � sen x,      y    hSxD �
sen x

x

50.
x�0

3x

x2 � 2x
l m 

x�0

x

x2 � x
l m 49.

lím
xm16

 
4 � �x

x � 16
lím
xm0

 
�x � 2 � �2

x

f �x
 � x2 � 4x

f �x
 �
1

x � 3

f �x
 � �x

f �x
 � 3x � 2

sen x
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 102. Redacción Utilizar una herramienta de graficación para re-
presentar

en la misma ventana. Comparar las magnitudes de f(x) y g(x) 
cuando x se acerca a 0. Utilizar la comparación para escribir un 
breve párrafo en el que se explique por qué lím h(x) � 0.
 xm0

Objeto en caída libre En los ejercicios 103 y 104, utilizar la 
función de posición s(t) ��16 t2 � 500, que da la altura (en pies) 
de un objeto que lleva cayendo t segundos desde una altura de  
500 pies. La velocidad en el instante t � a segundos está dada 
por

 103. Si a un albañil se le cae una herramienta desde una altura de 500 
pies, ¿a qué velocidad estará cayendo luego de 5 segundos?

104. Si a un albañil se le cae una herramienta desde una altura de 
500 pies, ¿cuánto tiempo tardará ésta en llegar al suelo? ¿A qué 
velocidad se producirá el impacto?

Objeto en caída libre En los ejercicios 105 y 106, utilizar la función 
de posición s(t) ��4.9t2 � 200, que da la altura (en metros) de 
un objeto que cae desde una altura de 200 m. La velocidad en el 
instante t � a segundos está dada por

 105. Determinar la velocidad del objeto cuando t � 3.

 106. ¿A qué velocidad golpeará el suelo?

 107. Encontrar dos funciones f y g tales que lím f(x) y lím g(x) no
 xm0 xm0

  existan, pero sí lím [f(x) � g(x)], si existe.
 xm0

108. Demostrar que si lím f(x) existe y lím [f(x) � g(x)] no existe,
 xmc xmc

entonces lím g(x) tampoco existe.
 xmc

109. Demostrar la propiedad 1 del teorema 1.1.

110. Demostrar la propiedad 3 del teorema 1.1. (Se puede utilizar la 
propiedad 3 del teorema 1.2).

111. Demostrar la propiedad 1 del teorema 1.2.

112. Demostrar que si lím f(x) � 0, entonces lím \f(x)\ � 0.
 xmc xmc

113. Demostrar que si lím f(x) � 0 y \g(x)\ � M para un número fijo
 xmc

M y todas las x p c, entonces lím f(x)g(x) � 0.
 xmc

114. a) Demostrar que si lím \f(x)\ � 0, entonces lím f(x) � 0.
 xmc xmc

  (Nota: Este ejercicio es inverso al del problema 112.)

 b) Demostrar que si lím f(x) �L entonces lím U f(x)U � ULU.
 xmc xmc

[Sugerencia: Utilizar la desigualdad UUf(x)U � ULUU � U f(x) 
� LU.]

115. Para pensar Encontrar una función f que muestre que el  
recíproco del ejercicio 114b no es verdadero. [Sugerencia: Bus-
car una función f tal que lím Uf(x)U � ULU, pero donde lím f(x) no
 xmc xmc
exista.]

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 117 a 122, determinar si 
la afirmación es verdadera o falsa. Si es falsa explicar por qué o 
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

117. 

118. 

119. Si f(x) � g(x) para todos los números reales distintos a x � 0, y 

120. 

121. 

122. 

123. Demostrar la segunda parte del teorema 1.9 probando que

124. 

y

Calcular (si es posible) lím f(x) y lím g(x).
 xm0 xm0

125. Razonamiento gráfico Considerar 

 a) Determinar el dominio de f.
 b) Utilizar una herramienta de graficación para hacer la repre-

sentación de f. ¿Resulta evidente el dominio de f a partir de 
la gráfica? Si no es así, explicar por qué.

 c) Utilizar la gráfica f para calcular lím f(x).
 xm0

 d) Confirmar la respuesta del apartado c) utilizando el método 
analítico.

126. Aproximación

 a) Calcular 

 b) Utilizar el resultado del apartado anterior para obtener la 
aproximación cos x y 1 � ,Nx2 para x cercanas a 0.

 c) Aplicar el resultado del apartado b) para estimar cos (0.1).
 d) Utilizar una herramienta de graficación para estimar cos 

(0.1) con cuatro decimales. Comparar el resultado con el 
del apartado c).

127. Para pensar Al utilizar una herramienta de graficación para 
generar una tabla con el fin de estimar lím [(sen x)Yx], un estu-
 xm0

diante concluye que el límite, y no 1, era 0.01745. Determinar 
la probable causa del error.

 f x x,  g x sen2 x  y h x
sen2 x

x

lím
t�a

 
s a � s t

a � t
.

lím
t�a

 
s a � s t

a � t
.

entonces

Si entonces

donde

Si para todas las entonces

lím
xma

 f SxD < lím
xma

 gSxD.

x p a,f SxD < gSxD

f SxD � �3,
0,

     x b 2
     x > 2

 lím
xm2

 f SxD � 3,

f ScD � L.lím
xmc

 f SxD � L,

lím
xm0

 gSxD � L.lím
xm0

 f SxD � L,

lím
xmP

 
sen x

x
� 1

lím
xm0

 \x\
x

� 1

gSxD � �0,     
x,

si x es racional
si x es irracional.

f SxD �
sec x � 1

x2 .

lím
xm0

 
1 � cos x

x2 .

Para discusión

x�2

3,

5,

   x  2

x � 2
116. Sea f x �    .  Encontrar  f x .

Sean f SxD � �0,     
1,

si x es racional
si x es irracional

lím
xm0

 
1 � cos x

x
� 0.



■ Determinar la continuidad en un punto y en un intervalo abierto.

■ Determinar límites laterales o unilaterales y continuidad en un intervalo cerrado.

■ Usar propiedades de continuidad.

■ Comprender y aplicar el teorema del valor intermedio.

Continuidad en un punto y en un intervalo abierto

En matemáticas, el término continuo tiene el mismo significado que en su uso cotidiano. 
Decir, de manera informal, que una función f es continua en x � c significa que no hay 
interrupción de la gráfica de f en c. Es decir, la gráfica no tiene saltos o huecos en c. En la 
figura 1.25 se identifican tres valores de x en los que la gráfica de f no es continua. En los 
demás puntos del intervalo (a, b), la gráfica de f no sufre interrupciones y es continua.

En la figura 1.25, parece que la continuidad en x � c puede destruirse mediante cual-
quiera de las siguientes condiciones.

1. La función no está definida en x � c.
2. No existe el límite de f(x) en x � c.
3. El límite de f(x) en x � c existe, pero no es igual a f(c).

Si no se da ninguna de las tres condiciones anteriores, se dice que la función f es continua 
en c, como lo señala la importante definición que sigue.

DEFINICIÓN DE CONTINUIDAD

Continuidad en un punto: Una función f es continua en c si se satisfacen las tres 
condiciones siguientes:

1. f(c) está definida.

2. 

3. 

Continuidad en un intervalo abierto: Una función es continua en un intervalo 
abierto (a, b) si es continua en cada punto del intervalo. Una función continua en la 
recta completa de los números reales (�@, @) es continua en todas partes.

E X P L O R A C I Ó N

De modo informal, se podría decir 
que una función es continua en un 
intervalo abierto si su gráfica se 
puede dibujar sin levantar el lápiz 
del papel. Utilizar una herramienta 
de graficación para representar las 
siguientes funciones en el intervalo 
indicado. De las gráficas, ¿qué fun-
ciones se dice que son continuas en 
dicho intervalo? ¿Se puede confiar 
en los resultados obtenidos gráfica-
mente? Explicar el razonamiento.

 a) 

 b) 

 c) 

 d) 

 e) S�3, 3Dy � �2x � 4,

x � 1,
   

x b 0

x > 0

S�3, 3Dy �
x2 � 4
x � 2

S�P, PDy �
sen x

x

S�3, 3Dy �
1

x � 2

S�3, 3Dy � x2 � 1

Intervalo Función                           

PARA MAYOR INFORMACIÓN
Para obtener más información sobre el 
concepto de continuidad, ver el artículo 
“Leibniz and the Spell of the Conti-
nuous” de Hardy Grant en The College 

Mathematics Journal.

Existen tres condiciones para las que la gráfica de f no es continua en x � c
Figura 1.25

x

a bc

f (c) no
está definida

y

x

a bc

lím f (x)
xmc

no existe

y

x

a bc

xmc
lím f (x) x f (c)

y

existe.

lím
xmc

 f SxD � f ScD.

lím
xmc

 f SxD

1.4 Continuidad y límites laterales o unilaterales
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Considerar un intervalo abierto I que contiene un número real c. Si una función f está 
definida en I (excepto, posiblemente, en c) y no es continua en c, se dice que f tiene una dis-
continuidad en c. Las discontinuidades se clasifican en dos categorías: evitables o removi-
bles e inevitables o no removibles. Se dice que una discontinuidad en c es evitable o remo-
vible si f se puede hacer continua definiendo (o redefiniendo) apropiadamente f(c). Por 
ejemplo, las funciones en las figuras 1.26a y c presentan discontinuidades evitables o remo-
vibles en c, mientras que la de la figura l.26b presenta una discontinuidad inevitable o no 
removible en c.

EJEMPLO 1 Continuidad de una función

Analizar la continuidad de cada función.

 a)  b)   c) d) 

Solución

 a) El dominio de f lo constituyen todos los números reales distintos de cero. A partir del 
teorema 1.3, se puede concluir que f es continua en todos los valores de x de su dominio. 
En x � 0, f tiene una discontinuidad inevitable, como se muestra en la figura 1.27a. En 
otras palabras, no hay modo de definir f(0) para hacer que la nueva función sea continua 
en x � 0.

 b) El dominio de g lo constituyen todos los números reales excepto x � 1. Aplicando el 
teorema 1.3, se puede concluir que g es continua en todos los valores de x de su dominio. 
En x � 1, la función presenta una discontinuidad evitable, como se muestra en la figura 
1.27b. Si g(l) se define como 2, la “nueva” función es continua para todos los números 
reales.

 c) El dominio de h está formado por todos los números reales. La función h es continua 
en (�@, 0) y en (0, @), y puesto que lím h(x) � 1, h es continua en toda la recta real, 
como ilustra la figura 1.27c. xm0

 d) El dominio de y está conformado por todos los números reales. Del teorema 1.6, se puede 
concluir que la función es continua en todo su dominio (�@, @), como se muestra en 
la figura 1.27d.

a)  Discontinuidad evitable o removible

b)  Discontinuidad inevitable o no removible

c)  Discontinuidad evitable o removible
Figura 1.26

x

a bc

y

x

a bc

y

x

a bc

y

y � sen xhSxD � �x � 1,

x2 � 1,
   

x b 0

x > 0
gSxD �

x2 � 1
x � 1

fSxD �
1
x

a)  Discontinuidad inevitable o no removible en x � 0 b)  Discontinuidad evitable o removible en x � 1

c)  Continua en toda la recta real d)  Continua en toda la recta real
Figura 1.27

x

1

1

2

2

3

3

1

1

f (x) = 
1
x

y

x

1

1

2

2

3

3

(1, 2)

1

1

g (x) = x
2  1

x   1

y

x

1

1

2

2

3

3

1

1

h (x) = 
x � 1,

x2 � 1, x � 0

y

x b 0

1

1

x

P P
2 2

3

y � sen x

y

AYUDA DE ESTUDIO  Algunas veces 
se llama a la función del ejemplo 1a 
“discontinua”. Pero se ha encontrado 
que esta terminología es confusa. Es 
preferible decir que la función tiene una 
discontinuidad en x � 0, es decir, que f 
es discontinua.
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Límites laterales y continuidad en un intervalo cerrado

Para comprender la noción de continuidad en un intervalo cerrado, es necesario estudiar 
antes un tipo diferente de límite, llamado límite lateral. Por ejemplo, el límite por la de-
recha significa que x se aproxima a c por valores superiores a c (ver la figura 1.28a). Este 
límite se denota como

lím
xmc�

 fSxD � L.  Límite por la derecha.

Del mismo modo, el límite por la izquierda significa que x se aproxima a c por valores 
inferiores a c (ver la figura 1.28b). Este límite se denota como

lím
xmc�

 fSxD � L. Límite por la izquierda.

Los límites laterales son útiles al calcular límites de funciones que contienen radicales. Por 
ejemplo, si n es un entero dado

lím
xm0�

 n�x � 0.

EJEMPLO 2 Un límite lateral

Encontrar el límite de e � ( )x x4 2  cuando x se aproxima a �2 por la derecha.

Solución Como se muestra en la figura 1.29, el límite cuando x se aproxima a �2 por la 
derecha es

Los límites laterales pueden usarse para investigar el comportamiento de las funciones 
escalón. Un tipo común de función escalón es la función parte entera o mayor entero 
�x�, que se define como

�x� � mayor entero n tal que n � x Función mayor entero.

Por ejemplo, �2.5� � 2 y ��2.5� � �3.

EJEMPLO 3 La función parte entera o mayor entero

Calcular el límite de la función parte entera o mayor entero  f(x) � �x� cuando x tiende a 0 
por la izquierda y por la derecha.

Solución Como se muestra en la figura 1.30, el límite cuando x se aproxima a 0 por la 

izquierda está dado por

lím
xm0�

 VxB � �1

mientras que el límite cuando x se aproxima a 0 por la derecha está dado por

lím
xm0�

 VxB � 0.

La función parte entera o mayor entero no es continua en 0 debido a que los límites por la 
izquierda y por la derecha en ese punto son diferentes. Mediante un razonamiento similar, 
se puede concluir que la función parte entera o mayor entero tiene una discontinuidad en 
cualquier entero n.

a)  Límite por la derecha

b)  Límite por la izquierda
Figura 1.28

El límite de f(x) cuando x se aproxima  
a �2 por la derecha es 0
Figura 1.29

Función parte entera o mayor entero 
Figura 1.30

lím
xm�2�

 �4 � x2 � 0.

x

y
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c por la derecha

c � x

x

y

x se aproxima  
a c por la  
izquierda

c � x

x

1

1

2

3

12

1

f (x) �   4  x2

y

x

1

1

2

2

312

2

x;; ==f (x) �
y
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Cuando el límite por la izquierda no es igual al límite por la derecha, el límite (bilateral) 
no existe. El siguiente teorema lo explica mejor. Su demostración se obtiene directamente 
de la definición de límite lateral.

TEOREMA 1.10 EXISTENCIA DE UN LÍMITE

Si f es una función y c y L son números reales, el límite de f(x) cuando x se aproxima 
a c es L si y sólo si

El concepto de límite lateral permite extender la definición de continuidad a los inter-
valos cerrados. Básicamente, se dice que una función es continua en un intervalo cerrado si 
es continua en el interior del intervalo y posee continuidad lateral en los extremos. Esto se 
enuncia de manera formal como sigue.

DEFINICIÓN DE CONTINUIDAD EN UN INTERVALO CERRADO

Una función f es continua en un intervalo cerrado [a, b] si es continua en el inter-
valo abierto (a, b) y

  y lím
xmb�

 f SxD � fSbD.lím
xma�

 f SxD � fSaD

La función f es continua por la derecha en a y continua por la izquierda en b (ver 
la figura 1.31).

Se pueden establecer definiciones análogas para incluir la continuidad en intervalos 
con la forma (a, b] y [a, b), que no son abiertos ni cerrados o infinitos. Por ejemplo, la 
función

fSxD � �x

es continua en el intervalo infinito [0, @), y la función

gSxD � �2 � x

es continua en el intervalo infinito (�@, 2].

EJEMPLO 4 Continuidad en un intervalo cerrado

Analizar la continuidad de e � ( ) .x x1 2

Solución El dominio de f es el intervalo cerrado [�1, 1]. En todos los puntos del intervalo 
abierto (�1, 1), la continuidad de f obedece a los teoremas 1.4 y 1.5. Además, dado que

 Continua por la derecha.

y

 Continua por la izquierda.

se puede concluir que f es continua en el intervalo cerrado [�1, 1], como se ilustra en la 
figura 1.32. 

Función continua en un intervalo cerrado
Figura 1.31

  y lím
xmc�

 f SxD � L.lím
xmc�

 fSxD � L

Función continua en [�1, 1]
Figura 1.32

x

a b

y

x

1

11

f (x) �   1  x2

y

lím
xm1�

 �1 � x2 � 0 � fS1D

lím
xm�1�

 �1 � x2 � 0 � fS�1D
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El siguiente ejemplo muestra cómo se puede aplicar un límite lateral con el fin de 
determinar el cero absoluto en la escala Kelvin.

EJEMPLO 5 Ley de Charles y cero absoluto

En la escala Kelvin, el cero absoluto es la temperatura 0 K. A pesar de que se han obtenido 
temperaturas muy cercanas a 0 K en laboratorio, nunca se ha alcanzado el cero absoluto. De 
hecho, existen evidencias que sugieren la imposibilidad de alcanzar el cero absoluto. ¿Cómo 
determinaron los científicos que 0 K es el “límite inferior” de la temperatura de la materia? 
¿Cuál es el cero absoluto en la escala Celsius?

Solución La determinación del cero absoluto proviene del trabajo del físico francés Jacques 
Charles (1746-1823), quien descubrió que el volumen de un gas a presión constante crece 
de manera lineal con respecto a la temperatura. En la tabla siguiente se ilustra la relación 
entre volumen y temperatura. Para crear los valores que aparecen en la tabla, una mol de 
hidrógeno se mantiene a una presión constante de una atmósfera. El volumen V es aproxi-
mado y se mide en litros y la temperatura T se mide en grados Celsius.

En la figura 1.33 se muestran los puntos representados en la tabla. Empleando dichos puntos, 
se puede determinar que T y V se relacionan a través de la ecuación lineal

o T �
V � 22.4334

0.08213
.V � 0.08213T � 22.4334

Mediante el razonamiento de que el volumen del gas puede tender a 0 (pero nunca ser igual 
o menor que cero) se puede concluir que la “temperatura mínima posible” se obtiene por 
medio de

 Usar sustitución directa.

De tal manera, el cero absoluto en la escala Kelvin (0 K) es de aproximadamente �273.15° 
en la escala Celsius. 

La tabla que se encuentra a continuación muestra las temperaturas del ejemplo 5, 
en la escala Fahrenheit. Repetir la solución del ejemplo 5 utilizando estas temperaturas 
y volúmenes. Utilizar el resultado para determinar el valor del cero absoluto en la escala 
Fahrenheit.

NOTA  La Ley de Charles para los gases (suponiendo una presión constante) puede enunciarse 
como

V � RT Ley de Charles.

donde V es el volumen, R es una constante y T es la temperatura. En este enunciado de la ley, ¿qué 
propiedad debe tener la escala de temperaturas? 

El volumen del hidrógeno gaseoso 
depende de su temperatura
Figura 1.33

 � �273.15.

 �
0 � 22.4334

0.08213

lím
Vm0�

T � lím
Vm0�

 
V � 22.4334

0.08213

En 2003, investigadores del 
Massachusetts Institute of  Technology 
utilizaron láser y evaporación 
para producir un gas superfrío en 
el que los átomos se superponen. 
Este gas se denomina condensado 
de Bose-Einstein. Midieron una 
temperatura de alrededor de 450 pK 
(picokelvin) o –273.14999999955°C 
aproximadamente. (Fuente: Science 

Magazine, 12 de septiembre de 2003.)
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Propiedades de la continuidad

En la sección 1.3 se estudiaron las propiedades de los límites. Cada una de esas propiedades 
genera una propiedad correspondiente relativa a la continuidad de una función. Por ejemplo, 
el teorema 1.11 es consecuencia directa del teorema 1.2. (Se muestra una prueba del teorema 
1.11 en el apéndice A.)

TEOREMA 1.11 PROPIEDADES DE LA CONTINUIDAD

Si b es un número real y f y g son continuas en x � c, entonces las siguientes funciones 
también son continuas en c.

1. Múltiplo escalar: bf

2. Suma y diferencia: f ± g

3. Producto: fg

  f4. Cociente: – , si g(c) p 0
  g

Las funciones de los siguientes tipos son continuas en sus dominios.

1. Funciones polinomiales:

2. Funciones racionales: 

3. Funciones radicales:

4. Funciones trigonométricas: sen x, cos x, tan x, cot x, sec x, csc x

Combinando el teorema 1.11 con esta síntesis, se puede concluir que una gran variedad 
de funciones elementales son continuas en sus dominios.

EJEMPLO 6 Aplicación de las propiedades de la continuidad

Por el teorema 1.11, cada una de las siguientes funciones es continua en todos los puntos 
de su dominio.

El siguiente teorema, consecuencia del teorema 1.5, permite determinar la continuidad 
de funciones compuestas, como

TEOREMA 1.12 CONTINUIDAD DE UNA FUNCIÓN COMPUESTA

Si g es continua en c y f es continua en g(c), entonces la función compuesta dada por 
(f   g)(x) � f(g(x)) es continua en c.

DEMOSTRACIÓN  Por definición de continuidad, lím
x�c

g x� �g c� lím
x�g(c)

f x� � f g c��.y  Al 

aplicar el teorema 1.5 con L � g(c) se obtiene lím
x�c

g�x � lím
x�c

g�x� � f �g�c��.f � �� f � �  De 

esta manera, (  f ° g) � f (g(x)) es continua en c.

AUGUSTIN-LOUIS CAUCHY (1789-1857)

El concepto de función continua fue 
presentado por vez primera por Augustin-
Louis Cauchy en 1821. La definición 
expuesta en su texto Cours d’Analyse 
establecía que las pequeñas modificaciones 
indefinidas en y eran resultado de las 
pequeñas modificaciones indefinidas en x. 
“… f(x) será una función continua si…  
los valores numéricos de la diferencia 
f(x � A) � f(x) � 0 disminuyen de forma 
indefinida con los de A…”

fSxD � n�x

qSxD p 0rSxD �
pSxD
qSxD,

pSxD � anx
n � an�1x

n�1 � .  .  . � a1x � a0

fSxD �
x2 � 1
cos x

fSxD � 3 tan x,f SxD � x � sen x,

fSxD � tan 
1
x
.fSxD � �x2 � 1,fSxD � sen 3x,

B
et

tm
an

n/
C

or
bi

s

NOTA  Una consecuencia del teorema 
1.12 es que si f y g satisfacen las condi-
ciones señaladas, es posible determinar 
que el límite de f(g(x)) cuando x se 
aproxima a c es

lím
xmc

 f SgSxDD � f SgScDD. 
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EJEMPLO 7 Prueba de la continuidad

Describir el intervalo o intervalos donde cada función es continua.

 a)  b) c)

Solución

 a) La función tangente f(x) � tan x no está definida en

x �
P

2
� nP,  donde n es un entero.

  En todos los demás puntos es continua. De tal modo, f(x) � tan x es continua en todos 
los intervalos abiertos

como muestra la figura 1.34a.
 b) Puesto que y � 1Yx es continua excepto en x � 0 y la función seno es continua para 

todos los valores reales de x, resulta que y � sen (1Yx) es continua en todos los valores 
reales salvo en x � 0. En x � 0, no existe el límite de g(x) (ver el ejemplo 5 de la sección 
1.2). Por tanto, g es continua en los intervalos (�@, 0) y (0, @), como se muestra en 
la figura 1.34b.

 c) Esta función es parecida a la del apartado b), con excepción de que las oscilaciones 
están amortiguadas por el factor x. Aplicando el teorema del encaje, se obtiene

y se puede concluir que

De tal manera, h es continua en toda la recta real, como se muestra en la figura 1.34c.

hSxD � �x sen 1
        x

,

0,
    

x p 0

x � 0
gSxD � �sen 1

 x
,

0,

    x p 0

x � 0
fSxD � tan x

a)   f es continua en cada intervalo abierto 
de su dominio

Figura 1.34
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lím
xm0

 hSxD � 0.

x p 0�\x\ b x sen 
1
x
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3
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P P

f (x) � tan x

y

x

1

1

1 1

g (x) = sen   , x x 0

0,

1
x

y

x � 0

x

1

1

1 1

h (x) = 
x � 00,

y � x¦ ¦

y � ¦ ¦
x sen   , x x 01

x

y

x

b)  g es continua en (�@, 0) y (0, @) c)  h es continua en toda la recta real
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Teorema del valor intermedio

El teorema 1.13 es un importante teorema relativo al comportamiento de las funciones 
continuas en un intervalo cerrado.

TEOREMA 1.13 TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO

Si f es continua en el intervalo cerrado [a, b], f(a) p f(b) y k es cualquier número entre 
f(a) y f(b), entonces existe al menos un número c en [a, b] tal que

f(c) � k.

NOTA  El teorema del valor intermedio asegura que existe al menos un número c, pero no proporciona 
un método para encontrarlo. Tales teoremas se denominan teoremas de existencia. Al consultar un 
libro de cálculo avanzado, se observará que la demostración de este teorema se basa en una propiedad 
de los números reales denominada completitud. El teorema del valor intermedio establece que para 
una función continua f, si x recorre todos los valores desde a hasta b, entonces f(x) debe asumir todos 
los valores entre f(a) y f(b). 

Como ejemplo sencillo de este hecho, tomar en cuenta la estatura de las personas. 
Supongamos que una niña medía 1.52 m al cumplir 13 años y 1.70 m al cumplir 14 años, 
entonces, para cualquier altura h entre 1.52 y 1.70 m, debe existir algún momento t en el que 
su estatura fue exactamente de h. Esto parece razonable debido a que el crecimiento humano 
es continuo y la estatura de una persona no cambia de un valor a otro en forma abrupta.

El teorema del valor intermedio garantiza la existencia de al menos un número c en 
el intervalo cerrado [a, b]. Puede, claro está, haber más de uno, tal que f(c) � k, como se 
muestra en la figura 1.35. Una función discontinua no necesariamente manifiesta la pro-
piedad del valor intermedio. Por ejemplo, la gráfica de la función discontinua de la figura 
1.36 salta sobre la recta horizontal dada por y � k, sin que exista valor alguno para c en  
[a, b], tal que f(c) � k.

El teorema del valor intermedio suele emplearse para localizar los ceros de una función 
continua en un intervalo cerrado. De manera más específica, si f es continua en [a, b] y f(a) 
y f(b) tienen signo distinto, entonces el teorema nos garantiza la existencia de por lo menos 
un cero de f en el intervalo cerrado [a, b].

f no es continua en [a, b]
[No existen números c tales que f(c) � k]
Figura 1.36

f es continua en [a, b]
[Existen 3 números c tales que f(c) � k]
Figura 1.35
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EJEMPLO 8 Una aplicación del teorema del valor intermedio

Utilizar el teorema del valor intermedio para demostrar que la función polinomial f(x) � x3 
� 2x � 1 tiene un cero en el intervalo [0, 1].

Solución Observar que f es continua en el intervalo cerrado [0, 1]. Dado que

  y f�1� � 13 � 2�1� 1 � 2f�0� � 03 � 2�0� 1 � 1

resulta que f(0) � 0 y f(l) � 0. Por tanto, se puede aplicar el teorema del valor intermedio y 
concluir que debe existir algún c en [0, 1] tal que

f(c)� 0 f tiene un cero en el intervalo cerrado [0, 1].

como se muestra en la figura 1.37. 

El método de bisección para estimar los ceros reales de una función continua es parecido 
al método empleado en el ejemplo 8. Si se sabe que existe un cero en el intervalo cerrado 
[a, b], dicho cero debe pertenecer al intervalo [a, (a � b)Y2] o [(a � b)Y2, b]. A partir del 
signo de f([a � b]Y2), se puede determinar cuál intervalo contiene al cero. Mediante bisec-
ciones sucesivas del intervalo, se puede “atrapar” al cero de la función.

TECNOLOGÍA También se puede usar el zoom de una herramienta de graficación 
para estimar los ceros reales de una función continua. Al hacer acercamientos de forma 
repetida a la zona donde la gráfica corta al eje x y ajustar la escala de dicho eje, se puede 
estimar el cero de la función con la precisión deseada. El cero de x3 � 2x � 1 es alrededor 
de 0.453, como se muestra en la figura 1.38.

f es continua en [0,1] con f(0) � 0  
y f(l) � 0
Figura 1.37

Aplicación del zoom al cero de f(x) � x3 � 2x � 1Figura 1.38 

En los ejercicios 1 a 6, utilizar una herramienta de graficación para 
determinar el límite y analizar la continuidad de la función.
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m �
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x c
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In Exercises 1–6, use the graph to determine the limit, and

discuss the continuity of the function.
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En los ejercicios 7 a 26, calcular el límite (si existe). Si no existe, 
explicar por qué.

 7.   8. 

 9.   10. 

 11.   12. 

 13. 

 14. 

 15. 

 16. 

 17. 

 18. 

 19. 

 20. 

 21. 

 22. 

 23. 

 24. 

 25. 

 26. 

En los ejercicios 27 a 30, analizar la continuidad de cada fun-
ción.

 27.   28. 

 29.   30. 

En los ejercicios 31 a 34, analizar la continuidad de la función en 
el intervalo cerrado.

 31. 

 32. 

 33. 

 34. 

En los ejercicios 35 a 60, encontrar los valores de x (si existe al-
guno) en los que f no es continua. ¿Cuáles discontinuidades son 
evitables o removibles?

f SxD �
x2 � 1
x � 1

f SxD �
1

x2 � 4

donde

donde

donde

donde

lím
xm1�1 � ��

x

2��

lím
xm3

 S2 � V�xB D

lím
xm2�

S2x � VxBD

lím
xm4�

S5VxB � 7D

lím
xmPY2

 sec x

lím
xmP

 cot x

f SxD � �x,            x b 1
1 � x,     x > 1

lím
xm1�

 f SxD,

f SxD � �x3 � 1,    x < 1
x � 1,     x r 1

lím
xm1

 f SxD,

f SxD � �x2 � 4x � 6,       x < 2
�x2 � 4x � 2,   x r 2

lím
xm2

 f SxD,

f SxD � �
x � 2

2
,       x b 3

12 � 2x

3
,   x > 3

 lím
xm3�

 f SxD,

lím
$xm0�

 
Sx � $xD2 � x � $x � Sx2 � xD

$x

lím
$xm0�

 

1
x � $x

�
1
x

$x

lím
xm10�

 \x � 10\
x � 10

lím
xm0�
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F�1, 2GgSxD �
1

x2 � 4

F�1, 4Gf SxD � �3 � x,

3 �
1
2 x,

   
x b 0

x > 0

F�3, 3Gf StD � 3 � �9 � t2

F�7, 7GgSxD � �49 � x2

IntervaloFunción                          

x�8�
 

1

x � 8

lím
xm2�

 
2 � x

x2 � 4

x�5�
�

3

x � 5
l m

lím
xm5�

 
x � 5

x2 � 25

lím
xm�3�

 
x

�x2 � 9
lím

xm9�
 
�x � 3
x � 9

f x �
�2x � 3,

x2,

x < 1

x � 1

f x �
x,

x2,

x � 1

x > 1

f x �
x � 8

x � 8

f x �
x � 7

x � 7

f x �
x � 1

x2 � x � 2

f x �
x � 2

x2 � 3x � 10

f x �
x � 6

x2 � 36

f x �
x

x2 � 1

f x �
x

x2 � x

f x � 3x � cos x

f x �
1

4 � x2

f x � x2 � 9

f x �
6

x

41.

43.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

36.

38.

40.

42.

44. f x �
x

x2 � 1

f x � cos 
�x

2

f x �
1

x2 � 1

f x � x2 � 2x � 1

f x �
3

x � 2
35.

37.

39.
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 53. 

 54. 

 55. 

 56. 

 57.   58. 

 59.   60. 

En los ejercicios 61 y 62, utilizar una herramienta de graficación  para 
representar la función. A partir de la gráfica, estimar

lím  ( ) y lím  ( )
0 0+ -x x

f x f x
m m –

¿Es continua la función en toda la recta real? Explicar la res-
puesta.

 61.   62. 

En los ejercicios 63 a 68, encontrar la constante a, o las constantes 
a y b, tales que la función sea continua en toda la recta real.

 63. 

64. 

 65.

 66.

67.

 68.

En los ejercicios 69 a 72, analizar la continuidad de la función 
compuesta h(x) � f(g(x)).

 69.   70. 

 71.   72. 

En los ejercicios 73 a 76, utilizar una herramienta de graficación 
para representar la función. Usar la gráfica para determinar todo 
valor de x en donde la función no sea continua.

 73.   74. 

 75. 

 76. 

En los ejercicios 77 a 80, describir el o los intervalos en los que la 
función es continua.

 77.   78. 

 79.   80. 

Redacción En los ejercicios 81 y 82, utilizar una herramienta 
de graficación para representar la función en el intervalo [�4, 4]. 
¿Parece continua en este intervalo la gráfica de la función? ¿Es 
continua la función en [�4, 4]? Escribir unas líneas sobre la im-
portancia de examinar una función analíticamente, además de 
hacerlo de manera gráfica.

 81.   82. 

Redacción En los ejercicios 83 a 86, explicar por qué la función 
tiene un cero en el intervalo dado.

 83. 

 84. 

 85. 

 86. 

f SxD � �csc P x

        6 
,

2,
   

\x � 3\ b 2

\x � 3\ > 2

f SxD � �tan P x

        4 
,

x,
   

\x\ < 1

\x\ r 1

f SxD � ��2x,
x2 � 4x � 1,

x b 2
x > 2

f SxD � �
1
2 x � 1,

3 � x,

x b 2

x > 2

\ \
f SxD �

x2 � 4 x

x � 2

g SxD � x2gSxD � x2 � 5

f SxD � sen xf SxD �
1

x � 6

g SxD � x � 1g SxD � x � 1

f SxD �
1
�x

f SxD � x2

g SxD � �x2 � a2

x � a
,    x a

8,              x � a

f SxD � �2,
ax � b,
�2,

x b �1
�1 < x < 3
x r 3

gSxD � �4 sen x
x

,    x < 0

a � 2x,   x r 0

f SxD � �x3,
ax2,

x b 2
x > 2

hSxD �
1

x2 � x � 2
f SxD � VxB � x

f SxD � x�x � 3

x

4

4 2

4

4

2
(���	

y

x

3

3

4

4

2

2

1

1

y

x

4

2

4

2 2

y

f SxD �
x � 1
�x

f SxD � sec 
Px

4

IntervaloFunción                        

f SxD �
x3 � 8
x � 2

f SxD �
sen x

x

f SxD � tan 
Px

2
f SxD � csc 2x

f SxD � Vx � 8B f SxD � 5 � VxB

f SxD �
\x2 � 4x\Sx � 2D

x � 4

f x �
3x3,

ax � 5,

   x � 1

   x > 1

f x �
3x2,

ax � 4,

   x � 1

   x < 1

g x �
x2 � 3x,

2x � 5,

x > 4

x � 4

f SxD � �cos x � 1
x

,    x < 0

5x,                x r 0

x

y

2 2 4

1

0.5

1

f x �
x

x2 � x � 2

1, 4f x � �
5

x
� tan

�x

10

0, �f x � x2 � 2 � cos x

0, 1f x � x3 � 5x � 3

1, 2f x �
1
12 x 4 � x3 � 4
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En los ejercicios 87 a 90, utilizar el teorema del valor intermedio y 
una herramienta de graficación para estimar el cero de la función 
en el intervalo [0, 1]. Realizar acercamientos de forma repetida en 
la gráfica de la función con el fin de determinar el cero con una 
precisión de dos cifras decimales. Emplear la función cero o raíz 
de su herramienta de graficación para estimar el cero con una 
precisión de cuatro cifras decimales.

 87. 

 88. 

 89. 

 90. 

En los ejercicios 91 a 94, verificar que el teorema del valor inter-
medio es aplicable al intervalo indicado y encontrar el valor de c 
garantizado por el teorema.

 91. 

 92. 

 93. 

 94. 

Desarrollo de conceptos

 95. En cada una de las gráficas siguientes especificar cómo se 
destruye la continuidad en x � c:

a)   b)   

c) d) 

 96. Esbozar la gráfica de cualquier función f tal que:

¿Esta función es continua en x � 3? Explicar la respuesta.

 97. Si las funciones f y g son continuas para todos los x reales, 
¿ f � g es siempre continua para todos los x reales? ¿f g es 
siempre continua para todos los x reales? Si alguna no es con-
tinua, elaborar un ejemplo para verificar la conclusión.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 99 a 102, determinar si la 
afirmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o 
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

  99. Si lím  
x c

f x L
m

�( )  y f(c) � L, entonces f es continua en c.

 100. Si f(x) � g(x) para x p c y f(c) p g(c), entonces ya sea f o g no 
es continua en c.

 101. En una función racional puede haber infinitos valores de x en 
los que no es continua.

 102. La función f(x) � x � 1 (x � 1) es continua en (�@, @).

 103. Piscina Todos los días se disuelven 28 onzas de cloro en el 
agua de una piscina. En la gráfica se muestra la cantidad de cloro 
f(t) en esa agua luego de t días.

Estimar e interpretar lím
tm4�

 f t  y lím
tm4�

 f t .

 104. Para pensar Describir en qué difieren las funciones

f(x) � 3 � x

y

g(x) � 3 � �x .

 105. Tarifas telefónicas Una llamada de larga distancia entre dos 
ciudades cuesta $0.40 los primeros 10 minutos y $0.05 por cada 
minuto o fracción adicional. Utilizar la función parte entera o 
mayor entero para expresar el costo C de una llamada en términos 
del tiempo t (en minutos). Dibujar la gráfica de esta función y 
analizar su continuidad.

f c � 6
5
2

, 4 ,f x �
x2 � x

x � 1
,

f c � 40, 3 ,f x � x3 � x2 � x � 2,

f c � 00, 3 ,f x � x2 � 6x � 8,

f c � 110, 5 ,f x � x2 � x � 1,

h U � 1 � U � 3 tan U

g t � 2 cos t � 3t

f x � x3 � 5x � 3

f x � x3 � x � 1

x
c

y

x
c

y

x
c

y

x
c

y

  y lím
xm3�

 f x � 0.lím
xm3�

 f x � 1

y

t

6 754321

140

112

84

56

28

Para discusión

 98. Describir la diferencia que existe entre una discontinuidad 
removible y una no removible. En la explicación, incluir 
ejemplos de las siguientes descripciones:

 a) Una función con una discontinuidad no evitable en 
x � 4.

 b) Una función con una discontinuidad evitable en 
x ��4.

 c) Una función que cuenta con las dos características 
descritas en los incisos a) y b).
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 106. Gestión de inventarios El número de unidades en inventario 
en una pequeña empresa está dado por

donde t representa el tiempo en meses. Dibujar la gráfica de 
esta función y analizar su continuidad. ¿Con qué frecuencia la 
empresa debe reponer existencias?

 107. Déjà vu Un sábado a las 8:00 de la mañana, un hombre 
comienza a subir corriendo la ladera de una montaña hacia 
su campamento de fin de semana. El domingo a las 8:00 de la 
mañana baja corriendo la montaña. Tarda 20 minutos en subir y 
sólo 10 en bajar. En cierto punto del camino de bajada, el hombre 
se da cuenta de que pasó por el mismo lugar a la misma hora el 
sábado. Demostrar que el hombre está en lo cierto. [Sugerencia: 
Considerar que s(t) y r(t) son las funciones de posición de subida 
y bajada y aplicar el teorema del valor intermedio a la función 
f(t) � s(t) � r(t).]

108. Volumen Utilizar el teorema del valor intermedio para demos-
trar que entre todas las esferas cuyos radios pertenecen al intervalo 
[5, 8] hay una con un volumen de 1 500 centímetros cúbicos.

109. Demostrar que si f es continua y carece de ceros en [a, b], en-
tonces

f(x) � 0 para todo x en [a, b] o f(x) � 0 para todo x en [a, b].

110. Demostrar que la función de Dirichlet

no es continua para ningún número real.

111. Demostrar que la función

es continua sólo en x � 0 (suponer que k es cualquier número 
real distinto de cero).

112. La función signo se define como

Construir la gráfica de sgn(x) y calcular los siguientes límites 
(si es posible).

113. Modelo matemático La tabla recoge valores de la velocidad 
S (en pies/s) de un objeto tras caer t segundos.

 a) Construir la curva con los datos.
 b) ¿Parece existir una velocidad límite para el objeto? En caso 

afirmativo, identificar una posible causa.

114. Elaboración de modelos Un nadador cruza una piscina de una 
anchura b nadando en línea recta desde (0, 0) hasta (2b, b) (ver 
la figura).

 a) Sea f una función definida como la coordenada y del punto 
sobre el lado más largo de la piscina que se encuentra más 
cerca del nadador en cualquier momento dado durante su 
trayecto a través de la piscina. Encontrar la función f y 
construir su gráfica. ¿Se trata de una función continua? 
Explicar la respuesta.

 b) Sea g la distancia mínima entre el nadador y el lado más 
largo de la piscina. Encontrar la función g y construir 
la gráfica. ¿Se trata de una función continua? Explicar la 
respuesta.

115. Encontrar todos los valores de c tales que f sea continua en 
(�@, @).

116. Demostrar que para todo número real y existe un x en (�P 2, 
P 2) tal que tan x � y.

117. Sea c > 0.f x � x � c2 � c x,  ¿Cuál es el dominio de f ? 
¿Cómo se puede definir f en x � 0 con el fin de que sea continua 
en ese punto?

118. Demostrar que si lím
x 0$

$
m

� �f c x f c( ) ( ) , entonces f es continua 
en c.

119. Analizar la continuidad de la función h(x) � x x .

120. a) Sean f
1
(x) y f

2
(x) funciones continuas en el intervalo  

[a, b]. Si f
1
(a) � f

2
(a) y f

1
(b) � f

2
(b), demostrar que entre a 

y b existe c tal que f
1
(c) � f

2
(c).

 b) Demostrar que existe c en 0, P2  tal que cos x � x. Uti lizar 
una herramienta de graficación para estimar c con tres 
decimales.

Sábado 8:00 de la mañana Domingo 8:00 de la mañana

No está dibujado a escala

a) b) c) lím
x�0

 sgn xlím
x�0�

 sgn xlím
x�0�

 sgn x

f x �
0,
1,

   si x es racional
   si x es irracional

f x �
0,
kx,

    si x es racional
    si x es irracional

sgn x �

�1,
0,
1,

x < 0
x � 0
x > 0.

x
(0, 0)

(2b, b)

b

y

f x �
1 � x2,
x,

x b c

x > c

N t � 25 2
t � 2

2
� t

t 0 5 10 15 20 25 30

S 0 48.2 53.5 55.2 55.9 56.2 56.3

Preparación del examen Putnam

121. Afirmar o desmentir: si x y y son números reales con y � 0 
y y(y � 1) � (x � 1)2, entonces y(y – 1) � x2.

122. Encontrar todas las polinomiales P(x) tales que

P(x2 � 1) � (P(x))2 � 1 y P(0) � 0.
Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Competi-
tion. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.



■ Determinar límites infinitos por la izquierda y por la derecha.

■ Encontrar y dibujar las asíntotas verticales de la gráfica de una función.

Límites infinitos

Sea f la función dada por

 f x �
3

x � 2
.

A partir de la figura 1.39 y de la siguiente tabla, se puede observar que f(x) decrece sin cota 
o sin límite cuando x se aproxima a 2 por la izquierda y que f(x) crece sin cota o sin límite 
cuando x se aproxima a 2 por la derecha. Este comportamiento se denota

lím
x�2�

 
3

x � 2
� ��  f(x) decrece sin cota o sin límite cuando x se aproxima a 2 por la izquierda.

y

lím
x�2�

 
3

x � 2
� �  f(x) crece sin cota o sin límite cuando x se aproxima a 2 por la derecha.

Un límite en el que f(x) crece o decrece sin cota o sin límite cuando x tiende a c se llama 
límite infinito.

DEFINICIÓN DE LÍMITES INFINITOS

Sea f una función definida en todo número real de un intervalo abierto que contiene 
a c (salvo, posiblemente, en el propio c). La expresión

lím
x�c

 f x � �

significa que para toda M � 0 existe una D � 0 tal que f(x) � M, siempre que 0 � x – c  
� D (ver la figura 1.40). Del mismo modo, la expresión

lím
x�c

 f x � ��

significa que para todo N � 0 existe un D � 0 tal que f(x) � N, siempre que  
0 � x � c  � D. 

Para definir el límite infinito por la izquierda, sustituir 0 � x � c  � D por  
c � D � x � c. Y para definir el límite infinito por la derecha, reemplazar  
0 � x � c  � D por c � x � c � D.

Observar que el signo de igualdad en la expresión lím f(x) � @ no significa que el límite 
exista. Por el contrario, indica la razón de su no existencia al denotar el comportamiento no 
acotado o no limitado de f(x) cuando x se aproxima a c.

f(x) crece y decrece sin cota o sin límite 
cuando x tiende a 2
Figura 1.39

Límites infinitos
Figura 1.40

x

2

4

4

6

6

2

4

4

6

6

m d,

f (x) = 3
x 2

3
x 2
cuando x m 2

m d,3
x 2
cuando x m 2�

y

x

M

lím f (x) = d
xmc

DD

c

y

1.5 Límites infinitos
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x se aproxima a 2 por la izquierda. x se aproxima a 2 por la derecha.

f x decrece sin cota o sin límite. f x crece sin cota o sin límite.

1.5 1.9 1.99 1.999 2 2.001 2.01 2.1 2.5

? 3 000 300 30 6�3 000�300�30�6f x

x
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EJEMPLO 1 Determinación de límites infinitos a partir de una gráfica

Determinar el límite de cada función que se muestra en la figura 1.41 cuando x tiende a 1 
por la izquierda y por la derecha.

Solución
a) Cuando x se aproxima a 1 por la izquierda o por la derecha, (x � 1)2 es un número po-

sitivo pequeño. Así, el cociente 1 (x � 1)2  es un número positivo grande y f (x) tiende 
a infinito por ambos lados de x � 1. De modo que se puede concluir

El límite por cada lado es infinito.

La figura 1.41a confirma este análisis.

b) Cuando x se aproxima a 1 por la izquierda, x � 1 es un número negativo pequeño. Así, 
el cociente �1 (x � 1) es un número positivo grande y f (x) tiende a infinito por la 
izquierda de x � 1. De modo que se puede concluir

El límite por la izquierda es infinito.

 Cuando x se aproxima a 1 por la derecha, x � 1 es un número positivo pequeño. Así, el 
cociente �1 (x � 1) es un número negativo grande y f (x) tiende a menos infinito por 
la derecha de x � 1. De modo que se puede concluir

El límite por la derecha es infinito.

 La figura 1.41b confirma este análisis.

Asíntotas verticales

Si fuera posible extender las gráficas de la figura 1.41 hacia el infinito, positivo o negativo, 
se vería que ambas se acercan arbitrariamente a la recta vertical x � 1. Esta recta es una 
asíntota vertical de la gráfica de f. (En las secciones 3.5 y 3.6 se estudiarán otros tipos de 
asíntotas.)

DEFINICIÓN DE ASÍNTOTA VERTICAL

Si f(x) tiende a infinito (o menos infinito) cuando x tiende a c por la derecha o por la 
izquierda, se dice que la recta x � c es una asíntota vertical de la gráfica de f.

Figura 1.41 Las dos gráficas tienen una asíntota vertical en x � 1

NOTA  Si la gráfica de una función f 
tiene una asíntota vertical en x � c,  
entonces f no es continua en c.

x

1
1

2

2

1

2

2

3

3

f (x) � 1
(x  1)2

y

x

1
1

2

2

3

2

2
f (x) � 1

x  1

y

a) b)

E X P L O R A C I Ó N

Representar las siguientes fun-
ciones con una herramienta de 
graficación. En cada una de 
ellas, determinar analíticamente 
el único número real c que no 
pertenece al dominio. A continua-
ción, encontrar de manera gráfica 
el límite si existe de f(x) cuando x 
tiende a c por la izquierda y por 
la derecha.

 a) f x �
3

x � 4

 b) f x �
1

2 � x

 c) f x �
2

x � 3 2

 d) f x �
�3

x � 2 2

lím
xm1

 
1

x � 1 2 � @

lím
xm1�

 
�1

x � 1
� �@

lím
xm1�

 
�1

x � 1
� @
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En el ejemplo 1, se observa que todas las funciones son cocientes y la asíntota vertical 
aparece en el número en el cual el denominador es 0 (y el numerador no es 0). El siguiente 
teorema generaliza esta observación. (En el apéndice A se encuentra la demostración de este 
teorema.)

TEOREMA 1.14 ASÍNTOTAS VERTICALES

Sean f y g funciones continuas en un intervalo abierto que contiene a c. Si f(c) p 0, 
g(c) � 0, y existe un intervalo abierto que contiene a c tal que g(x) p 0 para todo  
x p c en el intervalo, entonces la gráfica de la función está dada por

h x �
f x

g x

tiene una asíntota vertical en x � c.

EJEMPLO 2 Cálculo de las asíntotas verticales

Determinar todas las asíntotas verticales de la gráfica de cada una de las siguientes funciones.

 a) f x �
1

2 x � 1
 b) f x �

x2 � 1
x2 � 1

 c) f x � cot x

Solución

 a) Cuando x � �1, el denominador de

 f x �
1

2 x � 1

es igual a 0 y el numerador no lo es. Por tanto, mediante el teorema 1.14, se puede 
concluir que x � �1 es una asíntota vertical, como se observa en la figura 1.42a.

 b) Al factorizar el denominador como

 f x �
x2 � 1
x2 � 1

�
x2 � 1

x � 1 x � 1

puede verse que el denominador se anula en x � �1 y en x � 1. Además, dado que 
el numerador no es 0 en ninguno de estos puntos, se puede aplicar el teorema 1.14 y 
concluir que la gráfica de f tiene dos asíntotas verticales, como ilustra la figura 1.42b.

 c) Escribiendo la función cotangente de la forma

 f x � cot x �
cos x
sen x

se puede aplicar el teorema 1.14 para concluir que las asíntotas verticales tienen lugar 
en todos los valores de x tales que sen x � 0 y cos x p 0, como muestra la figura 1.42c. 
Por consiguiente, la gráfica de esta función tiene infinitas asíntotas verticales. Estas 
asíntotas aparecen cuando x � nP, donde n es un número entero.

El teorema 1.14 exige que el valor del numerador en x � c no sea 0. Si tanto el nu-
merador como el denominador son 0 en x � c, se obtiene la forma indeterminada 0 0, y 
no es posible establecer el comportamiento límite en x � c sin realizar una investigación 
complementaria, como se ilustra en el ejemplo 3.

Funciones con asíntotas verticales
Figura 1.42

x

1

1

2

1

2

f (x) � 1
2(x � 1)

y

1

x

2

2

4

424

f (f (x) � x2 � 1

x2  1

y

x

P PP 22

2

4

6

6

4

f (x) = cot x
y

a)

b)

c)
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EJEMPLO 3 Una función racional con factores comunes

Determinar todas las asíntotas verticales de la gráfica de

f�x� �
x2 � 2x � 8

x2 � 4
.

Solución Comenzar por simplificar la expresión como sigue

 �
x � 4

x � 2
,    x � 2

 �
�x � 4��x � 2�
�x � 2��x � 2�

 f�x� �
x2 � 2x � 8

x2 � 4

En todos los valores de x distintos de x � 2, la gráfica de f coincide con la de g(x) � (x � 
4)Y(x � 2). De manera que se puede aplicar a g el teorema 1.14 y concluir que existe una asín-
tota vertical en x � �2, como se muestra en la figura 1.43. A partir de la gráfica, se ve que

  y lím
x��2�

 
x2 � 2x � 8

x2 � 4
� �.lím

x��2�
 
x2 � 2x � 8

x2 � 4
� ��

Observar que x � 2 no es una asíntota vertical.

EJEMPLO 4 Cálculo de límites infinitos

Determinar los siguientes límites:

  y lím
x�1�

 
x2 � 3x

x � 1
lím

x�1�

 
x2 � 3x

x � 1

Solución Puesto que el denominador es 0 cuando x � 1 (y el numerador no se anula), se 
sabe que la gráfica de

f �x� �
x2 � 3x

x � 1

tiene una asíntota vertical en x � 1. Esto significa que cada uno de los límites dados es @ 
o �@. Se puede determinar el resultado al analizar f en los valores de x cercanos a 1, o al 
utilizar una herramienta de graficación. En la gráfica de f que se muestra en la figura 1.44, 
se observa que la gráfica tiende a @ por la izquierda de x � 1 y a �@ por la derecha de 
x � 1. De tal modo, se puede concluir que

lím
x�1�

 
x2 � 3x

x � 1
� �  El límite por la izquierda es infinito.

y

lím
x�1�

 
x2 � 3x

x � 1
� ��. El límite por la derecha es menos infinito.

CONFUSIÓN TECNOLÓGICA Cuando se utiliza una herramienta de graficación, 
hay que tener cuidado para interpretar correctamente la gráfica de una función con 
una asíntota vertical, ya que las herramientas de graficación suelen tener dificultades 
para representar este tipo de gráficas.

f(x) crece y decrece sin cota o sin límite 
cuando x tiende a �2
Figura 1.43

f tiene una asíntota vertical en x � 1
Figura 1.44

4

2

2

24

y

x

No definido
en x � 2

Asíntota 
vertical
en x = �

f (x) � 
x2 � 2x  8

x2  4

4

6

6

6

f (x) � x2  3x

x  1
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TEOREMA 1.15 PROPIEDADES DE LOS LÍMITES INFINITOS

Sean c y L números reales, y f y g funciones tales que

  y lím
xmc

 gSxD � L.lím
xmc

 f SxD � @

1. Suma o diferencia: 

2. Producto:

3. Cociente:

Propiedades análogas son válidas para límites laterales y para funciones cuyo límite 
de f(x) cuando x tiende a c es �@.

DEMOSTRACIÓN  Para probar que el límite de f(x) � g(x) es infinito, elegir un M � 0. Se 
necesita entonces encontrar un D � 0 tal que

[f(x) � g(x)] � M

siempre que 0 � Ux – cU � D. Para simplificar, suponer que L es positiva sea M
1
 � M � 1. 

Puesto que el límite de f(x) es infinito, existe un D
1
 tal que f(x) � M

1
  siempre que  

0 � Ux � cU � D
1
. Como además el límite de g(x) es L, existe un D

2
 tal que  Ug(x) – LU � 1 siem-

pre que 0 � Ux – cU � D
2
. Haciendo que D sea el menor de D

1 
y D

2
, concluir que  

0 � Ux – cU � D implica que f(x) � M � 1 y Ug(x) – LU � 1. La segunda de estas desigualdades 
implica que g(x) � L � 1 y, sumando esto a la primera desigualdad, se obtiene

f(x) � g(x) � (M � 1) � (L � 1) � M � L � M.

Por tanto, también se concluye que

lím
xmc

 F fSxD � gSxDG � @.

Las demostraciones de las demás propiedades se dejan como ejercicios (ver el ejercicio 
78).

EJEMPLO 5 Cálculo de límites

 a) Puesto que lím
xm0

 1 � 1 y lím
xm0

 
1

x2
� @, se puede escribir

lím
xm0 �1 �

1

x2� � @. Propiedad 1, teorema 1.15.

 b) Puesto que lím
xm1�

Sx2 � 1D � 2 y lím
xm1�

Scot PxD � �@, se deduce que

lím
xm1�

 
x2 � 1

cotPx
� 0. Propiedad 3, teorema 1.15.

 c) Al ser lím
xm0�

 3 � 3 y lím
xm0�

 cot x � @, se tiene

lím
xm0�

 3 cot x � @. Propiedad 2, teorema 1.15.

lím
xmc

 
gSxD
f SxD

� 0

L < 0lím
xmc

 F fSxDgSxDG � �@,

L > 0lím
xmc

 F fSxDgSxDG � @,

lím
xmc

 F fSxD p gSxDG � @
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En los ejercicios 1 a 4, determinar si f(x) tiende a @ o a �@ 
cuando x tiende a 4 por la izquierda y por la derecha.

En los ejercicios 5 a 8, determinar si f(x) tiende a @ o a �@ 
cuando x tiende a �2 por la izquierda y por la derecha.

 5. f SxD � 2
x

x2 � 4
 6. f SxD �

1
x � 2

 7. f SxD � tan 
Px

4
 8. f SxD � sec 

Px

4

Análisis numérico y gráfico En los ejercicios 9 a 12, completar la 
tabla para determinar si f(x) tiende a @ o a �@ cuando x tiende 
a �3 por la izquierda y por la derecha, respectivamente. Utilizar 
una herramienta de graficación para representar la función y 
corroborar la respuesta.

 9. f SxD �
1

x2 � 9
 10. f SxD �

x

x2 � 9

 11. f SxD �
x2

x2 � 9
 12. f SxD � sec 

Px

6

En los ejercicios 13 a 32, encontrar las asíntotas verticales (si las 
hay) de la gráfica de la función.

 13. f SxD �
1
x2  14. f SxD �

4
Sx � 2D3

x

1 1

3

2

2

3

y

x

6 2 2 6

3

2

1

y

x

6 2 2 6

1

y

x �3.5 �3.1 �3.01 �3.001

f
x�

x �2.999 �2.99 �2.9 �2.5

f
x�

 15. f SxD �
x2

x2 � 4
 16. f SxD �

�4x

x2 � 4

 17. gStD �
t � 1
t 2 � 1

 18. hSsD �
2s � 3
s2 � 25

 19. hSxD �
x2 � 2

x2 � x � 2
 20. gSxD �

2 � x

x2S1 � xD

 21. TStD � 1 �
4
t2  22. gSxD �

1
2 x3 � x2 � 4x

3x2 � 6x � 24

 23. f SxD �
x2 � x � 2

3

 24. f SxD �
4x2 � 4x � 24

x4 � 2x3 � 9x2 � 18x

 25. gSxD �
x3 � 1
x � 1

 26. hSxD �
x2 � 4

x3 � 2x2 � x � 2

 27. f SxD �
x2 � 2x � 15

x3 � 5x2 � x � 5
 28. hStD �

t 2 � 2t

t 4 � 16

 29. f(x) � tan Px  30. f SxD � sec Px

31. sStD �
t

sen t
 32. gSUD �

tan U
U

En los ejercicios 33 a 36, determinar si la función tiene una asín-
tota vertical o una discontinuidad evitable (o removible) en x � �1. 
Representar la función en una herramienta de graficación para 
confirmar la respuesta.

 33. f SxD �
x2 � 1

x � 1
 34. f SxD �

x2 � 6x � 7
x � 1

 35. f SxD �
x2 � 1
x � 1

 36. f SxD �
senSx � 1D

x � 1

En los ejercicios 37 a 54, calcular el límite.

 39. lím
xm2�

 
x

x � 2
 40. lím

xm1�

 
2 � x

1 � x

 41. 
x
1�

x2

	x � 1�2
   42. lím

xm4�

 
x2

x2 � 16

 43. lím
xm�3�

�x 3
x2 � x � 6

 44. lím
xmS�1Y2D�

 
6x2 � x � 1
4x2 � 4x � 3

 45. lím
xm1

 Sx2 � 1DSx � 1D
�x 1

 46. lím
xm3

 
x � 2

x2

 47.  48. 

 49.  50. 

 51.  52. 

 53.  54. lím
xm1Y2

 x2 tanPxlím
xm1Y2

 x sec Px

lím
xm0

  
x � 2
cot x

lím
xmP

  
�x

csc x

lím
xmSPY2D�


�2

cos x
 lím

xm0�

 
2

sen x

lím
xm0�

�x2 �
1
x�lím

xm0�
�1 �

1
x�

x

2 2 4

2

2

4

6

y

Ejercicios1.5

2.

4. f 	x� �
�1

	x � 4�2

f 	x� �
�1

x � 4
1.

3. f 	x� �
1

	x � 4�2

f 	x� �
1

x � 4

37. 38.
x
1�

�1

	x � 1�2
x
�1�

 
1

x � 1
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En los ejercicios 55 a 58, utilizar una herramienta de graficación 
para representar la función y determinar el límite lateral.

 55.  56. 

 57.  58. 

Desarrollo de conceptos

 59. Con sus propias palabras, describir el significado de un límite 
infinito. ¿Es @ un número real?

 60. Con sus propias palabras, describir el significado de la asín-
tota vertical de una gráfica.

 61. Escribir una función racional con asíntotas verticales en  
x � 6 y en x � �2 y un cero en x � 3.

 62. ¿Tiene toda función racional una asíntota vertical? Explicar 
la respuesta.

 63. Utilizar la gráfica de la función f (ver la figura) para construir 
la gráfica de g(x) � 1Yf (x) en el intervalo [�2, 3].

 65. Relatividad De acuerdo con la teoría de la relatividad, la masa 
m de una partícula depende de su velocidad v; es decir:

m �
m0

�1 � Sv2Yc2D
donde m

0
 es la masa cuando la partícula está en reposo y c es 

la velocidad de la luz. Calcular el límite de la masa cuando v 
tiende a c�.

 66. Ley de Boyle En un gas a temperatura constante, la presión P 
es inversamente proporcional al volumen V. Calcular el límite 
de P cuando V m 0�.

 67. Ritmo o velocidad de cambio Una patrulla está estacionada a 
50 pies de un gran almacén (ver la figura). La luz giratoria de 
la parte superior del automóvil gira a un ritmo o velocidad de 
 ,N revolución por segundo. El ritmo o velocidad al que se desplaza 
el haz de luz a lo largo de la pared es r � 50P sec2 U piesYs.

321
1

12

2

x

f

y

 a) Calcular el ritmo o velocidad r cuando U es PY6.
 b) Determinar el ritmo o velocidad r cuando U es PY3.
 c) Encontrar el límite de r cuando U m (PY2)�.

Figura para problema 67 Figura para problema 68

 68. Ritmo o velocidad de cambio Una escalera de 25 pies de largo 
está apoyada en una casa (ver la figura). Si por alguna razón la 
base de la escalera se aleja del muro a un ritmo de 2 pies por 
segundo, la parte superior descenderá con un ritmo dado por

pies/sr �
2x

�625 � x2

donde x es la distancia que hay entre la base de la escalera y 
el muro.

 a) Calcular el ritmo o velocidad r cuando x es 7 pies.
 b) Calcular el ritmo o velocidad r cuando x es 15 pies.
 c) Encontrar el límite de r cuando x m 25�.

 69. Velocidad media En un viaje de d millas hacia otra ciudad, la 
velocidad media de un camión fue de x millas por hora. En el 
viaje de regreso, su velocidad media fue de y millas por hora. 
La velocidad media del viaje de ida y vuelta fue de 50 millas 
por hora.

 a) Verificar que y �
25x

x � 25
. ¿Cuál es el dominio?

 b) Completar la tabla.

¿Difieren los valores de y de los esperados? Explicar la 
respuesta.

 c) Calcular el límite de y cuando x m 25� e interpretar el 
resultado.

 70. Análisis numérico y gráfico Utilizar una herramienta de 
graficación a fin de completar la tabla para cada función y re-
presentar gráficamente cada una de ellas con objeto de calcular 
el límite. ¿Cuál es el valor del límite cuando la potencia de x en 
el denominador es mayor que 3?

 a)  b) 

 c)  d) 

Q

x

50 pies

lím
xm0�

 
x � sen x

x3

lím
xm0�

 
x � sen x

x

lím
xm0�

 
x � sen x

x4

lím
xm0�

 
x � sen x

x2

lím
xm4�

 f SxDlím
xm5�

 f SxD

f SxD � sec 
Px

8
f SxD �

1
x2 � 25

lím
xm1�

 f SxDlím
xm1�

 f SxD

f SxD �
x3 � 1

x2 � x � 1
f SxD �

x2 � x � 1
x3 � 1

Para discusión

 64. Dado un polinomio p(x), ¿será verdad que la gráfica de una 

función dada por f 	x� �
p	x�

x � 1
 tiene una asíntota vertical 

en x � 1? ¿Por qué sí o por qué no?

x 30 40 50 60

y

x 1 0.5 0.2 0.1 0.01 0.001 0.0001

f
x�

2

r

x

25 pies

pies
s
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 71. Análisis numérico y gráfico Considerar la región sombreada 
que queda fuera del sector del círculo con radio de 10 m y dentro 
del triángulo rectángulo de la figura.

 a) Expresar el área A � f(U) de la región en función de U. 
Determinar el dominio de esta función.

 b) Utilizar una herramienta de graficación para completar  
la tabla y representar la función sobre el dominio apro-
piado.

 c) Calcular el límite de A cuando U m (PY2)�.

 72. Análisis numérico y gráfico Una banda en cruz conecta la 
polea de 20 cm (10 cm de radio) de un motor eléctrico con 
otra polea de 40 cm (20 cm de radio) de una sierra circular. El 
motor eléctrico gira a 1 700 revoluciones por minuto.

 a) Determinar el número de revoluciones por minuto de la 
sierra.

 b) ¿Cómo afecta el cruce de la banda a la sierra en relación 
con el motor?

 c) Sea L la longitud total de la correa. Exprese L en función de 
F, donde F se mide en radianes. ¿Cuál es el dominio de la 
función? [Sugerencia: Sumar las longitudes de los tramos 

rectos de la banda y las longitudes de la banda alrededor 
de cada polea.]

 d) Utilizar una herramienta de graficación para completar la 
tabla.

 e) Utilizar una herramienta de graficación para representar la 
función en un dominio apropiado.

 f) Calcular el lím
� 2

 L. Utilizar algún argumento geomé-

trico como base de otro procedimiento para encontrar este 
límite.

 g) Calcular lím
�0

 L.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 73 a 76, determinar si la 
afirmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o 
proporcionar un ejemplo que demuestre que lo es.

 73. La gráfica de una función racional tiene al menos una asíntota 
vertical.

 74. Las funciones polinomiales carecen de asíntotas verticales.

 75. Las gráficas de funciones trigonométricas carecen de aísntotas 
verticales.

 76. Si f tiene una asíntota vertical en x � 0, entonces no está definida 
en x � 0.

 77. Encontrar a continuación las funciones f y g tales que 
lím
x�c

 f x  y lím
x�c

 g x , pero lím
x�c

 f x g x 0.

 78. Demostrar las propiedades restantes del teorema 1.15.

 79. Demostrar que si lím
x�c

 f x , entonces lím
x�c

  
1

f x
0.

 80. Demostrar que si lím
x�c

  
1

f x
0, entonces el lím

x�c
 f x  no existe.

Límites infinitos En los ejercicios 81 y 82, usar la definición b-D 
de límite para demostrar lo afirmado

 81. lím
x�3

 
1

x 3
 82. lím

x�5
 

1

x 5

PROYECTO DE TRABAJO  

Gráficas y límites de las funciones trigonométricas

Recordando, del teorema 1.9, que el límite de f(x) � (sen x)Yx cuando 
x tiende a 0 es 1:

 a) Utilizar una herramienta de graficación para representar la función 
f en el intervalo �P � 0 � P y explicar cómo ayuda esta gráfica 
a confirmar dicho teorema.

 b) Explicar cómo podría usar una tabla de valores para confirmar 
numéricamente el valor de este límite.

 c) Dibujar a mano la gráfica de la función g(x) � sen x. Trazar 
una recta tangente en el punto (0, 0) y estimar visualmente su 
pendiente.

 d) Sea (x, sen x) un punto en la gráfica de g cercano a (0, 0). Escri-
bir una fórmula para la pendiente de la recta secante que une a  
(x, sen x) con (0, 0). Evaluar esta fórmula para x � 0.1 y  
x � 0.01. Después encontrar la pendiente exacta de la recta 
tangente a g en el punto (0, 0).

 e) Dibujar la gráfica de la función coseno, h(x) � cos x. ¿Cuál es la 
pendiente de la recta tangente en el punto (0, 1)? Utilizar límites 
para calcular analíticamente dicha pendiente.

 f ) Calcular la pendiente de la recta tangente a k(x) � tan x en el 
punto (0, 0).

� 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5

f ��

10 m
Q

10 cm 20 cm

F

� 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5

L



Ejercicios de repaso  91

En los ejercicios 1 y 2, determinar si el problema se puede resolver 
usando conocimientos previos al cálculo, o si se requiere el cálculo. 
Resolver el problema si se puede utilizar precálculo. En caso de que 
sea necesario el cálculo, explicar por qué. Encontrar la solución 
usando un método gráfico o numérico.

 1. Calcular la distancia entre los puntos (1, 1) y (3, 9) a lo largo de 
la curva y � x2.

 2. Calcular la distancia entre los puntos (1, 1) y (3, 9) a lo largo de 
la recta y � 4x � 3.

En los ejercicios 3 y 4, completar la tabla y usar el resultado para 
estimar el límite. Utilizar una herramienta de graficación para 
representar la función y corroborar el resultado.

 3. 

 4. 

En los ejercicios 5 a 8, encontrar el límite L. Después utilizar la 
definición b-D para demostrar que el límite es L.

 5.  6. 

 7.  8. 

En los ejercicios 9 y 10, utilizar la gráfica para determinar cada 
límite.

 9.

En los ejercicios 11 a 26, encontrar el límite (si existe).

 11.  12.

 13.  14. 

 15.  16. 

 17.  18. 

 19.  20.

 21.  22.

 23.  24.

 25. 

 26. 

En los ejercicios 27 a 30, calcular el límite, dado que lím f(x) � 
� I  y lím g(x) �2<. 

xmc

 
xmc

 27.  28.

 26.  29.

Análisis numérico, gráfico y analítico En los ejercicios 31 y 32, con-
siderar

 a) Completar la tabla para estimar el límite.
 b) Utilizar una herramienta de graficación para representar la 

función y usar la gráfica para estimar el límite.
 c) Racionalizar el numerador y calcular de manera analítica el 

valor exacto del límite.

 31. 

 32. 

Objeto en caída libre En los ejercicios 33 y 34, utilizar la función 
posición s(t) � �4.9t2 � 250, que da la altura en metros de un 
objeto que cae libremente desde una altura de 250 metros. Su 
velocidad en el instante t � a segundos está dada por

 33. Calcular la velocidad cuando t � 4.

 34. ¿A qué velocidad golpeará el suelo?

lím
xm0

 
4 x � 2 � 2

x

lím
xm0

  
4 x � 2 � 2

x

lím
xm0

 
4 � x � 2

x
lím
xm4

 
x � 2

x � 4

lím
tm3

 
t 2 � 9
t � 3

lím
tm�2

 
t � 2
t 2 � 4

lím
ym4

 3 y � 1lím
tm4

 t � 2

lím
xm0

 g xlím
xm3

 g xlím
xm�1

 h xlím
xm0

 h x

lím
xm5

 9

lím
xm9

 x

lím
xm�5

 
x3 � 125

x � 5

lím
xmc

 f x � 2g x

lím
xmc

 f x g x

lím
tma

 
s a � s t

a � t
.

Sugerencia: a3 � b3 � a � b a2 � ab � b2

f x �
1 � 3 x

x � 1

f x �
2x � 1 � 3

x � 1

lím ( )
1x

f x
m �

Ejercicios de repaso1

x �0.1 �0.01 �0.001 0.001 0.01 0.1

f x

1 � x2

x � 4

lím
xm2

 

lím
xm1

 

10. g x �
�2x

x � 3
h x �

4x � x2

x

x

y

�3 3 6

�6

�9

3

6

9

x

y

�1 1 2 3 4

1

2

3

4

6

lím
x�4

 
3x � 1

x �

�

4

x�7 

410 � x
x�6

2 x � 2

lím
sm0

 
1 1 � s � 1

s
lím
xm0

 
1 x � 1 � 1

x

lím
xm�2

 
x2 � 4
x3 � 8

lím
xm0

 
1 � cos x

sen x
lím

xmP 4
 

4x

tan x

[Sugerencia: ]sen U � F � sen Ucos F � cos Usen F

lím
$xm0

 
sen P 6 � $x � 1 2

$x

[Sugerencia: ]cos U � F � cos Ucos F � sen Usen F

lím
$xm0

 
cos P � $x � 1

$x

x�c 

2

x�c

 f x

g x
 

f x

x 1.1 1.01 1.001 1.0001

f x

a) b) a) b)
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En los ejercicios 35 a 40, encontrar el límite (si lo hay). Si no existe 
límite, explicar por qué.

 35. 

 36. 

 37. 

 38. 

 39. 

 40. 

En los ejercicios 41 a 52, determinar los intervalos en los que la 
función es continua.

41.   42.

 43.  44.

 45. 

 46. 

 47.  48. 

 49.  50. 

 51.  52. 

 53. Determinar el valor de c para el que la función es continua en 
toda la recta de los números reales.

 54. Determinar los valores de b y c que hacen a la función continua 
sobre toda la recta de los números reales:

 55. Utilizar el teorema de valor intermedio para demostrar que  
f(x) � 2x3 �3 tiene un cero en el intervalo [1, 2].

 56. Costo de mensajería El envío de un paquete por mensajería 
de Nueva York a Atlanta cuesta $12.80 por la primera libra y 
$2.50 por cada libra o fracción adicional. Utilizar la función 
parte entera para elaborar un modelo que describa el costo C de 
envío por mensajería para un paquete de x libras. Utilizar una 
herramienta de graficación para representar la función y analizar 
su continuidad.

 57. Sea f x �
x2 � 4
x � 2

.  Encontrar los siguientes límites (si es 
posible).

 a) lím
x

f x
m 2

( )

 b) lím
x

f x
m �2

( )

 c) lím
x

f x
m2

( )

 58. Sea f x x x( ) ( )� 1

 a) Encontrar el dominio de f.
 b) Calcular lím

x
f x

m 0
( ) .

 c) Calcular lím
x

f x
m �1

( ) .

En los ejercicios 59 a 62, encontrar las asíntotas verticales (si las 
hay) de la gráfica de la función.

 59.  60. 

 61.  62. 

En los ejercicios 63 a 74, encontrar el límite lateral (si existe).

 63.  64. 

 65.  66. 

 67.  68. 

 69.  70. 

 71.  72. 

 73.  74. 

 75. Medio ambiente Una central térmica quema carbón para 
generar energía eléctrica. El costo C, en dólares, de eliminar 
p% de las sustancias contaminantes del aire en sus emisiones 
de humo es

Calcular cuánto cuesta eliminar a) 15%, b) 50% y c) 90% de los 
contaminantes. d) Encontrar el límite de C cuando p m 100�.

 76. La función f está definida como

 a) Encontrar lím
xm0

 
tan 2x

x
 (si existe).

 b) ¿Puede definirse la función f en x � 0 de manera que sea 
continua en ese punto?

donde

donde

donde

donde f s �
�s2 � 4s � 2,

s2 � 4s � 6,
   

s b �2

s > �2
lím

sm�2
  f s ,

h t �
t 3 � 1,
1
2 t � 1 ,

   
t < 1

t r 1
lím
tm1

 h t ,

g x �
1 � x,

x � 1,
   

x b 1

x > 1
lím

xm1�
 g x ,

f x �
x � 2 2,

2 � x,
   

x b 2

x > 2
lím
xm2

 f x ,

lím
xm4

 x � 1

lím
xm3�

 
x � 3
x � 3

 

f x � x � 3

f x �
x � 1,
x2 � bx � c,

    1 < x < 3
    x � 2 r 1

f x �
x � 3,
cx � 6,

     x b 2
     x > 2

f x � csc Pxf x �
8

x � 10 2

h x �
4x

4 � x2g x � 1 �
2
x

lím
xm0�

 
cos2 x

x
lím

xm0�
 
csc 2x

x

lím
xm0�

 
sec x

x
lím

xm0�
 
sen 4x

5x

lím
xm2�

 
1

3 x2 � 4
lím

xm0�
 x �

1
x3

lím
xm�1�

 
x2 � 2x � 1

x � 1
lím

xm1�
 
x2 � 2x � 1

x � 1

lím
xm�1�

 
x � 1
x4 � 1

lím
xm�1�

 
x � 1
x3 � 1

lím
xm 1 2 �

 
x

2x � 1
lím

xm�2�
 
2x2 � x � 1

x � 2

0 b p < 100.C �
80 000p

100 � p
,

x p 0f x �
tan 2x

x
,

f x �
3x2 � x � 2

x � 1

f x � tan 2xf x � csc 
Px

2

f x �
x � 1

2x � 2
f x �

3
x � 1

f x �
x � 1

x
f x �

1
x � 2 2

f x �
5 � x,
2x � 3,

   x b 2
   x > 2

f x �
3x2 � x � 2,
     x � 1
0,

    
x p 1

x � 1

f x � �3x2 � 7 f x � x2 �
2

x



 1. Sea P(x, y) un punto de la parábola y � x2 en el primer cuadran-
te. Considerar el triángulo $PAO formado por P, A(0, 1) y el 
origen O(0, 0), y el triángulo $PBO formado por P, B(1, 0) y 
el origen.

 a) Dar el perímetro de cada triángulo en términos de x.
 b) Sea r(x) la relación entre los perímetros de ambos trián-

gulos,

Completar la tabla.

 c) Calcular lím
xm �0

r(x).

 2. Sea P(x, y) un punto de la parábola y � x2 en el primer cuadran-
te. Considerar el triángulo $PAO formado por P, A(0, 1) y el 
origen O(0, 0), y el triángulo $PBO formado por P, B(1, 0) y el 
origen:

 a) Determinar el área de cada triángulo en términos de x.
 b) Sea a(x) la relación entre las áreas de ambos triángulos,

Completar la tabla.

 c) Calcular lím
x

a x
m �0

( ) .

3. a) Calcular el área de un hexágono regular inscrito en un círcu-
lo de radio 1. ¿Cuánto se acerca su área a la del círculo?

 b) Encontrar el área A
n
 de un polígono regular con n lados 

inscrito en un círculo de radio 1. Elaborar su respuesta 
como una función de n.

 c) Completar la tabla.

 
d) ¿Qué número es cada vez mayor cuando A

n
 tiende a n?

 4. Sea P(3, 4) un punto de la circunferencia x2 � y2 � 25.

 a) ¿Cuál es la pendiente de la recta que une a P con  
O(0, 0)?

 b) Encontrar la ecuación de la recta tangente a la circun-
ferencia en P.

 c) Sea Q(x, y) otro punto que se encuentra en el primer cua-
drante y forma parte de la misma circunferencia. Calcular 
la pendiente m

x
 de la recta que une a P con Q en términos 

de x.
 d) Calcular lím

x
m

m3 x
. ¿Cómo se relaciona este número con la

  respuesta al apartado b)?

 5. Sea P(5, �12) un punto de la circunferencia x2 � y2 � 169.

 a) ¿Cuál es la pendiente de la recta que une a P con O(0, 0)?

 b) Encontrar la ecuación de la recta tangente a la circun-
ferencia en P.

 c) Sea Q(x, y) otro punto que se encuentra en el cuarto cua-
drante y forma parte de la misma circunferencia. Calcular 
la pendiente m

x
 de la recta que une a P con Q en términos 

de x.

 d) Calcular lím
x

m
m5 x

. ¿Cómo se relaciona este número con la

  respuesta al apartado b)?

a x �
Área PBO

Área PAO
.

r x �
Perímetro  PAO

Perímetro  PBO
.

Figura para 3 Figura para 4

22

6

6

2

66
x

P(3, 4)

Q

O

y

55

15

5

1515
x

P(5, 12)

Q
O

y

Solución de problemas  93

Solución de problemasSP

x 4 2 1 0.1 0.01

r x

PAO

PBO

x 4 2 1 0.1 0.01

a x

rea PBO

rea PAO

n 6 12 24 48 96

An

x

A
P

O

B

1

1

y

x

A
P

O

B

1

1

y

1
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 6. Encontrar valores de las constantes a y b tales que

 7. Considerar la función 

 a) Encontrar el dominio de f.
 b) Utilizar una herramienta de graficación para representar la 

función.
 c) Calcular lím

x
f x

m �27
( ).

 d) Calcular lím
x

f x
m1

( ).

 8. Determinar todos los valores de la constante a tales que la 
siguiente función sea continua en todos los números reales.

 9. Considerar las gráficas de las funciones g
1
, g

2
, g

3
 y g

4
:

Para cada una de las condiciones dadas de la función f, ¿cuál 
gráfica podría ser una gráfica de f?

 a) lím
x

f x
m

�
2

3( )

 b) f es continua en 2.
 c) lím

x
f x

m 
�

2
3( )

 10. Construir la gráfica de la función .f x �
1
x

 a) Evaluar f( ,I ), f(3) y f(1).
 b) Evaluar los límites lím lím lím y

x x x
f x f x f x

m m m � 1 1 0
( ), ( ), ( )

  
lím
x

f x
m �0

( ).

 c) Analizar la continuidad de la función.

 11. Construir la gráfica de la función f(x) � x � �x .

 a) Evaluar f(1), f(0), f( ,N ) y f(�2.7).

 b) Evaluar los límites lím lím y lím
x x x

f x f x f x
m m m �1 1 1

2

( ), ( ) ( ).

 c) Analizar la continuidad de la función.

 12. Para que un cohete escape del campo gravitacional de la Tierra, 
se debe lanzar con una velocidad inicial denominada velocidad 
de escape. Un cohete lanzado desde la superficie de la Tierra 
tiene una velocidad v (en millas por segundo) dada por:

donde v
0
 es la velocidad inicial, r es la distancia entre el cohete 

y el centro de la Tierra, G es la constante gravitacional, M es 
la masa de la Tierra y R es el radio de la Tierra (4 000 millas, 
aproximadamente).

 a) Encontrar el valor de v
0
 para el que se obtiene un límite 

infinito para r cuando v tiende a cero. Este valor de v
0
 es la 

velocidad de escape para la Tierra.
 b) Un cohete lanzado desde la superficie de la Luna se traslada 

con una velocidad v (en millas por segundo) dada por

Encontrar la velocidad de escape para la Luna.
 c) Un cohete lanzado desde la superficie de un planeta se 

traslada con una velocidad v (en millas por segundo) dada 
por

Encontrar la velocidad de escape de este planeta. ¿Es la 
masa de este planeta mayor o menor que la de la Tierra? 
(Suponer que la densidad media de este planeta es igual a 
la de la Tierra.)

 13. Para números positivos a � b, la función pulso se define  
como:

donde H x �
1,
0,

      x r 0
      x < 0

 es la función de Heaviside.

 a) Trazar la gráfica de la función pulso.
 b) Encontrar los siguientes límites:

 c) Analizar la continuidad de la función pulso.
 d) ¿Por qué

se llama función pulso unitario?

 14. Sea a una constante diferente de cero. Comprobar que si  
lím
x

f x L
m

�
0

( ) , entonces lím
x

f ax L
m

�
0

( ) . Demostrar por medio 

de un ejemplo que a debe ser distinta de cero.

f x �
3 � x1 3 � 2

x � 1
.

f x �

 ax
tan x

,
    

    x r 0

a2 � 2,     x < 0

x
321

1

2

3

g1

y

x
321

1

2

3

g2

y

x

321

1

2

3

g3

y

x

321

1

2

3
g4

y

v �
2GM

r
� v0

2 �
2GM

R

192 000
r

� v0
2 � 48

v �
1 920

r
� v0

2 � 2.17.

v �
10 600

r
� v0

2 � 6.99.

Pa,b x � H x � a � H x � b �

0,
1,
0,

      x < a

      a b x < b

      x r b

U x �
1

b � a
 Pa,b x

i) ii)

iii) iv) lím
xmb�

 Pa,b xlím
xmb�

 Pa,b x

lím
xma�

 Pa,b xlím
xma�

 Pa,b x

lím
xm0

 
a � bx � 3

x
� 3.
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Derivación 
En este capítulo se estudiará uno de los 
procesos más importantes del cálculo: la 
derivación. En cada sección se aprenderán 
nuevos métodos y reglas para encontrar 
derivadas de funciones. Posteriormente 
se aplicarán estas reglas para entender 
conceptos como la velocidad, la acele-
ración y las razones de cambio de dos o 
más variables relacionadas.

En este capítulo, se aprenderá:

Cómo encontrar la derivada de una  n
función utilizando la definición de 
límite y se entenderá la relación entre 
derivabilidad y continuidad. (2.1)

Cómo encontrar la derivada de una  n
función con las reglas básicas de 
derivación. (2.2)

Cómo encontrar la derivada de una  n
función con la regla del producto y la 
regla del cociente. (2.3)

Cómo encontrar la derivada de una  n
función con la regla de la cadena y la 
regla general de la potencia. (2.4)

Cómo encontrar la derivada de una  n
función con derivación implícita. (2.5)

Cómo determinar una razón de  n
cambio relacionada. (2.6)

■

■

Cuando salta de una plataforma, la velocidad de un clavadista es ligeramente 
positiva a causa del movimiento hacia arriba, pero se convierte en negativa 
en la caída. ¿Cómo puede utilizarse el cálculo para determinar la velocidad 
de un clavadista cuando se impacta sobre el agua? (Ver la sección 2.2, 
ejemplo 10.)

Para aproximar la pendiente de la recta tangente a una gráfica en un punto dado, se determina la pendiente de la 

secante que va de un punto de la gráfica a otro punto. A medida que este segundo punto se acerca al punto dado,  

la aproximación tiende a tornarse más exacta (ver la sección 2.1).

2

9595



2.1 La derivada y el problema de la recta tangente
■ Hallar la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto.

■ Usar la definición de límite para calcular la derivada de una función.

■ Comprobar la relación entre derivabilidad y continuidad.

El problema de la recta tangente

El cálculo se desarrolló a la sombra de cuatro problemas en los que estaban trabajando los 
matemáticos europeos en el siglo XVII.

1. El problema de la recta tangente (sección 1.1 y esta sección)
2. El problema de la velocidad y la aceleración (secciones 2.2 y 2.3)
3. El problema de los máximos y mínimos (sección 3.1)
4. El problema del área (secciones 1.1 y 4.2)

Cada uno de ellos involucra la noción de límite y podría servir como introducción al  
cálculo.

En la sección 1.1 se hizo una breve introducción al problema de la recta tangente. 
Aunque Pierre de Fermat (1601-1665), René Descartes (1596-1650), Christian Huygens 
(1629-1695) e Isaac Barrow (1630-1677) habían propuesto soluciones parciales, la pri-
mera solución general se suele atribuir a Isaac Newton (1642-1727) y a Gottfried Leibniz 
(1646-1716). El trabajo de Newton respecto a este problema procedía de su interés por la 
refracción de la luz y la óptica.

¿Qué quiere decir que una recta es tangente a una curva en un punto? En una circun-
ferencia, la recta tangente en un punto P es la recta perpendicular al radio que pasa por P, 
como se muestra en la figura 2.1.

Sin embargo, en una curva general el problema se complica. Por ejemplo, ¿cómo se 
podrían definir las rectas tangentes que se observan en la figura 2.2? Afirmando que una 
recta es tangente a una curva en un punto P si toca a la curva en P sin atravesarla. Tal defini-
ción sería correcta para la primera curva de la figura 2.2, pero no para la segunda. También 
se podría decir que una recta es tangente a una curva si la toca o hace intersección en ella 
exactamente en el punto P, definición que serviría para una circunferencia pero no para 
curvas más generales, como sugiere la tercera curva de la figura 2.2.

E X P L O R A C I Ó N

Identificación de una recta tangente Utilizar una herramienta de graficación para re-
presentar la función ƒ(x) � 2x3 � 4x2 � 3x � 5. En la misma pantalla, dibujar la gráfica 
y � x � 5, y � 2x � 5 y y � 3x � 5. ¿Cuál de estas rectas, si es que hay alguna, parece 
tangente a la gráfica de ƒ en el punto (0, �5)? Explicar el razonamiento.

ISAAC NEWTON (1642-1727)

Además de sus trabajos relativos al Cálculo, 
Newton aportó contribuciones a la Física 
tan revolucionarias como la Ley de la 
Gravitación Universal y sus tres leyes del 
movimiento.

x

P

y

Recta tangente a una circunferencia
Figura 2.1

M
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y 
E
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tu
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ry

Recta tangente a una curva en un punto
Figura 2.2

x

P

y � f (x)

y

x

P
y � f (x)

y

x

P

y = f (x)

y
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En esencia, el problema de encontrar la recta tangente en un punto P se reduce al de 
calcular su pendiente en ese punto. Se puede aproximar la pendiente de la recta tangente 
usando la recta secante* que pasa por P y por otro punto cercano de la curva, como se mues-
tra en la figura 2.3. Si (c, ƒ(c)) es el punto de tangencia y (c � $x, ƒ(c � $x)) es el otro 
punto de la gráfica de ƒ, la pendiente de la recta secante que pasa por ambos puntos se en-
cuentra sustituyendo en la fórmula

 Cambio en y 

 Cambio en x 
.

 Pendiente de la recta secante.

El miembro de la derecha en esta ecuación es un cociente de incremento o de diferencias. 
El denominador $x es el cambio (o incremento) en x y el numerador $y � ƒ(c � $x) � 
ƒ(c) es el cambio (o incremento) en y.

La belleza de este procedimiento radica en que se pueden obtener más aproximaciones 
y más precisas de la pendiente de la recta tangente tomando puntos de la gráfica cada vez 
más próximos al punto P de tangencia, como se muestra en la figura 2.4.

DEFINICIÓN DE LA RECTA TANGENTE CON PENDIENTE m

Si ƒ está definida en un intervalo abierto que contiene a c y además existe el límite

lím
$xm0

 
$y
$x

� lím
$xm0

f c � $x � f c
$x

� m

entonces la recta que pasa por (c, ƒ(c)) y cuenta con una pendiente m es la recta 
tangente a la gráfica de ƒ en el punto (c, ƒ(c)).

La pendiente de la recta tangente a la gráfica de ƒ en el punto (c, ƒ(c)) se llama también 
pendiente de la gráfica de f en x � c.

Recta secante que pasa por (c, ƒ(c)) y  
(c � $x, ƒ(c � $x))
Figura 2.3

x

(c � $x, f(c � $x))

f (c � $x)  f (c) = $y

$x

(c, f (c))

y

* El uso de la palabra secante procede del latín secare, que significa cortar, y no es una referencia a la función 
trigonométrica del mismo nombre.

Aproximaciones a la recta tangente
Figura 2.4

EL PROBLEMA DE LA RECTA TANGENTE

En 1637 el matemático René Descartes 
afirmó lo siguiente respecto al problema de 
la recta tangente:

“Y no tengo inconveniente en afirmar que 
éste no es sólo el problema de Geometría más 
útil y general que conozco, sino incluso el 
que siempre desearía conocer.”

msec �
f c � $x � f c

c � $x � c

 m �
y2 � y1

x2 � x1

msec �
f c � $x � f c

$x
.

Tangent line

x

x

x

y

y

y

(c, f (c))

x  0

(c, f (c))

(c, f (c))

(c, f (c))

x  0

x

y

(c, f (c))

x

y

(c, f (c))

(c, f (c))

Tangent line

x

y

(c, f (c))

Recta tangente Recta tangente
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EJEMPLO 1 La pendiente de la gráfica de una función lineal

Encontrar la pendiente de la gráfica de

ƒ(x) � 2x � 3

en el punto (2, 1).

Solución Para encontrar la pendiente de la gráfica de ƒ cuando c � 2, aplicar la definición 
de la pendiente de una recta tangente como se muestra a continuación:

La pendiente de ƒ en (c, ƒ(c)) � (2, 1) es m � 2, como se observa en la figura 2.5.
 

NOTA  En el ejemplo 1, la definición de la pendiente de ƒ por medio de límites concuerda con la 
definición analizada en la sección P.2. 

La gráfica de una función lineal tiene la misma pendiente en todos sus puntos. Esto no 
sucede en las funciones no lineales, como se puede observar en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2 Rectas tangentes a la gráfica de una función no lineal

Calcular las pendientes de las rectas tangentes a la gráfica de

ƒ(x) � x2 � 1

en los puntos (0, 1) y (�1, 2), que se ilustran en la figura 2.6.

Solución Sea (c, ƒ(c)) un punto cualquiera de la gráfica de ƒ. La pendiente de la recta 
tangente en él se encuentra mediante:

De tal manera, la pendiente en cualquier punto (c, ƒ(c)) de la gráfica de ƒ es m � 2c. En el 
punto (0, 1) la pendiente es m � 2(0) � 0 y en (�1, 2) la pendiente es m � 2(�l) � �2.

NOTA  Observar que en el ejemplo 2, c se mantiene constante en el proceso de límite (cuando  
$x m 0).  

La pendiente de ƒ en (2, 1) es m � 2
Figura 2.5

x
1 2 3

3

2

1 (2, 1)

m = 2

f (x) � 2x  3

$x  �1

$y  �2

y

 � 2

 � lím
$xm0  2

 � lím
$xm0

   
2$x
$x

 � lím
$xm0  

4 � 2$x � 3 � 4 � 3
$x

 lím
$xm0

 
f 2 � $x � f 2

$x
� lím

$xm0
 

2 2 � $x � 3 � 2 2 � 3
$x

 � 2c.

 � lím
$xm0

 2c � $x

 � lím
$xm0

 
2c $x � $x 2

$x

 � lím
$xm0

 
c2 � 2c $x � $x 2 � 1 � c2 � 1

$x

 lím
$xm0

 
f c � $x � f c

$x
� lím

$xm0
 

c � $x 2 � 1 � c2 � 1
$x

4

21

3

2

2 1
x

Recta tangente 
en (0, 1)

Recta
tangente 
en (���	

f (x) = x2 � 1

y

La pendiente de ƒ en un punto cualquiera 
(c, ƒ(c)) es m � 2c

Figura 2.6
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La definición de la recta tangente a una curva no incluye la posibilidad de una recta 
tangente vertical. Para éstas, se usa la siguiente definición. Si ƒ es continua en c y

o lím
$xm0

 
f c � $x � f c

$x
� �@ lím

$xm0
 
f c � $x � f c

$x
� @

la recta vertical, x � c, que pasa por (c, ƒ(c)) es una recta tangente vertical a la gráfica de 
ƒ, por ejemplo, la función que se muestra en la figura 2.7 tiene tangente vertical en (c, ƒ(c)). 
Si el dominio de ƒ es el intervalo cerrado [a, b], se puede ampliar la definición de recta 
tangente vertical de manera que incluya los extremos, considerando la continuidad y los 
límites por la derecha (para x � a) y por la izquierda (para x � b).

Derivada de una función

Se ha llegado a un punto crucial en el estudio del cálculo. El límite utilizado para definir la 
pendiente de una recta tangente también se utiliza para definir una de las dos operaciones 
fundamentales del cálculo: la derivación.

DEFINICIÓN DE LA DERIVADA DE UNA FUNCIÓN

La derivada de ƒ en x está dada por

f� x � lím
$xm0

  
f x � $x � f x

$x

siempre que exista ese límite. Para todos los x para los que exista este límite, f � es 
una función de x.

Observar que la derivada de una función de x también es una función de x. Esta “nueva” 
función proporciona la pendiente de la recta tangente a la gráfica de ƒ en el punto (x, ƒ(x)), 
siempre que la gráfica tenga una recta tangente en dicho punto.

El proceso de calcular la derivada de una función se llama derivación. Una función es 
derivable en x si su derivada en x existe, y derivable en un intervalo abierto (a, b) si es 
derivable en todos y cada uno de los puntos de ese intervalo.

Además de ƒ�(x), que se lee “ƒ prima de x”, se usan otras notaciones para la derivada 
de y � ƒ(x). Las más comunes son:

f� x ,    
dy

dx
,    y�,    

d

dx
f x ,    Dx y . Notaciones para la derivada.

La notación dy dx se lee “derivada de y con respecto a x” o simplemente “dy, dx”. Usando 
notaciones de límites, se puede escribir

La gráfica de ƒ tiene recta tangente vertical 
en (c, ƒ(c))
Figura 2.7

x

Recta 
tangente
vertical

c

(c, f (c))

y

 � f� x .

 � lím
$xm0  

f x � $x � f x

$x

 
dy

dx
� lím

$xm0  
$y

$x
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EJEMPLO 3 Cálculo de la derivada mediante el proceso de límite

Calcular la derivada de ƒ(x) � x3 � 2x.

Solución

 Definición de derivada.

 

Cabe recordar que la derivada de una función ƒ es en sí una función, misma que puede 
emplearse para encontrar la pendiente de la recta tangente en el punto (x, ƒ(x)) de la gráfica 
de ƒ.

EJEMPLO 4 Uso de la derivada para calcular la pendiente en un punto

Encontrar ƒ�(x) para ƒ(x) � x. Calcular luego la pendiente de la gráfica de ƒ en los puntos 
(1, 1) y (4, 2). Analizar el comportamiento de ƒ en (0, 0).

Solución Se racionaliza el numerador, como se explicó en la sección 1.3.

 Definición de derivada.

En el punto (1, 1) la pendiente es ƒ�(1) � ,N . En el punto (4, 2) la pendiente es ƒ�(4) � ,I . Ver 
la figura 2.8. En el punto (0, 0) la pendiente no está definida. Además, la gráfica de ƒ tiene 
tangente vertical en (0, 0). 

AYUDA DE ESTUDIO  Cuando se use la 
definición para encontrar la derivada de 
una función, la clave consiste en volver 
a expresar el cociente incremental  
(o cociente de diferencias), de manera 
que $x no aparezca como factor del 
denominador.

 3x2 2

 lím
x 0  3x2 3x x x 2 2

 lím
x 0  

x 3x2 3x x x 2 2
x

 lím
x 0  

3x2 x 3x x 2 x 3 2 x
x

 lím
x 0  

x3 3x2 x 3x x 2 x 3 2x 2 x x3 2x
x

 lím
x 0  

x x 3 2 x x x3 2x
x

 f x lím
x 0

  
f x x f x

x

La pendiente de ƒ en (x, ƒ(x)), x  � 0, es  
m � 1 2�@x  

Figura 2.8

 �
1

2 x
, x > 0

 � lím
�x 0  

1

x � �x � x

 � lím
�x 0  

�x

�x x � �x � x
 

 � lím
�x 0  

x � �x x

x x x x

 lím
x 0  

x x x

x

x x x

x x x

 lím
x 0  

x x x
x

 f x lím
x 0

  
f x x f x

x

x
1

2

2

3

3 4

(1, 1)

(4, 2)

(0, 0)

m � 1
2

m � 1
4

y

f (x) =    x
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y 

 � �
2
t2.

 � lím
$tm0  

�2
t t � $t

 � lím
$tm0  

�2$t
$t t t � $t

 � lím
$tm0  

2t � 2 t � $t
t t � $t

$t

f t � 2 t. f t � $t � 2 t � $t � lím
$tm0  

2
t � $t

�
2
t

$t

 
dy
dt

� lím
$tm0  

f t � $t � f t
$t

En muchas aplicaciones, resulta conveniente usar una variable independiente distinta 
de x, como se manifiesta en el ejemplo 5.

EJEMPLO 5 Cálculo de la derivada de una función

Encontrar la derivada de la función y � 2 t respecto a t.

Solución Considerando y � ƒ(t), se obtiene

 Definición de derivada.

 Combinar las fracciones del numerador.

 Cancelar el factor común $t.

 Simplificar.

 Evaluar el límite cuando $t m 0.

 TECNOLOGÍA Se puede utilizar una herramienta de graficación para corroborar el 
resultado del ejemplo 5. Es decir, usando la fórmula dy dt � �2 t2, se sabe que la pen-
diente de la gráfica de y � 2 t en el punto (1, 2) es m � �2. Esto implica que, usando la 
forma punto-pendiente, una ecuación de la recta tangente a la gráfica en (1, 2) es

y � 2 � �2(t � 1) o y � �2t � 4

como se muestra en la figura 2.9.

Derivabilidad y continuidad

La siguiente forma alternativa como límite de la derivada es útil al investigar la relación que 
existe entre derivabilidad y continuidad. La derivada de ƒ en c es

f� c � lím
xmc

 
f x � f c

x � c
 Fórmula alternativa de la derivada.

siempre que dicho límite exista (ver la figura 2.10). (En el apéndice A se demuestra la equi-
valencia de ambas fórmulas.) Observe que la existencia del límite en esta forma alternativa 
requiere que los límites unilaterales

y lím
xmc�   

f x � f c
x � c

lím
xmc�  

f x � f c
x � c

 

existan y sean iguales. Estos límites laterales se denominan derivada por la izquierda y 
por la derecha, respectivamente. Se dice que ƒ es derivable en un intervalo cerrado [a, b] 
si es derivable en (a, b) y existen además la derivada por la derecha en a y la derivada por 
la izquierda en b.

En el punto (1, 2) la recta y � �2t � 4 es 
tangente a la gráfica de y � 2 t

Figura 2.9

Cuando x tiende a c, la recta secante se 
aproxima a la recta tangente
Figura 2.10

4

0

0

6

(1, 2)

y � 2t � 4

y � 2
t

x
c x

x − c

(c, f (c))

(x, f (x))

f (x) − f (c)

y
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Si una función no es continua en x � c, no puede ser derivable en x � c. Por ejemplo, 
la función parte entera o mayor entero

f x � x

no es continua en x � 0, y en consecuencia no es derivable en x � 0 (ver la figura 2.11). 
Esto se comprueba con sólo observar que

 Derivada por la izquierda.

y

 Derivada por la derecha.

Aunque es cierto que derivable implica continua (como se muestra en el teorema 2.1), el 
recíproco no es cierto. En otras palabras, puede ocurrir que una función sea continua en 
x � c y no sea derivable en x � c. Los ejemplos 6 y 7 ilustran tal posibilidad.

EJEMPLO 6 Una gráfica con un punto angular

La función

f x � x � 2

que se muestra en la figura 2.12 es continua en x � 2. Sin embargo, los límites unilaterales

lím
xm2�

 
f x � f 2

x � 2
� lím

xm2�
 

x � 2 � 0
x � 2

� �1 Derivada por la izquierda.

y

lím
xm2�

 
f x � f 2

x � 2
� lím

xm2�
 

x � 2 � 0
x � 2

� 1  Derivada por la derecha.

no son iguales. Por consiguiente, ƒ no es derivable en x � 2 y la gráfica de ƒ no tiene una 
recta tangente en el punto (2, 0).

EJEMPLO 7 Una gráfica con una recta tangente vertical

La función

ƒ(x) � x1 3 

es continua en x � 0, como se observa en la figura 2.13. Sin embargo, como el límite

es infinito, se puede concluir que la recta tangente en x � 0 es vertical. Por tanto, ƒ no es 
derivable en x � 0. 

En los ejemplos 6 y 7 se puede observar que una función no es derivable en un punto 
donde su gráfica cuenta con un punto angular o una tangente vertical.

La función parte entera no es derivable en  
x � 0, ya que no es continua en ese punto
Figura 2.11

ƒ no es derivable en x � 2, porque las 
derivadas laterales no son iguales
Figura 2.12

ƒ no es derivable en x � 0, porque tiene 
tangente vertical en ese punto
Figura 2.13

lím
xm0�   

f x � f 0
x � 0

� lím
xm0�

 
x � 0

x
� 0.

lím
xm0�

 
f x � f 0

x � 0
� lím

xm0�
 

x � 0
x

� @

 � @

 � lím
xm0

 
1

x2 3

 lím
xm0

 
f x � f 0

x � 0
� lím

xm0
 
x1 3 � 0

x

f (x) = 

x

[[ ]]

1

2

1 2 312

2

x

y

2

1

3

4321
x

m � 1

m � 1

f (x) � x  2| |

y

x
1

1

21

1

2

f (x) � x1/3

y
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TEOREMA 2.1 DERIVABLE IMPLICA CONTINUA

Si ƒ es derivable en x � c, entonces ƒ es continua en x � c.

DEMOSTRACIÓN  Para comprobar que ƒ es continua en x � c bastará con mostrar que ƒ(x) 
tiende a ƒ(c) cuando x m c. Para tal fin, usar la derivabilidad de ƒ en x � c considerando 
el siguiente límite.

Puesto que la diferencia ƒ(x) � ƒ(c) tiende a cero cuando x m c, se puede concluir que 
 lím
x c

 f x f c).  De tal manera, ƒ es continua en x � c. 

Los siguientes enunciados expresan en forma resumida la relación que existe entre 
continuidad y derivabilidad:

1. Si una función es derivable en x � c, entonces es continua en x � c. Por tanto, derivable 
implica continua.

2. Es posible que una función sea continua en x � c sin ser derivable. En otras palabras, 
continua no implica derivable (ver el ejemplo 6).

 TECNOLOGÍA Algunas herra-
mientas de graficación utilizan los 
programas de cálculo Maple, Ma-
thematica y TI89, para realizar una 
derivación simbólica. Otros la hacen 
numérica, calculando valores de la 
derivada mediante la fórmula

f x
f x x f x x

2 x

donde $x es un número peque-
ño como 0.001. ¿Observa algún 
problema con esta definición? Por 
ejemplo, usándola ¿cuál sería la 
derivada de ƒ(x) � x  en x � 0?

 0

 0 f c

 lím
x c

 x c lím
x c

 
f x f c

x c

 lím
x c

 f x f c lím
x c

 x c
f x f c

x c
 

En los ejercicios 1 y 2, estimar la pendiente de la curva en los 
puntos (x1, y1) y (x2, y2).

 1. a)   b) 

 2. a)   b) 

Con el fin de resolver los ejercicios 3 y 4, utilizar la gráfica que se 
muestra a continuación.

 3. Identificar o trazar en la figura cada una de las cantidades si-
guientes.

 a)  b) 

 c) 

 4. Escribir un símbolo de desigualdad (� o �) entre las cantidades 
dadas.

 a) 

 b) 

y

x

(x1, y1)

(x2, y2)

y

x
(x1, y1)

(x2, y2)

y

x
(x1, y1)

(x2, y2)

y

x

(x1, y1)
(x2, y2)

x
1

1

2

2

3

3

5

5

4

4

6

6

(1, 2)

(4, 5)
f

y

y 

y
f 4 f 1

4 1
x 1 f 1

f 4 f 1f 4f 1

f 4 f 1

4 1
  f 1

f 4 f 1

4 1
  

f 4 f 3

4 3

Ejercicios2.1
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En los ejercicios 5 a 10, encontrar la pendiente de la recta tangente 
a la gráfica de la función en el punto dado.

 5.  6. 

 7.  8. 

 9.  10. 

En los ejercicios 11 a 24, encontrar la derivada mediante el pro-
ceso de límite.

 11.  12. 

 13.  14. 

 15.  16. 

 17.  18. 

 19.  20. 

 21.  22. 

 23.  24. 

En los ejercicios 25 a 32, a) encontrar la ecuación de la recta tan-
gente a la gráfica de ƒ en el punto indicado, b) utilizar una herra-
mienta de graficación para dibujar la gráfica, la función y su recta 
tangente en dicho punto y c) aplicar la función derivada de una 
herramienta de graficación con el fin de verificar sus resultados.

 25. 

 26. 

 27.  28. 

 29.  30. 

 31.  32. 

En los ejercicios 33 a 38, encontrar la ecuación de la recta tangente 
a la gráfica de ƒ y paralela a la recta dada.

Función Recta 

 33. 

 34. 

 35. 

 36. 

 37. 

 38. 

En los ejercicios 39 a 42, se muestra la gráfica de ƒ. Seleccionar 
la gráfica de ƒ�.

 39.  40. 

 41.  42. 

 a)  b) 

 c)  d) 

 43. La recta tangente a la gráfica de y � g(x) en el punto (4, 5) pasa 
por el punto (7, 0). Encontrar g(4) y g�(4).

 44. La recta tangente a la gráfica de y � h(x) en el punto (�1, 4) 
pasa por el punto (3, 6). Encontrar h(�1) y h�(�1).

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 45 a 50, construir la gráfica de ƒ� y explicar 
cómo se obtuvo la respuesta.

 45.  46. 

 47.  48. 

2, 7h t t 2 3,0, 0f t 3t t 2,

1, 5g x 6 x2,2, 5g x x2 9,

2, 2g x
3
2 x 1,1, 8f x 3 5x,

f x
4

x
f x x 4

f x
1
x2f x

1
x 1

f x x3 x2f x x3 12x

f x 2 x2f x x2 x 3

f x 8 1
5xh s 3 2

3s

f x 3x 2f x 10 x

g x 3f x 7

x 2

2

y 7 0f x
1

x 1

f x
1

x

3x y 1 0f x

4x y 3 0f x x22

2x y 1 0f x x2

x3

3x y 4 0f x x3 2

x y 6 0

0, 1f x
1

x 1
,4, 5f x x

4
x
,

5, 2f x x 1,1, 1f x x,

1, 2f x x3 1,2, 8f x x3,

2, 2f x x2 3x 4,

1, 4f x x2 3,

3

1

2

2

3

x
1 22 33

f

y

1

2

3

4

5

x
1 22 1 33

f

y

1

2

3

4

5

x
1 21 3 4 5

f

y

2

3

4

5

x
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f

y

1

2
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x
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f a

y
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x
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f a

y
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x
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1 2
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4
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1 2 3
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Desarrollo de conceptos (continuación)

 51. Construir la gráfica de una función cuya derivada siempre 
sea negativa. Explicar.

 52. Construir la gráfica de una función cuya derivada siempre 
sea positiva. Explicar el razonamiento.

En los ejercicios 53 a 56, el límite representa a ƒ�(c) para una 
función ƒ y un número c. Encontrar ƒ y c.

53.   54. 

 55.  56. 

En los ejercicios 57 a 59, identificar una función ƒ que tenga las 
características señaladas. Representarla gráficamente.

 57.  58. 

 59. 

 60. Suponer que ƒ�(c) � 3. Encontrar ƒ�(�c) si: a) ƒ es una función 
impar y b) ƒ es una función par.

En los ejercicios 61 y 62, encontrar las ecuaciones de dos rectas 
tangentes a la gráfica de ƒ que pasen por el punto señalado.

 61.  62. 

 63. Razonamiento gráfico Utilizar una herramienta de graficación 
para representar cada una de las funciones y sus rectas tangentes 
en x � �1, x � 0 y x � 1. Con base en los resultados, determi-
nar si las pendientes de las rectas tangentes a la gráfica de una 
función en distintos valores de x siempre son distintas.

 a) ƒ(x) � x2 b) g(x) � x3

 64. Razonamiento gráfico En la figura se muestra la gráfica 
de g�.

lím
xm9

 
2 x � 6

x � 9
lím
xm6

 
�x2 � 36

x � 6

lím
$xm0

 
�2 � $x 3 � 8

$x
lím

$xm0
 

5 � 3 1 � $x � 2
$x

para 

para

si x p 0f 0 � 0; f� 0 � 0; f� x > 0

x > 0f� x > 0

x < 0;f� x < 0f� x � �3, �@ < x < @

f 0 � 4; f� 0 � 0;f 0 � 2;

1

2

3

4

5

x
1 2 3 5

(2, 5)

y

x
2 6

6
8

10

4

4

24

4

6
���3)

y

f x � x2f x � 4x � x2

x

ga

46

4

6

6

6

4

4

2

y

g x �
 f x � 0.01 � f x

0.01
.

f x �
1
4 x 3f x � x 4 � x

f x �
x3

4
� 3xf x �

1

x

49. 50.

x

y

123 1 2 3

2

1

3

4

f

x

y

48 4 8

2

2

4

6

f

g� 3 �g� 0 � a)  b)
 c) ¿Qué se puede concluir de la gráfica de g, sabiendo que 

g� 1 � �
8
3?

 d) ¿Qué se puede concluir de la gráfica de g, sabiendo que 
g� �4 �

7
3?

 e) g(6) � g(4) ¿es positiva o negativa? Explicar la respuesta.
 ƒ) ¿Es posible encontrar g(2) a partir de la gráfica? Explicar 

la respuesta.

 65. Análisis gráfico Considerar la función f x x( ) � 1
2

2.

 a) Utilizar una herramienta de graficación para representar la 
función y estimar los valores de f�(0), af ( )1

2 , f�(1) y f�(2).
 b) Utilizar los resultados de la parte a) para determinar los 

valores de a f ( )1
2 , f �(�1) y f �(�2).

 c) Trazar una posible gráfica de f �.
 d) Utilizar la definición de derivada para determinar f �(x).

 66.  Análisis gráfico Considerar la función f x x( ) � 1
3

3.

 a) Utilizar una herramienta de graficación para representar la 
función y estimar los valores de  f �(0), af ( )1

2 , f �(1), f �(2) y 
f �(3).

 b) Utilizar los resultados de la parte a) para determinar los 
valores de a f ( )1

2 , f �(�1), f �(�2) y f �(�3) .
 c) Trazar una posible gráfica de f �.
 d) Utilizar la definición de derivada para determinar f �(x).

Razonamiento gráfico En los ejercicios 67 y 68, representar en 
una misma ventana de la herramienta de graficación las gráficas 
de ƒ y g y describir la relación entre ellas.

Clasificar las gráficas y describir la relación entre ellas.

 67.  68. 

En los ejercicios 69 y 70, evaluar ƒ(2) y ƒ(2.1), y utilizar los resul-
tados para estimar ƒ�(2).

 69.  70. 

Razonamiento gráfico En los ejercicios 71 y 72, utilizar una  
herramienta de graficación para representar la función y su de-
rivada en la misma ventana. Clasificar las gráficas y describir la 
relación que existe entre ellas.

 71.  72.

Para discusión

Para discusión (continuación)

f x � 3 xf x � 2x � x2
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En los ejercicios 73 a 82, utilizar la forma alterna para calcular 
la derivada en x � c (si existe).

 73.  74.

 75. 

 76. 

 77. 

 78. 

 79. 

 80. 

 81.  82. 

En los ejercicios 83 a 88, describir los valores x para los que ƒ es 
derivable.

 83.  84. 

 85.  86. 

 87.  88. 

Análisis gráfico En los ejercicios 89 a 92, utilizar una herra-
mienta de graficación para encontrar los valores de x en los que 
ƒ es derivable.

 89.  90. 

 91.

 92. 

En los ejercicios 93 a 96, calcular las derivadas laterales en  
x � 1 (si existen). ¿Es derivable la función en x � 1?

 93.  94. 

 95.  96. 

En los ejercicios 97 y 98, determinar si la función es derivable 
en x � 2.

 97.  98. 

 99. Razonamiento gráfico Una recta de pendiente m pasa por el 
punto (0, 4) y tiene ecuación y � mx � 4.

 a) Escribir la distancia d que hay entre la recta y el punto (3, 1) 
como función de m.

 b) Utilizar una herramienta de graficación para representar 
la función d del apartado a). Basándonos en la gráfica, ¿es 
esa función derivable para todo valor de m? Si no es así, 
especificar en dónde no lo es.

 100. Conjetura Tomando en cuenta las funciones ƒ(x) � x2 y  
g(x) � x3:

 a) Dibujar la gráfica ƒ y ƒ� sobre el mismo conjunto de ejes.
 b) Dibujar la gráfica g y g� sobre el mismo conjunto de ejes.
 c) Identificar un patrón entre ƒ y g y sus respectivas deriva-

das. Utilizarlo para hacer conjeturas respecto a h�(x) si 
h(x) � xn, donde n es un número entero mayor o igual y  
n � 2.

 d) Encontrar ƒ�(x) si ƒ(x) � x4. Comparar el resultado con la 
conjetura del apartado c). ¿Esto comprueba la conjetura? 
Explicar la respuesta.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 101 a 104, determinar si la 
afirmación es verdadera o falsa. Para las que sean falsas, explicar 
por qué o proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

 101. La pendiente de la recta tangente a una función derivable ƒ en 

el punto (2, ƒ(2)) es  
f 2 � $x � f 2

$x
.

 102. Si una función es continua en un punto, entonces es derivable 
en él.

 103. Si una función tiene derivadas laterales por la derecha y por la 
izquierda en un punto, entonces es derivable en él.

 104. Si una función es derivable en un punto, entonces es continua 
en él.

 105. Sean y g x �
x2 sen

 1
          x

,

0,
    

x p 0

x � 0
.f x �

x sen
 1

        x
,

0,
    

x p 0

x � 0

Demostrar que ƒ es continua, pero no derivable, en x � 0. De-
mostrar que g es derivable en 0 y calcular g�(0).

 106. Redacción Utilizar una herramienta de graficación para repre-
sentar las funciones ƒ(x) � x2 � 1 y g(x) � x  � 1 en la misma 
ventana. Utilizar las funciones zoom y trace para analizarlas cerca 
del punto (0, 1). ¿Qué se observa? ¿Cuál función es derivable en 
ese punto? Escribir un pequeño párrafo describiendo el signifi-
cado geométrico de la derivabilidad en un punto.

f x � x � 6 ,   c � 6h x � x � 7 ,   c � �7

g x � x � 3 1 3,   c � �3

f x � x � 6 2 3,   c � 6

f x � 2 x,    c � 5

g x � x ,   c � 0

f x � x3 � 6x,   c � 2

f x � x3 � 2x2 � 1,   c � �2

g x � x x � 1 ,   c � 1f x � x2 � 5,   c � 3

f x � x2 � 9f x �
2

x � 3

x
42

4

2
4

4

2

6

10
12

y

f x �
x2

x2 � 4
f x � x � 4 2 3

f x �
x2 � 4,
4 � x2,

     x ≤ 0
     x > 0

f x � x � 1

f x �
x3 � 3x2 � 3x,
x2 � 2x,

x ≤ 1
x > 1

f x � x2 5

f x �
4x

x � 3
f x � x � 5

x

2
3

3

4

4

5

3

4

y

x
21 3 4

3

2

1

y

x

2

4

44

4

y

f x �
x,
x2,

     x b 1
     x > 1

f x �
x � 1 3,
x � 1 2,

     x b 1
     x > 1

f x � 1 � x2f x � x � 1

f x �

1
2x � 1,

2x ,
     x  <  2
     x  r  2

f x �
x2 � 1,
4x � 3,

     x  b  2
     x  >  2

x

y

246

2

4

x

y

2 4 6

2

4

2

4
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2.2 Reglas básicas de derivación y razón de cambio
■ Encontrar la derivada de una función por la regla de la constante.

■ Encontrar la derivada de una función por la regla de la potencia.

■ Encontrar la derivada de una función por la regla del múltiplo constante.

■ Encontrar la derivada de una función por las reglas de suma y diferencia.

■ Encontrar la derivada de las funciones seno y coseno.

■ Usar derivadas para calcular razón de cambio.

La regla de la constante

En la sección 2.1 se usó la definición por medio de límites para calcular las derivadas. Ésta 
y las dos próximas secciones presentan varias “reglas de derivación” que permiten calcular 
las derivadas sin el uso directo de la definición por límites.

TEOREMA 2.2 LA REGLA DE LA CONSTANTE

La derivada de una función constante es 0. Es decir, si c es un número real, entonces

d

dx
c 0.  

(Ver la figura 2.14)

DEMOSTRACIÓN  Sea ƒ(x) � c. Entonces, por la definición de derivada mediante el proceso 
de límite, se deduce que

EJEMPLO 1 Aplicación de la regla de la constante

Función Derivada 

 a) 

 b) 

 c) 

 d) 

E X P L O R A C I Ó N

Conjetura Utilizar la definición de derivada de la sección 2.1 para encontrar la de-
rivada de las siguientes funciones. ¿Qué patrones se observan? Utilizar los resultados 
para elaborar una conjetura acerca de la derivada de ƒ(x) � xn.

a) ƒ(x) � x1 b) ƒ(x) � x2 c) ƒ(x) � x3

d) ƒ(x) � x4 e) ƒ(x) � x1Y2 ƒ) ƒ(x) � x�1

Se observa que la regla de la constante equi-
vale a decir que la pendiente de una recta 
horizontal es 0. Esto demuestra la relación 
que existe entre derivada y pendiente
Figura 2.14

x

f (x) � c

y

La pendiente 
de una recta  
horizontal es 0

La derivada de  
una función  
constante es 0

 lím
x�0

 0  0

 lím
x�0  

c c

x

 lím
x�0  

f x x f x

x

 
d

dx
 c f x

es constante y 0y k 2, k

s t 0s t 3

f x 0f x 0

dy

dx
0y 7
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La regla de la potencia

Antes de demostrar la próxima regla, revisar el proceso de desarrollo de un binomio.

El desarrollo general del binomio para un entero positivo n cualquiera es

 ($x)2 es un factor común en estos términos.

Este desarrollo del binomio se va a utilizar para demostrar un caso especial de la regla de 
la potencia.

TEOREMA 2.3 LA REGLA DE LA POTENCIA

Si n es un número racional, entonces la función ƒ(x) � xn es derivable y

Para que ƒ sea derivable en x � 0, n debe ser un número tal que xn � 1 se encuentre 
definido en un intervalo que contenga al 0.

DEMOSTRACIÓN  Si n es un entero positivo mayor que 1, entonces del desarrollo del binomio 
resulta

Esto demuestra el caso en que n es un entero positivo mayor que 1. Se deja al lector la 
demostración del caso n � 1. En el ejemplo 7 de la sección 2.3 se demuestra el caso para 
el que n es un entero negativo. En el ejercicio 76 de la sección 2.5 se demuestra el caso 
en el cual n es racional (en la sección 5.5 la regla de la potencia se extenderá hasta abarcar 
los valores irracionales de n). 

Al utilizar la regla de la potencia, resulta conveniente separar el caso para el que n � 1 
como otra regla distinta de derivación, a saber

d
dx

FxG � 1.
 

Regla de las potencias para n � 1.

Esta regla es congruente con el hecho de que la pendiente de la recta y � x es 1, como se 
muestra en la figura 2.15.

Sx � $xDn � xn � nxn�1 S$xD �
nSn � 1Dxn�2

2
 S$xD2 � .  .  . � S$xDn.

Sx � $xD3 � x3 � 3x2$x � 3xS$xD2 � S$xD3

Sx � $xD2 � x2 � 2x$x � S$xD2

d
dx

FxnG � nxn�1.

La pendiente de la recta y � x es 1
Figura 2.15

 � nxn�1.

 � nxn�1 � 0 � .  .  . � 0

 � lím
$xm0

 �nxn�1 �
nSn � 1Dxn�2

2
S$xD � .  .  . � S$xDn�1�

 � lím
$xm0

 
xn � nxn�1S$xD �

nSn � 1Dxn�2

2
 S$xD2 � .  .  . � S$xDn � xn

$x

 
d
dx

 FxnG � lím
$xm0

 
Sx � $xDn � xn

$x

x

y � x

y

1

1

2

3

4

2 3 4

NOTA  Del ejemplo 7 de la sección 2.1, 
se encontró que la función f(x) � x1Y3 está 
definida en x � 0 pero no es derivable en 
x �0. Esto se debe a que x�2Y3 no está 
definida sobre un intervalo que contiene 
al cero.  
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EJEMPLO 2 Aplicación de la regla de la potencia

  Función Derivada   

 a) 

 b) 

 c) 

Observar que en el ejemplo 2c, antes de derivar se ha reescrito lYx2 como x�2. En muchos 
problemas de derivación, el primer paso consiste en reescribir la función.

EJEMPLO 3 Pendiente de una gráfica

Calcular la pendiente de la gráfica de ƒ(x) � x4 cuando

 a) x � �1   b)  x � 0   c)  x � 1.

Solución La pendiente de una gráfica en un punto es igual a la derivada en dicho punto. 
La derivada de ƒ es ƒ�(x) � 4x3.

 a) Para x � �1, la pendiente es ƒ�(�1) � 4(�1)3 � �4. La pendiente es negativa.

 b) Para x � 0, la pendiente es ƒ�(0) � 4(0)3 � 0. La pendiente es 0.

 c) Para x � 1, la pendiente es ƒ�(1) � 4(1)3 � 4. La pendiente es positiva.

Ver la figura 2.16.

EJEMPLO 4 Ecuación de una recta tangente

Encontrar la ecuación de la recta tangente a la gráfica de ƒ(x) � x2 cuando x � �2.

Solución Para encontrar el punto sobre la gráfica de ƒ, evaluar la función en x � �2.

(�2, ƒ(�2)) � (�2, �4) Punto de la gráfica.

Para calcular la pendiente de la gráfica en x � �2, evaluar la derivada, ƒ�(x) � 2x, en  
x � �2.

m � ƒ�(�2) � �4 Pendiente de la gráfica en (�2, 4).

Ahora, utilizando la forma punto-pendiente de la ecuación de una recta, escribir

 Forma punto-pendiente.

 Sustituir y1, m y x1.

 Simplificar.

Ver la figura 2.17. 

dy

dx
�

d

dx
 x�2 � �2 x�3 � �

2
x3y �

1
x2

g� x �
d

dx
 x1 3 �

1
3

 x�2 3 �
1

3x2 3g x � 3 x

f� x) � 3x2f x � x3

Dada:

y �
1
x2

Reescribir:

y � x�2

Derivar:
dy

dx
� �2 x�3

Simplificar
dy

dx
� �

2
x3

Observar que la pendiente es negativa en el 
punto (�1, 1), cero en el (0, 0) y positiva 
en el (1, 1)
Figura 2.16

La recta tangente y � �4x � 4 es tan-
gente a la gráfica de ƒ(x) � x2 en el punto 
(�2, 4)
Figura 2.17

x

2

1

1 1

(1, 1)

(0, 0)

(1, 1)

f (x) � x4

y

x
2 1 2

4

3

2

1

f (x) � x2

y � 4x  4

(2, 4)

y

 y � �4x � 4.

 y � 4 � �4 x � �2

 y � y1 � m x � x1
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La regla del múltiplo constante

TEOREMA 2.4 LA REGLA DEL MÚLTIPLO CONSTANTE

Si ƒ es una función derivable y c un número real, entonces cƒ también es derivable 

y 
d

dx
FcfSxDG � cf�SxD.

DEMOSTRACIÓN

 Definición de derivada.

 Aplicar teorema 1.2.

 

De manera informal, esta regla establece que las constantes se pueden extraer de la 
derivada, incluso cuando aparecen en un denominador.

EJEMPLO 5 Aplicación de la regla del múltiplo constante

  Función Derivada   

 a) 

 b) 

 c) 

 d) 

 e) 

La regla del múltiplo constante y la de la potencia se pueden combinar en una sola. La regla 
resultante es

 � cf�SxD

 � c � lím
$xm0

 
f Sx � $xD � f SxD

$x � 

 � lím
$xm0

 c� f Sx � $xD � f SxD
$x � 

 
d
dx

 FcfSxDG � lím
$xm0


cfSx � $xD � cfSxD

$x


 � �1
c� 

d
dx

 F       f SxDG � �1
c� f�SxD

 
d
dx

 � f SxD
c � �

d
dx

 ��1
c� f SxD�

 
d
dx

 Fcf SxDG � c 
d
dx

 F      f SxDG � cf�SxD

y� �
d
dx ��

3
2

x� � �
3
2

S1D � �
3
2

y � �
3x
2

dy
dx

�
d
dx �

1
2

 x�2Y3� �
1
2 ��

2
3� x�5Y3 � �

1
3x5Y3y �

1

2 3�x2

dy
dx

�
d
dx

F2x1Y2G � 2�1
2

x�1Y2� � x�1Y2 �
1
�x

y � 2�x

f�StD �
d
dt �

4
5

t2� �
4
5

 
d
dt

Ft2G �
4
5

S2tD �
8
5

 tf StD �
4t2

5

dy
dx

�
d
dx

F2x�1G � 2 d
dx

Fx�1G � 2S�1Dx�2 � �
2
x2y �

2
x

d

dx

cxn� � cnxn�1.
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EJEMPLO 6 Uso de paréntesis al derivar

Función original Reescribir Derivar Simplificar   

 a) 

 b) 

 c) 

 d) 

Las reglas de suma y diferencia

TEOREMA 2.5 LAS REGLAS DE SUMA Y DIFERENCIA

La derivada de la suma (o de la diferencia) de dos funciones derivables ƒ y g es deri-
vable en sí. Además, la derivada de ƒ � g (o ƒ � g) es igual a la suma (o diferencia) 
de las derivadas de ƒ y g.

 Regla de la suma.

 Regla de la diferencia.

DEMOSTRACIÓN  Una demostración de la regla de la suma se sigue del teorema 1.2 (la de la 
diferencia se demuestra de manera análoga).

 

Las reglas de suma y diferencia pueden ampliarse en cualquier número finito de funcio-
nes. Por ejemplo, si F(x) � f(x) � g(x) � h(x), entonces F�(x) � ƒ�(x) � g�(x) � h�(x).

EJEMPLO 7 Aplicación de las reglas de suma y diferencia

Función Derivada 

 a) 

 b) 

y� � 126xy� � 63S2xDy � 63Sx2Dy �
7

S3xD�2

y� �
14x
3

y� �
7
3

S2xDy �
7
3

Sx2Dy �
7

3x�2

y� � �
15
8x4y� �

5
8

S�3x�4Dy �
5
8

Sx�3Dy �
5

S2xD3

y� � �
15
2x4y� �

5
2

S�3x�4Dy �
5
2

Sx�3Dy �
5

2x3

d
dx

F f SxD � gSxDG � f�SxD � g�SxD

d
dx

F f SxD � gSxDG � f�SxD � g�SxD

 � f�SxD � g�SxD

 � lím
$xm0

   
f Sx � $xD � f SxD

$x
� lím

$xm0  
gSx � $xD � gSxD

$x

 � lím
$xm0

  � f Sx � $xD � f SxD
$x

�
gSx � $xD � gSxD

$x �

 � lím
$xm0

  
f Sx � $xD � gSx � $xD � f SxD � gSxD

$x

 
d
dx

 F f SxD � gSxDG � lím
$xm0

 
F f Sx � $xD � gSx � $xDG � F f SxD � gSxDG

$x

g�SxD � �2x3 � 9x2 � 2gSxD � �
x4

2
� 3x3 � 2x

f�SxD � 3x2 � 4f SxD � x3 � 4x � 5
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PARA MAYOR INFORMACIÓN
El esbozo de una demostración geomé-
trica de las derivadas de las funciones 
seno y coseno puede consultarse en 
el artículo “The Spider’s Spacewalk 
Derivation of sin� and cos�” de Tim 
Hesterberg en The College Mathema-
tics Journal.

y lím
$xm0

 
1 � cos $x

$x
� 0lím

$xm0
 
sen $x

$x
� 1

d
dx

Fcos xG � �sen x
d
dx

Fsen xG � cos x

 � cos x

 � Scos xDS1D � Ssen xDS0D

 � cos x� lím
$xm0

 
sen $x

$x � � sen x� lím
$xm0

 
1 � cos $x

$x � 

 � lím
$xm0

 �Scos xD �sen $x
$x � � Ssen xD�1 � cos $x

$x �� 

 � lím
$xm0

 
cos x sen $x � Ssen xDS1 � cos $xD

$x
 

 � lím
$xm0  

sen x cos $x � cos x  sen $x � sen x
$x

 
d
dx

 Fsen xG � lím
$xm0

 
senSx � $xD � sen x

$x
 

La derivada de la función seno es la función 
coseno
Figura 2.18

x

1

1

P2P
2

P

y creciente y crecientey decreciente

y a � 0

y a � 1

y a � 0

y a � 1

y a � 1

y � sen x
y

x

y

1

P2P
2

P

y a � cos x

y a positiva y a positivay a negativa

Figura 2.19

−2

2

y = sen x

y = 2 sen x

1
2

3
2

−

y =     sen x

y =     sen x

d

dx
Fa sen xG � a cos x

y� � 1 � sen xy � x � cos x

y� �
1
2

 cos x �
cos x

2
y �

sen x
2

�
1
2

 sen x

y� � 2 cos xy � 2 sen x

Derivadas de las funciones seno y coseno

En la sección 1.3 se vieron los límites siguientes:

Estos dos límites pueden utilizarse para demostrar las reglas de derivación de las funcio-
nes seno y coseno (las derivadas de las demás funciones trigonométricas se analizan en la 
sección 2.3).

TEOREMA 2.6 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES SENO Y COSENO

DEMOSTRACIÓN

 Definición de derivada.

Esta regla de derivación se ilustra en la figura 2.18. Observar que para cada x, la pendiente 
de la curva seno es igual al valor del coseno. La demostración de la segunda regla se deja 
como ejercicio (ver el ejercicio 120). 

EJEMPLO 8 Derivadas que contienen senos y cosenos

  Función Derivada   

 a) 

 b) 

 c) 

 TECNOLOGÍA Una herramienta de graficación permite visualizar la interpretación de 
una derivada. Por ejemplo, en la figura 2.19 se muestran las gráficas de

y � a sen x

para a � ,N , 1,   N  y 2. Estimar la pendiente de cada gráfica en el punto (0, 0). Después 
verificar los cálculos de manera analítica mediante el cálculo de la derivada de cada 
función cuando x � 0.
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Razón de cambio

Ya se ha visto que la derivada se utiliza para calcular pendientes. Pero también sirve para 
determinar la razón de cambio de una variable respecto a otra, lo que le confiere utilidad 
en una amplia variedad de situaciones. Algunos ejemplos son las tasas de crecimiento de 
poblaciones, las tasas de producción, las tasas de flujo de un líquido, la velocidad y la 
aceleración.

Un uso frecuente de la razón de cambio consiste en describir el movimiento de un objeto 
que va en línea recta. En tales problemas, la recta del movimiento se suele representar en 
posición horizontal o vertical, con un origen marcado en ella. Sobre tales rectas, el movi-
miento hacia la derecha (o hacia arriba) se considera de dirección positiva y el movimiento 
hacia la izquierda (o hacia abajo) de dirección negativa.

La función s que representa la posición (respecto al origen) de un objeto como función 
del tiempo t se denomina función de posición. Si durante cierto lapso de tiempo $t el 
objeto cambia su posición en una cantidad $s � s(t � $t) � s(t), entonces, empleando la 
consabida fórmula:

 distancia
Razón � 

 tiempo

la velocidad media es

 Cambio en distancia $s
 � . Velocidad media.

 Cambio en tiempo $t

EJEMPLO 9 Velocidad media de un objeto en su caída

Si se deja caer una bola de billar desde una altura de 100 pies, su altura s en el instante t se 
representa mediante la función posición

s � �16t2 � 100 Función posición.

donde s se mide en pies y t en segundos. Encontrar su velocidad media para cada uno de 
estos intervalos.

 a) [1, 2]   b)  [1, 1.5]   c)  [1, 1.1]

Solución

 a) En el intervalo [1, 2], el objeto cae desde una altura de s(l) � �16(1)2 � 100 � 84 pies 
hasta una altura de s(2) � �16(2)2 � 100 � 36 pies. La velocidad media es

$s
$t

�
36 � 84
2 � 1

�
�48

1
� �48  pies por segundo.

 b) En el intervalo [1, 1.5] el objeto cae desde una altura de 84 pies hasta una altura de 64 
pies. La velocidad media es

$s
$t

�
64 � 84
1.5 � 1

�
�20
0.5

� �40  pies por segundo.

 c) En el intervalo [1, 1.1] el objeto cae desde una altura de 84 pies hasta una altura de 
80.64 pies. La velocidad media es

$s
$t

�
80.64 � 84

1.1 � 1
�

�3.36
0.1

� �33.6 pies por segundo.

Observar que las velocidades medias son negativas, lo que refleja el hecho de que el objeto 
se mueve hacia abajo. 

Exposición fotográfica de larga duración de una 
bola de billar en caída libre.
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Supongamos que en el ejemplo anterior se quisiera encontrar la velocidad instantánea 
(o simplemente de la velocidad) del objeto cuando t � 1. Al igual que la pendiente de la 
recta tangente puede aproximarse utilizando las pendientes de rectas secantes, se puede 
aproximar la velocidad en t � 1 por medio de las velocidades medias durante un pequeño 
intervalo [1, 1 � $t] (ver la figura 2.20). Se obtiene dicha velocidad calculando el límite 
cuando $t tiende a cero. Al intentar hacerlo se puede comprobar que la velocidad cuando 
t � 1 es de �32 pies por segundo.

En general, si s � s(t) es la función posición de un objeto en movimiento rectilíneo, su 
velocidad en el instante t es

vStD � lím
$tm0

 
sSt � $tD � sStD

$t
� s�StD.  Función velocidad.

En otras palabras, la función velocidad es la derivada de la función posición. La velocidad 
puede ser positiva, cero o negativa. La rapidez de un objeto se define como el valor absoluto 
de su velocidad, y nunca es negativa.

La posición de un objeto en caída libre (despreciando la resistencia del aire) bajo la 
influencia de la gravedad se obtiene mediante la ecuación

sStD �
1
2

 gt2 � v0t � s0  Función posición.

donde s0 es la altura inicial del objeto, v0 la velocidad inicial y g la aceleración de la gravedad. 
En la Tierra, el valor de g es de aproximadamente �32 pies.

EJEMPLO 10 Aplicación de la derivada para calcular la velocidad

En el instante t � 0, un clavadista se lanza desde un trampolín que está a 32 pies sobre el 
nivel del agua de la piscina (ver la figura 2.21). La posición del clavadista está dada por

s(t) � �l6t2 � 16t � 32 Función posición.

donde s se mide en pies y t en segundos.

 a) ¿Cuánto tarda el clavadista en llegar al agua?

 b) ¿Cuál es su velocidad al momento del impacto?

Solución

 a) Para determinar el momento en que toca el agua hacemos s � 0 y despejamos t.

 Igualar a cero la función posición.

  Factorizar.

 Despejar t.

Como t �0, hemos de seleccionar el valor positivo, así que el clavadista llega al agua 
en t � 2 segundos.

 b) Su velocidad en el instante t está dada por la derivada s�(t) � �32t �16. En conse-
cuencia, su velocidad en t � 2 es

s�(2) � �32(2) � 16 � �48 pies por segundo. 

La velocidad media entre t1 y t2 es igual a la 
pendiente de la recta secante. La velocidad 
instantánea en t1 es igual a la pendiente de 
la recta tangente
Figura 2.20

t

Recta secante

Recta tangente P

t1 � 1 t2

s

t

La velocidad es positiva cuando un objeto 
se eleva, y negativa cuando desciende. Se 
observa que el clavadista se mueve hacia  
arriba durante la primera mitad de segun-
do, porque la velocidad es positiva para  
0 � t �  ,N . Cuando la velocidad es de 0,  
el clavadista ha alcanzado la altura máxima 
del salto
Figura 2.21

32 pies

 t � �1 o 2

 �16St � 1DSt � 2D � 0

�16t2 � 16t � 32 � 0
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En los ejercicios 1 y 2, utilizar la gráfica para estimar la pendiente 
de la recta tangente a y � xn en el punto (1, 1). Verificar la respuesta 
de manera analítica.

 1. a)  b) 

 2. a)  b) 

En los ejercicios 3 a 24, usar las reglas de derivabilidad para 
calcular la derivada de la función.

 3.  4. 

 5.  6. 

 7.  8. 

 9.  10. 

 11.  12. 

 13.  14. 

 15.  16. 

 17.  18. 

 19.  20. 

 21.  22. 

 23.  24. 

En los ejercicios 25 a 30, completar la tabla.

 25.     

 26.    

27.     

28.     

29.    

30.      

En los ejercicios 31 a 38, encontrar la pendiente de la gráfica de la 
función en el punto indicado. Utilizar la función derivative de una 
herramienta de graficación para verificar los resultados.

 31.  

 32.  

 33. 

 34.  

 35.  

 36. 

 37.  

 38.  

En los ejercicios 39 a 54, encontrar la derivada de cada función.

 39.  40. 

 41.  42. 

 43.  44.

 45.  46. 

 47.  48. 

 49.  50. 

 51.  52. 

 53.  54. 

En los ejercicios 55 a 58, a) encontrar la ecuación de la recta 
tangente a la gráfica de ƒ en el punto indicado, b) utilizar una 
herramienta de graficación para representar la función y su recta 
tangente en el punto, y c) verificar los resultados empleando la 
función derivative de su herramienta de graficación.

 55. 

 56. 

 57. 

 58. 

y x 3y x1 2

y x 1y x 1 2

x
1 2

2

1
(1, 1)

y

x
1 2

2

1 (1, 1)

y

x
1 2 3

2

1
(1, 1)

y

x
1 2

2

1
(1, 1)

y

y
5

�2x�3 2 cos xy
1
x

3 sen x

y 7 sen xy x2 1
2 cos x

g�t�  cos ty
2

 sen cos 

f �x� 2x 3 x 2 3xs�t� t 3 25t 3t  8

y 8 x3g�x� x 2 4x3

y t 2 2t 3f t 2t 2 3t 6

g x 3x 1f x x 11

g x 4 xf x 5 x

y
1
x8y

1
x5

y x 16y x7

f x 9y 12

y
6

�5x� 3

y
2

3x 2

y
5

2x2

SimplificarDerivar Reescribir Función original  

y
4

x 3

y
x

x
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y
3x 2

, 7g t 2 cos 5t

0, 0f 4 sen 

5, 0f x 3 5 x 2

0, 1y 4x 1 2

2, 14y 3x3 10

0, 1
2f x

1
2

7
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3
5, 2f t 3

3
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x2
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1
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En los ejercicios 59 a 64, determinar los puntos (si los hay) donde 
la gráfica de la función tiene una recta tangente horizontal.

 59. 

 60. 

 61. 

 62. 

 63. 

 64. 

En los ejercicios 65 a 70, encontrar una k tal que la recta sea 
tangente a la gráfica de la función.

 65. 

 66. 

 67. 

 68. 

 69. 

 70. 

 71. Bosquejar la gráfica de una función ƒ tal que ƒ� � 0 para todas 
las x y cuya razón de cambio de la función sea decreciente.

 72. Utilizar la gráfica para responder a las siguientes pre- 
guntas.

 a) ¿Entre qué par de puntos consecutivos es mayor la razón 
de cambio promedio de la función?

 b) ¿La razón de cambio promedio de ƒ entre A y B es mayor 
o menor que la razón de cambio instantáneo en B?

 c) Trazar una recta tangente a la gráfica entre los puntos 
C y D cuya pendiente sea igual a la razón de cambio 
promedio de la función entre C y D.

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 73 y 74 se muestra la relación que existe entre 
ƒ y g. Explicar la relación entre ƒ� y g�.

 73. g(x) � ƒ(x) � 6

 74. g(x) � �5 ƒ(x)

Desarrollo de conceptos (continuación)

En los ejercicios 75 y 76, se muestran las gráficas de la función ƒ 
y de su derivada ƒ� en el mismo plano cartesiano. Clasificar las 
gráficas como f o ƒ� y explicar en un breve párrafo los criterios 
empleados para hacer tal selección.

 75.  76. 

 77. Construir las gráficas de las ecuaciones y � x2 y y � �x2 �

6x � 5, así como las dos rectas que son tangentes a ambas grá-
ficas. Encontrar las ecuaciones de dichas rectas.

 78. Demostrar que las gráficas de y � x y y � l x tienen rectas 
tangentes perpendiculares entre sí en su punto de intersección.

 79. Demostrar que la gráfica de la función

f x 3x sen x 2

no tiene ninguna recta tangente horizontal.

 80. Demostrar que la gráfica de la función

f x x5 3x3 5x

no tiene una recta tangente con pendiente de 3.

En los ejercicios 81 y 82, encontrar la ecuación de la recta tan-
gente a la gráfica de la función ƒ que pasa por el punto (x0, y0), no 
perteneciente a la gráfica. Para determinar el punto de tangencia 
(x, y) en la gráfica de ƒ, resolver la ecuación

 81.  82. 

 83. Aproximación lineal En una ventana cuadrada de la herramien-
ta de graficación, aplicar el zoom para aproximar la gráfica de

f x 4 1
2 x2

a fin de estimar ƒ�(1). Calcular ƒ�(1) por derivación.

 84. Aproximación lineal En una ventana cuadrada de la herramien-
ta de graficación, aplicar el zoom para aproximar la gráfica de

f x 4 x 1

a fin de estimar ƒ�(4). Calcular ƒ�(4) por derivación.

0 ≤ x < 2y 3x 2 cos x,

0 ≤ x < 2y x sen x,

y x 2 9

y
1
x 2

y x 3 x

y x 4 2x 2 3

y x 4f x k x

y
3
4

x 3f x
k

x

y 6x 1f x k x2

y 5x 4f x x2 kx

RectaFunción

x

f
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AA

BB

ED E

y

x
2 1 1 2 3 4

1

2

y

x
3 2

2

1 1 2 3

3

1

y

x0, y0 5, 0x0, y0 4, 0

f x
2
x

f x x

f x
y0 y

x0 x
.

y 4x 1f x kx4

y x � 1f (x) kx3

Para discusión
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0, 
6

f x sen x,1, 2f x
1

x
,

 85. Aproximación lineal Tomando en cuenta la función ƒ(x) � 
x3 2 con el punto de solución (4, 8):

 a) Utilizar una herramienta de graficación para representar 
ƒ. Usar el zoom para ampliar el entorno del punto (4, 8). 
Tras varias ampliaciones, la gráfica aparecerá casi lineal. 
Utilizar la función trace para determinar las coordenadas 
de un punto de la gráfica próximo al (4, 8). Encontrar la 
ecuación de la secante S(x) que une esos dos puntos.

 b) Encontrar la ecuación de la recta

T(x) � ƒ�(4)(x � 4) � ƒ(4)

tangente a la gráfica de f que pasa por el punto dado. ¿Por 
qué las funciones lineales S y T son casi iguales?

 c) Representar ƒ y T en la misma ventana de la herramienta 
de graficación. Observar que T es una buena aproxima-
ción de ƒ cuando x es cercano a 4. ¿Qué ocurre con la 
precisión de esta aproximación a medida que el punto de 
tangencia se aleja?

 d) Demostrar la conclusión obtenida en el apartado c) com-
pletando la tabla.

 86. Aproximación lineal Repetir el ejercicio 85 empleando ahora 
la función ƒ(x) � x3, donde T(x) es la recta tangente en el punto 
(1, 1). Explicar por qué la precisión de la aproximación lineal 
disminuye más rápido que en el ejercicio anterior.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 87 a 92, determinar si la 
afirmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o 
proporcionar un ejemplo que demuestre que lo es.

 87. 

 88. 

 89. 

 90. 

 91. 

 92. 

En los ejercicios 93 a 96, calcular la razón de cambio promedio 
de la función en el intervalo dado. Compararlo con las razones de 
cambio instantáneas en los extremos del intervalo.

 93.  94. 

 95.  96. 

Movimiento vertical En los ejercicios 97 y 98, utilizar la función 
de posición s(t) � �16t2 � v0  t � s0 para objetos en caída libre.

 97. Se deja caer una moneda desde lo alto de un edificio que tiene 
una altura de 1 362 pies.

 a) Determinar las funciones que describen la posición y la 
velocidad de la moneda.

 b) Calcular su velocidad promedio en el intervalo [1, 2].
 c) Encontrar las velocidades instantáneas cuando t � 1 y  

t � 2.
 d) Calcular el tiempo que tarda en llegar al suelo.
 e) Determinar su velocidad al caer en el suelo.

 98. Desde una altura de 220 pies, se lanza hacia abajo una bola con 
una velocidad inicial de �22 pies s. ¿Cuál es su velocidad tras 
3 segundos? ¿Y luego de descender 108 pies?

Movimiento vertical En los ejercicios 99 y 100, utilizar la función 
posición s(t) � �4.9t2 � v0 t � s0 para objetos en caída libre.

 99. Se lanza un proyectil hacia arriba desde la superficie terrestre 
con una velocidad inicial de 120 m s. ¿Cuál es su velocidad a 
los 5 segundos? ¿Y a los 10?

 100. Con el fin de estimar la altura de un edificio, se deja caer una 
piedra desde su parte más alta en el agua de una piscina que  
se encuentra al nivel del suelo. ¿Cuál es la altura del edificio, si el 
chapoteo se observa 5.6 segundos después de soltar la piedra?

Para pensar En los ejercicios 101 y 102 se muestra la gráfica de 
una función posición, que representa la distancia recorrida en 
millas por una persona que conduce durante 10 minutos para 
llegar a su trabajo. Elaborar un boceto de la función velocidad 
correspondiente.

 101.  102. 

Para pensar En los ejercicios 103 y 104 se muestra la gráfica 
de una función velocidad, que representa la velocidad, en millas 
por hora, de una persona que conduce durante 10 minutos para 
llegar a su trabajo. Elaborar un boceto de la función posición 
correspondiente.

 103.  104. 
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 105. Modelado matemático La distancia de frenado de un automóvil 
que viaja a una velocidad v (kilómetros por hora), es la distancia 
R (metros) que recorre durante el tiempo de reacción del con-
ductor más la distancia B (metros) que recorre una vez aplicados 
los frenos (ver la figura). La tabla muestra los resultados de un 
experimento al respecto.

 a) Utilizar las funciones de regresión de una herramienta de 
graficación para obtener un modelo lineal para el tiempo 
de reacción.

 b) Utilizar las funciones de regresión de una herramienta 
de graficación para obtener un modelo cuadrático para la 
distancia aplicando los frenos.

 c) Encontrar el polinomio que expresa la distancia total T 
recorrida hasta que el vehículo se detiene por completo.

 d) Utilizar una herramienta de graficación para representar 
las funciones R, B y T en una misma ventana.

 e) Calcular la derivada de T y el ritmo de cambio de la distancia 
total de frenado para v � 40, v � 80 y v � 100.

 ƒ) A partir de los resultados de este ejercicio, elaborar con-
clusiones acerca del comportamiento de la distancia total 
de frenado a medida que se aumenta la velocidad.

 106. Costo del combustible Un automóvil viaja 15 000 millas al año 
y recorre x millas por galón. Suponiendo que el costo promedio 
del combustible es $2.76 por galón, calcular el costo anual C 
del combustible consumido como función de x y utilizar esta 
función para completar la tabla.

¿Quién se beneficiaría más con el aumento en 1 milla por galón 
en la eficiencia del vehículo: un conductor que obtiene 15 millas 
por galón o uno que obtiene 35 millas por galón? Explicar la 
respuesta.

 107. Volumen El volumen de un cubo con lado s es V � s3. Calcu-
lar el ritmo de cambio del volumen respecto a s cuando s � 6 
centímetros.

 108. Área El área de un cuadrado con lados s es A � s2. Encontrar 
la razón de cambio del área respecto a s cuando s � 6 metros.

 109. Velocidad Verificar que la velocidad media en el intervalo  
[t0 � $t, t0 � $t] es la misma que la velocidad instantánea en  
t � t0 para la función posición

 110. Gestión de inventario El costo anual de inventario C de un 
fabricante es

donde Q es el tamaño del pedido cuando se reponen existencias. 
Calcular el cambio del costo anual cuando Q crece de 350 a 351 y 
compararlo con la razón de cambio instantáneo para Q � 350.

 111. Redacción La ecuación N � ƒ(p) representa el número de ga-
lones N de gasolina normal sin plomo que vende una gasolinería 
a un precio de p dólares por galón.

 a) Describir el significado de ƒ�(2.979).
 b) ¿ƒ�(2.979) suele resultar positiva o negativa? Explicar la 

respuesta.

 112. Ley del enfriamiento de Newton Esta ley establece que la 
razón de cambio o velocidad de la temperatura de un cuerpo es 
proporcional a la diferencia entre su temperatura T y la tempe-
ratura ambiente Ta. Elaborar una ecuación para esta ley.

 113. Encontrar la ecuación de la parábola y � ax2 � bx � c que pasa 
por el punto (0, 1) y es tangente a la recta y � x � 1 en el punto 
(1, 0).

 114. Sea (a, b) un punto cualquiera de la gráfica de y � l x, x � 0. 
Demostrar que el área del triángulo formado por la recta tangente 
que pasa por (a, b) y los ejes coordenados es 2.

 115. Encontrar la recta o rectas tangentes a la curva y � x3 � 9x en 
el punto (1, �9).

 116. Encontrar la ecuación de la recta o rectas tangentes a la parábola 
y � x2 en el punto dado.

 a) (0, a)   b)  (a, 0)

¿Existe alguna restricción para la constante a?

En los ejercicios 117 y 118, encontrar a y b tales que ƒ sea derivable 
en todos los puntos.

 117. 

 118. 

 119. ¿Dónde son derivables las funciones ƒ1(x) � sen x  y  
ƒ2(x) � sen x ?

 120. Demostrar que 
d
dx

 cos x � �sen x. 

PARA MAYOR INFORMACIÓN En el artículo “Sines and Cosi-
nes of the Times”, de Victor J. Katz, publicado en Math Horizons, 
encontrará una interpretación geométrica de las derivadas de las 
funciones trigonométricas.

El conductor 
observa el 
obstáculo

Aplica el freno El automóvil
se detiene

R B

Distancia 
de frenado

Tiempo 
de reacción

C �
1 008 000

Q
� 6.3Q

f x �
cos x,

ax � b,     

x < 0

x r 0

f x �
ax3,

x2 � b,     

x b 2

x > 2

s t � �
1
2at 2 � c.

x 10 15 20 25 30 35 40

C

dC/dx

Velocidad, v 20 40 60 80 100

Distancia durante el
tiempo de reacción, R

8.3 16.7 25.0 33.3 41.7

Distancia durante el
tiempo de frenado, B

2.3 9.0 20.2 35.8 55.9
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2.3 Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior
■ Encontrar la derivada de una función por la regla del producto.
■ Encontrar la derivada de una función por la regla del cociente.
■ Encontrar las derivadas de las funciones trigonométricas.
■ Encontrar las derivadas de orden superior de una función.

La regla del producto

En la sección 2.2 se vio que la derivada de una suma de dos funciones es simplemente la suma 
de sus derivadas. La regla para derivar el producto de dos funciones no es tan simple.

TEOREMA 2.7 LA REGLA DEL PRODUCTO

El producto de dos funciones derivables ƒ y g también es derivable. Además, su de-
rivada es igual a la primera función por la derivada de la segunda más la derivada de 
la primera por la segunda.

d

dx
f x g x f x g x g x f x

DEMOSTRACIÓN  Algunas demostraciones matemáticas, como en el caso de la regla de la 
suma, son directas. Otras requieren pasos inteligentes cuyo motivo puede resultar imper-
ceptible para el lector. Esta demostración presenta uno de esos pasos, sumar y restar una 
misma cantidad, la cual se muestra en distinto color.

Observar que lím
x 0

 f x � �x � f x  porque se considera que ƒ es derivable y, por tanto, 
continua.

La regla del producto es extensiva a multiplicaciones con más de dos factores. Por 
ejemplo, si ƒ, g y h son funciones derivables de x, entonces

d

dx
f x g x h x f x g x h x f x g x h x f x g x h x .

Por ejemplo, la derivada de y � x2 sen x cos x es

 2x sen x cos x x2 cos2x sen2x .

 
dy

dx
2x sen x cos x x2 cos x cos x x2 sen x sen x

 f x g x g x f x

 lím
x�0

  f x x lím
x�0

 
g x x g x

x
lím
x�0

 g x lím
x�0

 
f x x f x

x

 lím
x�0

  f x x
g x x g x

x
lím
x�0

 g x
f x x f x

x

 lím
x�0

 f x x
g x x g x

x
g x

f x x f x

x

 lím
x�0

  
f x x g x x f x x g x f x x g x f x g x

x

 
d

dx
f x g x lím

x�0

f x x g x x f x g x

x

NOTA  Algunas personas prefieren 
la siguiente versión de la regla del 
producto

La ventaja de esta forma radica en 
que se puede generalizar con facili-
dad a multiplicaciones con tres o más 
factores. 

d

dx
f x g x f x g x f x g x .
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NOTA  La prueba de la regla del 
producto para productos de más de dos 
factores se deja al lector como ejercicio 
(ver el ejercicio 141). 
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En términos generales, la derivada del producto de dos funciones no está dada por el 
producto de sus derivadas. Para observarlo basta con comparar el producto de las derivadas 
de ƒ(x) � 3x � 2x2 y g(x) � 5 � 4x con la derivada obtenida en el ejemplo 1.

EJEMPLO 1 Aplicación de la regla del producto

Encontrar la derivada de h(x) � (3x � 2x2)(5 � 4x).

Solución

 Aplicar la regla del producto.

En el ejemplo 1 se cuenta con la opción de calcular la derivada con o sin la regla del 
producto. Sin ella se escribiría

 � �24x2 � 4x � 15.

 Dx FS3x � 2x2DS5 � 4xDG � DxF�8x3 � 2x2 � 15xG

En el siguiente ejemplo, se debe utilizar la regla del producto.

EJEMPLO 2 Aplicación de la regla del producto

Encontrar la derivada de y � 3x2 sen x.

Solución

 Aplicar la regla del producto.

EJEMPLO 3 Aplicación de la regla del producto

Encontrar la derivada de y � 2x cos x � 2 sen x.

Solución

 � �24x2 � 4x � 15

 � S12x � 8x2D � S15 � 8x � 16x2D
 � S3x � 2x2DS4D � S5 � 4xDS3 � 4xD

 h�SxD � S3x � 2x2D
d
dx

F5 � 4xG � S5 � 4xD
d
dx

F3x � 2x2G

Primera
Derivada 

de la segunda Segunda
Derivada 

de la primera

 � 3xSx cos x � 2 sen xD
 � 3x2 cos x � 6x sen x

 � 3x2 cos x � Ssen xDS6xD

 
d
dx

F3x2 sen xG � 3x2 
d
dx

Fsen xG � sen x 
d
dx

F3x2G

 � �2x sen x

 � S2xDS�sen xD � Scos xDS2D � 2Scos xD

 
dy
dx

� S2xD� d
dx

Fcos xG� � Scos xD� d
dx

F2xG� � 2 
d
dx

Fsen xG

Regla del producto
Regla del múltiplo 

constante

NOTA  Observar que en el ejemplo 
3 se usa la regla del producto cuando 
ambos factores son variables, y la del 
múltiplo constante cuando uno de ellos 
es constante. 

LA REGLA DEL PRODUCTO

Cuando Leibniz elaboró originalmente una 
fórmula para la regla del producto, lo hizo 
motivado por la expresión

x dx y dy xy

de la cual restó dx dy (considerándolos 
despreciables) y calculando la forma 
diferencial x dy � y dx. Esta derivación tuvo 
como resultado la forma tradicional de la 
regla del producto.
(Fuente: The History of  Mathematics de 
David M. Burton)
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 �
g x f� x � f x g� x

g x 2

 �
g x lím

�x�0
 
f x � �x � f x

�x
� f x lím

�x�0
 
g x � �x � g x

�x

lím
�x�0

 g x g x � �x

 �
lím

�x�0
 
g x f x � � x � f x

�x
� lím

�x�0
 
f x g x � �x � g x

�x

lím
�x�0

 g x g x � �x
 

 � lím
�x�0

 
g x f x � �x � f x g x � f x g x � f x g x � �x

�xg x g x � �x
 

 � lím
�x�0

 
g x f x � �x � f x g x � �x

�xg x g x � �x
 

 
d

dx

f x

g x
� lím

�x�0
 

f x � �x

g x � �x
�

f x

g x

�x
 

La regla del cociente

TEOREMA 2.8 LA REGLA DEL COCIENTE

El cociente ƒYg de dos funciones derivables ƒ y g también es derivable para todos los 
valores de x para los que g(x) p 0. Además, la derivada de ƒYg se obtiene mediante 
el denominador por la derivada del numerador menos el numerador por la derivada 
del denominador, todo dividido entre el cuadrado del denominador.

g x 0
d

dx

f x

g x
�

g x f� x � f x g� x

g x 2 ,

DEMOSTRACIÓN  Al igual que en la demostración del teorema 2.7, la clave radica en sumar 
y restar una misma cantidad.

 Definición de derivada.

Observar que lím
x 0

 g(x � $x) � g(x) porque se considera que g es derivable y por tanto es 
continua.

EJEMPLO 4 Aplicación de la regla del cociente

Encontrar la derivada de y �
5x � 2
x2 � 1

.

Solución

 Aplicar la regla del cociente.

 TECNOLOGÍA En una herra-
mienta de graficación se pueden 
comparar las gráficas de una función 
y de su derivada. Por ejemplo, en la 
figura 2.22, la gráfica de la función 
del ejemplo 4 parece incluir dos pun-
tos con rectas tangentes horizonta-
les. ¿Cuáles son los valores de y a en 
dichos puntos?

Comparación gráfica de una función y 
su derivada
Figura 2.22

 �
�5x2 � 4x � 5

x2 � 1 2

 �
5x2 � 5 � 10x2 � 4x

x2 � 1 2

 �
x2 � 1 5 � 5x � 2 2x

x2 � 1 2

 
d

dx

5x � 2
x2 � 1

�

 x2 � 1
d

dx
5x � 2 � 5x � 2

d

dx
x2 � 1

x2 � 1 2
7

4

8

6

y � 5x  2
x2 � 1

y a � 5x2 � 4x � 5
(x2 � 1)2
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Observar el uso de los paréntesis en el ejemplo 4. Es recomendable utilizar paréntesis 
en todos los problemas de derivación. Por ejemplo, cuando se usa la regla del cociente, es 
conveniente encerrar todo factor y derivada en un paréntesis y prestar especial atención a 
la resta exigida en el numerador.

Al presentar las reglas de derivación en la sección precedente, se hizo hincapié en la 
necesidad de reescribir antes de derivar. El ejemplo siguiente ilustra este aspecto en relación 
con la regla del cociente.

EJEMPLO 5 Reescribir antes de derivar

Encontrar la ecuación de la recta tangente a la gráfica de en 1, 1 .f x
3 1 x

x 5
 

Solución Comenzar por reescribir la función.

 Función original.

 Multiplicar por x a numerador y denominador,

 Reescribir.

 Regla del cociente.

 Simplificar.

Con objeto de encontrar la pendiente en ( 1, 1), evaluar ƒa( 1).

f 1 0  Pendiente de la gráfica en ( 1, 1).

Luego, utilizando la forma punto-pendiente de la ecuación de una recta, se puede determinar 
que la ecuación de la recta tangente en ese punto es y  1. Ver la figura 2.23.

No todo cociente requiere ser derivado mediante la regla del cociente. Por ejemplo, 
cada uno de los cocientes del ejemplo siguiente se puede considerar como el producto de 
una constante por una función de x, de modo que es más sencillo aplicar la regla del múl-
tiplo constante.

EJEMPLO 6 Aplicación de la regla del múltiplo constante

 Función original Reescribir Derivar Simplificar    

 a)

 b)

 c)

 d)

 
3x2 2x 5

x2 5x 2

 
3x2 15x 6x2 13x 5

x2 5x 2

 f x
x2 5x 3 3x 1 2x 5

x2 5x 2

 
3x 1
x2 5x

 
x 3

1
x

x x 5

 f x
3 1 x

x 5

La recta y  1 es tangente a la gráfica de 
ƒ(x) en el punto ( 1, 1)
Figura 2.23

y
18
5x3y

9
5

2x 3y
9
5

x 2y
9

5x2

y
6
7

y
3
7

2y
3
7

3 2xy
3 3x 2x2

7x

y
5
2

x3y
5
8

4x3y
5
8

x4y
5x4

8

y
2x 3

6
y

1
6

2x 3y
1
6

x2 3xy
x2 3x

6

NOTA  Para distinguir la ventaja de la 
regla del múltiplo constante en ciertos 
cocientes, tratar de calcular las deriva-
das del ejemplo 6 mediante la regla del 
cociente. Se llegará al mismo resultado, 
pero con un esfuerzo mucho mayor. 

y

x

y � 1

f (x) = 
3   1

x � 5
x

1234567 1 2 3

2

3

4

5

3

4

5

(1, 1)
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En la sección 2.2 se demostró la regla de la potencia sólo para exponentes n enteros ma-
yores que 1. En el ejemplo que sigue se amplía esa demostración a exponentes enteros 
negativos.

EJEMPLO 7 Demostración de la regla de la potencia
(exponentes enteros negativos)

Si n es un entero negativo, existe un entero positivo k tal que n  k. Por tanto, usando la 
regla del cociente se puede escribir

 Regla del cociente y regla de la potencia.

 n  k.

De tal modo, la regla de la potencia

d

dx
xn nxn 1  Regla de la potencia.

es válida para todo entero. En el ejercicio 76 de la sección 2.5 se pide demostrar el caso en 
el que n es cualquier número racional. 

Derivadas de las funciones trigonométricas

Conocidas las derivadas de las funciones seno y coseno, la regla del cociente permite esta-
blecer las de las cuatro funciones trigonométricas restantes.

TEOREMA 2.9 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS

DEMOSTRACIÓN  Considerando tan x  (sen x)Y(cos x) y aplicando la regla del cociente, 
se obtiene

 Aplicar la regla del cociente.

La demostración de las otras tres partes del teorema se deja como ejercicio (ver el ejerci-
cio 89). 

 nxn 1.

 kx k 1

 
0 kxk 1

x2k

 
xkS0D S1DSkxk 1D

SxkD2

 
d

dx
FxnG

d
dx�

1
xk�

d
dx

Fcsc xG csc x cot x
d
dx

Fsec xG sec x tan x

d
dx

Fcot xG csc2x
d
dx

Ftan xG sec2 x

 sec2 x.

 
1

cos2 x

 
cos2 x sen2 x

cos2 x

 
d
dx

Ftan xG
Scos xDScos xD Ssen xDS sen xD

cos2 x
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EJEMPLO 8 Derivación de funciones trigonométricas

Función Derivada   

 a) 

 b) 
        

EJEMPLO 9 Diferentes formas de una derivada

Derivar ambas formas de y
1 cos x

sen x
csc x cot x.

Solución

Primera forma:

Segunda forma:

Para demostrar que ambas derivadas son idénticas, basta escribir

 csc2 x csc x cot x.

 
1 cos x

sen2 x
1

sen2 x � 1
sen x��

cos x
sen x�

El siguiente compendio muestra que gran parte del trabajo necesario para obtener la 
forma simplificada de una derivada se debe hacer después de derivar. Observar que dos 
características de una forma simplificada son la ausencia de exponentes negativos y el 
agrupamiento de términos semejantes.

 Ssec xDS1 x tan xD
 y xSsec x tan xD Ssec xDS1Dy x sec x

dy
dx

1 sec2 xy x tan x

NOTA  Debido a las identidades 
trigonométricas, la derivada de una 
función trigonométrica puede adoptar 
diversas formas. Esto complica la com-
paración de las soluciones obtenidas 
por el lector con las propuestas al final 
del libro.  

 y csc x cot x csc2 x

 y csc x cot x

 
1 cos x

sen2 x

 
sen2 x cos2 x cos x

sen2 x

 y
Ssen xDSsen xD S1 cos xDScos xD

sen2 x

 y
1 cos x

sen x

�3x 2x2	�4	 �5 4x	�3 4x	 24x2 4x 15

�x2 1	�5	 �5x 2	�2x	
�x2 1	2

5x2 4x 5

�x2 1	2

�x2 5x	�3	 �3x 1	�2x 5	
�x2 5x	2

3x2 2x 5

�x2 5x	2

2

1 cos x
2

f x� tras simplificarf x� tras derivar

Ejemplo 1

  Ejemplo 3

  Ejemplo 4

  Ejemplo 5

  Ejemplo 9

�2x	� sen x	 �cos x	�2	 2�cos x	

�sen x	�sen x	 �1 cos x	�cos x	
sen  xsen  x

2x sen x
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Derivadas de orden superior

Así como al derivar una función posición se obtiene una función velocidad, al derivar esta 
última se obtiene una función aceleración. En otras palabras, la función aceleración es la 
segunda derivada de la función posición.

 Función posición.

 Función velocidad.

 Función aceleración.

La función dada por a(t) es la segunda derivada de s(t) y se denota como saa(t).
La segunda derivada es un ejemplo de derivada de orden superior. Se puede definir 

derivadas de cualquier orden entero positivo. Por ejemplo, la tercera derivada es la deri-
vada de la segunda derivada. Las derivadas de orden superior se denotan como se muestra 
a continuación.

Primera derivada:

Segunda derivada:

Tercera derivada:

Cuarta derivada:

     !

n-ésima derivada:

EJEMPLO 10 Aceleración de la gravedad

Puesto que la Luna carece de atmósfera, un objeto que cae en ella no encuentra resistencia 
del aire. En 1971, el astronauta David Scott verificó que una pluma de ave y un martillo caen 
con la misma velocidad. La función posición para cada uno de esos objetos es

s(t)  0.81t2  2

donde s(t) es la altura en metros y t el tiempo en segundos. ¿Cuál es la relación entre la 
fuerza de gravedad de la Tierra respecto a la de la Luna?

Solución Para calcular la aceleración, derivar dos veces la función posición.

 Función posición.

 Función velocidad.

 Función aceleración.

De esta forma resulta que la aceleración de la gravedad en la Luna es de 1.62 mYs2. Puesto 
que la aceleración de la gravedad en la Tierra es de 9.8 mYs2, la fuerza de gravedad de la 
Tierra respecto a la de la Luna es

 6.0.

Fuerza de gravedad en la Tierra

Fuerza de gravedad en la Luna

9.8

1.62

a t v t  s t

 v t  s t

    s t

Dx
n y

dn

dxn
f x ,

dny

dxn
,f n x ,y n ,

Dx
4 y

d4

dx4 f x ,
d4y

dx4,f 4 x ,y 4 ,

Dx
3 y

d3

dx3 f x ,
d3y

dx3,f x ,y ,

Dx
2 y

d 2

dx2 f x ,
d 2y

dx2,f x ,y ,

Dx y
d

dx
f x ,

dy

dx
,f x ,y ,

NOTA  La segunda derivada de ƒ es la 
derivada de la primera derivada de ƒ. 

 s t 1.62

 s t 1.62t

 s t 0.81t2 2LA LUNA

La masa de la Luna es de 7.349  1022 kg  
y la de la Tierra 5.976  1024 kg. El radio 
de la Luna es 1 737 km y el de la Tierra 
6 378 km. Puesto que la fuerza de gravedad 
de un planeta es directamente proporcional 
a su masa e inversamente proporcional al 
cuadrado de su radio, la razón entre las 
fuerzas de gravedad en la Luna y en la  
Tierra es

5.976 1024 6 3782

7.349 1022 1 7372 6.0.
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En los ejercicios 1 a 6, utilizar la regla del producto para derivar 
la función.

 1.  2.

 3.  4. 

 5.   6. 

En los ejercicios 7 a 12, utilizar la regla del cociente para derivar 
la función.

 7.  8.

 9.  10. 

 11.  12. 

En los ejercicios 13 a 18, encontrar ƒa(x) y ƒa(c).

 Función Valor de c  

 13. 

 14. 

 15. 

 16.

 17.

 18.

En los ejercicios 19 a 24, completar la tabla sin usar la regla del 
cociente.

Función Reescribir Derivar Simplificar   

 19.   

 20.   

 21.   

 22.   

 23.   

 24.   

En los ejercicios 25 a 38, encontrar la derivada de la función 
algebraica.

 25.  26.

c
6

f x
sen x

x

c
4

f x x cos x

 27.  28. 

 29.  30. 

 31.  32. 

 33.  34. 

 35. 

 36. 

 37.  c es una constante

 38.  c es una constante

En los ejercicios 39 a 54 encontrar la derivada de la función 
trigonométrica.

 39.  40. 

 41.  42. 

 43.  44. 

 45.  46. 

 47.  48. 

 49.  50. 

 51.  52. 

 53.  54. 

En los ejercicios 55 a 58, usar un programa de cálculo para derivar 
las funciones.

 55. 

 56. 

 57.  58. 

En los ejercicios 59 a 62, evaluar la derivada de la función en el 
punto que se indica. Utilizar una herramienta de graficación para 
verificar su resultado.

Función Punto 

 59.

 60. 

 61. 

 62. 

f x
c2 x 2

c2 x 2,

f x
x2 c2

x2 c2,

f x x3 x x2 2 x2 x 1

f x 2x3 5x x 3 x 2

g x x2 2
x

1
x 1

f x

2
1
x

x 3

h x x2 1 2h s s3 2 2

f x 3 x x 3f x
3x 1

x

f x x 4 1
2

x 1
f x x 1

4
x 3

h 5  sec tan y 2x sen x x2 cos x

f x sen x cos xf x x 2 tan x

y x sen x cos xy csc x sen x

y
sec x

x
y

3 1 sen x
2 cos x

h x
1
x

12 sec xg t 4 t 6 csc t

y x cot xf x x tan x

f x
sen x

x
f t

cos t
t

f 1 cos f t t 2 sen t

3

f
sen 

1 cos 
g

1 sen 

f x
x2 x 3

x2 1
x2 x 1

g x
x 1
x 2

2x 5

4
, 1f x sen x sen x cos x

, 
1

h t
sec t

t

1, 1f x tan x cot x

6
, 3y

1 csc x
1 csc x

Ejercicios2.3

El ícono CAS  indica que un ejercicio debe utilizarse con un sistema algebraico 
por computadora.

CAS

f �x	 � x3 cos x

h�t	 � �t�1 � t2	
g�x	 � �x2 � 3	�x2 � 4x	

y �
5x2 � 8

11

y �
4x3�2

x

y �
10

3x3

y �
6

7x2

y �
5x2 � 3

4

y �
x2 � 3x

7

h�s	 �
s

�s � 1

g�t	 �
t2 � 4

5t � 3

g�x	 �
sin x

x2

h�x	 �
�x

x3 � 1

f �x	 �
x

x2 � 1

sen x
f �t	 �

cos t

t3

c � 4f �x	 �
x � 5

x � 5

c � 1f �x	 �
x2 � 4

x � 3

c � 1f �x	 � �x 2 � 2x � 1	�x3 � 1	
c � 0f �x	 � �x3 � 4x	�3x 2 � 2x � 5	

f �x	 �
4 � 3x � x 2

x 2 � 1
f �x	 �

x 3 � 5x � 3

x 2 � 1

g�x	 � �x sin x

g�s	 � �s�s2 � 8	
f �x	 � �6x � 5	�x 3 � 2	

sen x
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En los ejercicios 63 a 68, a) encontrar la ecuación de la recta 
tangente a la gráfica de f en el punto que se indica, b) utilizar 
una herramienta de graficación para representar la función y su 
recta tangente en ese punto, y c) utilizar la función derivative para 
confirmar los resultados.

 63. 

 64. 

 65.  66. 

 67.  68. 

Curvas famosas En los ejercicios 69 a 72, encontrar la ecuación 
de la recta tangente a la gráfica en el punto dado (las curvas de los 
ejercicios 69 y 70 se conocen como Brujas de Agnesi. Las curvas 
de los ejercicios 71 y 72 de denominan serpentinas).

 69.  70. 

 71.  72. 

En los ejercicios 73 a 76, determinar el punto o los puntos donde 
la gráfica tiene tangente horizontal.

 73.  74.

 75.  76. 

 77. Rectas tangentes Encontrar las ecuaciones de las rectas tangen-

tes a la gráfica de ƒ(x) �
x �1
x �1

 paralelas a la recta 2y � x � 6.
 

Después dibujar la gráfica de la función y las rectas tangentes.

 78. Rectas tangentes Encontrar las ecuaciones de las rectas 

tangentes a la gráfica de ƒ(x) �
x

x �1
 que pasan por el punto 

 
(�1, 5). Después dibujar la gráfica de la función y las rectas 
tangentes.

En los ejercicios 79 y 80, verificar que ƒa(x) � g�(x), y explicar la 
relación que existe entre f y g.

 79. 

 80. 

En los ejercicios 81 y 82, utilizar las gráficas de f y g, siendo  

y q x �
f x

g x
.p x � f x g x

81.  a) Encontrar pa(1). 82. a) Encontrar pa(4).
 b) Encontrar qa(4)  b) Encontrar qa(7)

 83. Área La longitud de un rectángulo está dada por 6t � 5 y su 
altura es t,  donde t es el tiempo en segundos y las dimensio-
nes están en centímetros. Encontrar el ritmo de cambio del área 
respecto al tiempo.

 84. Volumen El radio de un cilindro recto circular está dado por 
t � 2  y su altura por 1

2 t, donde t es el tiempo en segundos 
y las dimensiones se encuentran en pulgadas. Encontrar el ritmo 
de cambio del volumen respecto al tiempo.

 85. Reposición de inventario El costo C de pedido y transporte de 
los elementos utilizados para la fabricación de un producto es

  x ≥ 1C 100
200
x2

x

x 30
,

  donde C se mide en miles de dólares y x es el tamaño del pedi-
do, en cientos. Encontrar la razón de cambio de C respecto a x 
cuando a) x � 10, b) x � 15 y c) x � 20. ¿Qué implican estas 
razones de cambio cuando el tamaño del pedido aumenta?

 86. Ley de Boyle Esta ley establece que si la temperatura de un gas 
permanece constante, su presión es inversamente proporcional a 
su volumen. Utilizar la derivada para demostrar que el ritmo de 
cambio de la presión es inversamente proporcional al cuadrado 
del volumen.

 87. Crecimiento demográfico Una población de 500 bacterias se 
introduce en un cultivo y aumenta de número de acuerdo con la 
ecuación

  
P t 500 1

4t

50 t2

  donde t se mide en horas. Calcular el ritmo de cambio al que 
está creciendo la población cuando t � 2.

3
, 2f x sec x,

4
, 1f x tan x,

2, 
1
3

f x
x 1
x 1

,5, 5f x
x

x 4
,

2, 2f x x 3 x 2 2 ,

1, 4f x x3 4x 1 x 2 ,

f x
x 4
x2 7

f x
x 1

x2

f x
x2

x2 1
f x

x2

x 12

y

x
2 42

2

4

4

6

f (x) = 8

x2 + 4

(2, 1)

y

x
2 42

2

4

4

6 f (x) = 27

x2 + 9

(3,   )3
2

y

x
4 8

8

4

8 f (x) = 16x

x2 + 16

(2,   )8
5

y

x
21 3 4

2
3

1

4

f (x) = 4x

x2 + 6

(2,   )4
5

y

x

f

g
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2
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8

10

y

x
22 4 6 8 10
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4
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g
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x
f x
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f
�
x
� g

�
x
�

h
�
x
�f

�
x
�

2g
�
x
�

h
�
x
�

 88. Fuerza gravitacional La ley de la gravitación universal de 
Newton establece que la fuerza F que existe entre dos masas, 
m1 y m2, es

  
F

Gm1 m2

d2

  donde G es una constante y d es la distancia entre ambas masas. 
Encontrar una ecuación que calcule el ritmo de cambio instantá-
neo de F respecto a d (suponer que m1 y m2 representan puntos 
móviles).

 89. Demostrar las siguientes reglas de derivación.

 90. Ritmo o velocidad de cambio Determinar si existe algún va-
lor de x en el intervalo [0, 2P) tal que los ritmos de cambio de  
f(x) � sec x y de g(x) � csc x sean iguales.

 91. Modelo matemático La siguiente tabla muestra las cantidades 
q (en millones) de computadoras personales embarcadas en 
Estados Unidos y los valores v (en miles de millones de dólares) 
de estos embarques durante los años 1999 a 2004. La t repre-
senta el año, y t � 9 corresponde a 1999. (Fuente: U.S. Census 
Bureau.)

 a) Utilizar una herramienta de graficación para encontrar los 
modelos cúbicos para el número de computadoras perso-
nales embarcadas q(t) y su valor v(t) correspondiente.

 b) Representar gráficamente cada uno de los modelos desa-
rrollados al responder el apartado a).

 c) Encontrar A � v(t) q(t), para obtener la gráfica A. ¿Qué 
representa esta función?

 d) Interpretar A�(t) en el contexto de estos datos.

 92. Satélites Cuando los satélites exploran la Tierra, sólo tienen 
alcance para una parte de su superficie. Algunos de ellos cuentan 
con sensores que pueden medir el ángulo U que se muestra en 
la figura. Si h representa la distancia que hay entre el satélite 
y la superficie de la Tierra y r el radio de esta última:

 a) Demostrar que h � r(csc U � 1).
 b) Encontrar el ritmo al que cambia h respecto a U cuando 

U � 30�. (Suponer que r � 3 960 millas.)

En los ejercicios 93 a 100, encontrar la segunda derivada de la 
función.

 93.  94.

 95.  96.

 97.  98. 

 99.  100. 

En los ejercicios 101 a 104, encontrar la derivada de orden supe-
rior que se indica.

 101.  102. 

 103.  104.

En los ejercicios 105 a 108, utilizar la información dada para 
encontrar f �(2).

g(2) � 3 y g�(2) � �2

h(2) � �1 y h�(2) � 4

105.   106.

107.   108. 

Desarrollo de conceptos

 109. Construir la gráfica de una función derivable f tal que f (2) � 
0, f � � 0 para �@ � x � 2 y f � � 0 para 2 � x � @. Explicar 
el razonamiento.

 110. Construir la gráfica de una función derivable f tal que f � 0 
y f � � 0 para todos los números reales x. Explicar el razona-
miento.

En los ejercicios 111 y 112 se muestran las gráficas de f, f a y 
f aa sobre el mismo plano cartesiano. ¿Cuál es cuál? Explicar 
el razonamiento.

111.  112.

En los ejercicios 113 a 116 se muestra la gráfica de f. Construir 
las gráficas de f a y f aa.

113.   114. 

a) b)

c)
d

dx
cot x csc2 x

d

dx
csc x csc x  cot x

d

dx
sec x sec x  tan x

r

r h
Q

f 6 xf 4 x 2x 1,f 4 xf��� x 2 x,

f��� xf � x 2
2
x
,f � xf� x x 2,

2

2

12
x

y

3
1

1

2

x

y

y

x

f

24 4
2

2

4

y

x

f
4

4

8

4

8

9 10 11 12 13 14

19.6 15.9 14.6 12.9 15.0 15.8

v 26.8 22.6 18.9 16.2 14.7 15.3

 Aññññ o, t

q

f �x	 � x4 � 2x3 � 3x2 � x f �x	 � 8x6 � 10x5 � 5x3

f x x sen x

f x
x

x 1

f x 4x3 2

f x sec x

f x
x 2 2x 1

x

f x x 32x 2

f x g x h x

f x 4 h x
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 115.  116. 

 117. Aceleración La velocidad, en m s, de un objeto es v(t) � 36 
� t2, 0 � t � 6. Calcular su velocidad y su aceleración cuando  
t � 3. ¿Qué se puede decir acerca de la rapidez del objeto 
cuando velocidad y aceleración tienen signos opuestos?

 118. Aceleración La velocidad de un automóvil que parte del 
reposo es

v t �
100t

2t � 15

  donde v se mide en pies por segundo. Calcular su aceleración 
en a) 5 segundos, b) 10 segundos y c) 20 segundos.

 119. Distancia de frenado Al momento de aplicar los frenos, un 
vehículo viaja a 66 pies s (45 millas por hora). La función 
posición del vehículo es s(t) � �8.25t2 � 66t, donde s se mide 
en pies y t en segundos. Utilizar esta función para completar la 
tabla y encontrar la velocidad media durante cada intervalo.

 120. Movimiento de una partícula En la figura se muestran las 
gráficas de las funciones posición, velocidad y aceleración 
de una partícula.

 a) Copiar las gráficas de las funciones. Identificar cada 
una de ellas. Explicar el razonamiento.

 b) En la ilustración, identificar cuándo aumenta y dis-
minuye la velocidad de la partícula. Explicar el ra-
zonamiento.

Búsqueda de un patrón En los ejercicios 121 y 122, desarrollar 
una fórmula general para f (n)(x), dada f(x).

 121.  122. 

y

x

2
3
4

1

4

f

P
2

P
2
3

y

x

2

4

1

2

1

f

P
2

PP
2
3 P2

f x �
1
x

f x � xn

 123. Búsqueda de un patrón Considerando la función f(x) � g(x)
h(x).

 a) Utilizar la regla del producto para elaborar una regla general 
para encontrar f  �(x), f  (x) y f (4)(x).

 b) Empleando los resultados del apartado a), confeccionar 
una regla general para f  (n)(x).

 124. Búsqueda de un patrón Desarrollar una fórmula general para 
[xf (x)](n), donde f es una función derivable de x.

En los ejercicios 125 y 126, encontrar las derivadas de la función 
f para n � 1, 2, 3 y 4. Utilizar los resultados para elaborar una 
regla general para f �(x) en términos de n.

 125.  126. 

Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 127 a 130, verificar 
que la función satisfaga la ecuación diferencial.

Función Ecuación diferencial 

 127. 

 128. 

 129. 

 130. 

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 131 a 136, determinar si 
la afirmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o 
proporcionar un ejemplo que demuestre que lo es.

 131. Si y � f(x)g(x), entonces dyYdx � f �(x)g�(x).

 132. Si y � (x � l)(x � 2)(x � 3)(x � 4), entonces d 5yYdx5 � 0.

 133. Si f �(c) y g�(c) son cero y h(x) � f(x)g(x), entonces h�(c) � 0.

 134. Si f(x) es un polinomio de n-ésimo grado, entonces

  ƒ(n � 1)(x) � 0.

 135. La segunda derivada representa la razón de cambio de la primera 
derivada.

 136. Si la velocidad de un objeto es constante, entonces su acelera-
ción es cero.

 137. Encontrar un polinomio de segundo grado f (x) � ax2 � bx � c 
tal que su gráfica tenga una recta tangente con pendiente de 10 
en el punto (2, 7) y una intersección en x en (1, 0).

 138. Tomando en cuenta el siguiente polinomio de tercer grado:

  f(x) � ax3 � bx2 � cx � d,  a p 0.

  determinar las condiciones de a, b, c y d, si la gráfica de f :  
a) no tiene tangentes horizontales, b) tiene exactamente una 
tangente horizontal, c) tiene exactamente dos tangentes hori-
zontales. Acompañar las respuestas con un ejemplo.

 139. Calcular la derivada de f(x) � x UxU. ¿Existe f��(0)?

 140. Para pensar Sean f y g funciones cuyas respectivas primera 
y segunda derivadas existen dentro del intervalo I. ¿Cuál de las 
siguientes fórmulas es verdadera?

 a) fg�� � f ��g � (fg� � f �g)�
 b) fg� � f ��g � (fg)�

 141. Utilizar la regla del producto dos veces para demostrar que si 
f, g y h son funciones derivables de x, entonces

f SxD �
cos x

xnf SxD � xn sen x

y� � y � 0y � 3 cos x � sen x

y� � y � 3y � 2 sen x � 3

�y�� � xy� � 2y� � �24x2y � 2x3 � 6x � 10

x3 y� � 2x2 y� � 0y �
1
x
, x > 0

t 0 1 2 3 4

st�

vt�

at�

Para discusión

d

dx

 f �x	g�x	h�x	� � f
�x	g�x	h�x	 � f �x	g
�x	h�x	 � f �x	g�x	h
�x	.

y

t
11 4 5 6 7

8
4

12
16
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2.4 La regla de la cadena
■ Encontrar la derivada de una función compuesta por la regla de la cadena.

■ Encontrar la derivada de una función por la regla general de la potencia.

■ Simplificar la derivada de una función por técnicas algebraicas.

■ Aplicar la regla de la cadena a funciones trigonométricas.

La regla de la cadena

Ahora es tiempo de analizar una de las reglas de derivación más potentes: la regla de la 
cadena. Ésta se aplica a las funciones compuestas y añade versatilidad a las reglas analizadas 
en las dos secciones precedentes. Como ejemplo, comparar las funciones que se muestran 
a continuación; las de la izquierda se pueden derivar sin la regla de la cadena, mientras que 
a las de la derecha conviene aplicarles dicha regla.

Sin la regla de la cadena Con la regla de la cadena 

y � x2 � 1 y � �x2 � 1
y � sen x y � sen 6x
y � 3x � 2 y � (3x � 2)5

y � x � tan x y � x � tan x2

En esencia, la regla de la cadena establece que si y cambia dyYdu veces más rápido que u, 
mientras que u cambia duYdx veces más rápido que x, entonces y cambia (dyYdu)(duYdx) 
veces más rápido que x.

EJEMPLO 1 La derivada de una función compuesta

Un juego de ruedas dentadas está construido, como muestra la figura 2.24, de forma que la 
segunda y la tercera giran sobre un eje común. Cuando la primera gira, impulsa a la segunda 
y ésta a su vez a la tercera. Sean y, u y x los números de revoluciones por minuto del primero, 
segundo y tercer ejes. Encontrar dyYdu, duYdx y dyYdx, y verificar que

dy
dx

�
dy
du

�
du
dx

.

Solución Puesto que la circunferencia del segundo engranaje es tres veces mayor que la 
de la primera, el primer eje debe dar tres vueltas para que el segundo complete una. Del 
mismo modo, el segundo eje ha de dar dos vueltas para que el tercero complete una y, por 
tanto, se debe escribir

y
du
dx

� 2.
dy
du

� 3

Combinando ambos resultados, el primer eje debe dar seis vueltas para hacer girar una vez 
al tercer eje. De tal manera:

En otras palabras, la razón de cambio de y respecto a x es igual al producto de la razón de 
cambio de y con respecto a u multiplicado por el de u con respecto a x.

1

1
2

3

Eje 1

Eje 2

Eje 3

Rueda 1

Rueda 2

Rueda 3

Rueda 4

Eje 1: y revoluciones por minuto
Eje 2: u revoluciones por minuto
Eje 3: x revoluciones por minuto
Figura 2.24

.
Razón de cambio del primer

eje con respecto al tercero
 �

 �
dy

du
�

du

dx
� 3 � 2 � 6

Razón de cambio del segundo

eje con respecto al tercero�
Razón de cambio del primer

eje con respecto al segundo
 
dy

dx
�
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El ejemplo 1 ilustra un caso simple de la regla de la cadena. Su enunciado general es 
el siguiente.

TEOREMA 2.10 LA REGLA DE LA CADENA

Si y � f (u) es una función derivable de u y además u � g(x) es una función derivable 
de x, entonces y �f(g(x)) es una función derivable de x y

dy
dx

�
dy
du

�
du
dx

o su equivalente

d
dx

F f SgSxDDG � f�SgSxDDg�SxD.

DEMOSTRACIÓN  Sea h(x) � f(g(x)). Usando la forma alternativa de la derivada, es necesario 
demostrar que, para x � c,

h�(c) � f �(g(c))g�(c).

Un aspecto importante en esta demostración es el comportamiento de g cuando x tiende a c. 
Se presentan dificultades cuando existen valores de x, distintos de c, tales que g(x) � g(c). En 
el apéndice A se explica cómo utilizar la derivabilidad de ƒ y g para superar este problema. 
Por ahora, supóngase que g(x) x g(c) para valores de x distintos de c. En las demostraciones 
de las reglas del producto y del cociente se sumó y restó una misma cantidad. Ahora se recu-
rrirá a un truco similar, multiplicar y dividir por una misma cantidad (distinta de cero). Ob-
servar que, como g es derivable, también es continua, por lo que g(x) m g(c) cuando x m c.

Al aplicar la regla de la cadena, es útil considerar que la función compuesta ƒ  g está 
constituida por dos partes: una interior y otra exterior.

La derivada de y � ƒ(u) es la derivada de la función exterior (en la función interior u) 
multiplicada por la derivada de la función interior.

y� � f�SuD � u�

E X P L O R A C I Ó N

Aplicación de la regla de la 
cadena Cada una de las funciones 
que se encuentran a continuación 
se pueden derivar utilizando las 
reglas de derivación estudiadas en 
las secciones 2.2 y 2.3. Calcular la 
derivada de cada función utilizando 
dichas reglas; luego encontrar la 
derivada utilizando la regla de la 
cadena. Comparar los resultados. 
¿Cuál de los dos métodos es más 
sencillo?

 a) 2
3x � 1

 b) (x � 2)3

 c) sen 2x

 � f�SgScDDg�ScD

 � � lím
xmc

 
f SgSxDD � f SgScDD

gSxD � gScD �� lím
xmc

 
gSxD � gScD

x � c �

 � lím
xmc

 � f SgSxDD � f SgScDD
gSxD � gScD �

gSxD � gScD
x � c �,gSxD p gScD

 h�ScD � lím
xmc 

 
f SgSxDD � f SgScDD

x � c

Función exterior

Función interior

y � f SgSxDD � f SuD
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EJEMPLO 2 Descomposición de una función compuesta

  y � ƒ(g(x)) u � g(x) y � ƒ(u)    

 a) y � 
1

x � 1
 u � x �1 y � 

1
u

 b) y � sen 2x u � 2x y � sen u
 c) y � �3x2 � x � 1  u � 3x2 � x � l y � �u
 d) y � tan2 x u � tan x y � u2

EJEMPLO 3 Aplicación de la regla de la cadena

Encontrar dyYdx para y � (x2 � 1)3.

Solución Para esta función, considerar que la función interior es u � x2 � 1. Por medio 
de la regla de la cadena, se obtiene

La regla general de la potencia

La función del ejemplo 3 es uno de los tipos más comunes de funciones compuestas,  
y � [u(x)]n. La regla para derivar tales funciones se llama regla general de la potencia, y 
no es sino un caso particular de la regla de la cadena.

TEOREMA 2.11 LA REGLA GENERAL DE LA POTENCIA

Si y � [u(x)]n, donde u es una función derivable de x y n es un número racional, 
entonces

dy
dx

� nFuSxDGn�1 
du
dx

o su equivalente

d
dx

FunG � nun�1 u�.

DEMOSTRACIÓN  Puesto que y � un, aplicar la regla de la cadena para obtener

 �
d
du

 FunG du
dx

.

 
dy
dx

� �dy
du��

du
dx�

Por medio de la regla (simple) de la potencia estudiada en la sección 2.2, se tiene  
D

u
[un] � nun �1 y se sigue que

dy
dx

� nFuSxDGn�1 
du
dx

.

AYUDA DE ESTUDIO  El ejemplo 3 tam-
bién se puede resolver sin hacer uso de 
la regla de la cadena, si se observa que

y � x6 � 3x4 � 3x2 � 1

y, por tanto,

y� � 6x5 � 12x3 � 6x.

Comprobar que esta derivada es la mis-
ma que la del ejemplo 3. ¿Qué método 
sería preferible para encontrar

d
dx

Sx2 � 1D50?

du
dx

dy
du

dy
dx

� 3Sx2 � 1D2S2xD � 6xSx2 � 1D2.
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EJEMPLO 4 Aplicación de la regla general de la potencia

Encontrar la derivada de ƒ(x) � (3x �2x2)3.

Solución Sea u � 3x �2x2. Entonces

f(x) � (3x �2x2)3 � u3

y, mediante la regla general de la potencia, se deduce que

 Aplicar la regla general de la potencia.

 Derivar 3x �2x2.

EJEMPLO 5 Derivación de funciones con radicales

Encontrar los puntos de la gráfica de ƒ(x) � 3 (x2 �1)2 en los que ƒ�(x) � 0 y aquellos en 
los que ƒ�(x) no existe.

Solución Reescribir de nuevo la función como

ƒ(x) � (x2 �1)2Y3.

Aplicar ahora la regla general de las potencias (con u � x2 �1); se obtiene

 Aplicar la regla general de las potencias.

 Expresar en forma radical.

De tal manera, ƒ�(x) � 0 en x � 0 y ƒ�(x) no existe en x � �1, como se muestra en la 
figura 2.25.

EJEMPLO 6 Derivación de cocientes con numeradores constantes

Derivar gStD �
�7

S2t � 3D2 ..

Solución Para empezar, reescribir la función como

g(t) � �7(2t �3) �2.

Después, con la regla general de la potencia se tiene

 Aplicar la regla general de la potencia.

 Simplificar.

 Expresar con exponente positivo.

La derivada de ƒ es 0 en x � 0 y no está 
definida en x � �l
Figura 2.25

NOTA  Derivar la función del ejemplo 
6 usando la regla del cociente. El resul-
tado será el mismo, pero el método es 
menos eficiente que la regla general de 
la potencia. 

 � 3S3x � 2x2D2S3 � 4xD.

 f�SxD � 3S3x � 2x2D2 
d
dx

 F3x � 2x2G

u�un�1n

p777

 �
4x

3 3�x2 � 1
.

 f�SxD �
2
3

 Sx2 � 1D�1Y3 S2xD

u�un�1n

Regla del
múltiplo constante

 �
28

S2t � 3D3 .

 � 28S2t � 3D�3

g�StD � S�7DS�2DS2t � 3D�3S2D

u�un�1n

2 2

2

1

2

1 1
x

y

f a(x) �

f (x) �    (x2  1)2

4x

3    x2  13

3
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Simplificación de derivadas

Los siguientes tres ejemplos ponen de manifiesto algunas técnicas para simplificar las de-
rivadas de funciones que involucran productos, cocientes y composiciones.

EJEMPLO 7 Simplificación por factorización de la potencia mínima

 Función original.

 Reescribir.

 Regla del producto.

 Regla general de la potencia.

 Simplificar.

 Factorizar.

 Simplificar.

EJEMPLO 8 Simplificación de la derivada de un cociente

 Función original.

 Reescribir.

 Regla del cociente.

 Factorizar.

 Simplificar.

EJEMPLO 9 Simplificación de la derivada de una potencia

 Función original.

 Regla general de la potencia.

 Regla del cociente.

 Multiplicar.

 Simplificar.

TECNOLOGÍA Las herramientas 
de graficación con derivación simbó-
lica son capaces de derivar funciones 
muy complicadas. No obstante, suelen 
presentar el resultado en forma no 
simplificada. Si se cuenta con una 
de ese tipo, usarla para calcular las 
derivadas de las funciones de los 
ejemplos 7, 8 y 9, y comparar después 
los resultados.

 �
xS2 � 3x2D
�1 � x2

 � xS1 � x2D�1Y2F�x2S1D � 2S1 � x2DG
 � �x3S1 � x2D�1Y2 � 2xS1 � x2D1Y2

 � x2�1
2

 S1 � x2D�1Y2S�2xD� � S1 � x2D1Y2S2xD

 f�SxD � x2 
d
dx

 FS1 � x2D1Y2G � S1 � x2D1Y2 
d
dx

 Fx2G

 � x2S1 � x2D1Y2

 f SxD � x2�1 � x2

 �
x2 � 12

3Sx2 � 4D4Y3

 �
1
3

Sx2 � 4D�2Y3�3Sx2 � 4D � S2x2DS1D
Sx2 � 4D2Y3 �

 f�SxD �
Sx2 � 4D1Y3S1D � xS1Y3DSx2 � 4D�2Y3S2xD

Sx2 � 4D2Y3

 �
x

Sx2 � 4D1Y3

 f SxD �
x

3�x2 � 4

 �
2S3x � 1DS�3x2 � 2x � 9D

Sx2 � 3D3

 �
2S3x � 1DS3x2 � 9 � 6x2 � 2xD

Sx2 � 3D3

 � �2S3x � 1D
x2 � 3 ��Sx2 � 3DS3D � S3x � 1DS2xD

Sx2 � 3D2 �

 y� � 2 �3x � 1
x2 � 3� 

d
dx

 �3x � 1
x2 � 3�

u�un�1n

 y � �3x � 1
x2 � 3�

2



SECCIÓN 2.4  La regla de la cadena  135

Funciones trigonométricas y la regla de la cadena

A continuación se muestran las “versiones de la regla de la cadena” correspondientes a las 
derivadas de las funciones trigonométricas:

EJEMPLO 10 Aplicación de la regla de la cadena a funciones 
trigonométricas

 a)

 b)

 c)

Hay que asegurarse de entender los convenios matemáticos que afectan a paréntesis y 
funciones trigonométricas. Así, en el ejemplo 10a, se escribe sen 2x que significa sen (2x).

EJEMPLO 11 Paréntesis y funciones trigonométricas

 a)

 b)

 c)

 d)

 e)

Para calcular la derivada de una función con la forma k(x) � ƒ(g(h(x))) es necesario 
aplicar la regla de la cadena dos veces, como se ilustra en el ejemplo 12.

EJEMPLO 12 Aplicación reiterada de la regla de la cadena

 Función original.

 Reescribir.

 Aplicar la regla de la cadena por primera vez.

  Aplicar la regla de la cadena por segunda vez.

 Simplificar.

d
dx

Fcsc uG � �Scsc u cot uD u�
d
dx

Fsec uG � Ssec u tan uD u�

d
dx

Fcot uG � �Scsc2 uDu�
d
dx

Ftan uG � Ssec2 uD u�

d
dx

Fcos uG � �Ssen uD u�
d
dx

Fsen uG � Scos uD u�

y� � 3 sec2 3xy � tan 3x

y� � �senSx � 1Dy � cosSx � 1D

y� � cos 2x 
d
dx

 F2xG � Scos 2xDS2D � 2 cos 2xy � sen 2x

u�cos uu

y� �
1
2

Scos xD�1Y2S�sen xD � �
sen x

2�cos x
y � �cos x � Scos xD1Y2

� �2 cos x sen xy� � 2Scos xDS�sen xDy � cos2 x � Scos xD2

y� � S�sen 9x2DS18xD � �18x sen 9x2y � cosS3xD2 � cosS9x2D
y� � Scos 3DS2xD � 2x cos 3y � Scos 3Dx2

y� � S�sen 3x2DS6xD � �6x sen 3x2y � cos 3x2 � cosS3x2D

 � 12 sen2 4t cos 4t

 � 3Ssen 4tD2Scos 4tDS4D

 � 3Ssen 4tD2Scos 4tD d
dt

F4tG

 f�StD � 3Ssen 4tD2
d
dt

Fsen 4tG

 � Ssen 4tD3

 f StD � sen3 4t
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EJEMPLO 13 Recta tangente a una función trigonométrica

Encontrar la ecuación de la recta tangente a la gráfica de

ƒ(x) � 2 sen x � cos 2x

en el punto (P, 1), como se muestra en la figura 2.26. A continuación determinar todos los va-
lores de x en el intervalo (0, 2P) en los que la gráfica de ƒ tienen una tangente horizontal.

Solución Comenzar por encontrar ƒ�(x).

 Función original.

 Aplicar la regla de la cadena a cos 2x.

 Simplificar.

Para encontrar la ecuación de la recta tangente en (P, 1), evaluar ƒ�(P).

 Sustituir.

 Pendiente de la gráfica en (P, 1).

Ahora, utilizando la forma punto-pendiente de la ecuación de la recta, escribir

 Forma punto-pendiente.

 Sustituir y
1
, m y x

1
.

 Ecuación de la recta tangente en (P, 1).

Se puede determinar que ƒ�(x) � 0 cuando y 
3

2

5

62
,x

6
, . De tal modo, ƒ tiene una 

tangente horizontal en y 
3

2

5

6
,

2
,x

6
, .

Esta sección concluye con un compendio de las reglas de derivación estudiadas hasta 
este momento.

Figura 2.26

 2 cos x 2 sen 2 x

 f x 2 cos x sen 2x 2

 f x 2 sen x cos 2x

Compendio de reglas de derivación

Reglas generales de derivación Sean ƒ, g y u funciones derivables de x.

Derivadas de funciones 
algebraicas

Derivadas de funciones 
trigonométricas

Regla de la cadena

 2

 f 2 cos 2 sen 2

 y 1 2x 2 .

 y 1 2 x

 y y1 m x x1

d

dx
un nun 1 u

d

dx
f u f u  u

Regla general de la potencia:Regla de la cadena:

d

dx
csc x csc x cot x

d

dx
cot x csc2 x

d

dx
cos x sen x

d

dx
sec x sec x tan x

d

dx
tan x sec2 x

d

dx
sen x cos x

d

dx
x 1

d

dx
xn nxn 1,

d

dx
c 0

Regla simple de la potencia:Regla de la constante:

d

dx

f
g

gf fg

g2

d

dx
fg fg gf

Regla del cociente:Regla del producto:

d

dx
f ± g f ± g

d

dx
cf cf

Regla de la suma o de la diferencia:Regla del múltiplo constante:

y

x
P
2

PP

P

2
3 P2

2

3

4

1

2

(   , 1)

f (x) = 2 sen x + cos 2x

AYUDA DE ESTUDIO  Para adquirir 
mayor práctica en la derivación, se 
deben aprender todas las reglas. Como 
ayuda para la memoria, observar que 
las cofunciones (coseno, cotangente y 
cosecante) tienen un signo negativo en 
sus derivadas.
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En los ejercicios 43 y 44, calcular la pendiente de la recta tangente 
a la función seno en el origen. Comparar este valor con el número 
de ciclos completos en el intervalo [0, 2P]. ¿Cuál es la conclusión 
respecto a la pendiente de una función sen ax en el origen?

 43. a) b)

 44. a) b)

En los ejercicios 45 a 66, encontrar la derivada de la función.

 45.  46. 

 47.  48.

 49.  50.

 51.  52.

 53.  54.

 55.  56.

 57.  58.

 59.  60.

 61.  62.

 63.  64.

 65. y � sen(tan 2x) 66.

En los ejercicios 67 a 74, evaluar la derivada de la función en el 
punto indicado. Utilizar una herramienta de graficación para 
verificar los resultados.

 67. 

 68.

 69.

 70.

 71.

 72.

 73.

 74.

g t 5 cos2 ty 4 sec2 x

g v
cos v
csc v

f x
cot x
sen x

g sec 1
2 tan 1

2h x sen 2x cos 2x

y cos 1 2x 2y sen x 2

h x sec x 2g x 5 tan 3x

y sen xy cos 4x

En los ejercicios 1 a 6, completar la tabla.

 1.

 2.

 3.

 4.

 5.

 6.

En los ejercicios 7 a 36, encontrar la derivada de la función.

 7.  8. 

 9.  10.

 11.  12.

 13.  14.

 15.  16.

 17.  18.

 19.  20.

 21.  22.

 23.  24.

 25.  26.

 27.  28.

 29.  30.

 31.  32.

 33.  34.

 35.  36.

En los ejercicios 37 a 42, utilizar un sistema algebraico por compu-
tadora para encontrar la derivada de la función. Utilizar el mismo 
mecanismo para representar gráficamente la función y su deri-
vada en el mismo plano cartesiano. Describir el comportamiento 
de la función que corresponde a cualquier cero de la gráfica de 
la derivada.

 37.  38. 

 39.  40.

 41.  42.

y sen
5x

2

y csc 3x

y 3 tan x2

y x3 7

y
1

x 1

y 5x 8 4

y f uu g xy f g x       

y x 2 tan 
1
x

y
cos x 1

x

g x x 1 x 1y
x 1

x

y
2x

x 1
y

x 1
x 2 1

x

2

2

1

PP
2

P2

y

y � sen x

x

2

2

1

PP
2

P2

y

y � sen 2x

x

2

2

1

P P2

y

y � sen 3x

x

2

1

2

1

P PP P
2 2

3 2

y

y � sen x
2

2
, 

2
y

1
x

cos x

0, 25y 26 sec 3 4x

2, 3f x
x 1

2x 3

0, 2f t
3t 2
t 1

4, 
1

16
f x

1
x 2 3x 2

2, 
1
2

f x
5

x 3 2

2, 2y 5 3x 3 4x

3, 5s t t 2 6t 2

Punto        Función                      

Ejercicios2.4

g x
3x2 2
2x 3

3

f v
1 2v

1 v

3

h t
t 2

t 3 2

2

g x
x 5
x2 2

2

y
x

x 4 4
y

x

x 2 1

y
1
2 x2 16 x2y x 1 x2

f x x 3x 9 3f x x2 x 2 4

g t
1

t 2 2
y

1

x 2

y
5

t 3 3f t
1

t 3

2

s t
1

t 2 3t 1
y

1
x 2

f x 3 4 2 9xy 2 4 9 x 2

g x x 2 2x 1y 3 6x 2 1

g x 9 4xf t 5 t

f t 9t 2 2 3g x 3 4 9x 4

y 2 6 x2 5y 4x 1 3

f x 2 2 x

f x x2 3 5 x 2

g t t 1 1

g x 2 x2 1 4 3

1

f tan2 5

y sen 3 x 3 sen xy x
1
4 sen 2x 2

y 3x 5 cos x 2f t 3 sec2 t 1

h t 2 cot2 t 2f
1
4 sen2 2

gy g cos2 8

y cos sin tan xsen

CAS
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En los ejercicios 75 a 82, a) encontrar la ecuación de la recta tan-
gente a la gráfica de ƒ en el punto que se indica, b) utilizar una 
herramienta de graficación para representar la función y la recta 
tangente en ese punto y c) verificar los resultados empleando la 
función derivative de su herramienta de graficación.

 75.

 76.

 77.

 78.

 79.

 80.

 81.

 82.

En los ejercicios 83 a 86, a) utilizar una herramienta de graficación 
para encontrar la derivada de la función del punto dado, b) en-
contrar la ecuación de la recta tangente a la gráfica de la función 
del punto dado y c) utilizar la herramienta de graficación para 
representar la función y su recta tangente en la misma ventana.

 83.

 84.

 85.

 86.

Curvas famosas En los ejercicios 87 y 88, encontrar la ecuación 
de la recta tangente a la gráfica del punto dado. Después utilizar 
una herramienta de graficación para dibujar la función y su recta 
tangente en la misma ventana.

 87. Semicírculo superior 88. Curva de bala

 89. Recta tangente horizontal Determinar el o los puntos en el 
intervalo (0, 2P) en los que la gráfica de ƒ(x) � 2 cos x � sen 
2x tiene una tangente horizontal.

 90. Recta tangente horizontal Determinar el o los puntos en 

los que la gráfica de f x
x

2x 1
 tiene una tangente 

horizontal.

En los ejercicios 91 a 96, encontrar la segunda derivada de la 
función.

 91.  92. 

 93.  94.

 95.  96.

En los ejercicios 97 a 100, evaluar la segunda derivada de la función 
en el punto dado. Utilizar una herramienta de graficación para 
verificar los resultados.

 97.

 98.

 99.

 100.

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 101 a 104, se muestran las gráficas de una  
función ƒ y su derivada ƒ�. Clasificar las gráficas según co-
rrespondan a ƒ o ƒ� y escribir en un breve párrafo los criterios 
utilizados para hacer la selección.

 101.  102. 

 103.  104.

En los ejercicios 105 y 106, se da la relación que existe entre ƒ 
y g. Explicar la relación que existe entre ƒ� y g�.

 105. g(x) � f(3x) 106. g(x) � f(x2)

 107.  Para pensar La tabla muestra algunos valores de la derivada 
de una función desconocida f. Completar la tabla encontrando 
(si es posible) la derivada de cada una de las siguientes trans-
formaciones de f.

  a)

  b)

  c)

  d)

4
, 2y 2 tan3 x

4
, 1f x tan 2 x

4
, 

2
2

y cos 3x

, 0f x sen 2x

1, 4f x 9 x2 2 3

1, 1y 4x3 3 2

2, 2f x
1
3x x 2 5

4, 5f x 2x 2 7

PuntoFunción                  

2, 10y t2 9 t 2,

0, 
4
3

s t
4 2t 1 t

3
,

4, 8f x x 2 x 2,

1
2

, 
3
2

g t
3t2

t2 2t 1
,

y

x

f (x) =    25  x2 

(3, 4)

246 2 4 6

4

2

4

6

8

y

x

f (x) =

(1, 1)

123 1 2 3

2

1

2

3

4

2  x2

|x|

f x sec 2 xf x sen x 2

6
, 3g t tan 2t,

0, 1f x cos x2 ,

0, 
1
2

f x
1

x 4
,

1, 64
9h x

1
9 3x 1 3,

x

3

2 3

2

3
2

y

x
32 41

3
2

4

y

x
3

3

y

x
42

4

2
3

4
3
2

y

f x
1

x 6

f x 5 2 7x 4

f x
4

x 2 3

f x 4 x 2 2 3

s x f x 2

r x f 3x

h x 2 f x

g x f x 2
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108.  Dado que g(5) ��3, g�(5) � 6, h(5) � 3 y h�(5) � �2,  
encontrar f �(5) (si es posible) para cada una de las si-
guientes funciones. Si no es posible, establecer la infor-
mación adicional que se requiere.

   a)  b) 

   c)  d) 

En los ejercicios 109 y 110 se muestran las gráficas de f y g. Sea 
h(x) � ƒ(g(x)) y s(x) � g(ƒ(x)). Calcular las derivadas, si es que 
existen. Si las derivadas no existen, explicar por qué.

 109. a) Encontrar h�(1) 110. a) Encontrar h�(3)

  b) Encontrar s�(5)  b) Encontrar s�(9)

 111. Efecto Doppler La frecuencia F de la sirena de un carro de 
bomberos oída por un observador en reposo está dada por

F �
132 400
331 p v

donde � v representa la velocidad del carro de bomberos (ob-
servar la figura). Calcular la razón de cambio de F respecto de 
v cuando

 a) el carro se acerca a una velocidad de 30 m s (usar �v).
 b) el carro se aleja a una velocidad de 30 m s (usar �v).

 112. Movimiento armónico El desplazamiento de su posición de 
equilibrio para un objeto en movimiento armónico situado al 
extremo de un muelle es

y �
1
3 cos 12t �

1
4 sen 12t

donde y se mide en pies y t en segundos. Determinar la posición 
y la velocidad del objeto cuando t � P 8.

 113. Péndulo Un péndulo de 15 cm se mueve según la ecuación  
U � 0.2 cos 8t, donde U es el desplazamiento angular de la 
vertical en radianes y t es el tiempo en segundos. Calcular 
el máximo desplazamiento angular y la razón de cambio de  
U cuando t � 3 segundos.

 114. Movimiento ondulatorio Una boya oscila con movimiento 
armónico simple dado por y � A cos Vt, mientras las olas pasan 
por ella. La boya se mueve verticalmente, desde el punto más 
bajo hasta el más alto, un total de 3.5 pies. Cada 10 segundos 
regresa a su punto de máxima altura.

 a) Escribir una ecuación que explique el movimiento de esa 
boya si está en su máxima altura cuando t � 0.

 b) Calcular la velocidad de la boya en función de t.

 115. Sistema circulatorio La velocidad S de la sangre que está a  
r cm del centro en una arteria está dada por

S � C(R2 � r2)

donde C es una constante, R es el radio de la arteria y S se mide 
en cm s. Suponer que se administra un fármaco y la arteria 
empieza a dilatarse a un ritmo dR dt. A una distancia cons-
tante r, encontrar el ritmo de cambio de S con respecto a t para  
C � 1.76 � 105, R � 1.2 � 10�2 y dR dt � 10�5.

 116.  Modelado matemático En la siguiente tabla se muestra la 
temperatura máxima promedio (en grados Fahrenheit) corres-
pondiente a la ciudad de Chicago, Illinois. (Fuente: National 
Oceanic and Atmospheric Administration)

 a) Utilizar una herramienta de graficación para representar 
los datos y encontrar un modelo para esos datos con la 
forma

T(t) � a � b sen (ct � d)

donde T es la temperatura y t el tiempo en meses, con  
t � 1 correspondiente al mes de enero.

 b) Representar el modelo en la herramienta de graficación. 
¿Ajusta bien a  los datos?

 c) Encontrar T � y utilizar la herramienta de graficación para 
representar la derivada.

 d) Con base en la gráfica de la derivada, ¿cuándo cambia 
la temperatura de manera más rápida? ¿Y más lenta? 
¿Coinciden las respuestas con las observaciones experi-
mentales? Explicar la respuesta.

y

x

f

g

2 4 6 8 10

2

6

8

10

y

x

f

g

2 4 6 8 10

2

4

8

10

331 � v
F =

331  v
F =132 400 132 400

x �2 �1 0 1 2 3

f	 x 4 2
3 �

1
3 �1 �2 �4

g	 x

h	 x

r	 x

s	 x

Para discusión

f x � g x 3

f x � g h x

f x �
g x

h x

f x � g x h x

Tabla para 107

Feb Mar May Jun

29.6 34.7 46.1 58.0 69.9 79.2

Jul Sep Oct Nov

83.5 81.2 73.9 62.1 47.1 34.4

Mes

Temperatura

Mes

Temperatura

Ene Abr

Ago Dic
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 117. Modelado matemático El costo de producción de x unidades 
de un artículo es C � 60x � 1 350. Durante una semana, la 
gerencia observó el número de unidades producidas a lo largo 
de t horas en un turno de 8 horas. En la tabla se muestran los 
valores promedio de x para una semana.

 a) Utilizar una herramienta de graficación para ajustar un 
modelo cúbico para los datos.

 b) Usar la regla de la cadena para encontrar dC dt.

 c) Explicar por qué la función de costo no se incrementa con 
un ritmo constante durante el turno de 8 horas.

 118. Búsqueda de un patrón Sea ƒ(x) � sen Bx, donde B es una 
constante.

 a) Calcular las cuatro primeras derivadas de la función.

 b) Verificar que la función y su segunda derivada satisfacen 
la ecuación ƒ�(x) � B2ƒ(x) � 0.

 c) Utilizar los resultados del apartado a) para desarrollar fór-
mulas generales para las derivadas de orden par e impar.

f (2k)(x) y f (2k � l)(x).

[Sugerencia: (�1)k es positivo si k es par y negativo si k es 
impar.]

 119. Conjetura Sea f una función derivable de periodo p.

 a) La función ƒ� ¿es periódica? Verificar la respuesta.

 b) Considerando la función g(x) � ƒ(2x), la función g�(x) ¿es 
periódica? Verificar la respuesta.

 120. Para pensar Sean r(x) � ƒ(g(x)) y s(x) � g(ƒ(x)), con f y g 
tales como muestra la figura adjunta. Calcular

 a) r�(1)

 b) s�(4)

 121. a) Encontrar la derivada de la función g(x) � sen2 x � cos2 x 
de dos maneras distintas.

 b) Para ƒ(x) � sec2 x y g(x) � tan2 x, demostrar que ƒ�(x) � 
g�(x).

 122. a) Demostrar que la derivada de una función impar es par. 
Esto es, si f (�x) � �ƒ(x), entonces ƒ�(�x) � ƒ�(x).

 b) Demostrar que la derivada de una función par es impar. Es 
decir, si ƒ(�x) � ƒ(x), entonces ƒ�(�x) � �ƒ�(x).

 123. Sea u una función derivable de x. Considerar que u  � u2 para 
demostrar que

u 0.
d

dx
u u  

u

u
,

En los ejercicios 124 a 127, utilizar el resultado del ejercicio 123 
para encontrar la derivada de la función.

 124.  125.

 126.  127.

Aproximaciones lineal y cuadrática Las aproximaciones lineal y 
cuadrática de una función ƒ en x � a son

P
1
(x)�ƒ�(a)(x � a) � ƒ(a) y

P
2
(x) �  ,N  ƒ �(a)(x � a)2 � ƒ�(a)(x � a) � ƒ(a).

En los ejercicios 128 y 129 a) calcular las aproximaciones lineal y 
cuadrática de ƒ que se especifican, b) utilizar una herramienta de 
graficación para representar ƒ y sus aproximaciones, c) determinar 
cuál de las dos, P

1
 o P

2
, es mejor aproximación y d) establecer cómo 

varía la precisión a medida que se aleja de x � a.

 128.  129.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 130 a 132, determinar si 
la afirmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o 
proporcionar un ejemplo que demuestre que lo es.

 130. Si y � (1 � x)1 2, entonces y� �  ,N (1 � x)�1 2.

 131. Si ƒ(x) � sen2(2x), entonces ƒ�(x) � 2(sen 2x)(cos 2x).

 132. Si y es una función derivable de u, u es una función derivable 
de v y v es una función derivable de x, entonces:

dy

dx

dy

du
 
du

dv
 
dv

dx
.

 133.  Sea f(x) � a
1
 sen x � a

2
 sen 2x � · · ·� a

n
 sen nx, donde 

a
1
, a

2
, · · ·, a

n
 son números reales y n es un número entero 

positivo. Dado que ƒ(x)  � sen x , para todo x real, de-
mostrar que a

1
 � 2a

2
 � · · ·� na

n
 � 1.

 134.  Sea k un número entero positivo fijo. La n-ésima derivada 

de 
1

xk 1
 tiene la forma

    

Pn x

xk 1 n 1

     donde P
n
(x) es un polinomio. Encontrar P

n
(1).

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize 
Competition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos 
reservados.
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7
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(2, 4)

(6, 6)

(6, 5)

f x sen xh x x  cos x

f x x 2 9g x 3x 5

a
64

a

f x sec xf x tan x

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8

x 0 16 60 130 205 271 336 384 392

Preparación del examen Putnam



■ Distinguir entre funciones explícitas e implícitas.

■ Hallar la derivada de una función por derivación implícita.

Funciones explícitas e implícitas

Hasta este punto, la mayoría de las funciones estudiadas en el texto se enunciaron de forma 
explícita. Por ejemplo, en la ecuación

y � 3x2 � 5 Forma explícita.

la variable y está escrita explícitamente como función de x. Sin embargo, algunas funciones 
sólo se enuncian de manera implícita en una ecuación. Así, la función y � l x está definida 
implícitamente por la ecuación xy � 1. Supongamos que se pide calcular la derivada dy dx 
para esta ecuación. Podemos escribir y como función explícita de x, y luego derivar.

Esta estrategia funciona siempre que se pueda despejar y como función de x en la ecua-
ción, de lo contrario, este método no es viable. Por ejemplo, ¿cómo encontrar dy dx para 
la ecuación

x2 � 2y3 � 4y � 2

donde resulta muy difícil despejar y como función explícita de x? En tales situaciones se 
debe usar la llamada derivación implícita.

Para comprender esta técnica, es preciso tener en cuenta que la derivación se efectúa con 

respecto a x. Esto quiere decir que cuando se tenga que derivar términos que sólo contienen 
a x, la derivación será la habitual. Sin embargo, cuando haya que derivar un término donde 
aparezca y, será necesario aplicar la regla de la cadena, ya que se está suponiendo que y está 
definida implícitamente como función derivable de x.

EJEMPLO 1 Derivación respecto de x

 a)  Las variables coinciden: usar la regla simple de las potencias.

 b)  Las variables no coinciden: usar la regla de la cadena.

 c)  Regla de la cadena:                        . 

 d)  Regla del producto.

   Regla de la cadena.

   Simplificar.

dy

dx
� �x�2 � �

1
x2y �

1
x

� x�1xy � 1

Derivada                    Forma explícitaForma implícita

E X P L O R A C I Ó N

Representación gráfica de una 
ecuación implícita
¿Cómo se podría utilizar una 
herramienta de graficación para 
representar

x2 � 2y3 � 4y � 2?

He aquí dos procedimientos 
posibles:

 a) Despejar x en la ecuación. 
Intercambiar los papeles de x 
y y, y dibujar la gráfica de las 
dos ecuaciones resultantes. Las 
gráficas combinadas presentarán 
una rotación de 90° con respec-
to a la gráfica de la ecuación 
original.

 b) Configurar la herramienta de 
graficación en modo paramétri-

co y representar las ecuaciones

y � t

x � � 2t3 � 4t � 2

y

y � t.

x � 2t3 � 4t � 2

A partir de cualquiera de estos mé-
todos, ¿se puede decidir si la gráfica 
tiene una recta tangente en el punto 
(0, 1)?

Explicar el razonamiento.
Las variables coinciden

Las variables no coinciden

 � 2xy 
dy

dx
� y2

 � x 2y
dy

dx
� y2 1

 
d

dx
xy2 � x 

d

dx
y2 � y2 d

dx
x

d

dx
x � 3y � 1 � 3

dy

dx

d

dx
y3 � 3y2 dy

dx

u�nun�1un

d

dx
x3 � 3x2

d

dx
3y � 3y�

2.5 Derivación implícita
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Derivación implícita

Estrategias para la derivación implícita

1. Derivar ambos lados de la ecuación respecto de x.
2. Agrupar todos los términos en que aparezca dy dx en el lado izquierdo de la 

ecuación y pasar todos los demás a la derecha.
3. Factorizar dy dx del lado izquierdo de la ecuación.
4. Despejar dy dx.

Observar que en el ejemplo 2 la derivación implícita puede producir una expresión para 
dy dx en la que aparezcan a la vez x y y.

EJEMPLO 2 Derivación implícita

Encontrar dy dx dado que y3 � y2 �5y �x2 � �4.

Solución

1. Derivar los dos miembros de la ecuación respecto de x.

2. Agrupar los términos con dy dx en la parte izquierda y pasar todos los demás al lado 
derecho.

3y2 dy

dx
� 2y

dy

dx
� 5

dy

dx
� 2x

3. Factorizar dy dx en la parte izquierda.

dy

dx
3y2 � 2y � 5 � 2x

4. Despejar dy dx dividiendo entre (3y2 � 2y �5).

dy

dx
�

2x

3y2 � 2y � 5

Para ver cómo usar la derivación implícita, considerar la gráfica de la figura 2.27. En 
ella se puede observar que y no es una función de x. A pesar de ello, la derivada determi-
nada en el ejemplo 2 proporciona una fórmula para la pendiente de la recta tangente en un 
punto de esta gráfica. Debajo de la gráfica se muestran las pendientes en varios puntos de 
la gráfica.

TECNOLOGÍA Con la mayoría de las herramientas de graficación es fácil repre-
sentar una ecuación que expresa de manera explícita a y en función de x. Por el 
contrario, representar las gráficas asociadas a otras ecuaciones requiere cierto in-
genio. Por ejemplo, tratar de representar la gráfica de la ecuación empleada en el 
ejemplo 2 configurando la herramienta de graficación en modo paramétrico, a fin 
de elaborar la gráfica de las representaciones paramétricas x �  t3 �t2 �5t �4, y � t  
y x � �  t3 � t2 �5t �4, y � t, para �5 � t � 5. ¿Cómo se compara el resultado 
con la gráfica que se muestra en la figura 2.27?

Puntos en la gráfica Pendiente de la gráfica 
(2, 0) � -K

(1, �3) ,@

x � 0 0
(1, 1) No definida
La ecuación implícita

y3 � y2 �5y �x2 � �4

tiene la derivada
dy

dx
�

2x

3y2 � 2y � 5
Figura 2.27

 3y2 dy

dx
� 2y

dy

dx
� 5

dy

dx
� 2x � 0

 
d

dx
y3 �

d

dx
y2 �

d

dx
5y �

d

dx
x2 �

d

dx
�4

 
d

dx
y3 � y2 � 5y � x2 �

d

dx
�4

x

1 2

2

1

31
1

2

2

3

4

(1, 3)

(2, 0)
(1, 1)

y3 � y2  5y  x2 � 4

y
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En una ecuación que no tiene puntos solución, por ejemplo, x2 � y2 � �4, no tiene 
sentido despejar dy dx. Sin embargo, si una porción de una gráfica puede representarse 
mediante una función derivable, dy dx tendrá sentido como pendiente en cada punto de esa 
porción. Recordar que una función no es derivable en a) los puntos con tangente vertical y 
b) los puntos en los que la función no es continua.

EJEMPLO 3 Representación de una gráfica mediante 
funciones derivables

Si es posible, representar y como función derivable de x.

 a) x2 � y2 � 0 b) x2 � y2 � 1 c) x � y2 � 1

Solución

 a) La gráfica de esta ecuación se compone de un solo punto. Por tanto, no define y como 
función derivable de x. Ver la figura 2.28a.

 b) La gráfica de esta ecuación es la circunferencia unidad, centrada en (0, 0). La semicir-
cunferencia superior está dada por la función derivable

y � 1 � x2,  �1 < x < 1

y la inferior por la función derivable

y � � 1 � x2,  �1 < x < 1.

En los puntos (�1, 0) y (1, 0), la pendiente no está definida. Ver la figura 2.28b.
 c) La mitad superior de esta parábola está dada por la función derivable

y � 1 � x,  x < 1

y la inferior por la función derivable

y � � 1 � x,  x < 1.

En el punto (1, 0) la pendiente no está definida. Ver la figura 2.28c.

EJEMPLO 4 Cálculo de la pendiente de una gráfica implícita

Calcular la pendiente de la recta tangente a la gráfica de

x2 � 4y2 � 4

en el punto 2, �1 2 . Ver la figura 2.29.

Solución

 Ecuación original.

 Derivar respecto de x.

 Despejar términos con 
dy

dx
.

 Evaluar dy

dx
cuando x � 2 , y y � �

1

2
.

NOTA  Para observar las ventajas de la derivación implícita, intentar rehacer el ejemplo 4 manejando 
la función explícita y � � ,N   4 � x2. 

Algunos segmentos de curva pueden repre-
sentarse por medio de funciones derivables
Figura 2.28

x

1

1

1

1

(0, 0)
x2 + y2 = 0

y

x

1

1

1

1

(1, 0) (1, 0)

y �    1  x2

y �     1  x2

y

x

1

1

1

(1, 0)

1

y �    1  x

y �     1  x

y

Figura 2.29

Por tanto, en la pendiente es

dy

dx
�

� 2

�4 2
�

1
2

.

2, �1 2 ,

 
dy

dx
�

�2x

8y
�

�x

4y

 2x 8y
dy

dx
� 0

 x2 4y2 � 4

a)

b)

c)

x

1

2

1

2
2, ( )1

2

x2 � 4y2 � 4

y
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Cálculo de la pendiente de una gráfica implícita

Calcular la pendiente de la gráfica de 3(x2 � y2)2 � l00xy en el punto (3, 1).

Solución

En el punto (3, 1), la pendiente de la gráfica es

dy

dx
�

25 1 � 3 3 32 � 12

�25 3 � 3 1 32 � 12 �
25 � 90

�75 � 30
�

�65
�45

�
13
9

como muestra la figura 2.30. Esta gráfica se denomina lemniscata.

EJEMPLO 6 Determinación de una función derivable

Encontrar dy dx implícitamente para la ecuación sen y � x. A continuación, determinar 
el mayor intervalo de la forma �a � y � a en el que y es una función derivable de x (ver la 
figura 2.31).

Solución

El intervalo más grande cercano al origen en el que y es derivable respecto de x es �P 2 
� y � P 2. Para verlo, observar que cos y es positivo en ese intervalo y 0 en sus extremos. 
Si se restringe a ese intervalo, es posible escribir dy dx explícitamente como función de x. 
Para ello, usar

� 1 � x2,  �
�

2
< y <

�

2

 cos y � 1 � sen2 y

y concluir que

dy

dx
�

1

1 � x2
.

Este ejemplo se estudia más adelante cuando se definen las funciones trigonométricas 
inversas en la sección 5.6.

Lemniscata
Figura 2.30

La derivada es 
dy

dx
�

1
1 � x2

Figura 2.31

 �
25y � 3x x2 � y2

�25x � 3y x2 � y2

 
dy

dx
�

100y � 12x x2 � y2

�100x � 12y x2 � y2

 12y x2 � y2 � 100x
dy

dx
� 100y � 12x x2 � y2  

 12y x2 � y2 dy

dx
� 100x

dy

dx
� 100y � 12x x2 � y2  

 3 2 x2 � y2 2x � 2y
dy

dx
� 100 x 

dy

dx
� y 1

 
d

dx
3 x2 � y2 2 �

d

dx
100xy

 
dy

dx
�

1
cos y

 cos y
dy

dx
� 1

 
d

dx
sen y �

d

dx
x

x

1

1

2

3

3

4

4

124

4

(3, 1)

3(x2 � y2)2 � 100xy

y

x

11

P
2

P
2



2
 P3

1, P
2( )

1, P
2( )

sen y � x

y

EJEMPLO 5 
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Al usar la derivación implícita, con frecuencia es posible simplificar la forma de la 
derivada (como en el ejemplo 6) utilizando de manera apropiada la ecuación original. Se 
puede emplear una técnica semejante para encontrar y simplificar las derivadas de orden 
superior obtenidas de forma implícita.

EJEMPLO 7 Cálculo implícito de la segunda derivada

Dada x2 � y2 � 25, encontrar 
d 2y

dx2 . Evaluar la primera y segunda derivadas en el punto 
(�3, 4).

Solución Derivando ambos términos respecto de x se obtiene

En �3, 4 :�
dy

dx
� �

�3

4
�

3

4
.

Derivando otra vez respecto de x vemos que

 Regla del cociente.

En �3, 4 :�
d2 y

dx2
� �

25

43
� �

25

64
.

EJEMPLO 8 Recta tangente a una gráfica

Encontrar la recta tangente a la gráfica dada por x2(x2 � y2) � y2 en el punto ( 2 2,  
2 2), como muestra la figura 2.32.

Solución Reescribiendo y derivando implícitamente, resulta

En el punto ( 2 2, 2 2), la pendiente es

dy

dx
�

2 2 2 1 2 � 1 2

2 2 1 � 1 2
�

3 2
1 2

� 3

y la ecuación de la recta tangente en ese punto es

 y � 3x � 2.

 y �
2

2
� 3 x �

2
2

ISAAC BARROW (1630-1677)
La gráfica de la figura 2.32 se conoce 
como la curva kappa debido a su 
semejanza con la letra griega kappa, K. 
La solución general para la recta 
tangente a esta curva fue descubierta 
por el matemático inglés Isaac Barrow. 
Newton fue su alumno y con frecuencia 
intercambiaron correspondencia 
relacionada con su trabajo en el 
entonces incipiente desarrollo del 
cálculo.

La curva kappa
Figura 2.32

 
dy

dx
�

�2x

2y
� �

x

y
.

 2y 
dy

dx
� �2x

 2x � 2y 
dy

dx
� 0

 
d 2y

dx2 � �
y 1 � x dy dx

y2

 
dy

dx
�

x 2x2 � y2

y 1 � x2
.

 2y x2 � 1
dy

dx
� �2x 2x2 � y2

 4x3 � x2 2y
dy

dx
� 2xy2 � 2y 

dy

dx
� 0

 x4 � x2y2 � y2 � 0

T
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y3 � �
25
y3

.
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En los ejercicios 1 a 16, encontrar dy dx por medio de la deriva-
ción implícita.

 1. x2 � y2 � 9 2. x2 � y2 � 25

 3. x1 2 � y1 2 � 16 4. x3 � y3 � 64

 5. x3 � xy � y2 � 7 6. x2y � y2x � �2

 7.  8. 

 9.  10.

 11.  12.

 13.  14.

 15.  16.

En los ejercicios 17 a 20, a) encontrar dos funciones explícitas  
despejando y en términos de x, b) construir la gráfica de la ecua-
ción y clasificar las partes dadas por las respectivas funciones  
explícitas, c) derivar las funciones explícitas y d) encontrar dy dx 
y demostrar que el resultado es equivalente al del apartado c).

 17. x2 � y2 � 64 18. x2 � y2 � 4x � 6y � 9 � 0

 19. 16x2 � 25y2 � 400 20. 16y2 � x2 � 16

En los ejercicios 21 a 28, encontrar dy dx por medio de la deriva-
ción implícita y calcular la derivada en el punto indicado.

 21. 

 22. 

 23. 

 24.

 25.

 26.

 27.

 28.

Curvas famosas En los ejercicios 29 a 32, calcular la pendiente 
de la recta tangente a la gráfica en el punto propuesto.

 29. Bruja de Agnesi: 30. Cisoide:

(x2 � 4)y � 8  (4 � x)y2 � x3

Punto: (2, 1)  Punto: (2, 2)

 31. Bifolio: 32. Folio de Descartes:

(x2 � y2)2 � 4x2y  x3 � y3 � 6xy � 0

Punto: (1, 1)  Punto:

Curvas famosas En los ejercicios 33 a 40, encontrar la ecuación 
de la recta tangente a la gráfica en el punto dado.

 33. Parábola 34. Circunferencia

 35. Hipérbola rotada 36. Elipse rotada

 37. Cruciforme 38. Astroide

y � sen xy

sen x � x 1 � tan y

sen x � 2 cos 2y � 1

x3 � 3x2y � 2xy2 � 12

x3y3 � y � x

2, 
P

3
x cos y � 1,

0, 0tan x � y � x,

2, 3x3 � y3 � 6xy � 1,

8, 1x 2 3 � y 2 3 � 5,

�1, 1x � y 3 � x3 � y3,

7, 0y2 �
x2 � 49
x2 � 49

,

1, 1x2 � y3 � 0,

�6, �1xy � 6,

x

1

1

3

2
1

12

y

x

2 3

1

2

1

2

y

x

1

1

2

2
1

1

2

2

y

x

1

1

2

2 3

3

4

4

2

2

y

y

x

xy = 1

(1, 1)

3 1 2 3

1

2

3 y

x

3 2 3

3

2

2

3

(   3, 1)

7x2  6    3xy + 13y2  16 = 0

y

x

(4, 2    3)

246 4 62

4

4

6

x2y2  9x2  4y2 = 0
y

x

(8, 1)

12

12

12

x2/3 + y2/3 = 5

4
3, 83

Ejercicios2.5

y

x

�2�4 4 6

�4

2

4

6

8

10

(x � 2)2 + (y � 3)2 = 37

(4, 4)

y

x

(6, 1)

(y � 3)2 = 4(x � 5)

2 4 6 8 14�2

�4

�6

2

4

6

8

10

x � sec 
1
y

cot y � x � y

Ssen Px � cos PyD2 � 2

4 cos x sen y � 1

�xy � x � 1y2
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 39. Lemniscata 40. Curva kappa

 41. a) Utilizar la derivación implícita para encontrar la ecuación 

de la recta tangente a la elipse 
x2

2
�

y2

8
� 1 en (1, 2).

  b) Demostrar la ecuación de la recta tangente a la elipse 
x2

a2 �
y2

b2 � 1 en (x
0
, y

0
) es 

x0x

a2 �
y0y

b2 � 1.

 42. a) Utilizar la derivación implícita para encontrar la ecuación de 

la recta tangente a la hipérbola 
x2

6
�

y2

8
� 1 en (3, �2).

  b) Demostrar que la ecuación de la recta tangente a la hipérbola 
x2

a2 �
y2

b2 � 1 en (x
0
, y

0
) es 

x0x

a2 �
y0y

b2 � 1.

En los ejercicios 43 y 44, calcular dyYdx de manera implícita y 
encontrar el mayor intervalo con la forma �a � y � a o 0 � y < 
a tal que y sea una función derivable de x. Expresar dyYdx en 
función de x.

 43. tan y � x 44. cos y � x

En los ejercicios 45 a 50, encontrar d2yYdx2 en términos de x y y.

 45. x2 � y2 � 4 46. x2y2 � 2x � 3

 47. x2 � y2 � 36 48. 1 � xy � x – y

 49. y2 � x3 50. y2 � 10x

En los ejercicios 51 y 52 usar una herramienta de graficación 
para representar la ecuación. Encontrar la ecuación de la recta 
tangente en la gráfica obtenida en el punto y la gráfica en la recta 
tangente.

 51.  52. 

En los ejercicios 53 y 54, encontrar las ecuaciones de las rectas 
tangente y normal a la circunferencia en el punto indicado (la 
recta normal en un punto es perpendicular a la tangente en ese 
punto). Utilizar una herramienta de graficación  para representar 
la ecuación, la recta tangente y la normal.

 53. x2 � y2 � 25 54. x2 � y2 � 36

(4, 3), (�3, 4)  (6, 0), (5,  11)

 55. Demostrar que la recta normal a cualquier punto de la circunfe-
rencia x2 � y2 � r2 pasa por el origen.

 56. Dos circunferencias de radio 4 son tangentes a la gráfica de 
y2 � 4x en el punto (1, 2). Encontrar las ecuaciones de esas dos 
circunferencias.

En los ejercicios 57 y 58, localizar los puntos en los que la gráfica 
de la ecuación tiene recta tangente horizontal o vertical.

 57. 25x2 � 16y2 � 200x � 160y � 400 � 0

 58. 4x2 � y2 � 8x � 4y � 4 � 0

Trayectorias ortogonales En los ejercicios 59 a 62, utilizar  
herramienta de graficación para representar las ecuaciones y 
probar que en sus intersecciones son ortogonales. (Dos gráficas 
son ortogonales en un punto de intersección si sus rectas tangentes 
en ese punto son perpendiculares entre sí.)

 59. 2x2 � y2 � 6 60. y2 � x3

y2 � 4x  2x2 � 3y2 � 5
 61. x � y � 0 62. x3 � 3(y � 1)

x � sen y  x(3y � 29) � 3

Trayectorias ortogonales En los ejercicios 63 y 64, verificar que 
las dos familias de curvas son ortogonales, siendo C y K números 
reales. Utilizar una herramienta de graficación para representar 
ambas familias con dos valores de C y dos valores de K.

 63. xy � C, x2 � y2 � K 64. x2 � y2 � C2, y � Kx

En los ejercicios 65 a 68, derivar: a) respecto a x (y es una función 
de x) y b) respecto a t (x y y son funciones de t).

 65. 2x2 � 3x4 � 0 66. x2 � 3xy2 � y3 � 10

 67. cos Py � 3 sen Px � 1 68. 4 sen x cos y � 1

Desarrollo de conceptos

 69. Describir la diferencia que existe entre la forma explícita de 
una ecuación y una ecuación implícita. Elaborar un ejemplo 
de cada una.

 70. Con sus propias palabras, establezca las estrategias a seguir 
en la derivación implícita.

 71. Trayectorias ortogonales En la siguiente figura se muestra un 
mapa topográfico realizado por un grupo de excursionistas. Ellos 
se encuentran en el área boscosa que está en la parte superior de 
la colina que se muestra en el mapa y deciden seguir la ruta 
de descenso menos empinada (trayectorias ortogonales a los 
contornos del mapa). Dibujar la ruta que deben seguir si parten 
desde el punto A y si lo hacen desde el punto B. Si su objetivo 
es llegar a la carretera que pasa por la parte superior del mapa, 
¿cuál de esos puntos de partida deben utilizar?

y

x

(4, 2)

6 6

4

6

2

4

6

3(x2 + y2)2 = 100(x2  y2)
y

x

(1, 1)

3 2 32

2

3

2

3

y2(x2 + y2) = 2x2

�2, 
�5
5 �y 2 �

x � 1
x2 � 1

,S9, 4D�x � �y � 5,

18
00

1
8
0
0

A

B
1994

1671
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d

dx
2 2

d

dx
2 2cos x � �2x sen x

cos y � �2y sen y

 72. Mapa climático El siguiente mapa climático muestra varias 
curvas isobáricas (curvas que representan áreas con pre-
sión constante de aire); tres de alta presión H y una de baja 
presión L. Puesto que la velocidad del viento es mayor a lo 
largo de las trayectorias ortogonales de las curvas isobáricas, 
utilizar el mapa para determinar las áreas con mayor velocidad 
del viento.

 73. Considerando la ecuación x4 � 4(4x2 � y2):

 a) Utilizar una herramienta de graficación para represen-
tarla.

 b) Encontrar y representar gráficamente las cuatro rectas 
tangentes a la curva en y � 3.

 c) Calcular las coordenadas exactas del punto de intersección 
de las dos rectas tangentes en el primer cuadrante.

 75. Sea L una recta tangente a la curva �x � �y � �c. Demostrar 
que la suma de las intersecciones de L en los ejes x y y es c.

 76. Demostrar (teorema 2.3) que:
d

dx
FxnG � nxn�1

para el caso donde n es un número racional. (Sugerencia: Es-
cribir y � xpYq en la forma yq � xp y derivar de forma implícita. 
Suponer que p y q son enteros, con q > 0.)

 77. Pendiente Encontrar todos los puntos de la circunferencia  
x2 � y2 � 100 donde la pendiente es igual a   I .

 78. Tangente horizontal Determinar el (los) punto(s) en el (los) 
que la gráfica de y4 � y2 � x2 tiene una tangente horizontal.

 79. Rectas tangentes Encontrar las ecuaciones de las dos rectas 

tangentes a la elipse 
x2

4
�

y2

9
� 1 que pasa por el punto (4, 0).

 80. Normales a una parábola En la gráfica se mostraron las 
rectas normales desde el punto (2, 0) a la gráfica de la parábola 
x � y2. Encontrar cuántas rectas normales existen desde el 
punto (x

0
, 0) a la gráfica de la parábola si a) x

0
 �  ,I , b) x

0
 �  ,N  y 

c) x
0
 � 1. ¿Para qué valor de x

0
 existen dos rectas normales 

perpendiculares entre sí?

 81. Rectas normales a) Encontrar la ecuación de la recta normal 

a la elipse 
x2

32
�

y2

8
� 1 en el punto (4, 2). b) Utilizar una he-

  rramienta de graficación para representar la elipse y la recta 
normal. c) ¿En qué otros puntos interseca esta recta normal a la 
elipse?

H

L

H

H

y

x

(2, 0)

x = y2

PROYECTO DE TRABAJO

Ilusiones ópticas
En cada una de las siguientes gráficas se genera una ilusión óptica 
por intersecciones de rectas con una familia de curvas. En todos los 
casos, las rectas parecen ser curvas. Encontrar el valor de dyYdx 
para los valores de x y y.

 a) Circunferencia: x2 � y2 � C 2 b) Hipérbolas: xy � C

x � 3, y � 4, C � 5  x � 1, y � 4, C � 4

 c) Rectas: ax � by d) Curvas coseno: y � C cos x

PARA MAYOR INFORMACIÓN Para obtener más informa-
ción sobre las matemáticas de las ilusiones ópticas, leer el artículo 
“Descriptive Models for Perception of Optical Illusions”, de David 
A. Smith, en The UMAP Journal.

a � �3, b � 1

x � �3, y � 3,
x �

P

3
, y �

1
3

, C �
2
3

x

y

x

y

x

y

x

y

Para discusión

 74. Determinar si el enunciado es verdadero. Si es falso, 
explicar por qué y corregir. Para cada caso, suponer que 
y es una función de x.

 a)  b)

 c) 

d

dy
2 2cos y � 2y sen y



■ Hallar una razón de cambio relacionada.

■ Resolver problemas de la vida real con razones de cambio relacionadas.

Cálculo de razones de cambio relacionadas

Ya se sabe cómo usar la regla de la cadena para encontrar dyYdx de manera implícita. Otra 
aplicación relevante de la regla de la cadena consiste en encontrar razones de cambio de dos 
o más variables relacionadas que están cambiando respecto al tiempo.

Por ejemplo, cuando sale agua de un depósito cónico (figura 2.33), el volumen V, el 
radio r y la altura h del nivel del agua son funciones de t. Sabiendo que estas magnitudes 
variables se relacionan mediante la ecuación

V r h�
P
3

2
 Ecuación original.

se puede derivar implícitamente con respecto a t a fin de obtener la ecuación de razones 
de cambio

d

dt
V

d

dt
r h

dV

dt
r

dh

dt
h r

dr

dt

r
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dt
rh

dr

dt

( )
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� � ¥
§

´
¶

¨
ª©

·
¹̧

� �¥
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¶

P

P

P

3

3
2

3
2

2

2

2

 Diferenciar con respecto a t.

Para esta ecuación se puede ver que la razón de cambio de V está relacionada con la razón 
de cambio de h y r.

E X P L O R A C I Ó N

Cálculo de una razón de cambio relacionada Suponer que en el tanque cónico que se 
muestra en la figura 2.33, la altura está cambiando a un ritmo de �0.2 pies por minuto 
y el radio lo está haciendo a un ritmo de �0.1 pies por minuto. ¿Cuál es la razón de 
cambio del volumen cuando el radio es r � 1 pie y la altura es h � 2 pies? ¿La razón 
de cambio del volumen depende de los valores de r y h? Explicar la respuesta.

EJEMPLO 1 Dos razones de cambio relacionadas

Sean x y y dos funciones derivables de t, y relacionadas por la ecuación y � x2 � 3. Calcular 
dyYdt para x � 1, sabiendo que dxYdt � 2 para x � 1.

Solución Derivar ambos lados con respecto a t, utilizando la regla de la cadena.

 Ecuación original.

 Derivar con respecto a t.

 Regla de la cadena.

Cuando x � 1 y dxYdt � 2, se tiene

dy

dt
� 2S1DS2D � 4.

h

r

h

r

El volumen está relacionado con el radio y 
con la altura
Figura 2.33

PARA MAYOR INFORMACIÓN  

Para aprender más sobre la historia de 
los problemas de razones de cambio 
relacionadas, ver el artículo “The 
Lengthening Shadow: The Story  
of Related Rates”, de Bill Austin,  
Don Barry y David Berman, en 
Mathematics Magazine.
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d

dt
FyG �

d

dt
Fx2 � 3G

 y � x2 � 3

2.6 Razones de cambio relacionadas
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Solución de problemas con razones de cambio relacionadas

En el ejemplo 1 se dio la ecuación que relaciona las variables x y y, y se pedía hallar el ritmo 
de cambio de y para x � 1.

Ecuación:

Ritmo dado:

Hallar:

En los ejemplos restantes de esta sección, se debe crear un modelo matemático a partir de 
una descripción verbal.

EJEMPLO 2 Ondas en un lago

En un lago en calma se deja caer una piedra, lo que provoca ondas circulares, como se 
muestra en la figura 2.34. El radio r del círculo exterior está creciendo a una razón constante 
de 1 pieYs. Cuando el radio es 4 pies, ¿a qué razón está cambiando el área A de la región 
circular perturbada?

Solución Las variables r y A están relacionadas por A � Pr2. La razón de cambio del 
radio r es drYdt � 1.

Ecuación:

Ritmo dado:

Hallar:

Con esta información, proceder como en el ejemplo 1.

 Derivar con respecto a t.

 Regla de la cadena.

 Sustituir 4 por r y 1 por drYdt.

Cuando el radio es de 4 pies, el área cambia a razón de 8P pies2Ys. 

Estrategia para la solución de problemas de razones de cambio  
relacionadas

1. Identificar todas las cantidades dadas y por determinar. Hacer un esbozo y cla-
sificarlas.

2. Escribir una ecuación que incluya las variables cuyas razones de cambio se en-
cuentran en la información dada o deben calcularse.

3. Utilizando la regla de la cadena, derivar de manera implícita ambos lados de la 
ecuación con respecto al tiempo t.

4. Después de terminar el paso 3, sustituir en la ecuación resultante todos los valores 
conocidos de las variables y sus razones de cambio. Luego se despeja la razón de 
cambio requerida.

cuando

cuando x 1
dy

dt

x 1
dx

dt
2

y x2 3

cuando r 4
dA

dt

dr

dt
1

A r2

 
dA

dt
2 4 1 8

 
dA

dt
2 r 

dr

dt

 
d

dt
A

d

dt
r2

El área total se incrementa a medida que lo 
hace el radio del círculo exterior
Figura 2.34

NOTA  Al utilizar esta estrategia, hay 
que cerciorarse de que el paso 4 no se 
realiza hasta que el paso 3 esté termi-
nado. Sustituir los valores conocidos de 
las variables antes de derivarlas tendría 
como resultado final una derivada 
inapropiada.  
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La tabla siguiente contiene varios ejemplos de modelos matemáticos que incluyen 
razones de cambio. Por ejemplo, la razón de cambio del primer ejemplo es la velocidad 
del automóvil.

EJEMPLO 3 Inflado de un globo

Se bombea aire en el interior de un globo esférico (ver la figura 2.35) a razón de 4.5 pies 
cúbicos por minuto. Calcular la razón de cambio del radio del globo cuando el radio es de 
2 pies.

Solución Sea V el volumen del globo y r su radio. Puesto que el volumen está crecien- 
do a razón de 4.5 pies cúbicos por minuto, se sabe que en el instante t la razón de cambio 
del volumen es dVYdt � *N. De tal modo que el problema se puede formular de la siguiente 
manera:

Ritmo dado:

Calcular:

Para encontrar el ritmo de cambio del radio, encontrar una ecuación que relacione el radio 
r con el volumen V.

Ecuación:  V �
4
3

 Pr3  Volumen de una esfera.

Derivar ambos lados de la ecuación con respecto a t, para obtener:

 Derivar con respecto a t.

 Despejar drYdt.

Por último, cuando r � 2 la razón de cambio del radio resulta ser

pies por minuto.
dr

dt
�

1
16P �9

2� � 0.09  

Observar que en el ejemplo 3 el volumen está creciendo a razón constante, pero el radio 
cambia a razón variable. El hecho de que dos razones estén relacionados no implica que 
sean proporcionales. En este caso en particular, el radio crece más y más lentamente con el 
paso del tiempo. ¿Por qué?

Enunciado verbal Modelo matemático

La velocidad de un automóvil tras una hora
de viaje es de 50 millas por hora.

Se introduce agua en una piscina a razón de
10 metros cúbicos por hora.

Una rueda gira a 25 revoluciones por minuto
(1 revolución � 2    radianes).

U � ángulo de giro

V � volumen de agua en la piscina 

x � distancia recorrida

cuando t � 1
dx

dt
� 50

dV

dt
� 10 m3Yh

dU

dt
� 25S2PD radYmin

P

(ritmo constante)

cuando r � 2
dr

dt

dV

dt
�

9
2

dr

dt
�

1
4Pr2 �dV

dt �.

dV

dt
� 4Pr2 

dr

dt

Inflando un globo
Figura 2.35
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EJEMPLO 4 Velocidad de un avión detectado por radar

Un avión recorre una ruta de vuelo que le llevará directamente sobre una estación de radar, 
como se muestra en la figura 2.36. Si s está decreciendo a razón de 400 millas por hora 
cuando s � 10 millas, ¿cuál es la velocidad del avión?

Solución Sea x la distancia horizontal al radar, como se ilustra en la figura 2.36. Observar 
que cuando x 102 36 8.s 10,

Ritmo dado:

Encontrar:

Encontrar la velocidad del avión de la siguiente manera:

Ecuación: Teorema de Pitágoras.

 Derivar con respecto a t.

 Despejar dxYdt.

 Sustituir s, x y dsYdt.

 Simplificar.

Puesto que la velocidad es de �500 millas por hora, la rapidez (o “velocidad” en sentido 
coloquial) es 500 millasYh. 

NOTA  Observar en el ejemplo 4 que la velocidad es negativa porque x representa una distancia que 
disminuye.  

EJEMPLO 5 Ángulo de elevación variable

Calcular la razón de cambio del ángulo de elevación U de la cámara que se muestra en la 
figura 2.37, diez segundos después del despegue.

Solución Sea U el ángulo de elevación, como se muestra en la figura 2.37. Cuando t � 10, 
la altura s del cohete es s � 50t2 � 50(10)2 � 5 000 pies.

Ritmo dado:

Encontrar:

Utilizando la figura 2.37, relacionar s y U mediante la ecuación tan U � sY2 000.

Ecuación:

Cuando t � 10 y s � 5 000, se tiene

radianes por segundo. 
dU

dt
�

2 000S100DS10D
5 000 2 � 2 0002 �

2
29

De tal modo, cuando t � 10, U cambia a razón de 2
29

 radianes por segundo. 

Una cámara de televisión, situada a ras 
del suelo, está filmando el despegue del 
transbordador espacial, que se mueve 
verticalmente de acuerdo con la ecuación de 
posición s � 50t2, donde s se mide en pies 
y t en segundos. La cámara está a 2 000 pies 
de la plataforma de lanzamiento
Figura 2.37

s

x

No está dibujado a escala

6 millas

cuando

cuando y x 8s 10dx dt

s 10ds dt 400

millas por hora 500

 
dx

dt

10

8
400

 
dx

dt

s

x

ds

dt

 2x 
dx

dt
2s 

ds

dt

 x2 62 s2

Un avión vuela a 6 millas de altura y dista 
s millas de la estación de radar
Figura 2.36

velocidad del cohete

cuando y s 5 000t 10d dt

ds dt 100t

Ver la figura 2.37.

Derivar con respecto a t.

Sustituir 100t por ds dt.

cos 2 000 s 2 2 000 2 
2 000

s2 2 0002

2

 
100t

2 000

 
d

dt
cos2  

100 t

2 000

sec2
d

dt

1

2 000

ds

dt

 tan 
s

2 000

.

s

Q

Q
2 000 pies

tan    = s
2 000

No está dibujado a escala
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EJEMPLO 6 Velocidad de un pistón

En el motor que se muestra en la figura 2.38, una varilla de 7 pulgadas está conectada a un 
cigüeñal de 3 pulgadas de radio, que gira en sentido contrario al de las manecillas del reloj, 
a 200 revoluciones por minuto. Calcular la velocidad del pistón cuando U � PY3.

Solución Nombrar las distancias como se muestra en la figura 2.38. Puesto que una revo-
lución completa equivale a 2P radianes, se deduce que dUYdt � 200(2P) � 400 P radianes 
por minuto.

Ritmo dado:

Encontrar:

Usar la ley de los cosenos (figura 2.39) para encontrar una ecuación que relacione a x y a U.

Ecuación:

Cuando U � PY3, se puede despejar x de la siguiente manera:

 Elegir la solución positiva.

De esta manera, cuando x � 8 y U � PY3, la velocidad del pistón es

NOTA  Observar que la velocidad en el ejemplo 6 es negativa porque x representa una distancia que 
está decreciendo.  

La velocidad de un pistón está relacionada con el ángulo del cigüeñal
Figura 2.38

�

PistónCigüeñal

Varilla

Bujía

Q

3 7

x

Ley de los cosenos:
b2 � a2 � c2 � 2ac cos U
Figura 2.39

b

c

Q

a

(razón constante)

cuando
3

dx

dt

d

dt
400

 
dx

dt

6x sen 

6 cos 2x

d

dt

 6 cos 2x
dx

dt
6x sen 

d

dt

 0 2x 
dx

dt
6 x sen  

d

dt
cos 

dx

dt

 72 32 x2 2 3 x  cos 

 x 8

 0 x 8 x 5

 0 x2 3x 40

 49 9 x2 6x
1

2

 72 32 x2 2 3 x  cos 
3

 4 018 pulgadas por minuto.

 
9 600 3

13

 
dx
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6 8 3 2

6 1 2 16
400



154  CAPÍTULO 2  Derivación

En los ejercicios 1 a 4, suponer que x y y son funciones derivables 
de t y encontrar los valores señalados de dyYdt y dxYdt.

 1.

 2.

 3.

 4.

En los ejercicios 5 a 8, un punto se está moviendo sobre la gráfica 
de la función, de modo que dxYdt es 2 cmYs. Calcular dyYdt para 
los valores de x que se indican.

 5.

 6.

 7. 

 8.

Desarrollo de conceptos

 9. Considerando la función lineal y � ax � b, ¿si x cambia 
a razón constante, ¿y también lo hace a razón constante? 
De ser así, ¿lo hace con la misma razón que x? Explicar la 
respuesta.

 10. Con las propias palabras, mencionar la estrategia para resol-
ver problemas de razones de cambio relacionadas.

 11. Encontrar la razón de cambio de la distancia entre el origen 
y un punto que se mueve por la gráfica de y � x2 � 1, si  
dxYdt � 2 cmYs.

 12. Encontrar la razón de cambio de la distancia entre el ori-
gen y un punto que se mueve sobre la gráfica de y � sen x,  
si dxYdt � 2 cmYs.

 13. Área El radio r de un círculo está creciendo a razón de 4 
centímetros por minuto. Calcular la razón de cambio del área 
cuando a) r � 8 cm y b) r � 32 cm.

 14. Área Sea A el área de un círculo con un radio r variable con 
el tiempo. Si drYdt es constante, ¿es constante dAYdt? Explicar 
la respuesta.

 15. Área El ángulo entre los dos lados iguales, con longitud s, de 
un triángulo isósceles es U.

 a) Demostrar que el área del triángulo se obtiene mediante  
A �  N, s2 sen U.

 b) Si U está creciendo a razón de  ,N  radián por minuto, encontrar 
la razón de cambio del área cuando U � PY6 y U � PY3.

 c) Explicar por qué la razón de cambio del área del triángulo 
no es constante, a pesar de que dUYdt es constante.

 16. Volumen El radio r de una esfera está creciendo a razón de 3 
pulgadas por minuto.

 a) Calcular la razón de cambio del volumen cuando r � 9 y 
r � 36 pulgadas.

 b) Explicar por qué la razón de cambio del volumen de la 
esfera no es constante, a pesar de que drYdt es constante.

 17. Volumen Se infla un globo esférico con gas a razón de 800 
centímetros cúbicos por minuto. ¿A qué razón está aumentando 
su radio en el momento en el que éste está a a) 30 centímetros 
y b) 60 centímetros?

 18. Volumen Todas las aristas de un cubo están creciendo a razón 
de 6 centímetros por segundo. ¿A qué ritmo está aumentando el 
volumen cuando cada arista mide a) 2 cm y b) 10 cm?

 19. Superficie Bajo las condiciones del problema anterior, deter-
minar la razón a la que cambia el área de la superficie cuando 
cada arista mide a) 2 cm y b) 10 cm.

 20. Volumen La fórmula para calcular el volumen de un cono es 
V �  <,  Pr2h. Encontrar el ritmo de cambio del volumen si drYdt 
es de 2 pulgadas por minuto y h � 3r, cuando a) r � 6 pulgadas 
y b) r � 24 pulgadas.

 21. Volumen En una planta de arena y grava, la arena cae de una 
cinta transportadora creando un montículo de forma cónica, a 
razón de 10 pies cúbicos por minuto. El diámetro de la base 
del montículo es de aproximadamente tres veces la altura. ¿A 
qué razón cambia la altura del montón cuando su altura es 15 
pies?

 22. Profundidad Un depósito cónico (con el vértice abajo) mide 10 
pies de ancho en su parte más alta y tiene 12 pies de profundidad. 
Si se le vierte agua a razón de 10 pies3 por minuto, calcular la 
razón de cambio de la profundidad del agua cuando ésta es de 
8 pies.

 23. Profundidad Una piscina tiene 12 metros de largo, 6 de ancho 
y una profundidad que oscila desde 1 hasta 3 m (ver la figura). 
Se bombea agua en ella a razón de  I,  de metro cúbico por minuto 
y ya hay 1 m de agua en el extremo más profundo.

 a) ¿Qué porcentaje de la piscina está lleno?
 b) ¿A qué razón se eleva el nivel del agua?

a) cuando 

b) cuando 

a) cuando 

b) cuando 

a) cuando 

b) cuando 

a) cuando 

b) cuando 
dy

dt
� �2x � 4, y � 3

dx

dt

dx

dt
� 8x � 3, y � 4

dy

dt
x 2 � y 2 � 25

dy

dt
� �6x � 1

dx

dt

dx

dt
� 10x � 8

dy

dt
xy � 4

dy

dt
� 5x � 1

dx

dt

dx

dt
� 2x � 3

dy

dt
y � 4Sx2 � 5xD

dy

dt
� 2x � 25

dx

dt

dx

dt
� 3x � 4

dy

dt
y � �x

Dado       EncontrarEcuación

a) b) c)

a) b) c)

a) b) c)

a) b) c) x �
P

3
x �

P

4
x �

P

6
y � cos x

x � 0x � �
P

4
x � �

P

3
y � tan x

x � 2x � 0x � �2y �
1

1 � x 2

x � 1x � 0x � �1y � x 2 � 12

Ejercicios2.6
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 Figura para 23 Figura para 24

 24. Profundidad Una artesa tiene 12 pies de largo y 3 de ancho 
en su parte superior (ver la figura), sus extremos tienen forma 
de triángulo isósceles con una altura de 3 pies.

 a) Si se vierte agua en ella a razón de 2 pies cúbicos por 
minuto, ¿a qué razón sube el nivel del agua cuando hay 1 
pie de profundidad de agua?

 b) Si el agua sube a una razón de  @   de pulgada por minuto 
cuando h � 2, determinar una razón al que se está vertiendo 
agua en la artesa.

 25. Escalera deslizante Una escalera de 25 pies de longitud está 
apoyada sobre una pared (ver la figura). Su base se desliza por 
la pared a razón de 2 pies por segundo.

 a) ¿A qué razón está bajando su extremo superior por la pared 
cuando la base está a 7, 15 y 24 pies de la pared?

 b) Determinar la razón a la que cambia el área del triángulo 
formado por la escalera, el suelo y la pared, cuando la base 
de la primera está a 7 pies de la pared.

 c) Calcular la razón de cambio del ángulo formado por la es-
calera y la pared cuando la base está a 7 pies de la pared.

 Figura para 25 Figura para 26

PARA MAYOR INFORMACIÓN Para obtener más información 
sobre las matemáticas relativas a las escaleras deslizantes, ver el 
artículo “The Falling Ladder Paradox”, de Paul Scholten y Andrew 
Simoson, en The College Mathematics Journal. 

 26. Construcción Un obrero levanta, con ayuda de una soga, un 
tablón de cinco metros hasta lo alto de un edificio en construcción 
(ver la figura). Suponer que el otro extremo del tablón sigue una 
trayectoria perpendicular a la pared y que el obrero mueve el 
tablón a razón de 0.15 mYs. ¿A qué ritmo desliza por el suelo el 
extremo cuando está a 2.5 m de la pared?

 27. Construcción Una polea  situada en lo alto de un edificio de 12 
metros levanta un tubo de la misma longitud hasta colocarlo en 
posición vertical, como se muestra en la figura. La polea recoge 
la cuerda a razón de �0.2 mYs. Calcular las razones de cambio 
vertical y horizontal del extremo del tubo cuando y � 6.

 Figura para 27 Figura para 28

 28. Navegación Un velero es arrastrado hacia el muelle por medio 
de una polea situada a una altura de 12 pies por encima de la 
quilla del barco (ver la figura).

 a) Si la cuerda se recoge a razón de 4 pies por segundo, de-
terminar la velocidad del velero cuando quedan 13 pies de 
cuerda sin recoger. ¿Qué ocurre con la velocidad del velero 
a medida que el barco se acerca más al muelle?

 b) Suponiendo que el bote se mueve a un ritmo constante de 4 
pies por segundo, determinar la velocidad a la que la polea 
recoge la cuerda cuando quedan 13 pies de ella por recoger. 
¿Qué ocurre con la velocidad de la polea a medida que el 
barco se acerca más al muelle?

 29. Control de tráfico aéreo Un controlador detecta que dos 
aviones que vuelan a la misma altura tienen trayectorias perpen-
diculares y convergen en un punto (ver la figura). Uno de ellos 
está a 225 millas de dicho punto y vuela a 450 millas por hora. 
El otro está a 300 millas y se desplaza a 600 millasYh.

 a) ¿A qué ritmo se reduce la distancia entre ellos?
 b) ¿De cuánto tiempo dispone el controlador para modificar 

la ruta de alguno de ellos?

Figura para 29 Figura para 30

 30. Control de tráfico aéreo Un avión vuela a 5 millas de altura 
y pasa exactamente por encima de una antena de radar (ver la 
figura). Cuando el avión está a 10 millas (s � 10), el radar de-
tecta que la distancia s está cambiando a una velocidad de 240 
millasYh. ¿Cuál es la velocidad del avión?
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 39. Electricidad La resistencia eléctrica combinada R de R1 y R2, 
conectadas en paralelo, es dada por

  

1
R

�
1
R1

�
1
R2

  donde R, R1 y R2 se miden en ohmios. R1 y R2 están creciendo a 
razón de 1 y 1.5 ohmios por segundo, respectivamente. ¿A qué 
ritmo está cambiando R cuando R1 � 50 y R2 � 75 ohmios?

 40. Expansión adiabática Cuando cierto gas poliatómico sufre 
una expansión adiabática, su presión p y su volumen V satisfacen 
la ecuación pV1.3 � k, donde k es una constante. Encontrar la 
relación que existe entre las razones dpYdt y dVYdt.

 41. Diseño de autopistas En cierta autopista, la trayectoria de 
los automóviles es un arco circular de radio r. Con el fin de no 
depender totalmente de la fricción para compensar la fuerza 
centrífuga, se construye un peralte con un ángulo de inclinación 
U sobre la horizontal (ver la figura). Este ángulo satisface la ecua-
ción rg tan U � v2, donde v es la velocidad de los automóviles y  
g � 32 pies por segundo al cuadrado es la aceleración de la 
gravedad. Encontrar la relación que existe entre las razones de 
cambio relacionadas dvYdt y dUYdt.

 42. Ángulo de elevación Un globo asciende a 4 metros por segundo 
desde un punto del suelo a 50 m de un observador. Calcular la 
razón de cambio del ángulo de elevación del globo cuando está 
a 50 metros de altura.

i) (ii)
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 31. Deportes Un campo de beisbol tiene forma de un cuadrado con 
lados de 90 pies (ver la figura). Si un jugador corre de segunda 
a tercera a 25 pies por segundo y se encuentra a 20 pies de la 
tercera base, ¿a qué ritmo está cambiando su distancia s respecto 
a home?

Figura para 31 y 32 Figura para 33

 32. Deportes En el campo de beisbol del ejercicio anterior, supo-
ner que el jugador corre desde primera hasta segunda base a 25 
pies por segundo. Calcular la razón de cambio de su distancia 
con respecto a home cuando se encuentra a 20 pies de la segun-
da base.

 33. Longitud de una sombra Un hombre de 6 pies de altura camina 
a 5 pies por segundo alejándose de una luz que está a 15 pies de 
altura sobre el suelo (ver la figura). Cuando este hombre está a 
10 pies de la base de la luz:

 a) ¿a qué velocidad se mueve el extremo de su sombra?
 b) ¿a qué razón está cambiando la longitud de su sombra?

 34. Longitud de una sombra Repetir el ejercicio anterior, supo-
niendo ahora que el hombre camina hacia la luz y que ésta se 
encuentra situada a 20 pies de altura (ver la figura).

Figura para 34 Figura para 35

 35. Diseño de máquinas Los extremos de una varilla móvil de  
1 m de longitud tienen coordenadas (x, 0) y (0, y) (ver la figura). 
La posición del extremo que se apoya en el eje x es

xStD �
1
2

 sen 
P t

6
 

  donde t se mide en segundos.

 a) Calcular la duración de un ciclo completo de la varilla.
 b) ¿Cuál es el punto más bajo que alcanza el extremo de la 

varilla que está en el eje y?
 c) Encontrar la velocidad del extremo que se mueve por el eje 

y cuando el otro está en ( I, , 0).

 36. Diseño de máquinas Repetir el ejercicio anterior para una 
función de posición x(t) �  K  sen Pt. Utilizar el punto ( H�G , 0) para 
el apartado c).

 37. Evaporación Al caer, una gota esférica alcanza una capa de 
aire seco y comienza a evaporarse a un ritmo proporcional a su 
área superficial (S � 4Pr2). Demostrar que el radio de la gota 
decrece a ritmo constante.
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 38. Utilizando la gráfica de f, a) determinar si dyYdt es positiva 
o negativa dado que dxYdt es negativa y b) determinar si 
dxYdt es positiva o negativa dado que dyYdt es positiva.

  i)   ii)
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 43. Ángulo de elevación El pescador de la figura recoge sedal 
para capturar su pieza a razón de 1 pie por segundo, desde un 
punto que está a 10 pies por encima del agua (ver la figura). ¿A 
qué ritmo cambia el ángulo U entre el sedal y el agua cuando 
quedan por recoger 25 pies de sedal?

 44. Ángulo de elevación Un avión vuela a 5 millas de altitud y 
a una velocidad de 600 millas por hora, hacia un punto situado 
exactamente en la vertical de un observador (ver la figura). ¿A 
qué ritmo está cambiando el ángulo de elevación U cuando el 
ángulo es a) U � 30�, b) U � 60� y c) U � 75�?

 45. Velocidad lineal y velocidad angular La patrulla de la figura 
está estacionada a 50 pies de un largo almacén. La luz de su 
torreta gira a 30 revoluciones por minuto. ¿A qué velocidad se 
está moviendo la luz a lo largo del muro cuando el haz forma 
ángulos de a) U � 30�, b) U � 60� y c) U � 70�?

Figura para 45 Figura para 46

 46. Velocidad lineal y velocidad angular Una rueda de 30 cm de 
radio gira a razón de 10 vueltas por segundo. Se pinta un punto 
P en su borde (ver la figura).

 a) Encontrar dxYdt como función de U.
 b) Utilizar una herramienta de graficación para representar la 

función del apartado a).
 c) ¿Cuándo es mayor el valor absoluto del ritmo de cambio 

de x?, ¿y el menor?
 d) Calcular dxYdt cuando U � 30� y U � 60�.

 47. Control de vuelo Un avión vuela en condiciones de aire en 
calma a una velocidad de 275 millas por hora. Si asciende con 
un ángulo de 18�, calcular el ritmo al que está ganando altura.

 48. Cámara de vigilancia Una cámara de vigilancia está a 50 pies 
de altura sobre un vestíbulo de 100 pies de largo (ver la figura). 
Es más fácil diseñar la cámara con una velocidad de rotación 
constante, pero en tal caso toma las imágenes del vestíbulo a 
velocidad variable. En consecuencia, es deseable diseñar un 
sistema con velocidad angular variable de modo tal que la velo-
cidad de la toma a lo largo del vestíbulo sea constante. Encontrar 
un modelo para la velocidad variable de rotación adecuado si 
	dxYdt	 � 2 pies por segundo.

  Figura para 48

 49. Para pensar Describir la relación que existe entre la razón de 
cambio de y y el de x en los casos siguientes. Suponer que todas 
las variables y derivadas son positivas.

a) b) 0 b x b L
dy

dt
� xSL � xD dx

dt
,

dy

dt
� 3 

dx

dt

Aceleración En los ejercicios 50 y 51, calcular la aceleración del 
objeto especificado. (Sugerencia: Recordar que si una variable 
cambia a velocidad constante, su aceleración es nula.)

 50. Calcular la aceleración del extremo superior de la escalera del 
ejercicio 25 cuando su base está a 7 pies de la pared.

 51. Calcular la aceleración del velero del ejercicio 28a cuando faltan 
por recoger 13 pies de cuerda.

 52. Modelo matemático La siguiente tabla muestra el número de 
mujeres solteras s (nunca casadas) y casadas m (en millones) 
en el mundo laboral estadounidense desde 1997 hasta 2005. 
(Fuente: U.S. Bureau of Labor Statistics)

 a) Utilizar las funciones de regresión de su herramienta  
de graficación para encontrar un modelo de la forma  
m(s) � as3 � bs2 � cs � d para esos datos, donde t es el 
tiempo en años, siendo t � 7 el año 1997.

 b) Encontrar dmYdt. Después utilizar ese modelo para estimar 
dmYdt para t � 10, si se supone que el número de mujeres 
solteras s que forman parte de la fuerza de trabajo va a 
crecer a razón de 0.75 millones al año.

 53. Sombra en movimiento Se deja caer una pelota desde una 
altura de 20 m, a una distancia de 12 m de una lámpara (ver la 
figura). La sombra de la pelota se mueve a lo largo del suelo. 
¿A qué ritmo se está moviendo la sombra 1 segundo después 
de soltar la pelota? (Enviado por Dennis Gittinger, St. Philips 
College, San Antonio, TX )
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En los ejercicios 1 a 4, encontrar la derivada de la función usando 
la propia definición de derivada.

 1.  2. 

 3.  4. 

En los ejercicios 5 y 6, buscar los valores de x en los que ƒ es 
derivable.

 5.  6. 

 7. Construir la gráfica de ƒ(x) � 4 � x � 2 .

 a) ¿ƒ es continua en x � 2?
 b) ¿ƒ es derivable en x � 2? Explicar la respuesta.

 8. Construir la gráfica de f x
x2 4x 2,
1 4x x2,

   
x < 2
x ≥ 2.

 a) ¿ƒ es continua en x � �2?
 b) ¿ƒ es derivable en x � �2? Explicar la respuesta.

En los ejercicios 9 y 10, encontrar la pendiente de la recta tangente 
a la gráfica de la función en el punto dado.

 9. 

 10. 

En los ejercicios 11 y 12, a) encontrar la ecuación de la recta 
tangente a la gráfica de f en el punto dado, b) utilizar una herra-
mienta de graficación para representar la función y su tangente 
en el punto y c) usar la función derivative de una herramienta de 
graficación para confirmar sus resultados.

 11.  12. 

En los ejercicios 13 y 14, utilizar la forma alternativa de la derivada 
para calcular la derivada en x � c (si existe).

 13.  14. 

En los ejercicios 15 a 30, usar las reglas de derivación para encon-
trar la derivada de la función.

 15.  16. 

 17.  18. 

 19.  20. 

 21.  22. 

 23.  24. 

 25.  26. 

27.   28. 

29.   30.

Redacción En los ejercicios 31 y 32, en la figura se muestran las 
gráficas de una función y su derivada. Nombrar las gráficas como 
ƒ y ƒ� y escribir un pequeño párrafo estableciendo los criterios 
utilizados al hacer la selección.

 31.  32. 

 33. Cuerda vibrante Cuando se pulsa la cuerda de una guitarra, 
ésta vibra con una frecuencia F � 200 T, donde F se mide en 
vibraciones por segundo y la tensión T se mide en libras.  
Encontrar las razones de cambio en F cuando a) T � 4 y  
b) T � 9.

 34. Movimiento vertical Se deja caer una pelota desde una altura 
de 100 pies. Un segundo después, se deja caer otra pelota desde 
una altura de 75 pies. ¿Cuál de ellas llega primero al suelo?

 35. Movimiento vertical Para estimar la altura de un edificio, se 
deja caer una piedra desde su parte superior a una piscina que 
se encuentra a nivel del suelo. ¿Qué altura tiene el edificio si el 
impacto en el agua ocurre 9.2 segundos después de lanzada la 
piedra?

 36. Movimiento vertical Se deja caer una bomba desde un aero-
plano que vuela a una altura de 14 400 pies. ¿Cuánto tiempo 
tardará la bomba en llegar al suelo? (Debido al movimiento del 
avión, la caída no será vertical, pero el tiempo será el mismo.) 
Si el avión viaja a 600 millas por hora, ¿cuánto se moverá la 
bomba de manera horizontal después de soltarla?

 37. Movimiento de un proyectil Se lanza una pelota que sigue la 
trayectoria descrita por y � x � 0.02x2.

 a) Construir la gráfica de la trayectoria.
 b) Encontrar la distancia horizontal total de la pelota.
 c) ¿En qué valor de x alcanzará la pelota la altura máxima? 

(Utilizar la simetría de la ruta.)
 d) Encontrar la ecuación que sirve para calcular el ritmo de 

cambio instantáneo para la altura de la pelota con respecto 
al cambio horizontal. Evaluar la ecuación en x � 0, 10, 25, 
30 y 50.

 e) ¿Cuál es la razón de cambio instantánea de la altura cuando 
la pelota alcanza su altura máxima?
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 38. Movimiento de un proyectil La trayectoria de un proyectil 
lanzado con un ángulo de 45� con respecto al piso es

  
y � x �

32
v0

2 x2

  donde la velocidad inicial es v0 pies por segundo.

 a) Encontrar la coordenada x del punto donde el proyectil 
golpea al suelo. Utilizar la simetría de la trayectoria del 
proyectil para localizar la coordenada x del punto en el que 
alcanza su altura máxima.

 b) ¿Cuál es la razón de cambio instantáneo de la altura cuando 
el proyectil se encuentra a su altura máxima?

 c) Demostrar que duplicar la velocidad inicial del proyectil 
multiplicaría por 4 la altura máxima y el alcance.

 d) Calcular la altura máxima y el alcance de un proyectil 
lanzado con una velocidad inicial de 70 pies por segundo. 
Utilizar una herramienta de graficación para representar la 
trayectoria del proyectil.

 39. Movimiento horizontal La función de posición de una par-
tícula que se mueve a lo largo del eje x es:

  x(t) � t2 � 3t � 2 para �@ � t � @.

 a) Calcular la velocidad de la partícula.
 b) Encontrar el o los intervalos t abiertos en los que la par-

tícula se mueve hacia la izquierda.
 c) Determinar la posición de la partícula cuando la velocidad 

es 0.
 d) Encontrar la velocidad de la partícula cuando la posición 

es 0.

 40. Modelado matemático En la siguiente tabla se muestra la 
velocidad de un automóvil en millas por hora y la distancia de 
frenado en pies:

Velocidad, x 20 30 40 50 60

Distancia de frenado, y 25 55 105 188 300

 a) Utilizar las funciones de regresión de la herramienta de grafi-
cación para encontrar un modelo cuadrático para los datos.

 b) Utilizar una herramienta de graficación para representar 
los datos y trazar el modelo.

 c) Utilizar una herramienta de graficación para representar 
dy dx.

 d) Utilizar el modelo para aproximar la distancia de frenado 
para una velocidad de 65 millas por hora.

 e) Utilizar la gráfica de los apartados b) y c) para explicar el 
cambio en la distancia de frenado a medida que aumenta 
la velocidad.

En los ejercicios 41 a 54, encontrar la derivada de la función.

 41. 

 42. 

 43.  44. 

 45.  46. 

 47.  48. 

 49.  50. 

 51.  52. 

 53.  54. 

En los ejercicios 55 a 58, encontrar la ecuación de la recta tangente 
a la gráfica de ƒ en el punto dado.

 55.  56. 

 57.  58. 

 59. Aceleración La velocidad de un objeto es v(t) � 36 � t2, 0 � t 
� 6, en metros por segundo. Calcular la velocidad y aceleración 
del objeto cuando t � 4.

 60. Aceleración La velocidad inicial de un automóvil que parte 
del reposo es

  
v t �

90t

4t � 10

  donde v se mide en pies por segundo. Calcular la velocidad y 
aceleración del vehículo una vez transcurridos los siguientes 
tiempos:

 a) 1 segundo  b) 5 segundos  c) 10 segundos

En los ejercicios 61 a 66, calcular la segunda derivada de la  
función.

 61.  62. 

 63.  64. 

65.   66.

En los ejercicios 67 y 68, demostrar que la función que satisface 
la ecuación.

 67. 

 68. 

En los ejercicios 69 a 80, encontrar la derivada de la función.

 69.  70. 

 71.  72. 

 73.  74. 

 75.  76. 

 77.  78. 

 79.  80. 

En los ejercicios 81 a 84, encontrar la derivada de la función en 
el punto dado.

 81. 

 82. y �
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 83. 

 84. 

En los ejercicios 85 a 88, utilizar un sistema algebraico compu-
tarizado para encontrar la derivada de la función. Utilizar una he-
rramienta de graficación para representar la función y su derivada 
en el mismo plano cartesiano. Describir el comportamiento de la 
función que corresponda a todo cero de la gráfica de la derivada.

 85.  86. 

 87.  88. 

En los ejercicios 89 a 92, a) utilizar un sistema algebraico compu-
tarizado para encontrar la derivada de la función en el punto 
dado, b) encontrar la ecuación de la recta tangente a la gráfica de 
la función en el punto y c) representar gráficamente la función y 
su recta tangente en el mismo plano cartesiano.

 89. 

 90. 

 91. 

 92. 

En los ejercicios 93 a 96, encontrar la segunda derivada de la 
función.

 93.  94. 

 95.  96. 

En los ejercicios 97 a 100, utilizar un sistema algebraico compu-
tarizado para encontrar la segunda derivada de la función.

 97.  98. 

 99.  100. 

 101. Refrigeración La temperatura T en grados Fahrenheit de los 
alimentos colocados en un congelador es

  
T �

700
t 2 � 4t � 10

  donde t es el tiempo en horas. Calcular la razón de cambio de 
T con respecto a t en cada uno de los siguientes tiempos:

  a) t � 1  b) t � 3  c) t � 5  d) t � 10

 102. Flujo de fluidos La velocidad de salida v de un líquido que 
fluye por el orificio que se encuentra en la parte inferior de 
un tanque está dada por v gh� 2 ,  donde g es la aceleración 
de la gravedad (32 pies por segundo al cuadrado) y h es la 
profundidad del líquido dentro del tanque. Encontrar el ritmo 
de cambio de v con respecto a h cuando a) h � 9 y b) h � 
4. (Observar que g � �32 pies por segundo al cuadrado. El  
signo g depende de cómo se modele el problema. En este  
caso, considerar una g negativa produciría un valor imaginario 
para v.)

En los ejercicios 103 a 108, utilizar la derivación implícita para 
encontrar dy dx.

 103.  104. 

 105.  106. 

 107.  108. 

En los ejercicios 109 y 110, encontrar las ecuaciones de las rectas 
tangente y normal a la gráfica de la ecuación en el punto dado. 
Utilizar una herramienta de graficación para representar la ecua-
ción, la recta tangente y la normal.

 109.  110. 

 111. Un punto se mueve sobre la curva y x�  de manera tal que el 
valor en y aumenta con un ritmo de dos unidades por segundo. 
¿A qué ritmo cambia x en cada uno de los siguientes valores?

a) x �  N,   b) x � 1  c) x � 4

 112. Superficie Las aristas de un cubo se expanden a un ritmo de 
8 centímetros por segundo. ¿A qué ritmo cambia el área de su 
superficie cuando sus aristas tienen 6.5 centímetros?

 113. Profundidad La sección transversal de un canal de 5 metros 
es un trapezoide isósceles con base menor de dos metros, base 
mayor de tres metros y una altura de dos metros. El agua corre 
por el canal a un ritmo de un metro cúbico por minuto. ¿Con 
qué rapidez aumenta el nivel del agua cuando ésta tiene un 
metro de profundidad?

 114. Velocidad lineal y angular Un faro giratorio se localiza a 1 
kilómetro en línea recta de una playa (ver la figura). Si el faro 
gira a un ritmo de tres revoluciones por minuto, ¿a qué velocidad 
parece moverse el haz de luz (en kilómetros por hora) para un 
espectador que se encuentra a medio kilómetro sobre la playa?

 115. Sombra en movimiento Se deja caer un costal de arena desde 
un globo aerostático que se encuentra a 60 metros de altura; en 
ese momento el ángulo de elevación del Sol es de 30 grados (ver 
la figura). Encontrar el ritmo al que se mueve la sombra sobre el 
piso cuando el costal está a una altura de 35 metros. [Sugerencia: 
La posición del costal está dada por s(t) � 60 � 4.9t2.]
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 1. Tomando en cuenta la gráfica de la parábola y � x2:

 a) Encontrar el radio r del círculo más grande posible centrado 
sobre el eje x que es tangente a la parábola en el origen, como 
se muestra en la figura. Este círculo se denomina el círculo 
de curvatura (ver la sección 12.5). Encontrar la ecuación 
de este círculo. Utilizar una herramienta de graficación para 
representar el círculo y la parábola en la misma ventana, 
con el fin de verificar la respuesta.

 b) Encontrar el centro (0, b) del círculo con radio 1 centrado 
sobre el eje y que es tangente a la parábola en dos puntos, 
como se muestra en la figura. Encontrar la ecuación de 
este círculo. Utilizar una herramienta de graficación para 
representar el círculo y la parábola en la misma ventana, 
con el fin de verificar la respuesta.

 Figura para 1a Figura para 1b

 2. Representar las dos parábolas y � x2 y y � �x2 � 2x � 5 en 
el mismo plano cartesiano. Encontrar las ecuaciones de las dos 
rectas igualmente tangentes a ambas parábolas.

 3. a) Encontrar el polinomio P1(x) � a0 � a1x cuyo valor y 
pendiente concuerdan con el valor y la pendiente de ƒ(x) 
� cos x en el punto x � 0.

 b) Encontrar el polinomio P2(x) � a0 � a1x � a2x
2 cuyo valor 

y primeras dos derivadas concuerdan con el valor y las dos 
primeras derivadas de ƒ(x) � cos x en el punto x � 0. Este 
polinomio se denomina polinomio de Taylor de segundo 
grado de ƒ(x) � cos x en x � 0.

 c) Completar la siguiente tabla comparando los valores de  
ƒ(x) � cos x y P2(x). ¿Qué es lo que se observa?

 d) Encontrar el polinomio de Taylor de tercer grado de 
ƒ(x) � sen x en x � 0.

 4. a) Encontrar la ecuación de la recta tangente a la parábola 
y � x2 en el punto (2, 4).

 b) Encontrar la ecuación de la recta normal a y � x2 en el punto 
(2, 4). (La recta normal es perpendicular a la tangente.) 
¿Dónde corta esta recta a la parábola por segunda vez?

 c) Encontrar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a 
y � x2 en el punto (0, 0).

 d) Demostrar que para todo punto (a, b) x (0, 0) sobre la 
parábola y � x2, la recta normal corta a la gráfica una 
segunda vez.

 5. Encontrar un polinomio de tercer grado p(x) tangente a la  
recta y � 14x � 13 en el punto (1, 1), y tangente a la recta  
y � �2x � 5 en el punto (�1, �3).

 6. Encontrar la función de la forma ƒ(x) � a � b cos cx tangente 
a la recta y � 1 en el punto (0, 1) y tangente a la recta

y � x �
3
2

�
P

4

en el punto 
P

4
, 

3
2

.

 7. La gráfica de la curva ocho, en forma de pera,

  x4 � a2 x2 � y2 , a p 0,

  es la siguiente

 a) Explicar cómo podría utilizarse una herramienta de grafi-
cación para representar esta curva.

 b) Utilizar una herramienta de graficación  para representar 
la curva para diversos valores de la constante a. Describir 
cómo influye en la forma de la curva.

 c) Determinar los puntos de la curva donde la recta tangente 
es horizontal.

 8. La gráfica de la curva cuártica, en forma de pera,

b2y2 � x3(a � x), a, b � 0,

es la siguiente

 a) Explicar cómo podría utilizar una herramienta de grafica-
ción para representar esta curva.

 b) Utilizar una herramienta de graficación para representar la 
curva para diversos valores de las constantes a y b. Describir 
cómo influyen en la forma de la curva.

 c) Determinar los puntos de la curva donde la recta tangente 
es horizontal.
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 9. Un hombre que mide seis pies de estatura camina a un ritmo de 
5 pies por segundo hacia una farola del alumbrado público que 
tiene 30 pies de altura (ver la figura). Su hijo, que mide 3 pies, 
le sigue a la misma velocidad pero 10 pies detrás de él. Por 
momentos, la sombra que queda detrás del niño es la producida 
por el hombre, y en otros, es la del niño.

 a) Suponiendo que el hombre está a 90 pies de la farola, 
demostrar que su sombra se proyecta tras del niño.

 b) Suponiendo que el hombre está a 60 pies de la farola, 
demostrar que la sombra del niño se extiende más allá de 
la del hombre.

 c) Determinar la distancia d desde el hombre hasta la farola 
en la que los bordes de ambas sombras están exactamente 
a la misma distancia de la farola.

 d) Determinar a qué velocidad se mueve el borde de la sombra 
en función de x, la distancia entre el hombre y la farola. 
Analizar la continuidad de esta función de velocidad de la 
sombra.

Figura para 9  Figura para 10

 10. Una partícula se mueve sobre la gráfica de y x� 3  (ver la figura). 
Cuando x � 8, la componente y de su posición aumenta con un 
ritmo de un centímetro por segundo.

 a) ¿A qué velocidad se modifica la componente x en este 
momento?

 b) ¿A qué velocidad se modifica la distancia desde el origen 
en este momento?

 c) ¿A qué velocidad cambia el ángulo de inclinación U en este 
momento?

 11. Sea L una función derivable para todo x. Demostrar que si L(a 
� b) � L(a)� L(b) para todo a y b, entonces L�(x) � L�(0) para 
todo x. ¿A qué se parece la gráfica de L?

 12. Sea E una función que satisface E(0) � E�(0) � 1. Demostrar que 
si E(a � b) � E(a)E(b) para todo a y b, entonces E es derivable 
y E�(x) � E(x) para todo x. Encontrar un ejemplo de una función 
que satisfaga E(a � b) � E(a)E(b).

 13. El límite fundamental lím
xm0

 
sen x

x
� 1 supone que x se mide en 

radianes. ¿Qué sucede si x se midió en grados en vez de ra-

dianes?

 a) Configurar una herramienta de graficación en modo degree 
y completar la tabla.

 b) Utilizar la tabla para estimar

lím
zm0

 
sen z

z

para z en grados. ¿Cuál es el valor exacto de este límite? 
(Sugerencia: 180� � P radianes).

 c) Utilizar la definición por límite de la derivada para en-
contrar

d

dz
 sen z

para z en grados.
 d) Definir las nuevas funciones S(z) � sen(cz) y C(z) � 

cos(cz), donde c � P 180�. Encontrar S(90) y C(180). 
Utilizar la regla de la cadena para calcular

d

dz
S z .

 e) Explicar por qué el cálculo es más sencillo utilizando 
radianes en lugar de grados.

 14. Un astronauta que está en la Luna lanza una roca. El peso de 
dicha roca es

  s � �
27
10

t 2 � 27t � 6

  donde s se mide en pies y t en segundos.

 a) Encontrar expresiones para la velocidad y aceleración de 
la roca.

 b) Encontrar el tiempo en que la roca está en su punto más 
alto calculando el tiempo en el que la velocidad es igual a 
0. ¿Cuál es la altura de la roca en este momento?

 c) ¿Cómo se compara la aceleración de la roca con la acele-
ración de la gravedad de la Tierra?

 15. Si a es la aceleración de objeto, la variación de la aceleración 
j se define como j � a�(t).

 a) Utilizar esta definición para elaborar una interpretación 
física de j.

 b) Encontrar j para el vehículo que se menciona en el ejercicio 
119 de la sección 2.3 e interpretar el resultado.

 c) En la figura se muestra la gráfica de las funciones de posi-
ción, velocidad, aceleración y variación de la aceleración 
de un vehículo. Identificar cada gráfica y explicar el razo-
namiento.
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Aplicaciones  
de la derivada

En este capítulo se discutirán diferentes 
aplicaciones de la derivada de una fun-
ción. Estas aplicaciones se dividen en tres 
categorías básicas: trazado de curvas, op-
timización y técnicas de aproximación.

En este capítulo, se aprenderá:

Cómo utilizar la derivada para loca- n

lizar los valores máximos y míni-
mos de una función en un intervalo 
cerrado. (3.1)
Cómo un gran número de resultados  n

en este capítulo dependen de dos 
importantes teoremas: el Teorema de 

Rolle y el Teorema del valor medio. 
(3.2)
Cómo utilizar la primera derivada  n

para determinar si una función es 
creciente o decreciente. (3.3)
Cómo emplear la segunda derivada  n

para determinar si la gráfica de una 
función es cóncava hacia arriba o 
cóncava hacia abajo. (3.4)
Cómo determinar las asíntotas hori- n

zontales de la gráfica de una función. 
(3.5)

Cómo graficar una función con las  n

técnicas del capítulo P-3. (3.6)

Cómo resolver problemas de optimi- n

zación. (3.7)
Cómo utilizar técnicas de aproxima- n

ción para resolver problemas. (3.8 y 
3.9)

■

■

Una nave pequeña inicia su descenso desde una altitud de 1 milla, 4 millas 
al oeste de la pista de aterrizaje. Dada una función que modela la trayectoria 
en la que planea el avión, ¿cuándo desciende el avión con la mayor razón de 
cambio? (Ver la sección 3.4, ejercicio 75.)

En el capítulo 3 se usará el cálculo para analizar gráficas de funciones. Por ejemplo, se puede usar la derivada de una 

función para determinar sus valores máximos y mínimos. Se usarán límites para identificar las asíntotas de la gráfica 

de una función. En la sección 3.6 se combinarán estas técnicas para trazar la gráfica de una función.

3
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■ Entender la definición de extremos de una función en un intervalo.

■ Entender la definición de extremos relativos de una función en un intervalo abierto.

■ Encontrar los extremos en un intervalo cerrado.

Extremos de una función

En el cálculo, se dedica mucho esfuerzo para determinar el comportamiento de una función 
ƒ sobre un intervalo I. ¿ƒ tiene un valor máximo en I? ¿Tiene un valor mínimo? ¿Dónde es 
creciente la función? ¿Dónde es decreciente? En este capítulo se verá cómo las derivadas 
se utilizan para responder estas preguntas. También por qué los planteamientos anteriores 
son importantes en las aplicaciones de la vida real.

DEFINICIÓN DE EXTREMOS

Sea ƒ definida sobre un intervalo I que contiene a c.

1. ƒ(c) es el mínimo de ƒ en I si ƒ(c) b ƒ(x) para toda x en I.
2. ƒ(c) es el máximo de ƒ en I si  ƒ(c) r ƒ(x) para toda x en I.

Los mínimos y máximos de una función en un intervalo son los valores extremos, o 
simplemente extremos, de la función en el intervalo. El mínimo y el máximo de una 
función en un intervalo también reciben el nombre de mínimo absoluto y máximo 
absoluto en el intervalo.

Una función no siempre tiene un mínimo o un máximo en un intervalo. Por ejemplo, 
en la figura 3.1a y b, es posible ver que la función ƒ(x) � x2 � 1 tiene tanto un mínimo 
como un  máximo en el intervalo cerrado [�1, 2], pero no tiene un máximo en el intervalo 
abierto (�1, 2). Además, en la figura 3.1c se observa que la continuidad (o la falta de la 
misma) puede afectar a la existencia de un extremo en un intervalo. Esto sugiere el siguiente 
teorema. (Aunque el teorema de los valores extremos es intuitivamente plausible, la prueba 
del mismo no se encuentra dentro del objetivo de este libro.)

TEOREMA 3.1 EL TEOREMA DEL VALOR EXTREMO

Si ƒ es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces f tiene tanto un mínimo como 
un máximo en el intervalo.

E X P L O R A C I Ó N

Determinación de los valores mínimo y máximo El teorema del valor extremo (al 
igual que el teorema del valor intermedio) es un teorema de existencia porque indica la 
existencia de valores mínimo y máximo, pero no muestra cómo determinarlos. Emplear la 
función para valores extremos de una herramienta de graficación con el fin de encontrar 
los valores mínimo y máximo de cada una de las siguientes funciones. En cada caso, ¿los 
valores de x son exactos o aproximados? Explicar.

 a) f(x) � x2  � 4x � 5 en el intervalo cerrado [�1, 3]

 b) f(x) � x3  � 2x2 � 3x � 2 en el intervalo cerrado [�1, 3]

x

11 2

2

3

3

4

5 (2, 5)

(0, 1)

Máximo

Mínimo

f(x) = x2 + 1

y

x

11 2

2

3

3

4

5

(0, 1)

No es un 
máximo

Mínimo

f(x) = x2 + 1

y

x

11 2

2

3

3

4

5 (2, 5)

No es un 
mínimo

Máximo

g(x) = x2 � 1,  x x 0
2,          x � 0

y

a)  f es continua [– 1, 2] es cerrado

b)  f es continua (– 1, 2) es abierto

c)  g no es continua [–1, 2] es cerrado. 
Los extremos pueden encontrarse en puntos 
interiores o en puntos terminales de un 
intervalo. Los extremos que se presentan en 
puntos terminales se denominan extremos 
o terminales
Figura 3.1

3.1 Extremos en un intervalo
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Extremos relativos y puntos o números críticos

En la figura 3.2, la gráfica de ƒ(x) � x3 � 3x2 tiene un máximo relativo en el punto (0, 0) y 
un mínimo relativo en el punto (2, �4). De manera informal, para una función continua, es 
posible que se piense que un máximo relativo ocurre en una “cima” de la gráfica. Y que un 
mínimo relativo se presenta en un “valle” en la gráfica. Tales cimas y valles pueden ocurrir 
de dos maneras. Si la cima (o valle) es suave y redondeada, la gráfica tiene una tangente 
horizontal en el punto alto (o punto bajo). Si la cima (o valle) es angosta y picuda, la gráfica 
representa una función que no es derivable en el punto alto (o punto bajo).

DEFINICIÓN DE EXTREMOS RELATIVOS

1. Si hay un intervalo abierto que contiene a c en el cual ƒ(c) es un máximo, entonces 
ƒ(c) recibe el nombre de máximo relativo de ƒ, o se podría afirmar que ƒ tiene 
un máximo relativo en (c, ƒ(c)).

2. Si hay un intervalo abierto que contiene a c en el cual ƒ(c) es un mínimo, entonces 
ƒ(c) recibe el nombre de mínimo relativo de ƒ, o se podría afirmar que ƒ tiene 
un mínimo relativo en (c, ƒ(c)).

El plural de máximo relativo es máximos relativos, y el plural de mínimo relativo 
es mínimos relativos. Un máximo relativo y un mínimo relativo algunas veces son 
llamados máximo local y mínimo local, respectivamente.

El ejemplo 1 examina las derivadas de una función en extremos relativos dados. (Se 
habla bastante acerca de la determinación de los extremos relativos de una función en la 
sección 3.3.)

EJEMPLO 1 El valor de la derivada en los extremos relativos

Encontrar el valor de la derivada en cada uno de los extremos relativos que se ilustran en 
la figura 3.3.

Solución

 a) La derivada de es f x �
9 x2 � 3

x3

 Derivar utilizando la regla del cociente.

 Simplificar.

En el punto (3, 2), el valor de la derivada es ƒ�(3) � 0 (ver la figura 3.3a).

 b) En x � 0, la derivada de ƒ(x) � x  no existe debido a que difieren los siguientes límites 
unilaterales (ver la figura 3.3b).

 Límite desde la izquierda.

 Límite desde la derecha.

 c) La derivada de ƒ(x) � sen x es

En el punto (P 2, 1), el valor de la derivada es ƒ�(P 2,) �  cos (P 2) � 0. En el pun-
to (3P 2, �1), el valor de la derivada es ƒ�(3P 2) �  cos (3P 2) � 0 (ver la figura 
3.3c).

 �
9 9 � x2

x4 .

  f� x �
x3 18x � 9 x2 � 3 3x2

x3 2

lím
xm0�

 
f x � f 0

x � 0
� lím

xm0�
 

x

x
� 1

lím
xm0�

 
f x � f 0

x � 0
� lím

xm0�
 

x

x
� �1

 f� x � cos x.

x

2

2 4 6

2

4

Máximo
relativo

(3, 2)

y
f(x) = 

x3

9(x2  3)

x

1 21

2

3

4

Cresta
(0, 0)

Valle
(2, �	

y f(x) = x3  3x2

f tiene un máximo relativo en (0, 0) y un 
mínimo relativo en (2, � 4)
Figura 3.2
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1
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3

2

Mínimo
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¦ ¦

(0, 0)

f(x) =  x

y

a)  ƒ�(3) � 0

b)  f  �(0) no existe

c) f
3
2

0f
2

0;

Figura 3.3
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Nótese que en el ejemplo 1 en los extremos relativos la derivada es cero o no existe. Los 
valores de x en estos puntos especiales reciben el nombre de puntos críticos. La figura 3.4 
ilustra los dos tipos de números críticos. Obsérvese en la definición que el número crítico c 
debe estar en el dominio de f, pero c no tiene que estar en el dominio de f �.

DEFINICIÓN DE UN NÚMERO O PUNTO CRÍTICO

Sea ƒ definida en c. Si ƒ�(c) � 0 o si ƒ no es derivable en c, entonces c es un punto 
crítico de ƒ.

TEOREMA 3.2  LOS EXTREMOS RELATIVOS OCURREN SÓLO EN NÚMEROS 
O PUNTOS CRÍTICOS

Si ƒ tiene un mínimo relativo o un máximo relativo en x � c, entonces c es un punto 
crítico de ƒ.

DEMOSTRACIÓN

Caso 1: Si ƒ no es derivable en x � c, entonces, por definición, c es un punto crítico de 
ƒ y el teorema es válido.
Caso 2: Si ƒ es derivable en x � c, entonces ƒ�(c) debe ser positiva, negativa o 0. Suponer 
que ƒ�(c) es positiva. Entonces

lo cual implica que existe un intervalo (a, b) que contiene a c de modo tal que

Como este cociente es positivo, los signos en el denominador y el numerador deben coin-
cidir. Lo anterior produce las siguientes desigualdades para los valores de x en el intervalo 
(a, b).

Izquierda de c:  no es un mínimo relativo

Derecha de c:  no es un máximo relativo

De tal modo, la suposición de que ƒ�(c) � 0 contradice la hipótesis de que ƒ(c) es un extre-
mo relativo. Suponiendo que ƒ�(c) � 0  produce una contradicción similar, sólo queda una 
posibilidad, a saber, ƒ�(c) � 0. En consecuencia, por definición, c es un punto crítico de ƒ 
y el teorema resulta válido. 

f �c� lím
x�c

 
f �x� f �c�

x c
> 0

y  

y  f cf x > f cx > c

f cf x < f cx < c

x
c

f a(c) no existe

y

x
c

Tangente 
horizontal

f a(c) � 0

y

c es un punto crítico de ƒ
Figura 3.4

PIERRE DE FERMAT  (1601-1665)

Para Fermat, que estudió abogacía, las 
matemáticas eran más una afición que una 
profesión. Sin embargo, Fermat realizó 
muchas contribuciones a la geometría 
analítica, la teoría de números, el cálculo 
y la probabilidad. En cartas a sus amigos, 
escribió muchas de las ideas fundamentales 
del cálculo, bastante antes de Newton o 
Leibniz. Por ejemplo, el teorema 3.2 
algunas veces se atribuye a Fermat.
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 (Ver el ejercicio 82b, sección 1.2.)para todo en �a, b�.x c
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> 0,
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Determinación de extremos en un intervalo cerrado

El teorema 3.2 señala que los extremos relativos de una función sólo pueden ocurrir en los 
puntos críticos de la función. Sabiendo lo anterior, se pueden utilizar las siguientes estrategias 
para determinar los extremos en un intervalo cerrado.

Estrategias para la determinación de extremos en un intervalo cerrado

Para determinar los extremos de una función continua ƒ en un intervalo cerrado 
[a, b], se siguen estos pasos.

1. Se encuentran los puntos críticos de ƒ en (a, b).
2. Se evalúa ƒ en cada punto crítico en (a, b).
3. Se evalúa ƒ en cada punto extremo de [a, b].
4. El más pequeño de estos valores es el mínimo. El más grande es el máximo.

Los siguientes tres ejemplos muestran cómo aplicar estas estrategias. Asegurarse de ver 
que la determinación de los puntos críticos de la función sólo es una parte del procedimien-
to. La evaluación de la función en los puntos críticos y los puntos extremos o terminales 
corresponden a la otra parte.

EJEMPLO 2 Determinación de los extremos en un intervalo cerrado

Determinar los extremos de ƒ(x) � 3x4 � 4x3 en el intervalo [�1, 2].

Solución Se empieza derivando la función

 Escribir la función original.

 Derivar.

Para determinar los puntos críticos de ƒ, se necesitan encontrar los valores de x para los 
cuales ƒ�(x) � 0 y todos los valores de x para los cuales ƒ�(x) no existe.

 Igualar f �(x) a cero.

 Factor.

 Números críticos.

Debido a que ƒ� se define para todo x, es posible concluir que estos números son los únicos 
puntos críticos de ƒ. Al evaluar ƒ en estos dos puntos críticos y en los puntos extremos de 
[�1, 2], es posible determinar que el máximo es ƒ(2) � 16 y el mínimo corresponde a ƒ(1) 
� �1, como se muestra en la tabla. La gráfica de ƒ se muestra en la figura 3.5.

En la figura 3.5 nótese que el punto crítico x � 0 no produce un mínimo relativo o un 
máximo relativo. Esto indica que el recíproco del teorema 3.2 no es válido. En otras palabras, 
los números críticos de una función no necesitan producir extremos relativos.

 f� x � 12x3 � 12x2

 f x � 3x4 � 4x3

Punto terminal
izquierdo

Punto
crítico

Punto
crítico

Punto terminal
derecho

Mínimo Máximo
f 2 � 16f 1 � �1f 0 � 0 f �1 � 7

 x � 0, 1

 12x2 x � 1 � 0

 f� x � 12x3 � 12x2 � 0

x

2

4

8

12

16

1

4

(0, 0)

(2, 16)
Máximo

Mínimo
(1, �	

(���	

f(x) = 3x4  4x3

y

En el intervalo cerrado [� 1, 2], f tiene  
un mínimo en (1, �1) y un máximo en  
(2, 16)
Figura 3.5
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EJEMPLO 3 Determinación de los extremos en un intervalo cerrado

Encontrar los extremos de ƒ(x) � 2x � 3x2 3 en el intervalo [�1, 3].

Solución Se empieza derivando la función.

 Escribir la función original.

 Derivar.

A partir de esta derivada, es posible advertir que la función tiene dos puntos críticos en 
el intervalo [�1, 3]. El número 1 es crítico porque ƒ�(1) �0, y el punto 0 es un punto 
crítico debido a que ƒ�(0) no existe. Al evaluar ƒ en estos dos números y en los puntos 
extremos del intervalo, se puede concluir que el mínimo es ƒ(�1) ��5 y el máximo,  
ƒ(0) �0, como se indica en la tabla. La gráfica de ƒ se muestra en la figura 3.6.

EJEMPLO 4 Determinación de los extremos en un intervalo cerrado

Encontrar los extremos de ƒ(x) �2 sen x � cos 2x en el intervalo [0, 2P].

Solución Esta función es derivable para todo x real, por lo que es posible determinar todos 
los puntos críticos derivándola e igualando ƒ�(x) a cero, como se indica.

 Escribir la función original.

 Igualar f �(x) a cero.

 sen 2x � 2 cos x sen x.

 Factor.

En el intervalo [0, 2P], el factor cos x es cero cuando x � P 2 y cuando x � 3P 2. El factor 
(1 � 2 sen x) es cero cuando x � 7P 6 y cuando x � 11P 6. Al evaluar ƒ en estos cuatro 
números críticos y en los puntos extremos del intervalo, se concluye que el máximo es  
ƒ(P 2) � 3 y que el mínimo se presenta en dos puntos, ƒ(7P 6) � �3 2 y ƒ(11P 6) � 
�3 2, como se indica en la tabla. La gráfica se muestra en la figura 3.7.

f� x � 2 �
2

x1 3 � 2
x1 3 � 1

x1 3

 f x � 2x � 3x2 3

Punto terminal
izquierdo

Punto
crítico

Punto
crítico

Punto terminal
derecho

Mínimo Máximo
f 3 � 6 � 3 3 9 �0.24f 1 � �1f 0 � 0 f �1 � �5

En el intervalo cerrado [� 1, 3], f tiene  
un mínimo en (� 1, � 5) y un máximo  
en (0, 0)
Figura 3.6 
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Máximo
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En el intervalo cerrado, [0, 2 P], f tiene dos 
mínimos en (7P 6, � 3 2) y (11P 6, 
� 3 2) y un máximo en (P 2, 3)
Figura 3.7 
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En los ejercicios 1 a 6, determinar el valor de la derivada (si ésta 
existe) en cada extremo indicado.

 1.  2.

 3.  4.

 5.  6.

En los ejercicios 7 a 10, aproximar los puntos críticos de la fun-
ción que se muestra en la gráfica. Determinar si la función tiene 
un máximo relativo, mínimo relativo, máximo absoluto, mínimo 
absoluto o ninguno de éstos en cada número crítico sobre el in-
tervalo indicado.

 7.  8. 

 9.  10.

En los ejercicios 11 a 16, determinar cualesquiera de los puntos 
críticos de la función.

 11.  12.

 13.  14.

 15.  16.

En los ejercicios 17 a 36, ubicar los extremos absolutos de la fun-
ción en el intervalo cerrado.

En los ejercicios 37 a 40, localizar los extremos absolutos de la 
función (si existen) sobre cada intervalo.

f x � 4 � xf x � x � 2 2 3
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1 2
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1
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8
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Ejercicios3.1
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17. 18.

19.

20.

21. 22.

23. 24.

25. 26.

27. 28.

29.

30.

31. 32.

33. 34.

35.

36. 0, 2y � tan 

x
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,
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y � 3 cos x,
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6
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3
g x � sec x,0,  

1

6
f x � cos 
 x,

�2, 2h x � 2 � x ,�2, 2f x � x ,

�3, 3g x �
1

1 � x � 1
,

�1, 5y � 3 � t � 3 ,

3, 5h t �
t

t � 2
,0, 1h s �

1

s � 2
,

�2, 2f x �
2x

x2 � 1
,�1, 1g t �

t 2

t 2 � 3
,

�1, 1g x � 3 x,�1, 1y � 3x 2 3 � 2x,

0, 4f x � x3 � 12x,�1, 2f x � x 3 �
3

2
x2,

�2, 1h x � �x2 � 3x � 5,

0, 4g x � x2 � 2x,

0, 5f x �
2x � 5

3
,�1, 2f x � 3 � x,

,

0 < x < 2

h x sen2 x cos x

t < 3g t t 4 t

f x x3 x23

37. 38.

(a) (b) (a) (b)

(c) (d) (c) (d)

39. 40.

(a) (b) (a) (b)

(c) (d) (c) (d) 1, 2�2, 21, 40, 2

�2, 0�2, 21, 3�1, 2

f x � 4 � x2f x � x2 � 2x

1, 41, 40, 20, 2

1, 41, 40, 20, 2

f x � 5 � xf x � 2x � 3

a) b)

c) d)

a) b)

c) d)

a) b)

c) d)

a) b)

c) d)
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En los ejercicios 41 a 46, dibujar la gráfica de la función. Luego 
localizar los extremos absolutos de la misma sobre el intervalo 
indicado.

 41.

 42.

 43.  44.

45.   

46.

En los ejercicios 47 y 48, a) usar un sistema de álgebra por compu-
tadora para representar la función y aproximar cualesquiera 
extremos absolutos sobre el intervalo dado. b) Utilizar una herra-
mienta de graficación para determinar cualesquiera puntos críti-
cos y emplear éstos para encontrar todos los extremos absolutos 
no ubicados en los puntos extremos o terminales. Comparar los 
resultados con los del apartado a).

 47.

 48.

En los ejercicios 49 y 50, utilizar un sistema de álgebra por  
computadora para encontrar el valor máximo de Uƒ�(x)U en el in-
tervalo cerrado. (Este valor se usa en la estimación del error para 
la regla del trapecio, como se explica en la sección 4.6.)

 49.  50.

En los ejercicios 51 y 52, utilizar un sistema de álgebra por  
computadora para determinar el valor máximo de Uƒ(4)(x)U en 
el intervalo cerrado. (Este valor se emplea en la estimación del 
error correspondiente a la regla de Simpson, como se explica en 
la sección 4.6.)

 51.  52.

 53. Redacción Escribir un párrafo breve explicando por qué una 
función definida sobre un intervalo abierto puede no tener un 
máximo o un mínimo. Ilustrar la explicación con un dibujo de 
la gráfica de tal función. 

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 55 y 56, dibuje la gráfica de una función sobre 
el intervalo [�2, 5] que tenga las siguientes características.

 55. Máximo absoluto en x � �2, mínimo absoluto en x � 1, 
máximo relativo en x � 3.

 56. Mínimo relativo en x � �1, número crítico en x � 0, pero 
ningún extremo, máximo absoluto en x � 2, mínimo absoluto 
en x � 5.

En los ejercicios 57 a 60, determinar a partir de la gráfica si ƒ 
tiene un mínimo en el intervalo abierto (a, b).

 57. a) b)

 58. a) b)

 59. a) b)

 60. a) b)
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�1, 3f x � x4 � 2x3 � x � 1,

CAS

CAS

Para discusión

54.  Decidir si cada uno de los puntos etiquetados es un máxi-
mo o un mínimo absoluto, un máximo o un mínimo rela-
tivo o ninguno.
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 61. Potencia La fórmula para la salida de potencia P de una batería 
es P � VI � RI 2, donde V es la fuerza electromotriz en volts. R es 
la resistencia e I es la corriente. Determinar la corriente (medida 
en amperes) que corresponde a un valor máximo de P en una 
batería para la cual V � 12 volts y R � 0.5 ohms. Suponer que 
un fusible de 15 amperes enlaza la salida en el intervalo 0 � I 
�15. ¿Podría aumentarse la salida de potencia sustituyendo el 
fusible de 15 amperes por uno de 20 amperes? Explicar.

 62. Aspersor giratorio para césped Un aspersor giratorio para 
césped se construye de manera tal que dUYdt es constante, donde 
U varía entre 45° y 135° (ver la figura). La distancia que el agua 
recorre horizontalmente es

donde v es la velocidad del agua. Determinar dxYdt y explicar 
por qué este aspersor no rocía de manera uniforme. ¿Qué parte 
del césped recibe la mayor cantidad de agua?

PARA MAYOR INFORMACIÓN Para mayor información acerca 
de “cálculo de un aspersor de riego para césped” consultar el artículo 
“Design of an Oscillating Sprinkler” de Bart Braden en Mathematics 

Magazine.

 63. Panal El área de la superficie de una celda de un panal es

donde h y s son constantes positivas y U es el ángulo al cual las 
caras superiores alcanzan la altura de la celda (ver la figura). 
Encontrar el ángulo U(PY6 � U �PY2) que minimiza el área 
superficial S.

PARA MAYOR INFORMACIÓN Para mayor información acerca de 
la estructura geométrica de una celda de un panal, consultar el artículo 
“The Design of Honeycombs” de Anthony L. Peressini en UMAP 
Módulo 502, publicado por COMAP, Inc., Suite 210, 57 Bedford 
Street, Lexington, MA.

 64.  Diseño de una autopista Para construir una autopista, es 
necesario rellenar una parte de un valle donde los declives 
(pendientes) son de 9 y 6% (ver la figura). La parte superior de 
la región rellenada tendrá la forma de un arco parabólico que es 
tangente a las dos pendientes en los puntos A y B. La distancia 
horizontal desde el punto A haste el eje y y desde el punto B 
hasta el eje y es de 500 pies en ambos casos.

 a)  Determinar las coordenadas de A y B.
 b)   Determinar una función cuadrática y � ax2 � bx  � c, 

�500 � x � 500 que describa la parte superior de la región 
rellenada.

 c)  Construir una tabla en la que se indiquen las profundidades 
del relleno para x ��500, �400, �300, �200, �100, 0, 
100, 200, 300, 400 y 500.

 d)  ¿Cuál será el punto más bajo de la autopista terminada? 
¿Estará directamente sobre el punto donde se juntan los 
dos declives?

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 65 a 68, determinar si el 
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o dar 
un ejemplo que demuestre la falsedad.

 65.  El máximo de una función que es continua en un intervalo 
cerrado puede ocurrir en dos valores diferentes en el intervalo.

 66.  Si una función es continua en un intervalo cerrado, entonces 
debe tener un mínimo en el intervalo.

 67.  Si x � c es un punto crítico de la función ƒ, entonces también 
es un número crítico de la función g(x) � ƒ(x) � k, donde k es 
una constante.

 68.  Si x � c es un punto crítico de la función ƒ, entonces también 
es un número crítico de la función g(x) � ƒ(x � k), donde k es 
una constante.

 69. Sea la función ƒ derivable en un intervalo I que contiene c. Si 
ƒ tiene un valor máximo en x � c, demostrar que �ƒ tiene un 
valor mínimo en x � c.

 70. Considerar la función cúbica ƒ(x) � ax3 � bx2 � cx � d, donde 
a p 0. Demostrar que ƒ puede tener uno, dos o ningún punto 
crítico y dar un ejemplo de cada caso.

x �
v 2 sen 2U

32
,  45� b U b 135�

S � 6hs �
3s2

2 ��3 � cos U
sen U �

Q  � 135o

x

326432


64


Q Q

Q

Aspersor de agua: 45o b    b 135oQ

v2 v2 v2 v2

Q  � 45o

 � 105o  � 75oy

s

h

�

A

B

Autopista

x

y

500 pies 500 pies

No está dibujado a escala

Declive de 6% 
Declive de 9% 

Preparación del examen Putnam

71.  Determinar todos los números reales a > 0 para los que 
existe una función f (x) continua y no negativa definida 
sobre [0, a], con la propiedad de que la región definida por 
R � {(x, y) ; 0 � x � a, 0 � y � f (x)} tiene perímetro k 
y área k2 para algún número real k.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.



■ Comprender el uso del teorema de Rolle.

■ Comprender el uso del teorema del valor medio.

Teorema de Rolle

El teorema del valor extremo (sección 3.1) establece que una función continua en un intervalo 
cerrado [a, b] debe tener tanto un mínimo como un máximo en el intervalo. Ambos valores, 
sin embargo, pueden ocurrir en los puntos extremos. El teorema de Rolle, nombrado así en 
honor del matemático francés Michel Rolle (1652-1719), proporciona las condiciones que 
garantizan la existencia de un valor extremo en el interior de un intervalo cerrado.

E X P L O R A C I Ó N

Valores extremos en un intervalo cerrado Dibujar un plano de coordenadas rec-
tangular en un pedazo de papel. Marcar los puntos (1, 3) y (5, 3). Utilizando un lápiz 
o una pluma, dibujar la gráfi ca de una función derivable f que empieza en (1, 3) y 
termina en (5, 3). ¿Existe al menos un punto sobre la gráfi ca para el cual la derivada 
sea cero? ¿Sería posible dibujar la gráfi ca de manera que no hubiera un punto para el 
cual la derivada es cero? Explicar el razonamiento.

TEOREMA 3.3 TEOREMA DE ROLLE

Sea f continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto (a, b). 
Si

ƒ(a) � ƒ(b)

entonces existe al menos un número c en (a, b) tal que ƒ′(c) � 0.

DEMOSTRACIÓN  Sea ƒ(a) � d � ƒ(b).

Caso 1: Si ƒ(x) � d para todo x en [a, b], f es constante en el intervalo y, por el teorema 2.2, 
ƒ�(x) � 0 para todo x en (a, b).

Caso 2: Suponer que ƒ(x) > d para algún x en (a, b). Por el teorema del valor extremo, se 
sabe que f tiene un máximo en algún punto c en el intervalo. Además, como ƒ(c) > d, este 
máximo no puede estar en los puntos terminales. De tal modo, f tiene un máximo en el 
intervalo abierto (a, b). Esto implica que f(c) es un máximo relativo y por el teorema 3.2, 
c es un número crítico de f. Por último, como f es derivable en c, es posible concluir que 
ƒ�(c) � 0.

Caso 3: Si ƒ(x) < d para algún x en (a, b), se puede utilizar un argumento similar al del caso 
2, pero implicando el mínimo en vez del máximo. 

De acuerdo con el teorema de Rolle, puede verse que si una función f es continua en 
[a, b] y derivable en (a, b), y si ƒ(a) � ƒ(b), debe existir al menos un valor x entre a y b 
en el cual la gráfi ca de f tiene una tangente horizontal, como se muestra en la fi gura 3.8a. 
Si se elimina el requerimiento de derivabilidad del teorema de Rolle, f seguirá teniendo un 
número crítico en (a, b), pero quizá no produzca una tangente horizontal. Un caso de este 
tipo se presenta en la fi gura 3.8b.

TEOREMA DE ROLLE

Michel Rolle, matemático francés, fue el 
primero en publicar en 1691 el teorema 
que lleva su nombre. Sin embargo, antes 
de ese tiempo Rolle fue uno de los más 
severos críticos del cálculo, señalando que 
éste proporcionaba resultados erróneos y 
se basaba en razonamientos infundados. 
Posteriormente Rolle se dio cuenta de la 
utilidad del cálculo.

a) f es continua en [a, b] y derivable en 
(a, b)

b) f es continua en [a, b]
Figura 3.8

x

f

d

a bc

Máximo
relativo

y

x

f

d

a bc

Máximo
relativo

y

3.2 El teorema de Rolle y el teorema del valor medio

172  CAPÍTULO 3  Aplicaciones de la derivada



SECCIÓN 3.2  El teorema de Rolle y el teorema del valor medio  173

EJEMPLO 1 Ilustración del teorema de Rolle

Encontrar las dos intersecciones en x de

f �x� � x2 � 3x � 2

y demostrar que ƒ′(x) � 0 en algún punto entre las dos intersecciones en x.

Solución Advertir que f es derivable en toda la recta real. Igualando a 0 ƒ(x) se obtiene

 Igualar f(x) a cero.

 Factor.

De tal modo, ƒ(1) � ƒ(2) � 0, y de acuerdo con el teorema de Rolle se sabe que existe al 
menos una c en el intervalo (1, 2) tal que ƒ′(c) � 0. Para determinar una c de este tipo, es 
factible resolver la ecuación

f��x� � 2x � 3 � 0  Igualar f ′(x) a cero.

y determinar que ƒ′(x) � 0 cuando x �  �� . Advertir que el valor de x se encuentra en el in-
tervalo abierto (1, 2), como se indica en la fi gura 3.9. 

El teorema de Rolle establece que si f satisface las condiciones del teorema, debe haber 
al menos un punto entre a y b en el cual la derivada es 0. Es posible que exista más de un 
punto de estas características, como se muestra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2 Ilustración del teorema de Rolle

Sea ƒ(x) � x4 � 2x2. Determinar todos los valores de c en el intervalo (�2, 2) tal que 
ƒ′(c) � 0.

Solución Para empezar, advertir que la función satisface las condiciones del teorema 
de Rolle. Esto es, f es continua en el intervalo [�2, 2] y derivable en el intervalo (�2, 2). 
Además, debido a que ƒ(�2) � ƒ(2) � 8, es posible concluir que existe al menos una c en 
(�2, 2) tal que ƒ′(c) � 0. Igualando a 0 la derivada, se obtiene

 Igualar f ′(x) a cero.

 Factor.

 Valores de x para los cuales f �(x) es igual a cero.

De tal modo, en el intervalo (�2, 2), la derivada es cero en valores diferentes de x, como se 
indica en la fi gura 3.10. 

CONFUSIÓN  TECNOLÓGICA Una herramienta de graficación puede utilizarse para 
indicar si los puntos sobre las gráficas de los ejemplos 1 y 2 son mínimos o máximos 
relativos de las funciones. Sin embargo, al usar una herramienta de graficación, se debe 
tener presente que es posible obtener imágenes o gráficas equivocadas. Por ejemplo, usar 
una herramienta de graficación para representar

ƒ = − − −
− +

( ) ( )
( )

./x x
x

1 1
1

1 000 1 1
2

1 7

Con la mayoría de las ventanas de visión, parece ser que la función tiene un máximo de 
1 cuando x � 1 (ver la fi gura 3.11). No obstante al evaluar la función en x � 1, se obser-
vará que ƒ(1) � 0. Para determinar el comportamiento de esta función cerca de x � 1, es 
necesario examinar la gráfi ca de manera analítica para obtener la imagen completa.

 �x � 1��x � 2� � 0.

 x2 � 3x � 2 � 0

 x � 0, 1, �1.

 4x�x � 1��x � 1� � 0

 f��x� � 4x3 � 4x � 0

3

2

1

−1

x

Tangente 
horizontal

(1, 0) (2, 0)

f ′ 3
2( ) = 0

f(x) = x2 − 3x + 2

y

x

−2

−2

2

8

6

4

2

f(2) = 8
f(−2) = 8

f ′(−1) = 0 f ′(1) = 0

f ′(0) = 0

f(x) = x4 − 2x2y

−3

−3

6

3

El valor de x para el cual f ′(x) = 0 está 
entre las dos intersecciones con el eje x
Figura 3.9 

f �(x) = 0 para más de un valor de x en el 
intervalo (�2, 2)
Figura 3.10

Figura 3.11
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El teorema del valor medio

El teorema de Rolle puede utilizarse para probar otro teorema: el teorema del valor 

medio.

TEOREMA 3.4 EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Si f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto (a, b), 
entonces existe un número c en (a, b) tal que

′ƒ =
ƒ − ƒ

−
( )

( ) ( )
.c

b a

b a

DEMOSTRACIÓN  Hacemos refererencia a la fi gura 3.12. La ecuación de la recta secante que 
contiene los puntos (a, ƒ(a)) y (b, ƒ(b)) es

y
b a

b a
x a a=

ƒ − ƒ
−







− + ƒ
( ) ( )

( ) ( ).

Sea g(x) la diferencia entre f(x) y y. Entonces

g x x y

x
b a

b a
x a a

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ).

= ƒ −

= ƒ −
ƒ − ƒ

−






− − ƒ

Evaluando g en a y b, se observa que g(a) � 0 � g(b). Como f es continua en [a, b] se sigue 
que g también es continua en [a, b]. Además, en virtud de que f es derivable, g también lo 
es, y resulta posible aplicar el teorema de Rolle a la función g. Así, existe un número c en 
(a, b) tal que g′(c) � 0, lo que implica que

0 = ′

= ′ƒ −
ƒ − ƒ

−

g c

c
b a

b a

( )

( )
( ) ( )

.

De tal modo, existe un número c en (a, b) tal que

′ƒ =
ƒ − ƒ

−
( )

( ) ( )
.c

b a

b a  

NOTA  El término “medio” en el teorema del valor medio se refi ere al ritmo de cambio medio (o 
promedio) de f en el intervalo [a, b]. 

Aunque es posible utilizar el teorema del valor medio de manera directa en la solución de 
problemas, se usa más a menudo para demostrar otros teoremas. De hecho, algunas personas 
consideran que éste es el teorema más importante en el cálculo (se relaciona estrechamente 
con el teorema fundamental del cálculo explicado en la sección 4.4). Por ahora, es posible 
obtener una idea de la versatilidad de este teorema considerando los resultados planteados 
en los ejercicios 81 a 89 de esta sección.

El teorema del valor medio tiene implicaciones para ambas interpretaciones básicas de 
la derivada. Geométricamente, el teorema garantiza la existencia de una recta tangente que 
es paralela a la recta secante que pasa por los puntos (a, ƒ(a)) y (b, ƒ(b)), como se indica en 
la fi gura 3.12. El ejemplo 3 ilustra esta interpretación geométrica del teorema del valor 
medio. En términos del ritmo o velocidad de cambio, el teorema del valor medio implica 
que debe haber un punto en el intervalo abierto (a, b) en el cual el ritmo o velocidad de 
cambio instantánea es igual al ritmo o velocidad de cambio promedio sobre el intervalo 
[a, b]. Esto se ilustra en el ejemplo 4.

JOSEPH-LOUIS LAGRANGE (1736-1813)
El teorema del valor medio fue demostrado 
por primera vez por el famoso matemático 
Joseph-Louis Lagrange. Nacido en Italia, 
Lagrange formó parte de la corte de 
Federico El Grande en Berlín durante 20 
años. Después, se trasladó a Francia, donde 
se reunió con el emperador Napoleón 
Bonaparte, quien dijo lo siguiente: 
“Lagrange es la cúspide de las ciencias 
matemáticas”. 

x

Recta tangente

Recta secante

Pendiente de la recta tangente = f ′(c)

a c b

(b, f(b))

(a, f(a))

y

Figura 3.12
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EJEMPLO 3 Determinación de una recta tangente

Dada ƒ(x) � 5 � (4�x), determinar todos los valores de c en el intervalo abierto (1, 4) tales 
que

′ƒ =
ƒ − ƒ

−
( )

( ) ( )
.c

4 1

4 1

Solución La pendiente de la recta secante que pasa por (1, ƒ(1)) y (4, ƒ(4)) es

ƒ − ƒ
−

=
−
−

=
( ) ( )

.
4 1

4 1

4 1

4 1
1

Nótese que f satisface las condiciones del teorema del valor medio. Esto es que f es continua 
en el intervalo [1, 4] y derivable en el intervalo (1, 4). Entonces, existe al menos un número 
c en (1, 4) tal que ƒ′(c) � 1. Resolviendo la ecuación ƒ′(x) � 1, se obtiene

′ƒ = =( )x
x

4
12

que implica x � 	2. De tal modo, en el intervalo (1, 4), se puede concluir que c � 2, como 
se indica en la fi gura 3.13.

EJEMPLO 4 Determinación del ritmo de cambio instantáneo

Dos patrullas estacionadas equipadas con radar se encuentran a 5 millas de distancia sobre 
una autopista, como se indica en la fi gura 3.14. Cuando pasa un camión al lado de la primera 
patrulla, la velocidad de éste se registra en un valor de 55 millas por hora. Cuatro minutos 
después, cuando el camión pasa al lado de la segunda patrulla, el registro de velocidad corres-
ponde a 50 millas por hora. Demostrar que el camión ha excedido el límite de velocidad (de 
55 millas por hora) en algún momento dentro del intervalo de los 4 minutos señalados.

Solución Sea t � 0 el tiempo (en horas) cuando el camión pasa al lado de la primera 
patrulla. El tiempo en el que el camión pasa al lado de la segunda patrulla es

t = =
4

60

1

15
hora.

Si s(t) representa la distancia (en millas) recorridas por el camión, se tiene que s(0) � 0 y 

s( �� ) � 5. Por tanto, la velocidad promedio del camión sobre el trecho de cinco millas de 
autopista es

Velocidad promedio =
−
−

=

s s( ) ( )

( )

1 15 0

1 15 0

5

1

�
�

�115
75= millas por hora.

Suponiendo que la función de posición es derivable, es posible aplicar el teorema del valor 
medio para concluir que el camión debe haber estado viajando a razón de 75 millas por hora 
en algún momento durante los 4 minutos. 

Una forma alternativa útil del teorema del valor medio es como sigue: si f es continua 
en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe un número c en (a, b) tal que

 f �b� � f �a� � �b � a� f��c�.  Forma alternativa del teorema del valor medio.

NOTA  Al realizar los ejercicios de esta sección tener presente que las funciones polinomiales, las 
racionales y las trigonométricas son derivables en todos los puntos en sus dominios. 

Recta tangente

Recta secante

x

1 2 3 4

4

3

2

1
4
x

(1, 1)

(2, 3)

(4, 4)

f(x) = 5 − 

y

t = 4 minutos t = 0

5 millas

No está dibujado a escala

La recta tangente en (2, 3) es paralela a la 
línea secante que pasa por (1, 1) y (4, 4)
Figura 3.13

En algún tiempo t, la velocidad instantánea 
es igual a la velocidad promedio durante 
los 4 minutos
Figura 3.14



176  CAPÍTULO 3  Aplicaciones de la derivada

En los ejercicios 1 a 4, explicar por qué el teorema de Rolle no se 

aplica a la función aun cuando existan a y b tales que ƒ(a) � ƒ(b).

 1.  2.

 3.  4.

En los ejercicios 5 a 8, determinar dos intersecciones con el eje x 

de la función ƒ y demostrar que ƒ ′(x) � 0 en algún punto entre 

las dos intersecciones.

 5.  6.

 7.  8.

Teorema de Rolle En los ejercicios 9 y 10, se muestra la gráfi ca 

de ƒ. Aplicar el teorema de Rolle y determinar todos los valores de 

c tales que ƒ′(c) � 0 en algún punto entre las intersecciones mar-

cadas.

 9.  10.

En los ejercicios 11 a 24, determinar si es posible aplicar el teorema 

de Rolle a ƒ en el intervalo cerrado [a, b]. Si se puede aplicar el 

teorema de Rolle, determinar todos los valores de c en el intervalo 

abierto (a, b) tales que ƒ ′(c) � 0. Si no se puede aplicar, explicar 

por qué no.

En los ejercicios 25 a 28, utilizar una herramienta de grafi cación 

para representar la función en el intervalo cerrado [a, b]. Deter-

minar si el teorema de Rolle puede aplicarse a ƒ en el intervalo y, 

si es así, encontrar todos los valores de c en el intervalo abierto 

(a, b) tales que ƒ ′(c) � 0.

 25.  26.

 27.

 28.

 29. Movimiento vertical La altura de una pelota t segundos después 
de que se lanzó hacia arriba a partir de una altura de 6 pies y con 
una velocidad inicial de 48 pies por segundo es ƒ(t) � �16t2 � 

48t � 6.

 a) Verificar que ƒ(1) � ƒ(2).

 b) De acuerdo con el teorema de Rolle, ¿cuál debe ser la ve-
locidad en algún tiempo en el intervalo (1, 2)? Determinar 
ese tiempo.

 30. Costos de nuevos pedidos El costo de pedido y transporte C 
para componentes utilizados en un proceso de manufactura se 

aproxima mediante C�x� � 10	 1
x

�
x

x � 3
,  donde C se mide 

en miles de dólares y x es el tamaño del pedido en cientos.

 a) Verificar que C(3) = C(6).

 b) De acuerdo con el teorema de Rolle, el ritmo de cambio 
del costo debe ser 0 para algún tamaño de pedido en el 
intervalo (3, 6). Determinar ese tamaño de pedido.

En los ejercicios 31 y 32, copiar la gráfi ca y dibujar la recta secan-

te a la misma a través de los puntos (a, ƒ(a)) y (b, ƒ(b)). Después 

dibujar cualquier recta tangente a la gráfi ca para cada valor de 

c garantizada por el teorema del valor medio.

 31.  32.

Redacción En los ejercicios 33 a 36 explicar por qué el teorema de 

valor medio no se aplica a la función ƒ en el intervalo [0, 6].

 33.  34.

 35.  36.

f �x� � cot ,
x

2

� �� , 3 �

��1, 1�

f �x� � ��2 � x2�3�3,

f �x� � �3x�x � 1f �x� � x�x � 4

f �x� � x�x � 3�f �x� � x2 � x � 2

y

x

2

1

−2

π
4

π
2

π
2

π

f (x) = sen 2x

(   , 0)
(0, 0)

, ,

,

, ��1, 0�f �x� �
x

2
� sen 

�x

6

��1
4, 14�f �x� � x � tan �x

�0, 1�f �x� � x � x1�3��1, 1�f �x� � �x� � 1

x
a b

f

y

x
a b

f

y

f �x� � �x � 3�f �x� �
1

x � 3

y

x

1 2 3 4 5 6

1

2

5

6

3

4

y

x

1 2 3 4 5 6

1

2

5

6

3

4

Ejercicios3.2

f �x� � 1 � �x � 1 ,�

��1, 1�

f �x� �
1
x

,

 [0, 2]

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

20.

21.

22.

23.

24.

19.

��, 2��f �x� � sec x,

�0, ��f �x� � tan x,

���, ��f �x� � cos 2x,

0,  
�

6�f �x� �
6x

�

2 x,

�0, 2��f �x� � cos x,

�0, 2��

��1, 1�f �x� �
x2 � 1

x
,

��1, 3�f �x� �
x2 � 2x � 3

x � 2
,

�0, 6�f �x� � 3 � �x � 3�,
��8, 8�f �x� � x2�3 � 1,

��1, 3�f �x� � �x � 3��x � 1�2,

�1, 3�f �x� � �x � 1��x � 2��x � 3�,
�1, 4�f �x� � x2 � 5x � 4,

�0, 3�f �x� � �x2 � 3x,

f �x� � sen x,

� 4 sen

y

x

f (x) = x2 + 2x − 3

(−3, 0) (1, 0)

−4 2

−2

2

4
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 37. Teorema del valor medio Considerar la gráfica de la función 
ƒ(x) � �x2 � 5. a) Determinar la ecuación de la recta secante 
que une los puntos (�1, 4) y (2, 1). b) Utilizar el teorema del 
valor medio para determinar un punto c en el intervalo (�1, 2) 
tal que la recta tangente en c sea paralela a la recta secante. 
c) Encontrar la ecuación de la recta tangente que pasa por c. 
d) Utilizar después una herramienta de graficación para repre-
sentar ƒ, la recta secante y la recta tangente.

 Figura para 37 Figura para 38

 38. Teorema del valor medio Considerar la gráfica de la función 
ƒ(x) � x2 � x � 12. a). Encontrar la ecuación de la recta secan-
te que une los puntos (�2, �6) y (4, 0). b) Emplear el teore-
ma del valor medio para determinar un punto c en el intervalo 
(�2, 4) tal que la recta tangente en c sea paralela a la recta se-
cante. c) Determinar la ecuación de la recta tangente que pasa 
por c. d) Utilizar después una herramienta de graficación para 
representar ƒ, la recta secante y la recta tangente.

En los ejercicios 39 a 48, determinar si el teorema del valor medio 

puede aplicarse a ƒ sobre el intervalo cerrado [a, b]. Si el teorema 

del valor medio puede aplicarse, encontrar todos los valores de c 

en el intervalo abierto (a, b) tal que f��c� �
f �b� � f �a�

b � a
. Si no 

puede aplicarse explicar por qué no.

En los ejercicios 49 a 52, utilizar una herramienta de grafi cación 

para a) representar la función ƒ sobre el intervalo, b) encontrar y 

representar la recta secante que pasa por los puntos sobre la gráfi ca 

de ƒ en los puntos terminales del intervalo dado y c) encontrar y 

representar cualesquiera rectas tangentes a la gráfi ca de ƒ que sean 

paralelas a la recta secante.

 49.  50.

 51.

 52.

 53. Movimiento vertical La altura de un objeto tres segundos 
después de que se deja caer desde una altura de 300 metros es 
s(t) � �4.9t2 � 300.

 a) Encontrar la velocidad promedio del objeto durante los 
primeros tres segundos.

 b) Utilizar el teorema del valor medio para verificar que en 
algún momento durante los primeros tres segundos de 
la caída la velocidad instantánea es igual a la velocidad 
promedio. Determinar ese momento.

 54. Ventas Una compañía introduce un nuevo producto para el 
cual el número de unidades vendidas S es

  S�t� � 200	5 �
9

2 � t

donde t es el tiempo en meses.

 a) Encontrar el valor promedio de cambio de S(t) durante el 
primer año.

 b) ¿Durante qué mes del primer año S �(t) es igual al valor 
promedio de cambio?

Desarrollo de conceptos

 55. Sea ƒ continua en [a, b] y derivable en (a, b). Si existe c 
en (a, b) tal que ƒ′(c) � 0, ¿se concluye que ƒ(a) � ƒ(b)? 
Explicar.

 56. Sea ƒ continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en 
el intervalo abierto (a, b). Además, suponer que ƒ(a) � ƒ(b) 
y que c es un número real en el intervalo tal que ƒ′(c) � 0. 
Encontrar un intervalo para la función g sobre la cual pueda 
aplicarse el teorema de Rolle y determinar el punto crítico 
correspondiente de g (k es una constante).
a) b)

c ) g�x� � f �kx�
g�x� � f �x � k�g�x� � f �x� � k

 57. La función

f �x� � �0,
1 � x,

x � 0
0 < x ≤ 1

es derivable en (0, 1) y satisface ƒ(0) � ƒ(1). Sin embargo, 
su derivada nunca es cero en (0, 1). ¿Contradice  lo anterior 
al teorema de Rolle? Explicar.

 58. ¿Es posible encontrar una función ƒ tal que ƒ(�2) � �2, 
ƒ(2) � 6 y ƒ′(x) < 1 para toda x. ¿Por qué sí o por qué no?

 59. Velocidad Un avión despega a las 2:00 p.m. en un vuelo de 
2 500 millas. El avión llega a su destino a las 7:30 p.m. Explicar 
por qué hay al menos dos momentos durante el vuelo en los que 
la velocidad del avión es de 400 millas por hora.

 60. Temperatura Cuando se saca un objeto del horno y se pone a 
temperatura ambiente constante de 90° F la temperatura de su 
núcleo es de 1 500° F. Cinco horas después la temperatura del 
núcleo corresponde a 390° F. Explicar por qué debe existir un 
momento (o instante) en el intervalo en el que la temperatura 
disminuye a un ritmo o tasa de 222° F por hora.

 61. Velocidad Dos ciclistas empiezan una carrera a las 8:00 a.m. 
Ambos terminan la carrera 2 horas y 15 minutos después. De-
mostrar en qué momento de la carrera los ciclistas viajan a la 
misma velocidad.

 62. Aceleración A las 9:13 a.m., un automóvil deportivo viaja a 
35 millas por hora. Dos minutos después se desplaza a 85 millas 
por hora. Demostrar que en algún momento durante este inter-
valo, la aceleración del automóvil es exactamente igual a 1 500 
millas por hora al cuadrado.

�1, 9�f �x� � �x,

���, ��f �x� � x � 2 sen x,��1
2,  2�f �x� �

x

x � 1
,

(−2, −6)

(4, 0)
x

y

f (x) = x2 − x − 12

−4−8 8

−12−4 2 4

−2

2

6

(−1, 4)

(2, 1)

x

y

f (x) = −x2 + 5

39.

41.

43.

45.

47.

48.

4

4

4

4

�0, ��f �x� � cos x � tan x,

�0, ��
��1, 3�f �x� � �2x � 1�,

�0, 1�f �x� � x2�3,

��1, 1�f �x� � x3 � 2x,

��2, 1�f �x� � x2,

f �x� � sen x,

40.

42.

44.

46. ��7, 2�f �x� � �2 � x,

��1, 2�f �x� �
x � 1

x
,

�0, 2�f �x� � x4 � 8x,

�0, 1�f �x� � x3,

�0, 6�f �x� � x4 � 2x3 � x2,
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 63. Considerar la función f �x� � 3 cos2 	�x

2 
.

 a) Utilizar una herramienta de graficación para representar 
ƒ y ƒ′.

 b) ¿Es ƒ una función continua? ¿Es ƒ′ una función conti-
nua?

 c) ¿Se aplica el teorema de Rolle al intervalo [�1, 1]? ¿Se 
aplica en el intervalo [1, 2]? Explicar.

 d) Evaluar si es posible, lím  y lím
x x

x x
→ →

′ƒ ′ƒ
+3 3

( ) ( ).

 72. Determinar los valores a, b, c y d de manera que la función ƒ 
satisfaga la hipótesis del teorema del valor medio en el intervalo 
[�1, 2].

  

f �x� � �
a,
2,
bx2 � c,
dx � 4,

x � �1
�1 < x ≤ 0
0 < x ≤ 1
1 < x ≤ 2

Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 73 a 76, encontrar una 

función ƒ que tiene la derivada ƒ ′(x) y cuya gráfi ca pasa por el 

punto dado. Explicar el razonamiento.

 73.  74.

 75.  76.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 77 a 80, determinar si el 

enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o dar 

un ejemplo que lo demuestre.

 77. El teorema del valor medio puede aplicarse a ƒ(x) � 1�x en el 
intervalo [�1, 1].

 78. Si la gráfica de una función tiene tres intersecciones con el eje x, 
entonces debe tener al menos dos puntos en los cuales su recta 
tangente es horizontal.

 79. Si la gráfica de una función polinomial tiene tres intersecciones 
con el eje x, entonces debe tener al menos dos puntos en los 
cuales su recta tangente es horizontal.

 80. Si ƒ′(x) � 0 para todo x en el dominio de ƒ, entonces ƒ es una 
función constante.

 81. Demostrar que si a > 0 y n es cualquier entero positivo, entonces 
la función polinomial p(x) � x2n�1 � ax � b no puede tener dos 
raíces reales.

 82. Demostrar que si ƒ′(x) � 0 para todo x en el intervalo (a, b), 
entonces ƒ es constante en (a, b).

 83. Sea p(x) � Ax2 � Bx � C. Demostrar que para cualquier intervalo 
[a, b], el valor c garantizado por el teorema del valor medio es 
el punto medio del intervalo.

84. a) Sea ƒ(x) � x2 y g(x) � �x3 � x2 � 3x � 2. Entonces ƒ(�1) 
� g(�1) y ƒ(2) � g(2). Demostrar que hay al menos un 
valor c en el intervalo (�1, 2) donde la recta tangente a ƒ 
en (c, ƒ(c)) es paralela a la recta tangente g en  (c, g(c)). 
Identificar c.

 b) Sea ƒ y g la función derivable en [a, b] donde ƒ(a) � g(a) 
y ƒ(b) � g(b). Demostrar que hay al menos un valor c en 
el intervalo (a, b) donde la recta tangente ƒ en (c, ƒ(c)) es 
paralela a la recta tangente a g en (c, g(c)).

 85. Demostrar que si ƒ es derivable en (�
, 
) y ƒ�(x) < 1 para todo 
número real, entonces ƒ tiene al menos un punto fijo. Un punto 
fijo para una función ƒ es un número real c tal que ƒ(c) � c.

 86. Usar el resultado del ejercicio 85 para demostrar que ƒ(x) � 
 ��  cos x tiene al menos un punto fijo.

 87. Demostrar que cos a � cos b � a � b para toda a y b.

 88. Demostrar que sen a � sen b � a � b para toda a y b.

 89. Sea 0 < a < b. Utilizar el teorema del valor medio para demostrar 
que

  �b � �a <

b � a

2�a
.

x

−8 −4 4

8

4

−4

−8

y

�1, 0�f��x� � 2x � 3,�1, 0�f��x� � 2x,

�0, 1�f��x� � 4,�2, 5�f��x� � 0,
Para discusión

 64. Razonamiento gráfico La figura muestra dos partes de 
la gráfica de una función derivable continua ƒ en [�10, 4]. 
La derivada ƒ′ también es continua.

 a) Explicar por qué ƒ debe tener al menos un cero en 
[�10, 4].

 b) Explicar por qué ƒ′ debe tener también al menos un 
cero en el intervalo [�10, 4]. ¿Cómo se llaman estos 
ceros?

 c) Realizar un posible dibujo de la función con un cero 
con ƒ′ en el intervalo [�10, 4].

 d) Realizar un posible dibujo de la función con dos ceros 
de ƒ′ en el intervalo [�10, 4].

 e) ¿Fueron necesarias las condiciones de continuidad de ƒ 
y ƒ′ para efectuar las partes de la a) a la d)? Explicar.

Para pensar En los ejercicios 65 y 66, dibujar la gráfi ca de una 

función arbitraria ƒ que satisface la condición dada pero que no 

cumple las condiciones del teorema del valor medio en el intervalo 

[�5, 5].

 65. ƒ es continua en [�5, 5].

 66. ƒ no es continua en [�5, 5].

En los ejercicios 67 a 70, usar el teorema del valor intermedio y 

el teorema de Rolle para demostrar que la ecuación tiene exacta-

mente una solución real.

 71. Determinar los valores a, b y c tales que la función ƒ satisfaga 
la hipótesis del teorema del valor medio en el intervalo [0, 3].

f �x� � �1,
ax � b,
x2 � 4x � c,

x � 0
0 < x ≤ 1
1 < x ≤ 3

–

67. 68.

69. 70. 2x � 2 � cos x � 03x � 1 � sin x � 0

2x5 � 7x � 1 � 0x5 � x3 � x � 1 � 0

sen



■ Determinar los intervalos sobre los cuales una función es creciente o decreciente.

■ Aplicar el criterio de la primera derivada para determinar los extremos relativos de una 

función.

Funciones crecientes y decrecientes

En esta sección se verá cómo se pueden utilizar las derivadas para clasificar extremos re-
lativos ya sea como mínimos o como máximos relativos. En primer término, es importante 
definir las funciones crecientes y decrecientes.

DEFINICIÓN DE FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

Una función ƒ es creciente sobre un intervalo si para cualesquiera dos números x
1
 y 

x
2
 en el intervalo, x

1
 � x

2
 implica ƒ(x

1
) � ƒ(x

2
).

Una función ƒ es decreciente sobre un intervalo si para cualesquiera dos números x
1
 

y x
2
 en el intervalo, x

1
 � x

2
 implica ƒ(x

1
) � ƒ(x

2
).

Una función es creciente si, cuando x se mueve hacia la derecha, su gráfica asciende, 
y es decreciente si su gráfica desciende. Por ejemplo, la función en la figura 3.15 es decre-
ciente en el intervalo (�@, a), es constante en el intervalo (a, b) y creciente en el intervalo 
(b, @). Como se muestra en el teorema 3.5, una derivada positiva implica que la función es 
creciente; una derivada negativa implica que la función es decreciente, y una derivada cero 
en todo el intervalo implica que la función es constante en ese intervalo.

TEOREMA 3.5 CRITERIO PARA LAS FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

Sea ƒ una función que es continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el 
intervalo abierto (a, b).

1. Si ƒ�(x) � 0 para todo x en (a, b), entonces ƒ es creciente en [a, b].
2. Si ƒ�(x) � 0 para todo x en (a, b) entonces ƒ es decreciente en [a, b].
3. Si ƒ�(x) � 0 para todo x en (a, b) entonces ƒ es constante en [a, b].

DEMOSTRACIÓN  Para probar el primer caso, supongamos que ƒ�(x) � 0 para todo x en el 
intervalo (a, b) y sean x

1
 � x

2
 cualesquiera dos puntos en el intervalo. Mediante el teorema 

del valor medio, se sabe que existe un número c tal que x
1
 � c � x

2
, y

ae �
e  e


( )

( ) ( )
.c

x x

x x

2 1

2 1

Como ƒ�(c) � 0 y x
2
 �x

1
 � 0, se sabe que

f x2 � f x1 > 0

lo cual implica que ƒ(x
1
) � ƒ(x

2
). De tal modo, ƒ es creciente en el intervalo. El segundo caso 

tiene una demostración similar (ver el ejercicio 104), y el tercer caso se dio en el ejercicio 
82 en la sección 3.2. 

NOTA  Las conclusiones en los primeros dos casos del teorema 3.5 son válidas incluso si ƒ�(x) � 0 
en un número finito de valores de x en (a, b). 

x

f

C
re

ci
en

te

D
ecreciente

Constante

x � a x � b

f a(x) � 0 f a(x) � 0f a(x) � 0

y

La derivada se relaciona con la pendiente de 
una función
Figura 3.15

3.3 Funciones crecientes y decrecientes y el criterio 
de la primera derivada
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EJEMPLO 1 Intervalos sobre los cuales ƒ es creciente y decreciente

Determinar los intervalos abiertos sobre los cuales ƒ(x) �x3 �  N  x2 es creciente o decre-
ciente.

Solución Nótese que ƒ es derivable en toda la recta de los números reales. Para determinar 
los puntos críticos de ƒ, igualar a cero ƒ�(x).

 Escribir la función original.

 Derivar e igualar f �(x) a cero.

 Factorizar.

 Puntos críticos.

Como no hay puntos para los cuales ƒ� no exista, es posible concluir que x � 0 y x � 1 
son los únicos puntos críticos. La tabla siguiente resume la prueba de los tres intervalos 
determinados por estos dos puntos críticos.

De tal modo, ƒ es creciente en los intervalos (�@, 0) y (1, @) y decreciente en el intervalo 
(0, 1), como se indica en la figura 3.16. 

El ejemplo 1 muestra cómo determinar intervalos sobre los cuales una función es cre-
ciente o decreciente. La guía siguiente resume los pasos que se siguen en el ejemplo.

Estrategias para determinar los intervalos en los que una función  
es creciente o decreciente

Sea ƒ continua en el intervalo (a, b). Para encontrar los intervalos abiertos sobre los 
cuales ƒ es creciente o decreciente, hay que seguir los siguientes pasos.

1. Localizar los puntos críticos de ƒ en (a, b), y utilizarlos para determinar intervalos 
de prueba.

2. Determinar el signo de ƒ�(x) en un valor de prueba en cada uno de los inter-
valos.

3. Recurrir al teorema 3.5 para determinar si ƒ es creciente o decreciente para cada 
intervalo.

Estas estrategias también son válidas si el intervalo (a, b) se sustituye por un intervalo 
de la forma (�@, b), (a, @) o (�@, @).

Una función es estrictamente monótona sobre un intervalo si es creciente o decreciente 
en todo el intervalo. Por ejemplo, la función ƒ(x) �x3 es estrictamente monótona en toda 
la recta de los números reales porque es creciente siempre sobre ella, como se indica en la 
figura 3.17a. La función que se muestra en la figura 3.17b no es estrictamente monótona en 
toda la recta de los números reales porque es constante en el intervalo [0, 1].

 x � 0, 1

 3 x x � 1 � 0

 f� x � 3x2 � 3x � 0

 f x � x3 �
3
2

x2

Intervalo

Valor de prueba

Signo de f x

Conclusión Creciente Decreciente Creciente

f� 2 � 6 > 0f�
1
2 � �

3
4  <  0f� �1 � 6 > 0

x � 2x �
1
2x � �1

1 < x < @0 < x < 1�@ < x < 0

1 1 2

1

2

1

x

1
2

1, ( )

C
re

ci
en

te

C
re

ci
en

te

Decreciente

(0, 0)

f(x) � x3   x23
2

y

x

f x x( ) = 3

C
re

ci
en

te

C
re

ci
en

te

2 1 1 2

2

1

2

1

y

x

C
re

ci
en

te

C
re

ci
en

te

1 2 3

2

1

2

1

Constante

f(x) � 
x2, 

(x  1)2, 
0, 

y

x � 0
0 b x b 1

x � 1

Figura 3.16

a) Función estrictamente monótona

b) No estrictamente monótona
Figura 3.17
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Criterio de la primera derivada

Una vez que se han determinado los intervalos de crecimiento o decrecimiento, es fácil lo-
calizar los extremos relativos de la función. Por ejemplo, en la figura 3.18 (del ejemplo 1), 
la función

e � ( )x x x3 23

2

tiene un máximo relativo en el punto (0, 0) porque ƒ es creciente inmediatamente a la izquierda 
de x � 0 y decreciente inmediatamente a la derecha de x �0. De manera similar, ƒ tiene un 
mínimo relativo en el punto (1, � N, ) debido a que ƒ decrece de inmediato a la izquierda de 
x �1 y crece de inmediato a la derecha de x �1. El siguiente teorema, denominado prueba 
o criterio de la primera derivada, precisa más esta observación.

TEOREMA 3.6 CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA

Sea c un punto crítico de una función ƒ que es continua en un intervalo abierto I que 
contiene a c. Si ƒ es derivable en el intervalo, excepto posiblemente en c, entonces 
ƒ(c) puede clasificarse como sigue.

1. Si ƒ�(x) cambia de negativa a positiva en c, entonces ƒ tiene un mínimo relativo 
en (c, ƒ(c)).

2. Si ƒ�(x) cambia de positiva a negativa en c, entonces ƒ tiene un máximo relativo 
en (c, ƒ(c)).

3. Si ƒ�(x) es positiva en ambos lados de c o negativa en ambos lados de c, entonces 
ƒ(c) no es ni un mínimo relativo ni un máximo relativo.

a c b

f a(x) � 0f a(x) � 0

()(�)

a c b

() (�)

f a(x) � 0 f a(x) � 0

a c b

(�) (�)

f a(x) � 0 f a(x) � 0

a c b

()
()

f a(x) � 0 f a(x) � 0

Mínimo relativo Máximo relativo

Ni mínimo relativo ni máximo relativo

DEMOSTRACIÓN  Supóngase que ƒ�(x) cambia de negativa a positiva en c. Entonces ahí 
existen a y b en I tales que

para todo en a, cxf� x < 0

y
para todo en c, b .xf� x > 0

Por el teorema 3.5, ƒ es decreciente en [a, c] y creciente en [c, b]. De tal modo, ƒ(c) es un 
mínimo de ƒ en el intervalo abierto (a, b) y, en consecuencia, un mínimo relativo de ƒ. Esto 
demuestra el primer caso del teorema. El segundo caso puede demostrarse de una manera 
similar (ver el ejercicio 105). 

1 1 2

1

2

1

x

1
2

1, ( )

(0, 0)

Máximo 
relativo

Mínimo 
relativo

f(x) � x3   x23
2

y

Extremos relativos de ƒ
Figura 3.18
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EJEMPLO 2 Aplicación del criterio de la primera derivada

Determinar los extremos relativos de la función ƒ(x) � N, x �sen x en el intervalo (0, 2P).

Solución Obsérvese que ƒ es continua en el intervalo (0, 2P). Para determinar los puntos 
críticos de ƒ en este intervalo, hacer ƒ�(x) igual a 0.

 Igualar f �(x) a cero.

 Puntos críticos.

Debido a que ƒ� existe en todos los puntos, se puede concluir que x �P 3 y x �5P 3 son 
los únicos puntos críticos. La tabla resume valores prueba en cada uno de los tres intervalos 
de prueba determinados por estos dos puntos críticos.

Aplicando el criterio de la primera derivada, es posible concluir que ƒ tiene un mínimo 
relativo en el punto donde

 Valor de x donde ocurre el mínimo relativo.

y un máximo relativo en el punto en el que

 Valor de x donde ocurre el máximo relativo.

como se muestra en la figura 3.19.

E X P L O R A C I Ó N

Comparación de los enfoques gráfico y analítico De la sección 3.2, se sabe que 
una herramienta de graficación, por sí misma, puede producir información equivoca-
da acerca de los extremos relativos de una gráfica. Sin embargo, utilizada en conjun-

ción con un enfoque analítico una herramienta de graficación tiene la posibilidad de 
ofrecer una buena forma de reforzar sus conclusiones. Recurra a una herramienta 
de graficación para representar la función del ejemplo 2. Después utilizar las carac-
terísticas zoom y trace para estimar los extremos relativos. ¿Cómo son de precisas las 
aproximaciones gráficas que se obtuvieron?

Nótese que en los ejemplos 1 y 2 las funciones dadas son derivables en toda la recta 
real. Para tales funciones, los únicos puntos críticos son aquellos para los cuales ƒ�(x) �0. 
El ejemplo 3 se relaciona con una función que tiene dos tipos de puntos críticos: aquellos 
para los cuales ƒ�(x) �0 y aquellos para los cuales ƒ no es derivable.

 x �
P

3
, 

5P

3

 cos x �
1
2

 f� x �
1
2

� cos x � 0

Intervalo

Valor de prueba

Signo de f x

Conclusión Decreciente Creciente Decreciente

f�
7P

4
< 0f� P > 0f�

P

4
< 0

x �
7P

4
x � Px �

P

4

5P

3
< x < 2P

P

3
< x <

5P

3
0 < x <

P

3

Ocurre un mínimo relativo donde ƒ cambia 
de decreciente a creciente, y un máximo 
relativo donde ƒ cambia de creciente a 
decreciente
Figura 3.19

x

P PP P4 5
3 3

2

4

3

2

1

1

Máximo 
relativo

Mínimo 
relativo

2
1f(x) =    x  sen x

y

x �
P

3

x �
5P

3
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EJEMPLO 3 Aplicación del criterio de la primera derivada

Encontrar los extremos relativos de

f x � x2 � 4 2 3.

Solución Empezar observando que ƒ es continua en toda la recta real. La derivada de ƒ

 Regla de la potencia general.

 Simplificar.

es 0 cuando x � 0 y no existe cuando x � �2. De tal modo, los puntos críticos son  
x ��2, x �0 y x �2. La tabla resume los valores prueba de cuatro intervalos determinados 
por estos puntos críticos.

Aplicando el criterio de la primera derivada, se puede concluir que ƒ tiene un mínimo relativo 

en el punto (�2, 0), un máximo relativo en el punto ( , ),0 163  y otro mínimo relativo en el 
punto (2, 0), como se ilustra en la figura 3.20. 

CONFUSIÓN TECNOLÓGICA Cuando se utiliza una herramienta de graficación para 
representar una función que incluya radicales o exponentes racionales, hay que cercio-
rarse de entender la forma en que la herramienta de graficación evalúa las expresiones 
radicales. Por ejemplo, aun cuando

f x � x2 � 4 2 3

y

 g x � x2 � 4 2 1 3

son los mismos algebraicamente, algunas herramientas de graficación establecen una 
distinción entre estas dos funciones. ¿Cuál de las gráficas que se muestran en la figura 3.21 
es incorrecta? ¿Por qué la herramienta de graficación produce una gráfica incorrecta?

 �
4x

3 x2 � 4 1 3

 f� x �
2
3

x2 � 4 �1 3 2x

Intervalo

Valor de prueba

Signo de f x

Conclusión Decreciente Creciente Decreciente Creciente

f� 3 > 0f� 1 < 0f� �1 > 0f� �3 < 0

x � 3x � 1x � �1x � �3

2 < x < @0 < x < 2�2 < x < 0�@ < x < �2

4

1

4

5

f(x) = (x2  4)2/3

4

1

4

5

g(x) =   (x2  4)2  1/3[ ]

¿Cuál de las gráficas es incorrecta?
Figura 3.21 

Se puede aplicar el criterio de la primera 
derivada para encontrar los extremos 
relativos
Figura 3.20 

0,    16
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4 3 1 1 3 4

7
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5

4

3

1

Máximo 
relativo

3

(2, 0)
Mínimo 
relativo

Mínimo 
relativo

(2, 0)

f(x) = (x2  4)2/3
y

(           )
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Al usar el criterio de la primera derivada, es necesario asegurarse de que se considere 
el dominio de la función. Por ejemplo, en el siguiente ejemplo, la función

e �
�

( )x
x

x

4

2

1

no está definida cuando x � 0. Este valor de x debe utilizarse con los puntos críticos para 
determinar los intervalos de prueba.

EJEMPLO 4 Aplicación del criterio de la primera derivada

Determinar los extremos relativos de f x
x

x
( ) .�

�4

2

1

Solución

 Reescribir la función original.

 Derivar.

 Reescribir con exponente positivo.

 Simplificar.

 Factorizar.

De tal modo, ƒ�(x) es cero en x ��1. Además, como x �0 no está en el dominio de ƒ, es 
necesario utilizar este valor de x junto con los puntos críticos para determinar los intervalos 
prueba.

 Puntos críticos, ƒ�(�1) � 0.

 Cero no está en el dominio de f.

La tabla resume los valores prueba de los cuatro intervalos determinados por estos tres 
valores de x.

Aplicando el criterio de la primera derivada, se puede concluir que ƒ tiene un mínimo relativo 
en el punto (�1, 2) y otro en el punto (1, 2), como se muestra en la figura 3.22.

TECNOLOGÍA El paso más difícil al aplicar el criterio de la primera derivada es 
determinar los valores para los cuales la derivada es igual a 0. Por ejemplo, los valores 
de x para los cuales la derivada de

 
e �

�

�
( )x

x

x

4

2

1

1

es igual a cero son x x� � p 0 2 1y . Si se tiene acceso a tecnología que puede efec-
tuar derivación simbólica y resolver ecuaciones, utilizarla para aplicar el criterio de la 
primera derivada a esta función.

 �
2 x2 � 1 x � 1 x � 1

x3

 �
2 x4 � 1

x3

 � 2x �
2
x3

 f� x � 2x � 2x�3

 f x � x2 � x�2

x � 0

x � p1

f� 2 > 0f�
1
2 < 0f� �

1
2 > 0f� �2 < 0

x � 2x �
1
2x � �

1
2x � �2

1 < x < @0 < x < 1�1 < x < 0�@ < x < �1Intervalo

Valor de prueba

Signo de f x

Conclusión Creciente DecrecienteDecreciente Creciente

5

4

3

2

1

32112

y

x

Mínimo 
relativo

Mínimo 
relativo

(1, 2) (1, 2)

f(x) � 
x2

x4 � 1

Valores de x que no están en el dominio de 
f, así como los puntos críticos, determinan 
los intervalos prueba de ƒ�
Figura 3.22 
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EJEMPLO 5 La trayectoria de un proyectil

Ignorando la resistencia del aire, la trayectoria de un proyectil que se lanza a un ángulo U 
es

0
2

y �
g sec2 

2v0
2 x2 � tan x � h,

donde y es la altura, x es la distancia horizontal, g es la aceleración debida a la gravedad, v
0
 

es la velocidad inicial y h es la altura inicial. (Esta ecuación se obtuvo en la sección 12.3.) 
Sea g ��32 pies por segundo, v

0
 �24 pies por segundo y h � 9 pies por segundo. ¿Qué 

valor de U producirá una máxima distancia horizontal?

Solución Para encontrar la distancia que el proyectil recorre, sea y � 0, y utilizar la fórmula 
cuadrática para resolver con respecto a x.

x � 0 x � 18 cos sen � sen2 � 1 ,

 x �
�tan � tan2 � sec2 

�sec2 18

 �
sec2 

36
x2 � tan x � 9 � 0

�32 sec2 
2 242 x2 � tan x � 9 � 0

 
g sec2 

2v0
2 x2 � tan x � h � 0

En este punto, se necesita determinar el valor de U que produce un valor máximo de x. La 
aplicación del criterio de la primera derivada en forma manual resultaría tediosa. Sin em-
bargo, el uso de tecnología para resolver la ecuación dx dU �0 elimina la mayoría de los 
cálculos engorrosos. El resultado es que el valor máximo de x ocurre cuando

U 0.61548 radianes, o 35.3°.

Esta conclusión se refuerza dibujando la trayectoria del proyectil para diferentes valores de 
U como se indica en la figura 3.23. De las tres trayectorias indicadas, notar que la distancia 
recorrida es mayor para U �35°.

La trayectoria de un proyectil con un ángulo inicial U
Figura 3.23

5 10 15 20 25

15

10

5

x

h = 9
 � 25oQ

 � 35oQ

 � 45oQ

y

Si un proyectil se lanza desde el nivel 
del suelo y se ignora la resistencia del 
aire, el objeto viajará más lejos con un 
ángulo inicial de 45°. Pero, si el proyectil 
se lanza desde un punto sobre el nivel 
del suelo, el ángulo que produce una 
distancia máxima horizontal no es 45° 
(ver el ejemplo 5).
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En los ejercicios 1 y 2, utilizar la gráfica de ƒ para determinar a) 
el intervalo abierto más grande sobre el cual ƒ es creciente y b) el 
intervalo abierto más grande sobre el cual ƒ es decreciente.

 1.  2.

En los ejercicios 3 a 8, utilizar la gráfica para estimar los intervalos 
abiertos sobre los cuales la función es creciente o decreciente. Pos-
teriormente determinar los mismos intervalos analíticamente.

 3.  4.

 5.  6.

 7.  8.

En los ejercicios 9 a 16, identificar los intervalos abiertos sobre 
los cuales la función es creciente o decreciente.

En los ejercicios 17 a 42, a) encontrar los puntos críticos de ƒ (si los 
hay), b) determinar el (los) intervalo(s) abierto(s) sobre los cuales la 
función es creciente o decreciente, c) aplicar el criterio de la prime-
ra derivada para identificar todos los extremos relativos y d) utilizar 
una herramienta de graficación para confirmar los resultados.

En los ejercicios 43 a 50, considerar la función sobre el intervalo (0, 
2P). Para cada función, a) encontrar el (los) intervalo(s) abierto(s) 
sobre los cuales la función es creciente o decreciente, b) aplicar el 
criterio de la primera derivada para identificar todos los extre-
mos relativos y c) utilizar una herramienta de graficación para 
confirmar los resultados.

 43.  44.

 45.  46.

 47.  48.

 49.  50.

En los ejercicios 51 a 56, a) utilizar un sistema de álgebra por 
computadora para derivar la función, b) dibujar las gráficas de ƒ 
y ƒ� en el mismo conjunto de ejes de coordenadas sobre el inter-
valo indicado, c) encontrar los puntos críticos de ƒ en el intervalo 
abierto y d) determinar el (los) intervalo(s) sobre el cual ƒ� es 
positiva y el (los) intervalo(s) sobre el cual es negativa. Comparar 
el comportamiento de ƒ y el signo de ƒ�.

y

x

2 4 6 8 10

2

4

6

8

10

f

y

x

6

2

4

2

4

2 42

f

x

1 1 2 4 5

4

3

2

1

y

x

3 1 1
1

2

3

4

y

x

2 2

4

4
2

4

y

x

2

3

2

1

2

y

y � � x � 1 2f x � x2 � 6x � 8

Ejercicios3.3

�2 �1�3�4 1 2

1

2

x

y

f x
1

x 1 2

9. 10.

11. 12. y x
4

x
y x 16 x2

h x 27x x3g x x2 2x 8

13.

14.

15.

16. 0 < x < 2�f x cos2 x cos x,

0 < x < 2�y x 2 cos x,

0 < x < 2�h x cos 
x

2
,

0 < x < 2�f x sin x 1,

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.

41. f x
3x 1,

5 x2,

x 1

x > 1

f x
4 x2,

2x,

x 0

x > 0

f x
x2 2x 1

x 1

f x
x2

x2 9

f x 2x
1

x

f x 5 x 5

f x x 2 2 3

f x x1 3 1

f x
x5 5x

5

f x x 1 2 x 3

f x 2x3 3x2 12x

f x 2x2 4x 3

f x x2 4x 18.

20.

22.

24.

26.

28.

30.

32.

34.

36.

38.

40.

42. f x
x3 1,

x2 2x,

x 0

x > 0

f x
2x 1,

x2 2,

x 1

x > 1

f x
x2 3x 4

x 2

f x
x 4

x2

f x
x

x 3

f x x 3 1

f x x 3 1 3

f x x2 3 4

f x x4 32x 4

f x x 2 2 x 1

f x x3 6x2 15

f x x2 8x 12

f x x2 6x 10

x

y

1 2 3 4�1

�2

1

2

3

4

y
x2

2x 1

sen

f x �
sen x

1 � cos2 x
f x � sen2 x � sen x

f x � 3 sen x � cos xf x � cos2 2x

f x � x � 2 sen xf x � sen x � cos x

f x � sen x cos xf x �
x

2
� cos x � 5

CAS

f x � x4 � 2x2y �
x3

4
� 3x
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 51. 

 52.

 53.  54.

 55. 

 56.

En los ejercicios 57 y 58, utilizar la simetría, los extremos y  
los ceros para dibujar la gráfica de ƒ. ¿En qué difieren ƒ y g?

 57. 

 58.

Para pensar En los ejercicios 59 a 64, la gráfica de ƒ se muestra 
en la figura. Dibujar una gráfica de la derivada de ƒ.

 59.  60.

 61.  62.

 63.  64.

En los ejercicios 65 a 68, utilizar la gráfica de ƒ� para a) identifi-
car el (los) intervalo(s) sobre el cual ƒ es creciente o decreciente 
y b) estimar los valores de x para los cuales ƒ tiene un máximo o 
mínimo relativo.

 65.  66.

 67.  68.

En los ejercicios 69 y 70, utilizar la gráfica de f � para a) identifi-
car los puntos críticos de f y b) determinar si f tiene un máximo 
relativo, un mínimo relativo, o ninguno de los dos en cada punto 
crítico.

 69.  70.

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 71 a 76, suponer que ƒ es derivable para todo 
x. Los signos de ƒ� son como sigue.

en 

en 

en 6, f x > 0

4, 6f x < 0

, 4f x > 0

Indicar la desigualdad apropiada para el valor de c indicado.

 71.

 72.

 73.

 74.

 75.

 76.

 77. Dibujar la gráfica de la función arbitraria de ƒ tal que

f� x  
> 0,
indefinida,
< 0,

x < 4
x � 4
x > 4

.

g t � 1 � 2 sen2 tf t � cos2 t � sen2 t,

g x � x x2 � 3)f x �
x5 � 4x3 � 3x

x2 � 1
,

x

2 1

4

2

1

21

y

f

x

2 1 1 2 3

2

1

y

f

x

4 2 2 6 8

2

4
6

y

f

x

46 4 6

2
4
6
8

y

f

x

4 2
2

2 4

4

6

y

f

x

4 2
2

2 4

4

2

6

y

f

y

x

2 42
2

2

4

f a

y

x

2 424

2

6
f a

y

x

2 42

2

4

4

2

4

f a

 g� 8  0g x � f x � 10

 g� 0  0g x � f x � 10

 g� 0  0g x � �f x

 g� �6  0g x � �f x

 g� �5  0g x � 3f x � 3

 g� 0  0g x � f x � 5

Signo de  g� c  Función               

0, Pf x � 2 sen 3x � 4 cos 3x,

0, 6Pf x � �3 sen 
x

3
,

0, 4Pf x �
x

2
� cos 

x

2
,0, 2Pf t � t 2 sen t,

0, 5f x � 10 5 � x2 � 3x � 16 ,

�3, 3f x � 2x 9 � x2,

x

y

�2�4 2 4

�2

4

6 f �

x

y

f �

�1�2�3 3

�2

2

3

4

x

y

f �

�4�6 2 4 6
�2

�4

�6

4

6

Para discusión

 78. Una función derivable de ƒ tiene un punto crítico en x �5. 
Identificar los extremos relativos de ƒ en el punto crítico 
si ƒ�(4) ��2.5 y ƒ�(6) �3.
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Para pensar En los ejercicios 79 y 80, la función ƒ es derivable en el 
intervalo indicado. La tabla muestra el valor de ƒ��x	para algunos 
valores seleccionados de x. a) Dibujar la gráfica de ƒ, b) aproximar 
los puntos críticos y c) identificar los extremos relativos. 

 79. ƒ es derivable sobre [–1, 1].

 80. ƒ es derivable sobre [0, P].

 81. Rodamiento de un cojinete de bola Un cojinete de bola se 
coloca sobre un plano inclinado y empieza a rodar. El ángulo de 
elevación del plano es U. La distancia (en metros) que el cojinete 
de bola rueda en t segundos es s(t) �4.9(sen U)t2.

 a) Determinar la velocidad del cojinete de bola después de t 
segundos.

 b) Completar la tabla y utilizarla para determinar el valor  
de U que produce la máxima velocidad en un instante 
particular.

 82. Análisis numérico, gráfico y analítico La concentración C de 
un compuesto químico en el flujo sanguíneo t horas después 
de la inyección en el tejido muscular es

t r 0.C(t) �
3t

27 � t3,

 a) Completar la tabla y utilizarla para aproximar el tiempo en 
el que la concentración es más grande.

 b) Utilizar una herramienta de graficación para representar 
la función de concentración y emplear la gráfica para 
aproximar el tiempo en el que la concentración es más 
grande.

 c) Recurrir al cálculo para determinar analíticamente el tiempo 
en que la concentración es más grande.

 83. Análisis numérico, gráfico y analítico Considerar las funcio-
nes ƒ(x) � x y g(x) �sen x en el intervalo (0, P).

 a) Completar la tabla y hacer una conjetura acerca de cuál es 
la función más grande en el intervalo (0, P).

 b) Utilizar la herramienta de graficación para representar las 
funciones y emplear las gráficas para hacer una conjetura 
acerca de cuál es la función más grande en el intervalo 
(0, P).

 c) Demostrar que ƒ(x) � g(x) en el intervalo (0, P). [Sugeren-

cia: Demostrar que h�(x) � 0 donde h �ƒ � g.]

 84. Análisis numérico, gráfico y analítico Considerar las funcio-
nes ƒ(x) �x y g(x) �tan x en el intervalo (0, P 2).

 a) Completar la tabla y realizar una conjetura acerca de cuál 
es la función más grande en el intervalo (0, P 2).

 b) Utilizar una herramienta de graficación para representar 
las funciones y utilizar las gráficas para realizar una 
suposición acerca de cuál es la función más grande en el 
intervalo (0, P 2).

 c) Demostrar que ƒ(x) � g(x) en el intervalo (0, P 2). [Suge-

rencia: Demostrar que h�(x) � 0, donde h � g � f.]

 85. Contracción de la tráquea La tos obliga a que la tráquea (tubo 
de viento) se contraiga, lo cual afecta la velocidad v del aire que 
pasa a través de este conducto. La velocidad del aire cuando se 
tose es 0 b r < Rv � k R � r r 2,  donde k es una constante, 
R es el radio normal de la tráquea y r es el radio cuando se tose. 
¿Qué radio producirá la máxima velocidad del aire?

 86. Potencia La potencia eléctrica P en watts en un circuito de co-
rriente directa con dos resistores R

1
 y R

2
 conectados en paralelo es

P �
vR1R2

R1 � R2
2

  donde v es el voltaje. Si v y R
1
 se mantienen constantes, ¿qué 

resistencia R
2
 produce la potencia máxima?

 87. Resistencia eléctrica La resistencia R de cierto tipo de resistor 
es

R � 0.001T 4 � 4T � 100

  donde R se mide en ohms y la temperatura T se mide en grados 
Celsius.

 a) Utilizar un sistema algebraico por computadora para deter-
minar dR dT y el punto crítico de la función. Determinar 
la resistencia mínima para este tipo de resistor.

 b) Utilizar una herramienta de graficación para representar 
la función R y usar la gráfica para aproximar la resistencia 
mínima de este tipo de resistor.

 0 � 4 � 3 � 2 2� 3 3� 4 �

s� t

x 1 0.75 0.50 0.25

f� x 10 3.2 0.5 0.8

x 0 0.25 0.50 0.75 1

f� x 5.6 3.6 0.2 6.7 20.1

x 0 � 6 � 4 � 3 � 2

f� x 3.14 0.23 2.45 3.11 0.69

x 2� 3 3� 4 5� 6 �

f� x 3.00 1.37 1.14 2.84

t 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

C t

x 0.5 1 1.5 2 2.5 3

f x

g x

x 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5

f x

g x

CAS
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 88. Modelado matemático Los activos al final del año para el Medi-
care Hospital Insurance Trust Fund (en miles de millones de 
dólares) en los años 1995 a 2006 se muestran a continuación:

   1995: 130.3; 1996: 124.9; 1997: 115.6; 1998: 120.4;

  1999: 141.4; 2000: 177.5; 2001: 208.7; 2002: 234.8;

  2003: 256.0; 2004: 269.3; 2005: 285.8; 2006: 305.4

  (Fuente: U.S. Center for Medicare and Medicaid Services)

 a) Utilizar las capacidades de regresión de la herramienta 
de graficación para encontrar un modelo de la forma 
M at4 bt3 ct2 dt e  para los datos. (Dejar que 
t �5 represente a 1995.)

 b) Utilizar una herramienta de graficación para dibujar los 
datos y representar el modelo.

 c) Encontrar en forma analítica el mínimo del modelo y 
comparar el resultado con los datos reales.

Movimiento a lo largo de una recta En los ejercicios 89 a 92, 
la función s(t) describe el movimiento de una partícula que se 
mueve a lo largo de una recta. Para cada función, a) encontrar 
la función de la velocidad de la partícula en cualquier instante 
t r 0, b) identificar el (los) intervalo(s) de tiempo cuando la par-
tícula se está moviendo en la dirección positiva, c) identificar el 
(los) intervalo(s) de tiempo cuando la partícula se mueve en la 
dirección negativa y d) identificar el instante en el que la partícula 
cambia su dirección.

 89.  90.

 91. 

 92.

Movimiento a lo largo de una recta En los ejercicios 93 y 94, la 
gráfica muestra la posición de una partícula que se mueve a lo largo 
de una recta. Describir cómo cambia la posición de la partícula 
con respecto al tiempo.

 93.  94.

Creación de funciones polinomiales En los ejercicios 95 a 98, 
encontrar una función polinomial
f x an xn an 1x

n 1 .  .  . a2 x2 a1x a0

que tiene únicamente los extremos especificados. a) Determinar 
el grado mínimo de la función y proporcionar los criterios que 
se utilizaron para determinar el grado. b) Recurriendo al hecho 
de que las coordenadas de los extremos son puntos solución de la 
función y al de que las coordenadas x son puntos críticos, deter-
minar un sistema de ecuaciones lineales cuya solución produce los 
coeficientes de la función requerida. c) Utilizar una herramienta de 
graficación para resolver el sistema de ecuaciones y determinar la 
función. d) Utilizar la herramienta de graficación para confirmar 
su resultado.

 95. Mínimo relativo: (0, 0); máximo relativo: (2, 2)
 96. Mínimo relativo: (0, 0); máximo relativo: (4, 1 000)
 97. Mínimo relativo: (0, 0), (4, 0); máximo relativo: (2, 4)

 98. Mínimo relativo: (1, 2); máximo relativo: (�1, 4), (3, 4)

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 99 a 103, determinar si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o 
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

 99. La suma de dos funciones crecientes es creciente.

 100. El producto de dos funciones crecientes es creciente.

 101. Todo polinomio de grado n tiene (n �1) puntos críticos.

 102. Un polinomio de grado n tiene a lo más (n �1) puntos críticos.

 103. Existe un máximo o mínimo relativo en cada punto crítico.

 104. Demostrar el segundo caso del teorema 3.5.

 105. Demostrar el segundo caso del teorema 3.6.

 106. Utilizar las definiciones de funciones crecientes y decrecientes 
para demostrar que ƒ(x) �x3 es creciente en (�d, d).

 107. Utilizar las definiciones de funciones creciente y decreciente 
para demostrar que ƒ(x) �1 x es decreciente en (0, d).

PROYECTO DE TRABAJO  

Arco iris

Los arco iris se forman cuando la luz incide sobre gotas de lluvia, 
sufriendo reflexión y refracción como se indica en la figura. (Esta 
figura presenta una sección transversal de una gota de lluvia esférica.) 
La ley de la refracción establece que (sen A) (sen B) � k, donde  
k  1.33 (para el agua). El ángulo de deflexión está dado por D �P 
�2A �4B.

 a) Utilizar una herramienta de graficación para representar

D k� � 
b b

P A A
A P

2 4 1sen sen ),

0 /2.

–1( /

 b) Demostrar que el ángulo mínimo  
de la deflexión ocurre cuando

cos A �
k2 � 1

3
.

Para el agua, ¿cuál es el ángulo mínimo de deflexión, D
mín

? (El 
ángulo P �D

mín
 recibe el nombre de ángulo de arco iris.) ¿Qué 

valor de A produce este ángulo mínimo? (Un rayo de luz solar 
que incide sobre una gota de lluvia a este ángulo, A, se conoce 
como un rayo de arco iris.)

PARA MAYOR INFORMACIÓN Para mayor información acerca 
de las matemáticas de los arco iris, consultar el artículo “Somewhere 
Within the Rainbow” de Steven Janke en The UMAP Journal.

s t � t3 � 20t2 � 128t � 280

s t � t3 � 5t2 � 4t
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Preparación del examen Putnam

108. Encontrar el mínimo valor de

 sen x � cos x � tan x � cot x � sec x � csc x

 con números reales x.

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize 
Competition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos 
reservados.



■ Determinar intervalos sobre los cuales una función es cóncava hacia arriba o cóncava 

hacia abajo.

■ Encontrar cualesquiera puntos de inflexión de la gráfica de una función.

■ Aplicar el criterio de la segunda derivada para determinar extremos relativos de una 

función.

Concavidad

Ya se ha visto que localizar los intervalos en los que una función ƒ es creciente o decreciente 
ayuda a describir su gráfica. En esta sección, se verá cómo el localizar los intervalos en los 
que ƒ� es creciente o decreciente puede utilizarse para determinar dónde la gráfica de ƒ se 
curva hacia arriba o se curva hacia abajo.

DEFINICIÓN DE CONCAVIDAD

Sea ƒ derivable en un intervalo abierto I. La gráfica de ƒ es cóncava hacia arriba 
sobre I si ƒ� es creciente en el intervalo y cóncava hacia abajo en I si ƒ� es decreciente 
en el intervalo.

La siguiente interpretación gráfica de concavidad es útil. (Ver el apéndice A para una 
prueba de estos resultados.)

1. Sea ƒ derivable sobre un intervalo abierto I. Si la gráfica de ƒ es cóncava hacia arriba 
en I, entonces la gráfica de ƒ yace sobre todas sus rectas tangentes en I.

 (Ver la figura 3.24a.)
2. Sea ƒ derivable en un intervalo abierto I. Si la gráfica de ƒ es cóncava hacia abajo en 

I, entonces la gráfica de ƒ yace debajo de todas sus rectas tangentes en I.
(Ver la figura 3.24b.)

x

Cóncava hacia arriba,  
f a es creciente.

y

x

Cóncava hacia abajo,  
f a es decreciente.

y

a) La gráfica de f se encuentra sobre sus  b) La gráfica de f se encuentra debajo de sus  
rectas tangentes rectas tangentes
Figura 3.24

�2

�2

1

1

1

1

�1

x

x

y

m � 0

m � 0

m � ��

Cóncava
hacia abajo

Cóncava
hacia arriba

�1

�1

(1, 0)

(0, �1)

(�1, 0)

f �(x) = x2 � 1

f � es decreciente f � es creciente

f(x) =    x3 � x1
3

y

La concavidad de f se relaciona con la 
monotonía de la derivada
Figura 3.25

Para determinar los intervalos abiertos sobre los cuales la gráfica de una función ƒ es 
cóncava hacia arriba o hacia abajo, se necesita determinar los intervalos sobre los cuales ƒ� 
sea creciente o decreciente. Por ejemplo, la gráfica de

e � ( )x x x1
3

3

es cóncava hacia abajo en el intervalo abierto (�@, 0) debido a que ƒ�(x) �x2 �1 es ahí 
decreciente. (Ver la figura 3.25.) De manera similar, la gráfica de ƒ es cóncava hacia arriba 
en el intervalo (0, @) debido a que ƒ� es creciente en (0, @).

3.4 Concavidad y el criterio de la segunda derivada
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El siguiente teorema muestra cómo utilizar la segunda derivada de una función ƒ 
para determinar intervalos sobre los cuales la gráfica de ƒ es cóncava hacia arriba o hacia 
abajo. Una prueba de este teorema sigue directamente del teorema 3.5 y de la definición 
de concavidad.

TEOREMA 3.7 CRITERIO DE CONCAVIDAD

Sea ƒ una función cuya segunda derivada existe en un intervalo abierto I.

1. Si ƒ�(x) � 0 para todo x en I, entonces la gráfica de ƒ es cóncava hacia arriba  
en I.

2. Si ƒ�(x) � 0 para todo x en I, entonces la gráfica de ƒ es cóncava hacia abajo  
en I.

Para aplicar el teorema 3.7, se localizan los valores de x para los cuales ƒ�(x) �0 o ƒ � 
no existe. Segundo, se usan los valores de x para determinar los intervalos de prueba. Por 
último, se prueba el signo de ƒ�(x) en cada uno de los intervalos de prueba.

EJEMPLO 1 Determinación de la concavidad

Determinar los intervalos abiertos en los cuales la gráfica de

e �
�

( )x
x

6

32

es cóncava hacia arriba o hacia abajo.

Solución Se empieza observando que ƒ es continua en toda la recta real. A continuación, 
se encuentra la segunda derivada de ƒ.

 Reescribir la función original.

 Derivar.

 Primera derivada.

 Derivar.

 Segunda derivada.

Como ƒ�(x) �0 cuando x ��1 y ƒ� se define en toda la recta real, se debe probar ƒ� en 
los intervalos (�@, �1), (�1, 1) y (1, @). Los resultados se muestran en la tabla y en la 
figura 3.26.

La función dada en el ejemplo 1 es continua en toda la recta real. Si hay valores de x 
en los cuales la función no es continua, dichos valores deben usarse junto con los puntos en 
los cuales ƒ�(x) �0 o ƒ�(x) no existe para formar los intervalos de prueba.

 �
36 x2 � 1

x2 � 3 3

f � x �
x2 � 3 2 �12 � �12x 2 x2 � 3 2x

x2 � 3 4

 �
�12x

x2 � 3 2

 f� x � �6 x2 � 3 �2 2x

 f x � 6 x2 � 3 �1

Intervalo

Valor de prueba

Signo de f �(x)

Conclusión Cóncava hacia arriba Cóncava hacia abajo Cóncava hacia arriba 

f � 2 > 0f � 0 < 0f � �2 > 0

x � 2x � 0x � �2

1 < x < @�1 < x < 1�@ < x < �1

x

2 1

1

1 2

1

3

Cóncava 
hacia arriba

Cóncava 
hacia arriba

Cóncava 
hacia abajo

f q (x) � 0 f q (x) � 0

f q (x) � 0

f(x) �
x2 � 3

6y

A partir del signo de f � se puede determi-
nar la concavidad de la gráfica de f
Figura 3.26

NOTA  Un tercer caso del teorema 
3.7 podría ser que si f �(x) � 0 para 
todo x en I, entonces f es lineal. Notar, 
sin embargo, que la concavidad no se 
define para una recta. En otras palabras 
una recta no es ni cóncava hacia arriba 
ni cóncava hacia abajo. 
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EJEMPLO 2 Determinación de la concavidad

Determinar los intervalos abiertos sobre los cuales la gráfica de f x
x

x
( )

–
�

�2

2

1

4
 es cóncava 

hacia arriba o hacia abajo.

Solución Al derivar dos veces se obtiene lo siguiente

 Escribir la función original.

 Derivar.

 Primera derivada.

 Derivar.

 Segunda derivada.

No hay puntos en los cuales ƒ�(x) �0, pero en x ��2 la función ƒ no es continua, por lo 
que se prueba la concavidad en los intervalos (�@, �2), (�2, 2) y (2, @), como se ilustra 
en la tabla. La gráfica de ƒ se muestra en la figura 3.27.

Puntos de inflexión

La gráfica en la figura 3.26 tiene dos puntos en los cuales cambia la concavidad. Si la recta 
tangente a la gráfica existe en un punto de este tipo, ese punto es un punto de inflexión. Se 
muestran tres tipos de puntos de inflexión en la figura 3.28.

DEFINICIÓN DE PUNTO DE INFLEXIÓN

Sea ƒ una función que es continua en un intervalo abierto y sea c un punto en ese 
intervalo. Si la gráfica de ƒ tiene una recta tangente en este punto (c, ƒ(c)), entonces 
este punto es un punto de inflexión de la gráfica de ƒ si la concavidad de ƒ cambia 
de cóncava hacia arriba a cóncava hacia abajo (o de cóncava hacia abajo a cóncava 
hacia arriba) en ese punto.

NOTA  La definición de punto de inflexión dada en este libro requiere que la recta tangente exista 
en el punto de inflexión. Algunos libros no requieren esto. Por ejemplo, en este libro no se considera 
que la función

f x �
x3,          

x2 � 2x,
     

x < 0

x r 0

tenga un punto de inflexión en el origen, aun cuando la concavidad de la gráfica cambia de cóncava 
hacia abajo a cóncava hacia arriba. 

 �
10 3x2 � 4

x2 � 4 3

 f � x �
x2 � 4 2 �10 � �10x 2 x2 � 4 2x

x2 � 4 4

 �
�10x

x2 � 4 2

 f� x �
x2 � 4 2x � x2 � 1 2x

x2 � 4 2

 f x �
x2 � 1
x2 � 4

f � 3 > 0f � 0 < 0f � �3 > 0

x � 3x � 0x � �3

2 < x < @�2 < x < 2�@ < x < �2Intervalo

Valor de prueba

Signo de f �(x)

Conclusión Cóncava hacia arriba Cóncava hacia abajo Cóncava hacia arriba

x

6 4 4 62 2

6

4

2

2

4

6

Cóncava 
hacia arriba

Cóncava 
hacia arriba

Cóncava 
hacia abajo

f(x) = 
x2 � 1
x2  4

y

x

Cóncava
hacia
arriba

Cóncava
hacia abajo

y

x

Cóncava
hacia arriba

Cóncava
hacia abajo

y

x

Cóncava
hacia
arriba

Cóncava
hacia abajo

y

Figura 3.27

La concavidad de f cambia en un punto 
de inflexión. Notar que la gráfica cruza su 
recta tangente en un punto de inflexión
Figura 3.28 
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Para localizar los posibles puntos de inflexión, se pueden determinar los valores de x 
para los cuales ƒ�(x) �0 o ƒ�(x) no existe. Esto es similar al procedimiento para localizar 
los extremos relativos de ƒ.

TEOREMA 3.8 PUNTO DE INFLEXIÓN

Si (c, ƒ(c)) es un punto de inflexión de la gráfica de ƒ, entonces ƒ�(c) �0 o ƒ� no 
existe en x �c.

EJEMPLO 3 Determinación de los puntos de inflexión

Determinar los puntos de inflexión y analizar la concavidad de la gráfica de ƒ(x) � 

x4 �4x3.

Solución La derivación doble produce lo siguiente.

 Escribir la función original.

 Encontrar la primera derivada.

 Encontrar la segunda derivada.

Haciendo ƒ�(x) �0 es posible determinar que los puntos de inflexión posibles ocurren en 
x �0 y x �2. Al probar los intervalos determinados por estos valores de x, se puede concluir 
que ambos producen puntos de inflexión. Un resumen de esta prueba se presenta en la tabla, 
y la gráfica de ƒ se ilustra en la figura 3.29.

El recíproco del teorema 3.8 por lo general no es cierto. Esto es, es posible que la se-
gunda derivada sea 0 en un punto que no es un punto de inflexión. Por ejemplo, la gráfica 
de ƒ(x) �x4 se muestra en la figura 3.30. La segunda derivada es 0 cuando x �0, pero el 
punto (0, 0) no es un punto de inflexión porque la gráfica de ƒ es cóncava hacia arriba en 
ambos intervalos �@ < x � 0 y 0 � x � @.

E X P L O R A C I Ó N

Considerar una función cúbica general de la forma

e � � � �( ) .x ax bx cx d3 2

Se sabe que el valor de d tiene relación con la localización de la gráfica, pero no con 
el valor de la primera derivada en los valores dados de x. Gráficamente, esto es cierto 
debido a que los cambios en el valor de d desplazan a la gráfica hacia arriba o hacia 
abajo, pero no cambian su forma básica. Utilizar una herramienta de graficación para 
representar varias funciones cúbicas con diferentes valores de c. Después proporcio-
nar una explicación gráfica de por qué los cambios en c no afectan los valores de la 
segunda derivada.

 f � x � 12x2 � 24x � 12x x � 2

 f� x � 4x3 � 12x2

 f x � x4 � 4x3

  

f� 3 > 0f � 1 < 0f� �1 > 0

x � 3x � 1x � �1

2 < x < @0 < x < 2�@ < x < 0Intervalo

Valor de prueba

Signo de f �(x)

Conclusión Cóncava hacia arriba Cóncava hacia abajo Cóncava hacia arriba

x

1 2 3

18

9

9

18

27

Puntos de 
inflexión

Cóncava 
hacia arriba

Cóncava 
hacia arriba

Cóncava 
hacia abajo

f(x) � x4  4x3
y

x

1 1

2

1

f(x) = x4

y

Pueden ocurrir puntos de inflexión donde 
f �(x) � 0 o f  � no existe
Figura 3.29

f �(x) � 0, pero (0, 0) no es un punto de 
inflexión
Figura 3.30
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Criterio de la segunda derivada

Además de un método para analizar la concavidad, es posible utilizar la segunda derivada para 
efectuar una prueba simple correspondiente a los máximos y mínimos relativos. Se basa en 
el hecho de que si la gráfica de una función ƒ es cóncava hacia arriba en un intervalo abierto 
que contiene a c y ƒ�(c) �0, ƒ(c) debe ser un mínimo relativo de ƒ. De manera similar, si 
la gráfica de una función es cóncava hacia abajo en un intervalo abierto que contiene a c y 
ƒ�(c) �0, ƒ(c) debe ser un máximo relativo de ƒ (ver la figura 3.31).

TEOREMA 3.9 CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA

Sea ƒ una función tal que ƒ�(c) �0 y la segunda derivada de ƒ existe en un intervalo 
abierto que contiene a c.

1. Si ƒ�(c) � 0, entonces ƒ tiene un mínimo relativo en (c, ƒ(c)).
2. Si ƒ�(c) � 0, entonces ƒ tiene un máximo relativo en (c, ƒ(c)).

Si ƒ�(c) �0, entonces el criterio falla. Esto es, ƒ quizá tenga un máximo relativo, un 
mínimo relativo o ninguno de los dos. En tales casos, se puede utilizar el criterio de 
la primera derivada.

DEMOSTRACIÓN  Si ƒ�(c) �0 y ƒ�(c) � 0, existe un intervalo abierto I que contiene a c para 
el cual

para todo x p c en I. Si x � c, entonces x � c � 0 y ƒ�(x) < 0. Además, si x > c, entonces 
x � c � 0 y ƒ�(x) � 0. De tal modo, ƒ�(x) cambia de negativa a positiva en c, y el criterio de 
la primera derivada implica que ƒ(c) es un mínimo relativo. Una demostración del segundo 
caso se deja al lector. 

EJEMPLO 4 Empleo del critero de la segunda derivada

Encontrar los extremos relativos correspondientes a ƒ(x) ��3x5 �5x3.

Solución Empezando con la determinación de los puntos críticos de ƒ.

 Igualar f �(x) a cero.

 Puntos críticos.

Empleando

f � x � �60x3 � 30x � 30 �2x3 � x

se puede aplicar el criterio de la segunda derivada como se indica a continuación.

Como el criterio de la segunda derivada no decide en (0, 0), es posible utilizar el criterio 
de la primera derivada y observar que ƒ aumenta hacia la izquierda y hacia la derecha de 
x �0. De tal modo, (0, 0) no es ni un mínimo relativo ni un máximo relativo (aun cuando 
la gráfica tiene una recta tangente horizontal en este punto). La gráfica de ƒ se muestra en la 
figura 3.32. 

 x � �1, 0, 1

 f� x � �15x4 � 15x2 � 15x2 1 � x2 � 0

Punto

Signo de f �(x)

Conclusión Mínimo relativo Máximo relativo Falla de la prueba

f � 0 � 0f � 1 < 0f � �1 > 0

0, 01, 2�1, �2

x
c

Cóncava 
hacia arriba f

f aa(c) � 0

y

x

y

(1, 2)

(0, 0)

1,��	

Máximo  
relativo

Mínimo 
relativo

2 1 1 2

2

1

1

2

f(x) � 3x5 � 5x3

(0, 0) no es ni un mínimo relativo ni un 
máximo relativo
Figura 3.32

x
c

f

Cóncava 
hacia abajo

f aa(c) � 0
y

Si f �(c) � 0 y ƒ�(c) � 0, f (c) es un mínimo 
relativo

Si f �(c) � 0 y ƒ�(c) � 0, f (c) es un máximo 
relativo
Figura 3.31
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En los ejercicios 1 a 4 se muestra la gráfica de f. Establecer los 
signos de f  y f  sobre el intervalo (0, 2).

 1.  

 3.  

En los ejercicios 5 a 18, determinar los intervalos abiertos en los 
cuales la gráfica es cóncava hacia arriba o cóncava hacia abajo.

En los ejercicios 19 a 36, encontrar los puntos de inflexión y ana-
lizar la concavidad de la gráfica de la función.

En los ejercicios 37 a 52, encontrar todos los extremos relativos. Uti-
lizar el criterio de la segunda derivada donde sea conveniente.

En los ejercicios 53 a 56, recurrir a un sistema algebraico por 
computadora para analizar la función sobre el intervalo que 
se indica. a) Encontrar la primera y la segunda derivadas de la 
función. b) Determinar cualesquiera extremos relativos y puntos 
de inflexión. c) Representar gráficamente ƒ, ƒ  y ƒ  en el mismo 
conjunto de ejes de coordenadas y establecer la relación entre el 
comportamiento de ƒ y los signos de ƒ  y ƒ .

 53. 

 54.

 55. 

 56.

Desarrollo de conceptos

 57. Considerar a una función ƒ tal que ƒ� es creciente. Dibujar 
gráficas de ƒ para a) ƒ� � 0 y b) ƒ� > 0.

 58. Considerar a una función ƒ tal que ƒ� es decreciente. Dibujar 
gráficas de ƒ para a) ƒ� � 0 y b) ƒ� � 0.

 59. Dibujar la gráfica de una función ƒ tal que no tenga un punto 
de inflexión en (c, ƒ(c)) aun cuando ƒ�(c) �0.

 60. S representa las ventas semanales de un producto. ¿Qué puede 
decirse de S� y S� en relación con cada uno de los siguientes 
enunciados?

 a) El ritmo de cambio de las ventas está creciendo.
 b) Las ventas están creciendo a un ritmo más lento.
 c) El ritmo de cambio de las ventas es constante.
 d) Las ventas están estables.
 e) Las ventas están declinando, pero a una velocidad 

menor.
 ƒ) Las ventas se han desplomado y han empezado a 

crecer.

0, 2Pf x � �2x sen x,

0, Pf x � sen x �
1
3 sen 3x �

1
5 sen 5x,

��6, �6f x � x2�6 � x2,

�1, 4f x � 0.2x2 x � 3 3,

Ejercicios3.4
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y

f

1 2

x

y

1 2

f

x

y

f

1 2

x

y

f

1 2

2.

4.

19.

20.

21.

22.

23. 24.

25. 26.

27. 28.

29. 30.

32. 0, 2�f x � 2 csc 
3x

2
,0, 4�

x

2
,

f x �
x � 1

�x
f x �

4

x2 � 1

f x � x�9 � xf x � x�x � 3

f x � x � 2 3 x � 1f x � x x � 4 3

f x � 2x4 � 8x � 3f x �
1
4x4 � 2x2

f x � 2x3 � 3x2 � 12x � 5
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37. 38.

39. 40.

41. 42.
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49. 50.

51.

0, 2�

0, 4�f x � cos x � x,

f x �
x

x � 1
f x � x �

4

x

f x � �x2 � 1f x � x2 3 � 3

g x � �
1
8 x � 2 2 x � 4 2g x � x2 6 � x 3

f x � �x4 � 4x3 � 8x2f x � x4 � 4x3 � 2

f x � x3 � 5x2 � 7xf x � x3 � 3x2 � 3

f x � x2 � 3x � 8f x � 6x � x2

f x � � x � 5 2f x � x � 5 2

52. f x � 2 sen x � cos 2x,

5. 6.

7. 8.

9.

10.

11. 12.
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,�

�

2
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�

2
y � 2x � tan x,
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x2 � 1

2x � 1
g x �

x2 � 4

4 � x2

y �
�3x5 � 40x3 � 135x

270
f x �

x2 � 1

x2 � 1

f x �
x2

x2 � 1
f x �

24

x2 � 12

f x � x5 � 5x4 � 40x2

f x � �x3 � 6x2 � 9x � 1

h x � x 5 � 5x � 2g x � 3x2 � x3

y � �x3 � 3x2 � 2y � x2 � x � 2

sen
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En los ejercicios 61 a 64, se muestra la gráfica de ƒ. Representar grá-
ficamente ƒ, ƒ  y ƒ  en el mismo conjunto de ejes de coordenadas.

 61.  62.

 63.  64.

Para pensar En los ejercicios 65 a 68, dibujar la gráfica de una 
función ƒ que tenga las características indicadas.

 65.  66.

 67.  68.

 69. Para pensar La figura muestra la gráfica de ƒ�. Dibujar una 
gráfica de ƒ. (La respuesta no es única.)

 Figura para 69 Figura para 70

 71. Conjetura Considerar la función ƒ(x) �(x � 2)n.

 a) Emplear una herramienta de graficación para representar 
ƒ con respecto a n � 1, 2, 3 y 4. Utilizar las gráficas para 
realizar una conjetura acerca de la relación entre n y cua-
lesquiera de los puntos de inflexión de la gráfica de ƒ.

 b) Verificar la conjetura del apartado a).
72. a) Representar gráficamente f �x� 3�x e identificar el punto 

de inflexión.
 b) ¿Existe ƒ�(x) en el punto de inflexión? Explicar.

En los ejercicios 73 y 74, determinar a, b, c y d tales que la función 
cúbica ƒ(x) ax3 bx2 cx d satisfaga las condiciones que 
se indican.

 73. Máximo relativo: (3, 3) 74. Máximo relativo: (2, 4)
  Mínimo relativo: (5, 1)  Mínimo relativo: (4, 2)
  Punto de inflexión: (4, 2)  Punto de inflexión: (3, 3)

 75. Trayectoria de planeo de un avión Un pequeño avión empieza 
su descenso desde una altura de 1 milla, 4 millas al oeste de la 
pista de aterrizaje (ver la figura).

 a) Encontrar la función cúbica ƒ(x) �ax3 �bx2 �cx �d en 
el intervalo [�4, 0] que describe una trayectoria de planeo 
uniforme para el aterrizaje.

 b) La función del apartado a) modela la trayectoria de planeo 
del avión. ¿Cuándo descendería el avión a la velocidad más 
rápida?

PARA MAYOR INFORMACIÓN Para mayor información acerca de 
este tipo de modelación, ver el artículo “How Not to Land at Lake Tahoe!” 
de Richard Barshinger en The American Mathematical Monthly.

 76. Diseño de autopistas Una sección de autopista que conecta 
dos laderas con inclinación de 6 y 4% se va a construir entre 
dos puntos que están separados por una distancia horizontal de 
2 000 pies (ver la figura). En el punto en que se juntan las dos 
laderas, hay una diferencia de altura de 50 pies.

 a) Diseñar una sección de la autopista que conecte las lade-
ras modeladas por la función ƒ(x) �ax3 �bx2 �cx �d 
(�1 000  b x  b 1 000). En los puntos A y B, la pendiente 
del modelo debe igualar la inclinación de la ladera.

 b) Utilizar una herramienta de graficación para representar el 
modelo.

 c) Emplear una herramienta de graficación para representar 
la derivada del modelo.

 d) Determinar la parte más inclinada de la sección de transi-
ción de la autopista.

2 1

1

1

2

x

y

f

x

1 1 2 3
1

3

2

y

f

x

2 1 2

4
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x

1 2 3 4
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1

y
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6

4

2

3

5

53211 4

1

x

y

f aa

d

4 3 2 1

1

x

y

Autopista

50 pies

y

x

A(1 000, 60)
B(1 000, 90)

6% inclinación
4% inclinación

No está dibujado a escala

Para discusión

 70. Para pensar Se vierte agua en el florero que se muestra 
en la figura a una velocidad constante.

 a) Representar gráficamente la profundidad d del agua 
en el florero como una función del tiempo.

 b) ¿La función tiene algún extremo? Explicar.
 c) Interpretar los puntos de inflexión de la gráfica de d.

sisi

no existe.

sisi

x 3f �x� < 0, f �x� < 0

x > 3f �x� > 0 x > 1f �x� < 0

f �3� f �1� 0

x < 3f �x� < 0 x < 1f �x� > 0

f �0� f �2� 0f �2� f �4� 0

si si

no existe.

si si

f �x� > 0x 3f �x� > 0,

x > 1f �x� > 0x > 3f �x� < 0

f �1� 0f �3�

x < 1f �x� < 0x < 3f �x� > 0

f �0� f �2� 0f �2� f �4� 0
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 77. Deflexión de viga La deflexión D de una viga de longitud L es 
D �2x4 �5Lx3 �3L2x2, donde x es la distancia a un extremo 
de la viga. Determinar el valor de x que produce la máxima 
deflexión.

 78. Gravedad específica Un modelo para el peso específico del 
agua S es

0 < T < 25S �
5.755
108 T 3 �

8.521
106 T 2 �

6.540
105 T � 0.99987,

  donde T es la temperatura del agua en grados Celsius.

 a) Utilizar un sistema algebraico por computadora para de-
terminar las coordenadas del valor máximo de la función.

 b) Dibujar una gráfica de la función sobre el dominio especi-
ficado. (Utilizar un ajuste en el cual 0.996 b S b 1.001.)

 c) Estimar el peso específico del agua cuando T � 20°.

 79. Costo promedio Un fabricante ha determinado que el costo 
total C de operación de una fábrica es C �0.5x2 �15x �5 000, 
donde x es el número de unidades producidas. ¿En qué nivel de 
producción se minimizará el costo promedio por unidad? (El 
costo promedio por unidad es CYx.)

 80. Costo de inventario El costo total C para pedir y almacenar 
x unidades es C �2x �(300 000Yx). ¿Qué tamaño de pedido 
producirá un costo mínimo?

 81. Crecimiento de ventas Las ventas anuales S de un nuevo 

producto están dadas por S �
5 000t 2

8 � t 2 , 0 b t b 3,  donde t es 
el tiempo en años.

 a) Completar la tabla. Después utilizarla para estimar cuándo 
las ventas anuales se incrementan a ritmo más alto.

 b) Utilizar una herramienta de graficación para represen-
tar la función S. Después emplear la gráfica para estimar 
cuándo las ventas anuales están creciendo más rápida-
mente.

 c) Encontrar el tiempo exacto en el que las ventas anuales 
crecen al ritmo más alto.

 82. Modelado matemático La tabla muestra la velocidad media 
S (palabras por minuto) a la que teclea un estudiante de meca-
nografía después de t semanas de asistir a clase.

  Un modelo para los datos es t > 0.S �
100t2

65 � t2,

 a) Utilizar una herramienta de graficación para representar 
los datos y el modelo.

 b) Utilizar la segunda derivada para determinar la concavidad 
de S. Comparar el resultado con la gráfica del apartado a).

 c) ¿Cuál es el signo de la primera derivada para t � 0? Com-
binando esta información con la concavidad del modelo, 
¿qué se puede inferir sobre la velocidad cuando t crece?

Aproximaciones lineal y cuadrática En los ejercicios 83 a 86, 
utilizar una herramienta de graficación para representar la 
función. Representar después las aproximaciones lineal y 
cuadrática

P1XxC f XaC f XaCXx aC
y

P2XxC f XaC f XaCXx aC 1
2 f XaCXx aC2

en la misma ventana de observación. Comparar los valores de 
ƒ, P

1
 y P

2
 y sus primeras derivadas en x a. ¿Cómo cambia la 

aproximación cuando se aleja de x �a?

 83.

 84.

 85.

 86.

 87. Utilizar una herramienta de graficación para representar y �x 
sen(1Yx). Demostrar que la gráfica es cóncava hacia abajo hacia 
la derecha de x �1YP.

 88. Mostrar que el punto de inflexión de ƒ(x) �x(x � 6)2 se en-
cuentra a medio camino entre los extremos relativos de ƒ.

 89. Comprobar que toda función cúbica con tres distintos ceros reales 
tiene un punto de inflexión cuya coordenada x es el promedio 
de los tres ceros.

 90. Mostrar que el polinomio cúbico p(x) �ax3 �bx2 �cx �d 
tiene exactamente un punto de inflexión (x

0
, y

0
), donde

y y0 �
2b3

27a2 �
bc

3a
� d.x0 �

�b

3a

Utilizar esta fórmula para determinar el punto de inflexión de 
p(x) �x3 �3x2 �2.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 91 a 94, determinar si el 
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar la razón o 
proporcionar un contraejemplo.

 91. La gráfica de todo polinomio cúbico tiene precisamente un punto 
de inflexión.

 92. La gráfica de ƒ(x) � 1Yx es cóncava hacia abajo para x� 0 y 
cóncava hacia arriba para x � 0, y por ello tiene un punto de 
inflexión en x � 0.

 93. Si ƒ�(c) � 0, entonces ƒ es cóncava hacia arriba en x �c.

 94. Si ƒ�(2) �0, entonces la gráfica de ƒ debe tener un punto de 
inflexión en x �2.

En los ejercicios 95 y 96, considerar que ƒ y g representan funciones 
derivables tales que ƒ� p0 y g� p 0.

 95. Demostrar que si ƒ y g son cóncavas hacia arriba en el intervalo 
(a, b), entonces ƒ �g es también cóncava hacia arriba en (a, b).

 96. Demostrar que si ƒ y g son positivas, crecientes y cóncavas hacia 
arriba en el intervalo (a, b), entonces ƒg es también cóncava 
hacia arriba en (a, b).

a � 2f SxD �
�x

x � 1

a � 0f SxD � �1 � x

a � 0f SxD � 2Ssen x � cos xD

a �
P

4
f SxD � 2Ssen x � cos xD

Valor de a  Función                         
CAS

t 0.5 1 1.5 2 2.5 3

S

t 5 10 15 20 25 30

S 38 56 79 90 93 94



■ Determinar límites (finitos) al infinito.
■ Determinar las asíntotas horizontales, si las hay, de la gráfica de una función.
■ Determinar límites infinitos en el infinito.

Límites en el infinito

Esta sección analiza el “comportamiento final (o asintótico)” de una función en un intervalo 
infinito. Considerar la gráfica de

e �
�

( )x
x

x

3

1

2

2

como se ilustra en la figura 3.33. Gráficamente, puede verse que los valores de ƒ(x) parecen 
aproximarse a 3 cuando x crece o decrece sin límite. Se puede llegar numéricamente a las 
mismas conclusiones, como se indica en la tabla.

La tabla sugiere que el valor de ƒ(x) se aproxima a 3 cuando x crece sin límite (x m@). De 
manera similar, ƒ(x) tiende a 3 cuando x decrece sin límite (x m �@). Estos límites en el 
infinito se denotan mediante

lím
xm�@

 f x � 3  Límite en infinito negativo.

y

lím
xm@

 f x � 3.  Límite en infinito positivo.

Decir que un enunciado es cierto cuando x crece sin límite significa que para algún 
número real (grande) M, el enunciado es verdadero para todo x en el intervalo {x: x > M}. 
La siguiente definición recurre a este concepto.

DEFINICIÓN DE LÍMITES AL INFINITO

Sea L un número real.

1. El enunciado lím
x

x L
m d

e �
–

( )  significa que para cada E � 0 existe un M � 0 tal que 

ƒ(x) � L  � E siempre que x � M.

2. El enunciado lím
x

x L
m d

e �
–

( )  significa que para cada E � 0 existe un N � 0 tal que 

ƒ(x) � L  � E siempre que x � N.

La definición de un límite al infinito se muestra en la figura 3.34. En esta figura, se 
advierte que para un número positivo dado E existe un número positivo M tal que, para x � 
M, la gráfica de ƒ estará entre las rectas horizontales dadas por y �L �E y y �L � E.

0 1 10 100

2.9997 2.97 1.5 0 1.5 2.97 2.9997 m 3

m

3f x

m@�1�10�100

m

�@x

x decrece sin límite.

f(x) se aproxima a 3. f(x) se aproxima a 3.

x crece sin límite.

NOTA  La afirmación lím
x

x L
m d

e �
–

( )  

o lím
x

x L
md

e �( )  significa que el límite 

existe y el límite es igual a L. 

x

4 3 2 1 1 2 3 4

4

2
f(x) m 3
cuando x m d

f(x) m 3
cuando x m d

f(x) = 3x2

x2 � 1

y

El límite de f (x) cuando x tiende a �@ o 
@ es 3
Figura 3.33 

x

L

M

E
E

lím f(x) � L
xmd

y

f  (x) está dentro de E unidades de L cuando 
x m@
Figura 3.34

3.5 Límites al infinito
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Asíntotas horizontales

En la figura 3.34, la gráfica de ƒ se aproxima a la recta y � L cuando x crece sin límite. La 
recta y � L recibe el nombre de asíntota horizontal de la gráfica de ƒ.

DEFINICIÓN DE UNA ASÍNTOTA HORIZONTAL

La recta y � L es una asíntota horizontal de la gráfica de ƒ si

o lím
xm@

  f x � L.lím
xm�@

  f x � L

Nótese que a partir de esta definición se concluye que la gráfica de una función de 
x puede tener a lo mucho dos asíntotas horizontales (una hacia la derecha y otra hacia la 
izquierda).

Los límites al infinito tienen muchas de las propiedades de los límites que se estudiaron 

en la sección 1.3. Por ejemplo, si existen tanto lím  y lím
x x

x g x
md md

e( ) ( ) , entonces

lím
xm@

 f x � g x � lím
xm@

 f x � lím
xm@

 g x

y

lím
xm@

 f x g x � lím
xm@

 f x lím
xm@

 g x .

Se cumplen propiedades similares para límites en �@.
Cuando se evalúan límites al infinito, resulta de utilidad el siguiente teorema. (Una 

prueba de este teorema se da en el apéndice A.)

TEOREMA 3.10 LÍMITES AL INFINITO

Si r es un número racional positivo y c es cualquier número real, entonces

lím
xm@

  
c

x r
� 0.

Además, si xr se define cuando x < 0, entonces

lím
xm�@

  
c

x r
� 0.

EJEMPLO 1 Determinación del límite al infinito

Encontrar el límite: lím
xm@

 5 �
2
x2 .

Solución Utilizando el teorema 3.10, es posible escribir

 � 5.

 � 5 � 0

 lím
xm@

 5 �
2
x2 � lím

xm@

 5 � lím
xm@

 
2
x2  Propiedad de límites.

E X P L O R A C I Ó N

Utilizar una herramienta de grafica-
ción para hacer la representación

f x
x x

x x
( ) .�

� 
� 

2 4 6

3 2 16

2

2

Describir todas las características 
importantes de la gráfica. ¿Se 
puede encontrar una sola ventana 
de observación que muestre con 
claridad todas esas características? 
Explicar el razonamiento.

¿Cuáles son las asíntotas horizon-
tales de la gráfica, de manera que 
ésta se encuentre dentro de 0.001 
unidades de su asíntota horizontal? 
Explicar el razonamiento.
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EJEMPLO 2 Determinación de un límite al infinito

Determinar el límite: lím
x��

 
2x � 1
x � 1

.

Solución Advertir que tanto el numerador como el denominador tienden a infinito cuando 
x tiende a infinito.

lím
x��

 
2x � 1
x � 1

lím
x��

 2x � 1  �  �

lím
x��

 x � 1  �  �

Esto produce una forma indeterminada 
d
d

. Para resolver este problema, es posible dividir 

tanto el numerador como el denominador entre x. Después de eso, el límite puede evaluarse 
como se muestra.

 Dividir el numerador y el denominador entre x.

 Simplificar.

 Tomar límites del numerador y el denominador.

 Aplicar el teorema 3.10.

De tal modo, la recta y �2 es una asíntota horizontal a la derecha. Al tomar el límite cuando 
x m �@, puede verse que y �2 también es una asíntota horizontal hacia la izquierda. La 
gráfica de la función se ilustra en la figura 3.35.

TECNOLOGÍA Se puede verificar que el límite del ejemplo 2 es razonable evaluando 
ƒ(x) para unos pocos valores positivos grandes de x. Por ejemplo,

y f 10 000 1.9997.f 1 000 1.9970f 100 1.9703,

Otra forma de verificar que el límite obtenido es razonable consiste en representar la grá-
fica con una herramienta de graficación. Por ejemplo, en la figura 3.36, la gráfica de

f x �
2x � 1
x � 1

se muestra con la recta horizontal y �2. Notar que cuando x crece, la gráfica de ƒ se 
mueve más y más cerca de su asíntota horizontal.

 � 2

 �
2 � 0
1 � 0

 �
lím

x��
  2 � lím

x��

 
1
x

lím
x��

 1 � lím
x��

 
1
x

 � lím
x��

  
2 �

1
x

1 �
1
x

 lím
x��

 
2x � 1
x � 1

� lím
x��

 

2x � 1
x

x � 1
x

x

f(x) � 2x  1

5 4 3 2
1

1 2 3

6

5

4

3

1

x � 1

y

0

0

80

3

y � 2 es una asíntota horizontal
Figura 3.35

Cuando x aumenta, la gráfica de f se mueve 
más y más cerca a la recta y � 2
Figura 3.36

NOTA  Cuando se encuentra una 
forma indeterminada tal como la del 
ejemplo 2, se debe dividir el numerador 
y el denominador entre la potencia más 
alta de x en el denominador. 
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EJEMPLO 3 Una comparación de tres funciones racionales

Determinar cada límite.

lím
xm@

 
2x3

� 5
3x2

� 1
lím

xm@

 
2x2

� 5
3x2

� 1
lím

xm@

 
2x � 5
3x2

� 1
a) b) c)

 

Solución En cada caso, el intento de evaluar el límite produce la forma indeterminada  
d d.

 a) Dividir tanto el numerador como el denominador entre x2.

lím
xm@

 
2x � 5
3x2

� 1
� lím

xm@

 
2 x � 5 x2

3 � 1 x2 �
0 � 0
3 � 0

�
0
3

� 0

 b) Dividir tanto el numerador como el denominador entre x2.

lím
xm@

 
2x2

� 5
3x2

� 1
� lím

xm@

 
2 � 5 x2

3 � 1 x2 �
2 � 0
3 � 0

�
2
3

 c) Dividir tanto el numerador como el denominador entre x2.

lím
xm@

 
2x3

� 5
3x2

� 1
� lím

xm@

 
2x � 5 x2

3 � 1 x2 �
@

3

Es posible concluir que el límite no existe porque el numerador aumenta sin límite mientras 
el denominador se aproxima a 3. 

Estrategia para determinar límites en �d de funciones racionales

1. Si el grado del numerador es menor que el grado de denominador, entonces el 
límite de la función racional es 0.

2. Si el grado del numerador es igual al grado de denominador, entonces el límite 
de la función racional es el cociente de los coeficientes dominantes.

3. Si el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, entonces el 
límite de la función racional no existe.

Recurrir a esta estrategia para verificar los resultados del ejemplo 3. Estos límites parecen 
razonables cuando se considera que para grandes valores de x, el término de la potencia 
más alta de la función racional es lo que más “influye” en la determinación del límite. Por 
ejemplo, el límite cuando x tiende a infinito de la función

f x �
1

x2
� 1

es 0 porque el denominador supera al numerador cuando x aumenta o disminuye sin límite, 
como se muestra en la figura 3.37.

La función que se muestra en la figura 3.37 es un caso especial de un tipo de curva 
estudiado por la matemática italiana Maria Gaetana Agnesi. La fórmula general de esta 
función es

f x �
8a3

x2
� 4a2

 Bruja de Agnesi.

y, a través de la traducción errónea de la palabra italiana vertéré, la curva ha llegado a co-
nocerse como la bruja (o hechicera) de Agnesi. El trabajo de Agnesi con esta curva apareció 
por primera vez en un amplio libro de cálculo que se publicó en 1748.

MARIA GAETANA AGNESI (1718-1799)
Agnesi fue una de las pocas mujeres en 
recibir crédito por aportaciones importantes 
a las matemáticas antes del siglo XX. Casi 
al cumplir 20 años, escribió el primer texto 
que incluyó tanto cálculo diferencial como 
integral. Alrededor de los 30, fue miembro 
honorario de la facultad en la Universidad 
de Boloña.
 Para mayor información sobre las 
contribuciones de las mujeres a las 
matemáticas, ver el artículo “Why Women 
Succeed in Mathematics” de Mona 
Fabricant, Sylvia Svitak y Patricia Clark 
Kenschaft en Mathematics Teacher.

T
he

 G
ra
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er
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le
ct

io
n

x

1

2 1 1 2

2

lím f(x) � 0
x m d

lím f(x) � 0
x m d

f(x) �
x2 + 1

y

f tiene una asíntota horizontal en y � 0
Figura 3.37
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En la figura 3.37 se puede observar que la función ƒ(x) �1 (x2 �1) tiende a la misma 
asíntota horizontal hacia la derecha que hacia la izquierda. Esto siempre es cierto para las 
funciones racionales. Las funciones que no son racionales, sin embargo, pueden tender a 
diferentes asíntotas horizontales hacia la derecha y hacia la izquierda. Esto se demuestra 
en el ejemplo 4.

EJEMPLO 4 Una función con dos asíntotas horizontales

Determinar cada límite.

lím
xm�@

 
3x � 2

2x2 � 1
lím

xm@

 
3x � 2

2x2 � 1
a) b)

Solución

 a) Para x � 0, es posible escribir x x� 2 .  De tal modo, dividiendo tanto el numerador 
como el denominador entre x, se obtiene

3x � 2

2x2
� 1

�

3x � 2
x

2x2
� 1

x2

�

3 �
2
x

2x2
� 1

x2

�

3 �
2
x

2 �
1
x2

y se puede tomar el límite de la manera siguiente.

lím
xm@

 
3x � 2

2x2 � 1
� lím

xm@

 
3 �

2
x

2 �
1
x2

�
3 � 0

2 � 0
�

3

2

 b) Para x � 0, puede escribirse x x�  2 . De manera que al dividir tanto el denominador 
como el numerador entre x, se obtiene

3x � 2

2x2
� 1

�

3x � 2
x

2x2
� 1

� x2

�

3 �
2
x

�

2x2
� 1

x2

�

3 �
2
x

� 2 �
1
x2

y es posible tomar el límite de la manera siguiente.

lím
xm�@

 
3x � 2

2x2 � 1
� lím

xm�@

 
3 �

2
x

� 2 �
1
x2

�
3 � 0

� 2 � 0
� �

3

2

La gráfica de e �  �( ) ( )x x x3 2 2 12  se presenta en la figura 3.38. 

CONFUSIÓN  TECNOLÓGICA Si se utiliza una herramienta de graficación para 
auxiliarse en la estimación de un límite, cerciorarse de confirmar también la estimación 
en forma analítica (las imágenes que muestra una herramienta de graficación pueden ser 
erróneas). Por ejemplo, la figura 3.39 muestra una vista de la gráfica de

y �
2x3

� 1 000x2
� x

x3
� 1 000x2

� x � 1 000
.

De acuerdo con esta imagen, sería convincente pensar que la gráfica tiene a y �1 como 
una asíntota horizontal. Un enfoque analítico indica que la asíntota horizontal es en 
realidad y �2. Confirmar lo anterior agrandando la ventana de la observación de la 
herramienta de graficación.

x

2

2
3

,

y � 

y � 

,

Asíntota
horizontal
hacia la izquierda

Asíntota
horizontal
hacia la derecha

6 4 2 2 4

4

4
f(x) = 3x  2

2x2 � 1

y 3

Las funciones que no son racionales pueden 
tener diferentes asíntotas horizontales 
derecha e izquierda
Figura 3.38

8

1

8

2

La asíntota horizontal parece ser la recta  
y � 1 pero en realidad es la recta y � 2
Figura 3.39
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En la sección 1.3 (ejemplo 9) se vio cómo el teorema del encaje se puede utilizar para 
evaluar límites que incluyen funciones trigonométricas. Este teorema también es válido 
para límites al infinito.

EJEMPLO 5 Límites que implican funciones trigonométricas

Encontrar cada límite.

lí m 
x 

  
sen  x 

x 
lí m 

x 
 sen  x a) b) 

Solución
 a) Cuando x tiende a infinito, la función seno oscila entre 1 y �1. De tal manera, este 

límite no existe.
 b) Como �1 b sen x b 1, se concluye que para x � 0,

1 
x 

sen  x 

x 

1 
x 

donde lím y lím
x x

x x
m m

� �
@ @

(– ) ( ) .1 0 1 0  De tal modo, por el teorema del encaje, es posible 

obtener

lí m 
x 

  
sen  x 

x 
0 

como se muestra en la figura 3.40.

EJEMPLO 6 Nivel de oxígeno en un estanque

Suponga que ƒ(t) mide el nivel de oxígeno en un estanque, donde ƒ(t) �1 es el nivel normal 
(no contaminado) y el tiempo t se mide en semanas. Cuando t �0, se descarga desperdicio 
orgánico en el estanque, y como el material de desperdicio se oxida, el nivel de oxígeno en 
el estanque es

f t 
t 2 t 1 

t 2 1 
. 

¿Qué porcentaje del nivel normal de oxígeno existe en el estanque después de una semana? 
¿Después de dos semanas? ¿Después de 10 semanas? ¿Cuál es el límite cuando t tiende a 
infinito?

Solución Cuando t �1, 2 y 10, los niveles de oxígeno son como se muestra.

 1 semana.

 2 semanas.

 10 semanas.

Para encontrar el límite cuando t tiende a infinito, dividir el numerador y el denominador 
entre t2 con el fin de obtener

lí m 
t 

  
t 2 t 1 

t 2 1 
lí m 
t 

  
1 1 t 1 t 2 

1 1 t 2 

1 0 0 
1 0 

1 100% .

Ver la figura 3.41. 

f 10
102 10 1 

102 1 
91 

101 
90.1% 

f 2
22 2 1 

22 1 
3 
5 

60% 

f 1
12 1 1 

12 1 
1 
2 

50% 

x

1

1

P

y �

y �

1

1

x

x

f(x) � 

lím           = 0

sen x

sen x

x

xxmd

y

t

1.00

0.75

0.50

0.25

N
iv

el
 d

e 
ox

íg
en

o

2 4 6 8 10

Semanas

f(t) = 

(10, 0.9)

(1, 0.5)

(2, 0.6)

t2  t � 1
t2 � 1

f(t)

Cuando x aumenta sin límite f(x) tiende a 
cero
Figura 3.40 

El nivel de oxígeno en el estanque se 
 aproxima a nivel normal de 1 cuando 
t tiende a @
Figura 3.41
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Límites infinitos al infinito

Muchas funciones no tienden a un límite finito cuando x crece (o decrece) sin límite. Por 
ejemplo, ninguna función polinómica tiene un límite finito en infinito. La siguiente definición 
se usa para describir el comportamiento de funciones polinomiales y de otras funciones al 
infinito.

DEFINICIÓN DE LÍMITES INFINITOS AL INFINITO

Sea ƒ una función definida en el intervalo (a, @).

1. El enunciado lím
x

x
m

e
@

�@( )  significa que para cada número positivo M, existe 

un número correspondiente N � 0 tal que ƒ(x) � M siempre que x � N.

2. El enunciado lím
x

x
m

e 
@

� @( )  significa que para cada número negativo M, existe 

un número correspondiente N � 0 tal que ƒ(x) � M siempre que x � N.

Pueden darse definiciones similares para los enunciados lím
x

x
m

e
@

�@( )  y lím
x

x
m

e 
@

� @( ) .

EJEMPLO 7 Determinación de límites infinitos al infinito

Determinar cada límite.

lím
xm�@

 x3lím
xm@

 x3a) b)

Solución
 a) Cuando x crece sin límite, x3 también crece sin límite. De tal modo, es posible escribir 

lím
x

x
m

�
@

@
3 .

 b) Cuando x decrece sin límite, x3 también decrece sin límite. En consecuencia, se puede 

escribir lím
x

x
m

� 
@

@
3 .

La gráfica de ƒ(x) �x3 en la figura 3.42 ilustra estos dos resultados, los cuales concuerdan 
con el criterio del coeficiente dominante para las funciones polinomiales que se describen 
en la sección P.3.

EJEMPLO 8 Determinación de límites infinitos al infinito

Encontrar cada límite.

lím
xm�@

 
2x2

� 4x

x � 1
líma) b)

xm@

 
2x2

� 4x

x � 1

Solución Una manera de evaluar cada uno de estos límites consiste en utilizar una división 
larga para rescribir la función racional impropia como la suma de un polinomio y de una 
función racional.

lím
xm�@

 
2x2

� 4x

x � 1
� lím

xm�@

2x � 6 �
6

x � 1
� �@

lím
xm@

 
2x2

� 4x

x � 1
� lím

xm@

2x � 6 �
6

x � 1
� @a)

b)

Los enunciados anteriores pueden interpretarse diciendo que cuando x tiende a �@, la fun-
ción ƒ(x) �(2x2 � 4x) (x �1) se comporta como la función g(x) �2x � 6. En la sección 
3.6 esto se describe en forma gráfica afirmando que la recta y �2x � 6 es una asíntota 
oblicua de la gráfica de ƒ, como se muestra en la figura 3.43. 

NOTA  La determinación de si una 
función tiene un límite infinito al infini-
to es útil al analizar el “comportamien-
to asintótico” de la gráfica. Se verán 
ejemplos de esto en la sección 3.6 sobre 
dibujo de curvas.  

x

f(x) = x3

11

3

2

1

1

2

3

22 33

y

x

y � 2x  6

33

6

3

3

6

66 9 12912

f(x) � 
2x2  4x

x � 1

y

Figura 3.42

Figura 3.43
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En los ejercicios 1 a 6, hacer que corresponda la función con 
una de las gráficas [a), b), c), d), e) o ƒ)] utilizando como ayuda 
asíntotas horizontales.

 a)  b)

 c)  d)

 e)  f)

 1.  2.

 3.  4.

 5.  6.

Análisis numérico y gráfico En los ejercicios 7 a 12, utilizar una 
herramienta de graficación para completar la tabla y estimar el 
límite cuando x tiende a infinito. Utilizar después una herramienta 
de graficación para representar la función y estimar gráficamente 
el límite.

 7.  8.

 9.  10.

 11.  12.

En los ejercicios 13 y 14, determinar lím ( ),
x

h x
md

 si es posible.

 13. 

 14.

En los ejercicios 15 a 18, encontrar cada límite, si es posible.

 15.  16.

 17.  18.

En los ejercicios 19 a 38, encontrar el límite.

19.   20. 

 21.  22.

 23.  24.

 25.  26.

 27.  28.

 29.  30.

 31.  32.

 33.  34.

 35.  36.

 37.  38.

f x �
2x 2

� 3x � 5
x 2

� 1
f x �

4 sen x
x 2

� 1

f x � 2 �
x 2

x 4
� 1

f x �
x

x 2
� 2

f x �
2x

x 2
� 2

f x �
3x 2

x 2
� 2

x

2 1 1 2
1

1

3

y

x

3 1 1 2 3

3

3

2

1

y

x

3 2 1 1 2 3

3

3

1

y

x

1 2 3

3

2

1

1

2

3

y

x

6 4 2 2 4

8

6

4

2

y

x 100 101 102 103 104 105 106

f x

f x �
2x 2

x � 1
f x �

4x � 3
2x � 1

a) b)

c)

a) b)

c) h x �
f x

x3

h x �
f x

x2h x �
f x

x

f x � 4x2
�2x� 5

h x �
f x

x 4

h x �
f x

x3h x �
f x

x2

f x � 5x3
� 3x2

� 10x

�

a) a)

b) b)

c) c)

a) a)

b) b)

c) c) lím
xm@

 
5x3 2

4 x � 1
lím

xm@

 
5 � 2x3 2

3x � 4

lím
xm@

 
5x3 2

4x3 2
� 1

lím
xm@

 
5 � 2x3 2

3x3 2
� 4

 

lím
xm@

 
5x3 2

4x2
� 1

lím
xm@

 
5 � 2x3 2

3x2
� 4

lím
xm@

 
3 � 2x2

3x � 1
lím

xm@

 
x2

� 2
x � 1

lím
xm@

 
3 � 2x

3x � 1
lím

xm@

 
x2

� 2
x2

� 1

lím
xm@

 
3 � 2x

3x 3
� 1

lím
xm@

 
x2

� 2
x 3

� 1

lím
xm�@

  
�3x � 1

x 2 � x
lím

xm�@
  

2x � 1

x 2 � x

lím
xm�@

  
x

x 2 � 1
lím

xm�@
  

x

x 2 � x

lím
xm�@

  
1
2

x �
4
x2lím

xm�@
  

5x 2

x � 3

lím
xm@

 4 �
3
x

lím
xm@

  
x

x 2
� 1

lím
xm@

 
3x3

� 2
9x3

� 2x2
� 7

lím
xm@

  
2x � 1
3x � 2

Ejercicios3.5

f x � 4 �
3

x2
� 2

f x � 5 �
1

x 2
� 1

f x �
20x

x2
� 1

f x �
�6x

4x 2
� 5 9

x��	
  

5

x
�

x

3x�	
4 �

3

x
l m  l m

lím
xm@

  
x � cos x

x
lím

xm@
  
sen 2x

x

x�   
2x

x6 1 1 3x�  

x 1

x2 1 1 3

x�   
x4 1

x3 1x�  

x2 1

2x 1
 

 

lím
xm@

  cos 
1
x

lím
xm@

  
1

2x � sen x

lim
x�   

5x3 1

10x3 3x2 7

lim
x�   

x2 3

2x2 1
lím

lím

x

y

�1�2�3 1 2 3

�2

1

3
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En los ejercicios 39 a 42, utilizar una herramienta de graficación 
para representar la función e identificar cualquier asíntota ho-
rizontal.

 39.  40.

 41.  42.

En los ejercicios 43 y 44, determinar el límite. (Sugerencia: Sea  
x �1Yt y encontrar el límite cuando t m 0�.)

 43.  44.

En los ejercicios 45 a 48, encontrar el límite. (Sugerencia: Tratar 
la expresión como una fracción cuyo denominador es 1 y racio-
nalizar el numerador.) Utilizar una herramienta de graficación 
para verificar su resultado.

 45.  46.

 47.  48.

Análisis numérico, gráfico y analítico En los ejercicios 49 a 52, 
utilizar una herramienta de graficación para completar la tabla 
y estimar el límite cuando x tiende a infinito. Emplear después 
una herramienta de graficación para representar la función y 
estimar el límite. Por último, encontrar el límite analíticamente 
y comparar los resultados con las estimaciones.

 49.  50.

 51.  52.

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 53 y 54, describir en sus propias palabras el 
significado de los siguientes enunciados.

 53.   54.

 55. Dibujar una gráfica de una función derivable que satisfaga las 
siguientes condiciones y tenga x � 2 como su único punto 
crítico.

  
lím

xm�@
 fXxC � lím

xm@
  f XxC � 6

f�SxD > 0  para x > 2f�SxD < 0  para x < 2

 56. ¿Es posible dibujar una gráfica de una función que satisface 
las condiciones del ejercicio 55 y que no tiene puntos de 
inflexión? Explicar.

 57. Si ƒ es una función continua tal que lím
xm@

 f SxD � 5, determinar, 
si es posible, lím

xm�@
 f SxD para cada condición especificada.

 a) La gráfica de ƒ es simétrica al eje y.
 b) La gráfica de ƒ es simétrica al origen.

En los ejercicios 59 a 76, dibujar la gráfica de la función utilizando 
extremos, intersecciones, simetría y asíntotas. Emplear después 
una herramienta de graficación para verificar el resultado.

 59.  60. 

 61.  62.

 63.  64.

 65.  66.

 67.  68.

 69.  70.

 71.  72.

 73.  74.

 75.  76.

En los ejercicios 77 a 84, utilizar un sistema algebraico por compu-
tadora para analizar la gráfica de la función. Marcar cualquier 
extremo yYo asíntota que existan.

 77.  78.

 79.  80.

 81.  82.

 83.  84.

f SxD �
�9x2 � 2

2x � 1
f SxD �

3x

�x2 � 2

f SxD � \3x � 2\
x � 2

f SxD � \x\
x � 1

lím
xm@

  x tan 
1
x

lím
xm@

  x sen 
1
x

lím
xm�@

   Sx � �x 2 � 3 D

x 100 101 102 103 104 105 106

f x

f SxD �
x � 1

x�x
f SxD � x sen 

1
2x

f SxD � x 2 � x�xSx � 1Df SxD � x � �xSx � 1D

x

4 2 2 4

2

2

4

6

f

y

gSxD �
2x

�3x2 � 1

lím
xm�@

  S3x � �9x 2 � x D lím
xm@

  S4x � �16x 2 � x D

lím
xm@

  Sx � �x 2 � x D

Para discusión

x�   f x 2
x�

 f x 4

 58. La gráfica de una función se muestra a continuación.

 a) Dibujar ƒa.
 b) Utilizar las gráficas para estimar lím  y lím

x x
x x

md md
e ae( ) ( ).

 c) Explicar las respuestas que se obtuvieron en el 
apartado b).

CAS

f x 9
5

x 2

f SxD �
3x

�4x 2 � 1

x > 3gSxD � sen� x

x � 2�,

f SxD �
x � 2

x 2 � 4x � 3
f SxD �

x � 1
x 2 � x � 1

f SxD �
2 sen 2x

x

f SxD �
1

x 2 � x � 2

y
x 3

x 2 4

y 3
2

x

y 2
3

x 2

y
3x

1 x

xy 2 9

y
2x 2

x 2 4

y
x 2

x 2 16

y
x 1

x 2 4

y
x

1 x

y
x

x 2 4

y 4 1
1

x 2

y 1
1

x

y
3x

1 x 2

x 2y 9

y
2x 2

x 2 4

y
x 2

x 2 16

y
2x

9 x 2

y
x 4

x 3
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En los ejercicios 85 y 86, a) emplear una herramienta de graficación 
para representar ƒ y g en la misma ventana de observación,  b) ve-
rificar algebraicamente que ƒ y g representan la misma función y 
c) hacer un acercamiento suficiente para que la gráfica aparezca 
como una recta. ¿Qué ecuación parece tener esta recta? (Notar que 
todos los puntos en los cuales la función no es continua no se obser-
van con facilidad cuando se realiza el acercamiento.)

 85.  86.

 87. Eficiencia de un motor La eficiencia de un motor de combus-
tión interna es

  Eficiencia S% D�100  �1 �
1 

Sv 1 Yv 2 Dc �
  donde v1Yv2 es la razón entre el gas no comprimido y el gas 

comprimido y c es una constante positiva que depende del diseño 
del motor. Encontrar el límite de la eficiencia cuando la razón 
de compresión se acerca a infinito.

 88. Costo promedio Un negocio tiene un costo de C �0.5x � 500 
para producir x unidades. El costo promedio por unidad es

  C �
C 

x 
. 

  Encontrar el límite de C
—

 cuando x tiende a infinito.

 89. Física La primera ley de movimiento de Newton y la teoría 
especial de la relatividad de Einstein difieren en lo que respec-
ta al comportamiento de las partículas cuando su velocidad se 
acerca a la velocidad de la luz, c. Las funciones N y E represen-
tan la velocidad predicha, v, con respecto al tiempo, t, para una 
partícula acelerada por una fuerza constante como lo predijeron 
Newton y Einstein. Desarrollar una condición límite que des-
criba a cada teoría.

 90. Temperatura La gráfica muestra la temperatura T, en grados 
Fahrenheit, de un pastel de manzana t segundos después de que 
se saca del horno y se pone en una repisa de enfriamiento.

 a) Determinar lí m 
t m0 �  

  T . ¿Qué representa este límite?

 b) Encontrar lí m 
t m@

    T . ¿Qué representa este límite?

 c) ¿La temperatura del vidrio alcanzará en algún momento la 
temperatura del cuarto? ¿Por qué?

 91. Modelado matemático La tabla muestra los tiempos del récord 
mundial para la carrera de una milla, donde t representa el año, 
con t �0 correspondiente a 1900 y y es el tiempo en minutos y 
segundos.

  Un modelo para los datos es

  
y �

3.351 t 2 �42.461 t �543.730 
t 2 

  donde los segundos se han cambiado a partes decimales de un 
minuto.

 a) Emplear una herramienta de graficación para dibujar los 
datos y representar el modelo.

 b) ¿Parece haber un tiempo límite para la carrera de una milla? 
Explicar la respuesta.

 92. Modelado matemático La tabla muestra la velocidad media S 
a la que un estudiante de mecanografía teclea t semanas después 
de iniciar su aprendizaje.

  

t 5 10 15 20 25 30

S 28 56 79 90 93 94

  Un modelo para los datos es t > 0. S �
100 t 2 

65 �t 2 , 

 a) Recurrir a una herramienta de graficación para dibujar los 
datos y representar el modelo.

 b) ¿Parece haber alguna velocidad para mecanografiar límite? 
Explicar.

 93. Modelado matemático Una zona de calor se une a un intercam-
biador de calor de un sistema calefactor. La temperatura T 
(grados Celsius) se registra t segundos después de que el horno 
empieza su operación. Los resultados para los primeros dos 
minutos se registran en la tabla.

 a) Utilizar los programas para el cálculo de regresión de una 
herramienta de graficación para encontrar un modelo de la 
forma T1 �at2 �bt �c para los datos.

 b) Utilizar una herramienta de graficación para representar T1.

 c) Un modelo racional para los datos es T 2 �
1 451 �86 t 

58 �t 
.  

Emplear una herramienta de graficación para representar 
el modelo T2.

 d) Determinar T1(0) y T2(0).

 e) Encontrar lí m 
t m@

    T 2 .

 ƒ) Interpretar el resultado del apartado e) en el contexto del 
problema. ¿Es posible efectuar este tipo de análisis utili-
zando T1? Explicar.

g Sx D� � 
1 
2 

  x �1 �
1 
x 2 g Sx D�x �

2 
x Sx �3 D

f Sx D� � 
x 3 �2 x 2 �2 

2 x 2 f Sx D�
x 3 �3 x 2 �2 

x Sx �3 D

t

v

N

E

c

t 23 33 45 54 58

y 4:10.4 4:07.6 4:01.3 3:59.4 3:54.5

t 66 79 85 99

y 3:51.3 3:48.9 3:46.3 3:43.1

t 0 15 30 45 60

T 25.2 36.9 45.5 51.4 56.0

t 75 90 105 120

T 59.6 62.0 64.0 65.2

t

T

72

(0, 1700)
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 94. Modelado matemático Un recipiente contiene 5 litros de una 
solución salina al 25%. La tabla muestra las concentraciones C 
de la mezcla después de agregar x litros de una solución salina 
al 75% al recipiente.

 a) Utilizar las características de regresión de una herramien-
ta de graficación para encontrar un modelo de la forma  
C1 �ax2 �bx �c para los datos.

 b) Utilizar una herramienta de graficación para representar C1.

 c) Un modelo racional para estos datos es C2 �
5 � 3x

20 � 4x
. 

  Utilizar una herramienta de graficación para representar C2.

 d) Determinar lím  y lím
x x

C C
md md

1 2. ¿Qué modelo representa mejor 

  la concentración de la mezcla? Explicar.

 e) ¿Cuál es la concentración límite?

 95. Una recta con una pendiente m pasa por el punto (0, 4).

 a) Escribir la distancia d entre la recta y el punto (3, 1) como 
una función de m.

 b) Utilizar una herramienta de graficación para representar la 
ecuación del apartado a).

 c) Determinar lím  y lím
m m

d m d m
md m d

( ) ( ).
–

 Interpretar geométri-

camente los resultados.

 96. Una recta con pendiente m pasa por el punto (0, –2).

 a) Escribir la distancia d entre la recta y el punto (4, 2) como 
una función de m.

 b) Emplear una herramienta de graficación para representar 
la ecuación del apartado a).

 c) Determinar lím  y lím
m m

d m d m
md m d

( ) ( ).
–

 Interpretar geométri-

camente los resultados.

 97. Se muestra la gráfica de f SxD �
2x2

x2 � 2
.

 a) Determinar L � lím
xm@

  f SxD .

 b) Determinar x1 y x2 en términos de E.

 c) Determinar M, donde M � 0, tal que |ƒ(x) � L| �E para 
x � M.

 d) Determinar N, donde N � 0, tal que |ƒ(x) � L| � E para  
x � N.

 98. Se muestra la gráfica de f SxD �
6x

�x2 � 2
.

 a) Encontrar L f x K f x
m x

�
md m d

lím  y lím( ) ( ).
–

 b) Determinar x1 y x2 en términos de E.

 c) Determinar M, donde M � 0, tal que |ƒ(x) � L| � E para 
x � M

 d) Determinar N, donde N � 0, tal que |ƒ(x) � K| � E para  
x � N.

 99. Considerar lím
xm@

  
3x

�x2 � 3
. Utilizar la definición de límites al 

infinito para encontrar los valores de M que corresponden a 
a) E �0.5 y b) E �0.1.

 100. Considerar lím
xm�@

  
3x

�x2 � 3
. Utilizar la definición de límites 

al infinito para encontrar los valores de N que correspondan a  
a) E �0.5 y b) E �0.1.

En los ejercicios 101 a 104, usar la definición de límites al infinito 
para comprobar el límite.

 101.  102.

 103.  104.

 105. Demostrar que si p(x) �anx
n ����� a1x �a0 y q(x) �bmx m 

�����b1x �b0 (an p 0, bm p 0), entonces

 106. Utilizar la definición de límites infinitos al infinito para demos-
trar que lím

xm@
  x

3 � @.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 107 y 108, determinar si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o 
proporcionar un ejemplo que demuestre dicha falsedad.

 107. Si ƒa(x) > 0 para todo número real x, entonces ƒ es creciente 
sin límite.

 108. Si ƒaa(x) < 0 para todo número real x, entonces ƒ es decreciente 
sin límite.

x 0 0.5 1 1.5 2

C 0.25 0.295 0.333 0.365 0.393

x 2.5 3 3.5 4

C 0.417 0.438 0.456 0.472

x

y

E

x2 x1

f

No está dibujado a escala

x

y

E

x1x2

fE

No está dibujado a escala

lím
xm�@

  
1

x � 2
� 0lím

xm�@
  

1
x3 � 0

lím
xm@

  
2
�x

� 0lím
xm@

  
1
x2 � 0

lím
xm@

 
pSxD
qSxD � �

0,
an ,
bm

p@,

     

n < m

n � m

n > m

.



■ Analizar y trazar la gráfica de una función.

Análisis de la gráfica de una función

Sería difícil exagerar la importancia de usar gráficas en matemáticas. La introducción de la 
geometría analítica por parte de Descartes contribuyó de manera significativa a los rápidos 
avances en el cálculo que se iniciaron durante la mitad del siglo XVII. En palabras de La-
grange: “Mientras el álgebra y la geometría recorrieron caminos independientes, su avance 
fue lento y sus aplicaciones limitadas. Sin embargo, cuando estas dos ciencias se juntaron, 
extrajeron una de la otra una fresca vitalidad y a partir de ahí marcharon a gran velocidad 
hacia la perfección.”

Hasta ahora, se han estudiado varios conceptos que son útiles al analizar la gráfica de 
una función.

x y y  (sección P.1)

-
mienta gráfica, recordar que normalmente no es posible mostrar la gráfica entera. La decisión 
en cuanto a la parte de la gráfica que se decide mostrar es muchas veces crucial. Por ejemplo, 

ƒ(x) � x  � x  � x �

representación más completa de la gráfica. Sin embargo, ¿una tercera ventana de observa-

-
ción se presentan unas estrategias para determinar una buena ventana de observación de la 
gráfica de una función.

Estrategia para analizar la gráfica de una función

1. Determinar el dominio y el rango de la función.
2. Determinar las intersecciones, asíntotas y simetría de la gráfica.
3. Localizar los valores de x para los cuales ƒ�(x) y ƒ�(x) son cero o no existen. Usar 

NOTA  En estas estrategias, advertir la importancia del álgebra (así como del cálculo) para resolver 
las ecuaciones f(x) � f �(x) � f �(x) �

Diferentes ventanas de observación para la 
gráfica de ƒ(x) � x3 � 25x2 � 74x � 20
Figura 3.44 

10

52

40

1200

301010

200

3.6 Análisis de gráficas
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EJEMPLO 1 Dibujo de la gráfica de una función racional

e �



( )

( )
.x

x

x

Solución

 Primera derivada:

 Segunda derivada:

 Intersecciones en x:

 Intersección en y:

 Asíntotas verticales:

 Asíntota horizontal:

 Punto crítico:

 Posibles puntos de inflexión:

 Dominio:

 Simetría:

 Intervalos de prueba:

La tabla muestra cómo se usan los intervalos de prueba para determinar varias características 

que se muestra en el ejemplo 1. Debido al uso del cálculo, se debe estar seguro de que 

CONFUSIÓN TECNOLÓGICA  Sin utilizar el tipo de análisis que se describe en 
el ejemplo 1, es fácil obtener una visión incompleta de las características básicas de la 

g x
x x

x x
( )

( )( )

( )( )
.�

 

  1

De acuerdo con esta imagen, parece que la gráfica de g es casi la misma que la gráfica 
de f

y

S @DS D,S� D,S�@, � D,

x � p

x �

y �

x �x � �

S D
S DS� D,

f �SxD �
� S x � D

Sx � D

f �SxD �
x

Sx � D

Característica de la gráfica

Decreciente, cóncava hacia abajo

Decreciente, cóncava hacia arriba

Mínimo relativo

��< x < @

x �

��< x <

�x �

��� < x <

x � �

���@ < x < �

f�XxCf�XxCf XxC

8  8

( )
Mínimo
relativo

x

y

f(x) � 
x  

x   

ín
to

ta
ve

rt
ic

al
:

x 
�

 

íntota
horizontal:

y � 

ín
to

ta
ve

rt
ic

al
:

x 
�

 

(

Empleando el cálculo, se puede tener la 
certeza de que se han determinado todas las 
características de la gráfica de f
Figura 3.45 

8

66

12

Al no usar el cálculo se puede pasar por 
alto importantes características de la 
gráfica de g
Figura 3.46

PARA MAYOR INFORMACIÓN  
Para mayor información del uso de 
tecnología para representar funciones 
racionales, consultar el artículo  
“Graphs of Rational Functions for 

The College 

Mathematics Journal.
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EJEMPLO 2 Dibujo de la gráfica de una función racional

e �
 �


( ) .x

x x

x

Solución

 Primera derivada:

 Segunda derivada:

 Intersecciones en x:

 Intersección en y:

 Asíntota vertical:

 Asíntotas horizontales:

 Comportamiento final o asintótico:

 Puntos críticos:

 Posibles puntos de inflexión:

 Dominio:

 Intervalos de prueba:

asíntota oblicua. La gráfica de una función racional (que no tiene factores comunes y cuyo 
denominador es de grado 1 o mayor) tiene una asíntota oblicua si el grado del numerador 
excede al grado del denominador exactamente en 1. Para determinar la asíntota oblicua, 
usar la división larga para describir la función racional como la suma de un polinomio de 
primer grado y otra función racional.

 Escribir la ecuación original.

 Reescribir utilizando la división larga.

f se acerca a la asíntota oblicua y �x cuando x 
tiende a �@ o @.

S @DS D,S D,S�@, D,
x �

x �x �

lím
xm�@

  f SxD � �@,  lím
xm@

  f SxD � @

x �

S � D

f �SxD �
8

Sx � D

f�SxD �
xSx � D
Sx � D

Características de la gráfica

Máximo relativo

Decreciente, cóncava hacia abajo

Decreciente, cóncava hacia arriba

Mínimo relativo

��< x < @

�x �

��< x <

x �

��< x <

��x �

���@ < x <

f�XxCf�XxCf XxC

x





8

Máximo
relativo

Mínimo
relativo

ín
to

ta
 v

er
tic

al
: x

 �
 



f(x) � x   x � 
x  

y

Figura 3.47

8

 



x

x 
�

 

f(x) � x   x � 
x  

ínt
ota

 ob
lic

ua
: y

 �
 x

y

Una asíntota oblicua
Figura 3.48

 � x �
x �

f SxD �
x � x �

x �
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EJEMPLO 3 Dibujo de la gráfica de una función radical

e �
�

( )x
x

x
.

Solución

ae �
�

aae � 
�

( )
( )

( )
( )/ /x

x
x

x

x

dos asíntotas horizontales: y �1 (a la derecha) y y ��1 (a la izquierda). La función no 
x �

son todos los números reales, y la gráfica es simétrica con respecto al origen. El análisis de 
la gráfica de f

EJEMPLO 4 Dibujo de la gráfica de una función radical

x) � x Y  � x Y .

Solución

ae �  aae �


( ) ( ) ( )
( )/ /

/

/x x x x
x

x

1

La función tiene dos intersecciones: y S 8 , D.S D -
les. La función tiene dos puntos críticos (x � x �8) y dos posibles puntos de inflexión 
(x � x �1). El dominio son todos los números reales. El análisis de la gráfica de f se 

Características de la gráfica

Máximo relativo

Decreciente, cóncava hacia abajo

Decreciente, cóncava hacia arriba

Mínimo relativo

��8 < x < @

��x � 8

��1 < x < 8

��x � 1

��< x < 1

x �

���@ < x <

f�XxCf�XxCf XxC

Características de la gráfica

��< x < @

1
�

x �

���@ < x <

f�XxCf�XxCf XxC

x

1

1

1



horizontal:
y � 1

íntota
horizontal:

y � 1

Punto de
inflexión

xf(x) � 
x  � 

y

x

8

Punto de
inflexión

Máximo
relativo

Mínimo relativo

8 , ( )




(8, 

(1, 

y f(x) � x   x

Figura 3.49

Figura 3.50
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EJEMPLO 5 Dibujo de la gráfica de una función polinomial

x) �x  � x  � x  � x.

Solución Se inicia factorizando para obtener

 � xSx � D .

fSxD � x � x � x � x

Luego, utilizando la forma factorizada de f(x), se puede efectuar el siguiente análisis.

 Primera derivada:

 Segunda derivada:

 Intersecciones en x:

 Intersección en y:

 Asíntotas verticales:

 Asíntotas horizontales:

 Comportamiento final o asintótico:

 Puntos críticos:

 Posibles puntos de inflexión:

 Dominio:

 Intervalos de prueba:

El análisis de la gráfica de f a. 
El uso de un sistema de álgebra por computadora como Maple b) puede 
resultar de utilidad para verificar el análisis.

-
gún máximo relativo. En general, una función polinomial de grado n puede tener a lo más 
n � 1 extremos relativos, y cuando mucho n �
polinomiales de grado par deben tener al menos un extremo relativo.

Recordemos del criterio del coeficiente adelantado o dominante que se describió en la 

se determina mediante su coeficiente dominante y por su grado. Por ejemplo, debido a que 

S @DS D,S1, D,S�@, 1D,

x �x �

x �x � 1,

lím
xm�@

  f SxD � @,  lím
xm@

  f SxD � @

S D
S DS D,

f�SxD � Sx � DSx � D
f�SxD � Sx � 1DSx � D

Característica de la gráfica

Decreciente, cóncava hacia arriba

Mínimo relativo

Punto de inflexión

Punto de inflexión

��< x < @

x �

��< x <

��x �

��1 < x <

��x � 1

���@ < x < 1

f�XxCf�XxCf XxC

x

1













Punto de
inflexión

Punto de
inflexión

(1, 
Mínimo relativo



y
f(x) � x   x  � x   x

a)

b)
Una función polinomial de grado par debe 
tener al menos un extremo relativo
Figura 3.51

Generada con Maple

x1 2 4 5 6

−5

5

−10

−15

−20

−25

y
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a)

b)
Figura 3.52

EJEMPLO 6 Dibujo de la gráfica de una función trigonométrica

e �
�

( ) .x
x

x

cos

sen1

Solución P, se puede restringir el análisis de 
P. Por conveniencia, utilizar (�PY PY

 Primera derivada:

 Segunda derivada:

 Periodo:

 Intersección en x:

 Intersección en y:

 Asíntotas verticales:

 Asíntotas horizontales:

 Puntos críticos:

 Posibles puntos de inflexión:

 Dominio:

 Intervalos de prueba:

El análisis de la gráfica de f en el intervalo (�PY PY -
a

algebraico por computadora Maple b.

, �P
, 

P���
P

, 
P�

x �
� n

P

x �
P

x �
P

x Véase nota anterior.� �
P

,

S 1D

�P
, �

P

f�SxD �
cos x

S1 � sen xD

f�SxD � �
1

1 � sen x

NOTA  Sustituyendo �PY PY Y
de forma indeterminada y se estudiará en la sección 8.7. Para determinar si la función tiene asíntotas 
verticales en estos dos valores, es posible rescribir las funciones como sigue.

f SxD �
cos x

1 � sen x
�

Scos xDS1 � sen xD
S1 � sen xDS1 � sen xD �

Scos xDS1 � sen xD
cos  x

�
1 � sen x

cos x

En esta forma, es claro que la gráfica de f tiene asíntotas verticales cuando x ��PY PY

Características de la gráfica

Decreciente, cóncava hacia arriba

Decreciente, cóncava hacia abajo

x �
P

��
P

< x <

P

�
1

x �
P

���
P

< x <

P

x � �
P

f�XxCf�XxCf XxC

x

1

1





P P P

x
 =

x
 =

 

Punto de
inflexión

, )(P

f(x) � cos x
1 � sen x

y

P P

Generada con Maple

x

1

3

−−−

−3

−2

−1

� ��� ��
22 22

33

y
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En los ejercicios 1 a 4, hacer que corresponda la gráfica de ƒ en la 
columna izquierda con la de su derivada en la columna derecha.

  Gráfica de ƒ  Gráfica de ƒ�    
 1.  a) 

 2.  b) 

 3.  c) 

 4.  d) 

En los ejercicios 5 a 32, analizar y dibujar una gráfica de la fun-
ción. Indicar todas las intersecciones, extremos relativos, puntos 
de inflexión y asíntotas. Utilizar una herramienta de graficación 
para verificar los resultados.

En los ejercicios 33 a 36, utilizar un sistema algebraico por compu-
tadora para analizar y representar gráficamente la función. 
Identificar todos los extremos relativos, puntos de inflexión y 
asíntotas.

 

 

En los ejercicios 37 a 46, dibujar una gráfica de la función sobre 
el intervalo dado. Utilizar una herramienta de graficación para 
verificar la gráfica.

x

11









y

x

1

1

1

y

x

1



1





y

x

1

1 1





y

x

1





y

x







 

y

x



 



y

x

1

1

1





y

Ejercicios3.6

y �
3x

x2 � 1

y �
x2

x2 � 3

y �
1

x � 2
� 3 6.

8.

10.

5.

7.

9. f 	x� �
x � 3

x

y �
x2 � 1

x2 � 4

y �
x

x2 � 1

11. 12.

13. 14.

15. 16.

17. 18.

19. 20.

21. 22.

23. 24.

25. 26.

27. 28.

29. 30.

31. 32. y � �x2 � 6x � 5�y � �2x � 3�
y � 	x � 1�5y � x5 � 5x

y � 3x4 � 6x2 �
5
3y � 3x4 � 4x3

f 	x� �
1
3	x � 1�3 � 2y � 2 � x � x3

y � �
1
3	x3 � 3x � 2�y � x3 � 3x2 � 3

y � 3	x � 1�2�3 � 	x � 1�2y � 3x2�3 � 2x

g	x� � x�9 � x2h	x� � x�4 � x2

g	x� � x�9 � xy � x�4 � x

y �
2x2 � 5x � 5

x � 2
y �

x2 � 6x � 12

x � 4

f 	x� �
x3

x2 � 9
f 	x� �

x2 � 1

x

f 	x� � x �
32

x2
g	x� � x �

8

x2

33. 34.

35. 36. f 	x� �
4x

�x2 � 15
f 	x� �

�2x

�x2 � 7

f 	x� � x �
4

x2 � 1
f 	x� �

20x

x2 � 1
�

1

x

CAS

Desarrollo de conceptos
 47. Suponer que ƒ�(t) � t -

�

 48. � b ƒ�(x) b x en el intervalo 

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46. �2
 < x < 2
g	x� � x cot x,

�
3


2
< x <

3


2
g	x� � x tan x,

�3 < x < 3y � sec2�
x

8 � � 2 tan�
x

8 � � 1,

0 < x <




2
y � 2	csc x � sec x�,

0 < x < 
y � 2	x � 2� � cot x,

�



2
< x <




2
y � 2x � tan x,

0 � x � 2
y � cos x �
1
4 cos 2x,

0 � x � 2
y � sin x �
1

18 sin 3x,

0 � x � 2
f 	x� � �x � 2 cos x,

0 � x � 2
f 	x� � 2x � 4 sin x,sen

sensen
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Desarrollo de conceptos (continuación)

En los ejercicios 49 y 50, las gráficas de ƒ, ƒ� y ƒq se mues-
tran sobre el mismo conjunto de ejes de coordenadas.  
¿Cuál es cuál? Explicar el razonamiento. 

 49.  50. 

En los ejercicios 51 a 54, utilizar una herramienta de grafi-
cación para representar la función. Emplear la gráfica para 
determinar, si es posible, que la gráfica de la función cruce su 
asíntota horizontal. ¿Es posible que la gráfica de una función 
cruce su asíntota vertical? ¿Por qué sí o por qué no?

 51.  52.

 53.  54.

En los ejercicios 55 y 56, emplear una herramienta de grafi-
cación para representar la función. Explicar por qué no hay 
asíntota vertical cuando una inspección superficial de la función 
quizá indique que debería haber una.

 55.  56.

En los ejercicios 57 a 60, utilizar una herramienta de graficación 
para representar la función y determinar la asíntota oblicua de 
la gráfica. Realizar acercamientos repetidos y describir cómo 
parece cambiar la gráfica que se exhibe. ¿Por qué ocurre lo 
anterior?

 57.  58.

 59.  60.

Razonamiento gráfico En los ejercicios 61 a 64, utilizar la gráfica 
de ƒ� para dibujar la gráfica de ƒ y la gráfica de ƒ�.

 61.  62.

 63.  64.

(Proporcionado por Big Fox, Moverly Area Community College, 

Moverly MO)

 65. Razonamiento gráfico

 a) Utilizar un sistema algebraico por computadora para re-
presentar la función y emplear la gráfica para aproximar 
en forma visual los puntos críticos.

 b) Emplear un sistema algebraico por computadora para 
determinar ƒ� y aproximar los puntos críticos. ¿Los resul-
tados son los mismos que los de la aproximación visual del 
apartado a

 66. Razonamiento gráfico

ƒ(x) � tan(sen Px).

 a) Utilizar una herramienta de graficación para representar la 
función.

 b

 c

 d �1, 1).
 e) Utilizar una herramienta de graficación para determinar la 

Para pensar En los ejercicios 67 a 70, crear una función cuya 
gráfica tiene las características indicadas. (Hay más de una res-
puesta correcta.)

 67. x �

y

 68. x ��

 69. x �

y � x �

 70. x �

y ��x

 71. Razonamiento gráfico 
de la función f.

 a)  ¿Para cuáles valores de x es ƒ�(x

 b)  ¿Para cuáles valores de x es ƒ�(x

 c)  ¿Sobre qué intervalo la función ƒ�

 d)  ¿Para qué valor de x la función ƒ�(x
este valor de x, ¿cómo se comporta la razón de cambio de ƒ 

Explicar.

x

1
1



y

x





y

x

  1 1

1

y

f a

x

8  8 1

8

f a

y

x

 

1





f a

y

x

  1 1

1



f a

y

f SxD �
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 a) La intersección con el eje x de la recta tangente es 

 b) La intersección con el eje y 
de la recta tangente es

 c) La intersección con el eje x 
de la recta normal es

 d) La intersección con el eje y de la recta normal es

 e)  ƒ) 
   
 g)  

 h)  

 77. Modelado matemático Los datos en la tabla muestran el 
número N de bacterias en un cultivo en el tiempo t, donde t se 
mide en días.

Un modelo para estos datos está dado por

 a) Utilizar una herramienta de graficación para dibujar los 
datos y representar el modelo.

 b) Recurrir al modelo para estimar el número de bacterias 
cuando t �

 c

grande.
 d) Utilizar un sistema algebraico por computadora para deter-

minar el tiempo en que la tasa de incremento en el número 
de bacterias es más grande.

 e lím
tm@

 NStD.

Asíntotas oblicuas En los ejercicios 78 y 79, la gráfica de la fun-
ción tiene dos asíntotas oblicuas. Identificar cada asíntota oblicua. 
Después representar gráficamente la función y sus asíntotas.

 78.  79.

 73. Razonamiento gráfico

  Determinar el efecto sobre la gráfica de ƒ si a y b cambian. 
a y b son ambos positivos o ambos 

negativos, y casos en los que a y b tienen signos opuestos.

 74. x) � ,N (ax)  � (ax), a p

 a) Determinar los cambios (si los hay) en las intersecciones, los 
extremos y la concavidad de la gráfica ƒ cuando varía a.

 b) En la misma ventana de observación, utilizar una herra-
mienta de graficación para representar la función relativa 

a.

 75. Investigación

para valores enteros no negativos de n.

 a n y la simetría de la 
gráfica.

 b) ¿Para qué valores de n el eje x

 c) ¿Para qué valor de n será y �

 d n �

 e) Representar f en una herramienta de graficación para cada 
valor de n indicado en la tabla. Emplear la gráfica para 
determinar el número M de extremos y el número N de 
puntos de inflexión de la gráfica.

 76. Investigación Sea P(x , y ) un punto arbitrario sobre la gráfica 
de ƒ tal que ƒ�(x ) p
cada afirmación.

f SxD �
ax

Sx � bD .

f SxD �
xn

x � 1

n

M

N

Sx � f Sx D f�Sx D, D.

S f Sx D � x f�Sx DD.

� y �
x

f�Sx D�.

\AP\ � \ f Sx D\�1 � F f�Sx DG

\AB\ � \ f Sx D f�Sx D\
\PC\ � \ f Sx D�1 � F f�Sx DG

f�Sx D \\BC\ � \ f Sx D
f�Sx D\

x
O A B C

f

P(x , y )

y

t 1 2 3 4 5 6 7 8

N 25 200 804 1 756 2 434 2 4732 296 2 467

N �
� t � t

� t � 7t
,  1 b t b 8.

y � �x � xy � � � x

f SxD � f SaD
x � a

�
f SbD � f SaD

b � a

x � b
�

1
 f�SBD

x
x

0
x

1
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2
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3
x

4

f

y

x

6

6

4

42
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Figura para 71 Figura para 72

Para discusión

 72. Razonamiento gráfico 
reales x0, x1, x2, x3 y x4 de tal manera que los siguientes 
enunciados sean verdaderos.

a) ƒ�(x) � b) ƒ �(x) �

c) ƒ�(x) no existe. d) ƒ tiene un máximo relativo.

e

Preparación del examen Putnam

 80. x) está definida en a b x b b. Suponiendo 
propiedades apropiadas de continuidad y derivabilidad, 
demostrar para a � x � b que

donde B es algún número entre a y b.

 

y � �x � xy � � � x

�x �
f Sx D
f�Sx D, �.

CAS



■ Resolver problemas de máximos y mínimos aplicados.

Problemas de aplicación de máximos y mínimos

Una de las aplicaciones más comunes del cálculo implica la determinación de los valores 
mínimo y máximo. Recordar cuántas veces hemos oído hablar de utilidad (beneficio) 
máxima(o), mínimo costo, tiempo mínimo, voltaje máximo, forma óptima, tamaño mínimo, 
máxima resistencia y máxima distancia. Antes de describir una estrategia general de solución 
para tales problemas, se considera un ejemplo.

EJEMPLO 1 Determinación del volumen máximo

Un fabricante quiere diseñar una caja abierta que tenga una base cuadrada y un área su-
perficial de 108 pulgadas cuadradas, como se muestra en la figura 3.53. ¿Qué dimensiones 
producirá una caja con un volumen máximo?

Solución Debido a que la caja tiene una base cuadrada, su volumen es

V � x2h Ecuación primaria.

Esta ecuación recibe el nombre de ecuación primaria porque proporciona una fórmula para 
la cantidad que se va a optimizar. El área de la superficie de la caja es

S � (área de la base) � (área de los cuatro lados)

S � x2 � 4xh � 108. Ecuación secundaria.

Como V se va a maximizar, escribir V como una función de una sola variable. Para ha-
cerlo, es posible resolver la ecuación x2 �4xh �108 para h en términos de x y obtener 
h �(108 �x2)Y(4x). Sustituyendo en la ecuación primaria, se obtiene

 Función de dos variables.

 Sustituir para h.

 Función de una variable.

Antes de determinar qué valor de x producirá un valor máximo de V, se necesita determinar 
el dominio admisible. Esto es, ¿qué valores de x tienen sentido en este problema? Se sabe 
que V r 0. También que x debe ser no negativa y que el área de la base (A �x2) es a lo sumo 
108. De tal modo, el dominio admisible es

0 � x � �108.  Dominio admisible.

Para maximizar V, determinar los puntos críticos de la función de volumen en el intervalo  
�0, �108	.

 Igualar la derivada a cero.

 Simplificar.

 Puntos críticos.

De tal modo, los puntos críticos son x ��6. No se necesita considerar x ��6 porque está 
fuera del dominio. La evaluación V en el punto crítico x � 6 y en los puntos terminales del 
dominio produce V V V( ) , ( ) .0 0 6 108 108 0� � � 	 �y  De tal modo, V es máximo cuando 
x �6 y las dimensiones de la caja son 6 �6 �3 pulgadas. 

 � 27x �
x3

4
.

 � x2�108 � x2

4x �
V � x2h

 x � �6

 3x2 � 108

dV

dx
� 27 �

3x2

4
� 0

V � 27x �
x3

4
.

x

x

h

Caja abierta con base cuadrada: 
S � x2 � 4xh � 108
Figura 3.53 

TECNOLOGÍA Se puede verifi-
car la respuesta utilizando una herra-
mienta de graficación para representar 
la función volumen

Usar una ventana de observación 
en la que 0 108 10 4b b zx . y  
0 120b by ,  y la función trace para 
determinar el valor máximo de V.

3.7 Problemas de optimización
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En el ejemplo 1 se nota que hay un número infinito de cajas abiertas que tienen 108 
pulgadas cuadradas de área superficial. Para empezar a resolver el problema es necesario 
preguntar qué forma básica parecería producir un volumen máximo. ¿La caja debe ser alta, 
muy baja o casi cúbica?

Incluso se puede tratar de calcular unos cuantos volúmenes, como se muestra en la 
figura 3.54, para ver si se obtiene una mejor idea de lo que deben ser las dimensiones óp-
timas. Recordar que no se puede resolver un problema hasta que no haya sido identificado 
con toda claridad.

El ejemplo 1 ilustra las siguientes estrategias para resolver problemas aplicados de 
mínimos y máximos.

1
43 s 3 s 8

Volumen = 741
4

3
44 s 4 s 5

Volumen = 92

3
205 s 5 s 4

Volumen = 1033
4

6 s 6s3

Volumen = 108

8 s�s�
3
8

Volumen = 88

¿Qué caja tiene el volumen mayor?
Figura 3.54 

NOTA  Al efectuar el paso 5, recordar 
que para determinar el valor máximo o 
mínimo de una función continua ƒ en un 
intervalo cerrado, hay que comparar los 
valores de ƒ en sus puntos críticos con 
los valores de ƒ en los puntos terminales 
del intervalo.  

Estrategias para resolver problemas aplicados de mínimos y máximos

1. Identificar todas las cantidades dadas y las que se van a determinar. Si es posible, 
elaborar un dibujo.

2. Escribir una ecuación primaria para la cantidad que se va a maximizar o mini-
mizar.

3. Reducir la ecuación primaria a una que tenga una sola variable independiente. 
Esto quizá implique el uso de ecuaciones secundarias que relacionan las variables 
independientes de la ecuación primaria.

4. Determinar el dominio admisible de la ecuación primaria. Esto es, determinar los 
valores para los cuales el problema planteado tiene sentido.

5. Determinar el valor máximo o mínimo deseado mediante las técnicas de cálculo 
estudiadas en las secciones 3.1 a 3.4.
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EJEMPLO 2 Determinación de la distancia mínima

¿Qué puntos sobre la gráfica de y �4 �x2 son más cercanos al punto (0, 2)?

Solución

La figura 3.55 muestra que hay dos puntos a una distancia mínima del punto (0, 2). La dis-
tancia entre el punto (0, 2) y el punto (x, y) sobre la gráfica de y �4 �x2 está dada por

d � x � 0 2 � y � 2 2.  Ecuación primaria.

Utilizando la ecuación secundaria y � 4 � x2, se puede rescribir la ecuación primaria 
como

d � x2 � 4 � x2 � 2 2 � x4 � 3x2 � 4.

Como d es más pequeña cuando la expresión dentro de radicales es menor, sólo se necesi-
tan determinar los puntos críticos de ƒ(x) �x4 �3x2 �4. Advertir que el dominio de f es 
toda la recta de los números reales. De tal modo, no hay puntos terminales del dominio por 
considerar. Además, igualando f a(x) a 0 se obtiene

El criterio de la primera derivada verifica que x �0 produce un máximo relativo, mientras 
que y x � ��3Y2x � �3Y2  producen una distancia mínima. De tal modo, los puntos 
más cercanos son y S��3Y2, 5Y2D.S�3Y2, 5Y2D

EJEMPLO 3 Determinación del área mínima

Una página rectangular ha de contener 24 pulgadas cuadradas de impresión. Los márgenes 
de la parte superior y de la parte inferior de la página van a ser de 1 ,N  pulgadas, y los már-
genes de la izquierda y la derecha corresponderán a 1 pulgada (ver la figura 3.56). ¿Cuáles 
deben ser las dimensiones de la página para que se use la menor cantidad de papel?

Solución Sea A el área que se va a minimizar

A � x � 3 y � 2  Ecuación primaria.

El área impresa dentro del margen está dada por

24 � xy. Ecuación secundaria.

Despejando de esta ecuación para y produce y �24Yx. La sustitución en la ecuación pri-
maria da lugar a

  Función de una variable.

Debido a que x debe ser positiva, se está interesado sólo en los valores de A para x � 0. Para 
encontrar los puntos críticos, derivar con respecto a x.

x2 � 36
dA

dx
� 2 �

72
x2 � 0

De tal modo, los puntos críticos son x ��6. No es necesario considerar x ��6 porque 
este punto está fuera del dominio. El criterio de la primera derivada confirma que A es un 
mínimo cuando x �6. De tal modo, y � 2?- �4 y las dimensiones de la página deben ser 
x �3 �9 pulgadas por y �2 �6 pulgadas. 

La cantidad por minimizar es la distancia: 
d � x � 0 2 � y � 2 2.
Figura 3.55 

La cantidad que se va a minimizar es el 
área: A � x � 3 y � 2
Figura 3.56 

3

1

11
x

d (x, y)

(0, 2)

y � 4  x2

y

Newton, Sir Isaac (1643-1727), English mathematician and physicist, who brought the
scientific revolution of the 17th century to its climax and established the principal outlines
of the system of natural science that has since dominated Western thought. In mathematics,
he was the first person to develop the calculus. In optics, he established the heterogeneity
of light and the periodicity of certain phenomena. In mechanics, his three laws of motion
became  the  foundation  of  modern  dynamics,  and  from  them  he  derived  the  law  of
universal gravitation.

Newton was born on January 4, 1643, at W oolsthorpe, near Grantham in Lincolnshire.
When he was three years old, his widowed mother remarried, leaving him to be reared by
her mother. Eventually, his mother, by then widowed a second time, was persuaded to
send him to grammar school in Grantham; then, in the summer of 1661, he was sent to
Trinity College, University of Cambridge.

After receiving his bachelor's degree in 1665, and after an intermission of nearly two
years caused by the plague, Newton stayed on at Trinity, which elected him to a
fellowship in 1667; he took his master's degree in 1668. Meanwhile, he had largely
ignored the established curriculum of the university to pursue his own interests:
mathematics and natural philosophy. Proceeding entirely on his own, Newton investigated
the latest developments in 17th-century mathematics and the new natural philosophy that
treated  nature  as  a  complicated  machine.  Almost  immediately, he  made  fundamental
discoveries that laid the foundation of his career in science.
The Fluxional Method

Newton's first achievement came in mathematics. He generalized the earlier methods
that were being used to draw tangents to curves (similar to differentiation) and to calculate
areas under curves (similar to integration), recognized that the two procedures were inverse
operations, and—joining them in what he called the fluxional method—developed in the
autumn of 1666 what is now known as the calculus. The calculus was a new and powerful
instrument that carried modern mathematics above the level of Greek geometry. Although
Newton was its inventor, he did not introduce it into European mathematics. Always
morbidly fearful of publication and criticism, he kept his discovery to himself, although
enough was known of his abilities to effect his appointment in 1669 as Lucasian Professor
of Mathematics at the University of Cambridge. In 1675 the German mathematician
Gottfried Wilhelm Leibniz arrived independently at virtually the same method, which he
called the differential calculus.  Leibniz proceeded to publish his method, and the world of
mathematics not only learned it from him but also accepted his name for it and his
notation. Newton himself did not publish any detailed exposition of his fluxional method
until 1704.
Optics

Optics was another of Newton's early interests. In trying to explain how phenomena of
colors arise, he arrived at the idea that sunlight is a heterogeneous mixture of different
rays—each of which provokes the sensation of a different color—and that reflections and
refractions cause colors to appear by separating the mixture into its components. He
devised an experimental demonstration of this theory, one of the great early exhibitions of
the power of experimental investigation in science. His measurement of the rings reflected
from  a  thin  film  of  air  confined  between  a  lens  and  a  sheet  of  glass  was  the  first
demonstration of periodicity in optical phenomena. In 1672 Newton sent a brief
exposition of his theory of colors to the Royal Society in London. Its appearance in the
Philosophical  Transactions led  to  a  number  of  criticisms  that  confirmed  his  fear  of
publication, and he subsequently withdrew as much as possible into the solitude of his
Cambridge study. He did not publish his full Opticks until 1704.

x

y

1 pulg1
2

1 pulg1
2

1 pulg 1 pulg

 x � 0, 
3
2

, �
3
2

.

 f� x � 4x3 � 6x � 2x 2x2 � 3 � 0

A � x � 3
24
x

� 2 � 30 � 2x �
72
x

.
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EJEMPLO 4 Hallar la longitud mínima

Dos postes, uno de 12 pies de altura y el otro de 28 pies, están a 30 pies de distancia. Se 
sostienen por dos cables, conectados a una sola estaca, desde el nivel del suelo hasta la parte 
superior de cada poste. ¿Dónde debe colocarse la estaca para que se use la menor cantidad 
de cable?

Solución

Sea W la longitud del cable que se va a minimizar. Utilizando la figura 3.57, puede escri-
birse

W � y �z. Ecuación primaria.

En este problema, más que resolver para y en términos de z (o viceversa), se deben despejar 
tanto para y como para z en términos de una tercera variable x, como se indica en la figura 
3.57. De acuerdo con el teorema de Pitágoras, se obtiene

lo que implica que

De tal modo, W está dada por

La derivación de W con respecto a x produce

Haciendo dWYdx �0, se obtendrá

Como x � �22.5 no está en el dominio y

se puede concluir que el alambre debe colocarse a 9 pies del poste de 12 pies.

TECNOLOGÍA De acuerdo con el ejemplo 4, puede verse que los problemas de optimi-
zación aplicada implican una gran cantidad de álgebra. Si se tiene acceso a una herramien-
ta de graficación, confirmar que x �9 produce un valor mínimo de W al trazar la gráfica

como se muestra en la figura 3.58.

dW

dx
�

x

�x2 � 144
�

x � 30

�x2 � 60x � 1 684
.

S30 � xD2 � 282 � z2

 x2 � 122 � y2

z � �x2 � 60x � 1 684.

y � �x2 � 144

0 b x b 30. � �x2 � 144 � �x2 � 60x � 1 684,

W � y � z

 x � 9, �22.5.

 320Sx � 9DS2x � 45D � 0

 640x2 � 8 640x � 129 600 � 0

 x4 � 60x3 � 1 684x2 � x4 � 60x3 � 1 044x2 � 8 640x � 129 600

 x2Sx2 � 60x � 1 684D � S30 � xD2Sx2 � 144D
 x�x2 � 60x � 1 684 � S30 � xD�x2 � 144

x

�x2 � 144
�

x � 30

�x2 � 60x � 1 684
� 0

y WS30D � 60.31WS9D � 50WS0D � 53.04,

Se puede confirmar el valor mínimo de W 
con una herramienta de graficación
Figura 3.58 

La cantidad que se va a minimizar es la lon-
gitud. De acuerdo con el diagrama, puede 
verse que x varía entre 0 y 30
Figura 3.57 

12 pies
y

28 pies
z

30  xx

W � y � z

45

0 30

(9, 50)

60

W � �x2 � 144 � �x2 � 60x � 1 684
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En cada uno de los primeros cuatro ejemplos, el valor extremo ocurriría en un punto 
crítico. Aunque esto sucede a menudo, recordar que un valor extremo también puede pre-
sentarse en un punto terminal de un intervalo, como se muestra en el ejemplo 5.

EJEMPLO 5 Un máximo en un punto terminal

Se van a usar cuatro pies de alambre para formar un cuadrado y un círculo. ¿Qué cantidad 
de alambre debe usarse para el cuadrado y qué cantidad para el círculo a fin de abarcar la 
máxima área total?

Solución

El área total (ver la figura 3.59) está dada por

A x2 r2.

A área del cuadrado) área del círculo)

 Ecuación primaria.

Como la longitud total de alambre es 4 pies, se obtiene

De tal modo, r �2(1 �x)YP, y sustituyendo en la ecuación primaria se obtiene

El dominio admisible es 0 b  x  b 1 restringido por el perímetro cuadrado. Como

el único punto crítico en (0, 1) es x �4Y(P �4) y 0.56. Así, utilizando

Puede concluirse que el área máxima ocurre cuando x �0. Esto es, todo el alambre se usa 
para el círculo. 

Revisar las ecuaciones primarias formuladas en los primeros cinco ejemplos. Como 
indican las aplicaciones, estos cinco ejemplos son bastante simples, no obstante las ecua-
ciones primarias resultantes son bastante complicadas.

Por lo común, debe esperarse que las aplicaciones de la vida real incluyan ecuaciones al 

menos tan complicadas como estas cinco. Recordar que una de las metas principales de este 
curso es aprender a utilizar el cálculo con el fin de analizar ecuaciones que en un principio 
parecen ser sumamente complejas.

 
1

4 x2 8x 4 .

 x2 4 1 x 2

 A x2 2 1 x 2

dA

dx

2 4 x 8

y A 1 1A 0.56 0.56A 0 1.273,

4 4x 2 r.

4 perímetro del cuadrado) circunferencia del círculo)

A 30 2x
72
x

A
1

4 x2 8x 4d x4 3x2 4

W x2 144 x2 60x 1 684V 27x
x3

4

La cantidad que se va a maximizar es el 
área: A x2 r2

Figura 3.59 

4 pies

?
Perímetro: 4x

Área: x2

Área:   r2

x

Circunferencia: 2  r

r

P

P

x

E X P L O R A C I Ó N

¿Cuál sería la respuesta si en el 
ejemplo 5 se preguntaran las dimen-
siones necesarias para encerrar el 
área total mínima?
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 1. Análisis numérico, gráfico y analítico Encontrar dos núme-
ros positivos cuya suma es 110 y cuyo producto es un máximo 
posible.

 a) Completar analíticamente seis renglones de una tabla tal como 
la siguiente. (Se muestran los primeros dos renglones.)

 b) Utilizar una herramienta de graficación para generar ren-
glones adicionales en la tabla. Emplear la tabla para estimar 
la solución. (Sugerencia: Utilizar la función table de la 
herramienta de graficación.)

 c) Escribir el producto P como una función de x.
 d) Utilizar una herramienta de graficación para representar la 

función en el apartado c) y estimar la solución a partir de 
la gráfica.

 e) Usar el cálculo para determinar el punto crítico de la función 
en el apartado c). Encontrar después los dos números.

 2. Análisis numérico, gráfico y analítico Una caja abierta de 
volumen máximo se va a construir a partir de una pieza cuadrada 
de material, de 24 pulgadas de lado, cortando cuadrados iguales 
a partir de las esquinas y doblando los bordes (ver la figura).

 a) Completar analíticamente seis renglones de una tabla tal 
como la siguiente. (Se muestran los primeros dos renglo-
nes.) Usar la tabla para estimar el volumen máximo.

 b) Escribir el volumen V como una función de x.
 c) Emplear cálculo para determinar el punto crítico de la 

función en el apartado b) y encontrar el valor máximo.
 d) Utilizar una herramienta de graficación para representar 

la función del apartado b) y verificar el volumen máximo 
a partir de la gráfica.

En los ejercicios 3 a 8, encontrar dos números positivos que satis-
fagan los requerimientos dados.

 3. La suma es S y el producto es un máximo.

 4. El producto es 185 y la suma es un mínimo.

 5. El producto es 147 y la suma del primero más tres veces el 
segundo es un mínimo.

 6. El segundo número es el recíproco del primero y la suma es un 
mínimo.

 7. La suma del primero y el doble del segundo es 108 y el producto 
es un máximo.

 8. La suma del primer número al cuadrado y el segundo es 54 y el 
producto es un máximo.

En los ejercicios 9 y 10, encontrar el largo y el ancho de un rectán-
gulo que tiene el perímetro dado y un área máxima.

 9. Perímetro: 80 metros 10. Perímetro: P unidades

En los ejercicios 11 y 12, encontrar el largo y el ancho de un rec-
tángulo que tiene el área dada y un perímetro mínimo.

 11. Área: 32 pies cuadrados 12. Área: A centímetros cuadrados

En los ejercicios 13 a 16, determinar el punto sobre la gráfica de 
la función que está más cerca al punto dado.

 13.  14.

 15.  16.

 17. Área Una página rectangular contendrá 30 pulgadas cuadradas 
de área impresa. Los márgenes de cada lado son de 1 pulgada. 
Encontrar las dimensiones de la página de manera tal que se use 
la menor cantidad de papel.

 18. Área Una página rectangular contendrá 36 pulgadas cuadradas 
de área impresa. Los márgenes de cada lado serán de 1 ,N  pulgadas. 
Encontrar las dimensiones de la página de manera tal que se use 
la menor cantidad de papel.

 19. Reacción química En una reacción química autocatalítica, el 
producto formado es un catalizador para la reacción. Si Q0 es la 
cantidad de la sustancia original y x es la cantidad del catalizador 
formado, el ritmo o velocidad de la reacción química es

¿Para qué valor de x la velocidad de la reacción química será 
la mayor?

 20. Control de tráfico En un día determinado, el ritmo o tasa de 
flujo F (vehículos por hora) en una autopista congestionada es

donde v es la velocidad del tráfico en millas por hora. ¿Qué 
velocidad maximizará el ritmo o tasa de flujo en la autopista?

Primer
número x

Segundo
número Producto P

10

20 20S110 � 20D � 1 800110 � 20

10S110 � 10D � 1 000110 � 10

Largo
y ancho

Altura
x

Volumen
V

1

2 2F24 � 2S2DG2 � 80024 � 2S2D

1F24 � 2S1DG2 � 48424 � 2S1D

24  2x

24
 

 2
x

xx

x

x

F �
v

22 � 0.02v2

dQ

dx
� kxSQ0 � xD.

S 5, 3Df SxD � Sx 1D2S2, 12 Df SxD � x2

S12,   0Df SxD � �x

�

8S4, 0Df SxD � �x

PuntoFunción      PuntoFunción      

�

�

Ejercicios3.7
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 21. Área Un granjero planea cercar un pastizal rectangular ad-
yacente a un río. El pastizal debe contener 245 000 m2 para 
proporcionar suficiente pastura para el rebaño. ¿Qué dimensiones 
requeriría la cantidad mínima de cercado si no es necesario vallar 
a lo largo del río?

 22. Área máxima Un ganadero tiene 400 pies de cercado con los 
cuales delimita dos corrales rectangulares adyacentes (ver la 
figura). ¿Qué dimensiones deben utilizarse de manera que el 
área delimitada será un máximo?

 23. Volumen máximo

 a) Verificar que cada uno de los sólidos rectangulares que 
se muestran en la figura tenga un área superficial de 150 
pulgadas cuadradas.

 b) Encontrar el volumen de cada sólido.
 c) Determinar las dimensiones de un sólido rectangular (con 

una base cuadrada) de volumen máximo si su área super-
ficial es de 150 pulgadas cuadradas.

 24. Volumen máximo Determinar las dimensiones de un sólido 
rectangular (con base cuadrada) de volumen máximo si su área 
rectangular es de 337.5 cm2.

 25. Área máxima Una ventana Norman se construye juntando un 
semicírculo a la parte superior de una ventana rectangular ordi-
naria (ver la figura). Encontrar las dimensiones de una ventana 
Norman de área máxima si el perímetro total es de 16 pies.

 26. Área máxima Un rectángulo está cortado por los ejes x y y y la 
gráfica de y �(6 �x)Y2 (ver la figura). ¿Qué longitud y ancho debe 
tener el rectángulo de manera que su área sea un máximo?

 27. Longitud mínima Un triángulo rectángulo se forma en el 
primer cuadrante mediante los ejes x y y y una recta que pasa 
por el punto (1, 2) (ver la figura).

 a) Escribir la longitud L de la hipotenusa como una función 
de x.

 b) Utilizar una herramienta de graficación para aproximar x de 
manera tal que la longitud de la hipotenusa sea un mínimo.

 c) Determinar los vértices del triángulo de manera tal que su 
área sea un mínimo.

 28. Área máxima Determinar el área del triángulo isósceles más 
grande que pueda inscribirse en un círculo de radio 6 (ver la 
figura).

 a) Resolver escribiendo el área como una función de h.
 b) Resolver escribiendo el área como una función de A.
 c) Identificar el tipo de triángulo de área máxima.

 29. Área máxima Un rectángulo está delimitado por el eje x y el 
semicírculo y � �25 � x2 (ver la figura). ¿Qué largo y ancho 
debe tener el rectángulo de manera que su área sea un máximo?

 30. Área Encontrar las dimensiones del rectángulo más grande 
que puede inscribirse en un semicírculo de radio r (ver el ejer-
cicio 29).
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 31. Análisis numérico, gráfico y analítico Una sala de ejercicios 
tiene la forma de un rectángulo con un semicírculo en cada ex-
tremo. Por la parte externa una pista de carreras de 200 metros 
delimita a la sala.

 a) Dibujar una figura para representar el problema. Dejar que 
x y y representen el largo y el ancho del rectángulo.

 b) De manera analítica completar seis renglones de una tabla 
tal como la siguiente. (Se muestran los dos primeros ren-
glones.) Utilizar la tabla para estimar el área máxima de la 
región rectangular.

 c) Escribir el área A como una función de x.
 d) Utilizar el cálculo para encontrar el punto crítico de la 

función del apartado c) y determinar el valor máximo.
 e) Utilizar una herramienta de graficación para representar la 

función en el apartado c) y verificar el área máxima a partir 
de la gráfica.

 32. Análisis numérico, gráfico y analítico Se va a diseñar un 
cilindro circular recto que pueda contener 22 pulgadas cúbicas 
de refresco (aproximadamente 12 onzas de fluido).

 a) En forma analítica completar seis renglones de una tabla 
como la siguiente. (Se muestran los dos primeros renglo-
nes.)

 b) Recurrir a una herramienta de graficación para generar 
renglones adicionales de la tabla. Utilizar ésta para estimar 
el área superficial mínima. (Sugerencia: Utilizar la carac-
terística table de la herramienta de graficación.)

 c) Escribir el área superficial S como una función de r.
 d) Utilizar una herramienta de graficación para representar la 

función del apartado c) y estimar el área superficial mínima 
a partir de la gráfica.

 e) Recurrir al cálculo para encontrar el punto crítico de la 
función en el apartado c) y encontrar las dimensiones que 
producirán el área superficial mínima.

 33. Volumen máximo Un paquete rectangular que se va a enviar 
por un servicio postal puede tener una longitud y un perímetro 
que tiene un máximo de 108 pulgadas (ver la figura). Determinar 
las dimensiones del paquete de volumen máximo que puede 
enviarse. (Suponer que la sección transversal es cuadrada.)

 34. Volumen máximo Trabajar de nuevo el ejercicio 33 para un 
paquete cilíndrico. (La sección transversal es circular.)

 35. Volumen máximo Encontrar el volumen del cono circular recto 
más grande que puede inscribirse en una esfera de radio r.

 36. Volumen máximo Determinar el volumen del cilindro circular 
recto más grande que puede inscribirse en una esfera de radio r.

Desarrollo de conceptos

 37. Una botella de shampú tiene la forma de un cilindro circular 
recto. Como el área superficial de la botella no cambia cuan-
do ésta se comprime, ¿es cierto que el volumen permanece 
invariable? Explicar.

 38. El perímetro de un rectángulo es de 20 pies. De todas las 
dimensiones posibles, el área máxima es de 25 pies cua-
drados cuando su largo y ancho son ambos de 5 pies. ¿Hay 
dimensiones que producirán un área mínima? Explicar.

 39. Área superficial mínima Un sólido se forma juntando dos he-
misferios a los extremos de un cilindro circular recto. El volumen 
total del sólido es de 14 cm3. Encontrar el radio del cilindro que 
produce el área superficial mínima.

 40. Costo mínimo Un tanque industrial de la forma que se describe 
en el ejercicio 39 debe tener un volumen de 4 000 pies cúbicos. 
Si el costo de fabricación de los hemisferios es, por pie cua-
drado, doble que el del lateral, determinar las dimensiones que 
minimizarán el costo.

 41. Área mínima La suma de los perímetros de un triángulo equi-
látero y un cuadrado es igual a 10. Encontrar las dimensiones 
del triángulo y el cuadrado que producen el área total mínima.

 42. Área máxima Veinte pies de alambre se usarán para formar 
dos figuras. En cada uno de los siguientes casos, ¿qué cantidad 
de alambre debe utilizarse en cada figura de manera que el área 
total encerrada sea máxima?

 a) Triángulo equilátero y cuadrado
 b) Cuadrado y pentágono regular
 c) Pentágono regular y hexágono regular
 d) Hexágono regular y círculo

¿Qué se puede concluir a partir de este patrón? {Sugerencia: 
El área de un polígono rectangular con n lados de longitud x es 
A �(nY4)[cot(PYn)]x2.}

 43. Resistencia de una viga Una viga de madera tiene una sección 
transversal rectangular de altura h y ancho w (ver la figura en 
la siguiente página). La resistencia S de la viga es directamente 
proporcional al ancho y al cuadrado de la altura. ¿Cuáles son las 
dimensiones de la viga más fuerte que puede cortarse a partir 
de un leño redondo de 20 pulgadas de diámetro? (Sugerencia: 
S �kh2w, donde k es la constante de proporcionalidad.)
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 44. Longitud mínima Dos fábricas se localizan en las coordenadas 
(�x, 0) y (x, 0) con su suministro eléctrico ubicado en (0, h) (ver 
la figura). Determinar y de manera tal que la longitud total de la 
línea de transmisión eléctrica desde el suministro eléctrico hasta 
las fábricas sea un mínimo.

 45. Alcance de proyectil El alcance R de un proyectil lanzado 
con una velocidad inicial v0 a un ángulo U con la horizontal 

es R �
v0

2 sen 2U

g
,  donde g es la aceleración de la gravedad. 

Determinar el ángulo U tal que el alcance sea un máximo.
 46. Conjetura Considerar las funciones ƒ(x) �  , N x2  y g(x) � 

8, P x4 �  ,N x2 en el dominio [0, 4].

 a) Utilizar una herramienta de graficación para representar 
las funciones en el dominio especificado.

 b) Escribir la distancia vertical d entre las funciones como una 
función de x y recurrir al cálculo para determinar el valor 
de x respecto al cual d es un máximo.

 c) Encontrar las ecuaciones de las rectas tangentes a las grá-
ficas de ƒ y g en el punto crítico encontrado en el apartado 
b). Representar gráficamente las rectas tangentes. ¿Cuál es 
la relación entre las rectas?

 d) Enunciar una conjetura acerca de la relación entre las rectas 
tangentes a las gráficas de las dos funciones en el valor de 
x al cual la distancia vertical entre las funciones es más 
grande, y demostrar la conjetura.

 47. Iluminación Una fuente luminosa se localiza sobre el centro de 
una mesa circular de 4 pies de diámetro (ver la figura). Encontrar 
la altura h de la fuente luminosa de modo tal que la iluminación I 
en el perímetro de la mesa sea máxima si I �k(sen A)Ys2, donde 
s es la altura oblicua, A es el ángulo al cual la luz incide sobre 
la mesa y k es una constante.

 48. Iluminación La iluminación a partir de una fuente luminosa 
es directamente proporcional a la intensidad de la fuente e 
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia a partir 
de la fuente. Dos fuentes luminosas de intensidades I1 e I2 se 
encuentran separadas d unidades. ¿Qué punto del segmento de 
recta que une a las dos fuentes tiene una menor iluminación?

 49. Tiempo mínimo Un hombre se encuentra en un bote a 2 millas 
del punto más cercano a la costa. Se dirige al punto Q, localizado 
a 3 millas por la costa y a una milla tierra adentro (ver la figura). 
El hombre puede remar a 2 millas por hora y caminar a 4 millas 
por hora. ¿Hacia qué punto sobre la costa debe remar para llegar 
al punto Q en el menor tiempo?

 50. Tiempo mínimo Considerar en el ejercicio 49 si el punto Q 
está sobre la línea costera y no a una milla tierra adentro.

 a) Escribir el tiempo de recorrido T como una función de A. 
 b) Utilizar el resultado del apartado a) para encontrar el tiempo 

mínimo para llegar a Q.
 c) El hombre puede remar a v1 millas por hora y caminar a v2 

millas por hora. Escribir el tiempo T como una función de 
A. Mostrar que el punto crítico T depende sólo de v1 y v2 y 
no de las distancias. Explicar cómo este resultado sería más 
favorable para el hombre que el resultado del ejercicio 49.

 d) Describir cómo aplicar el resultado del apartado c) para mi-
nimizar el costo de construcción de un cable de transmisión 
eléctrica que cuesta c1 dólares por milla bajo el agua y c2 
dólares por milla sobre tierra.

 51. Tiempo mínimo Las condiciones son las mismas que en el 
ejercicio 49 salvo que el hombre puede remar a v1 millas por 
hora y caminar a v2 millas por hora. Si U1 y U2 son las magnitudes 
de los ángulos, mostrar que el hombre llegará al punto Q en el 
menor tiempo cuando

 52. Tiempo mínimo Cuando las ondas luminosas, que viajan en 
un medio transparente, inciden sobre la superficie de un segun-
do medio transparente, cambian de dirección. Este cambio de 
dirección recibe el nombre de refracción y se define mediante 
la ley de Snell de la refracción,

donde U1 y U2 son las magnitudes de los ángulos que se muestran 
en la figura y v1 y v2 son las velocidades de la luz en los dos 
medios. Demostrar que este problema es equivalente al del ejer-
cicio 51, y que las ondas luminosas que viajan de P a Q siguen 
la trayectoria de tiempo mínimo.
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 53. Dibujar las gráficas de ƒ(x)�2 – 2 sen x en el intervalo [0, 
PY2].

 a) Determinar la distancia desde el origen a la intersección 
con el eje y y la distancia desde el origen a la intersec-
ción con el eje x.

 b) Escribir la distancia d desde el origen hasta un punto 
sobre la gráfica de ƒ como una función de x. Utilizar una 
herramienta de graficación para representar d y encontrar 
la distancia mínima.

 c) Usar el cálculo y la función zero o root de una herramienta 
de graficación para encontrar el valor de x que minimiza 
la función d en el intervalo [0, PY2]. ¿Cuál es la distancia 
mínima? (Proporcionado por Tim Chapell Penn Valley 

Community College, Kansas City, MO)

 54. Costo mínimo Un pozo petrolero marino se encuentra a 2 
kilómetros de la costa. La refinería está a 4 kilómetros por la 
costa. La instalación de la tubería en el océano es dos veces más 
cara que sobre tierra. ¿Qué trayectoria debe seguir la tubería para 
minimizar el costo?

 55. Fuerza mínima Se diseña un componente para deslizar un 
bloque de acero con peso W a través de una mesa y hacia una 
canaleta (ver la figura). Se opone al movimiento del bloque una 
fuerza de fricción proporcional a su peso aparente. (Sea k la 
constante de proporcionalidad.) Determinar la fuerza mínima 
F necesaria para deslizar el bloque y encontrar el valor corres-
pondiente de U. (Sugerencia: F cos U es la fuerza en la dirección 
del movimiento, y F sen U es la cantidad de fuerza que tiende a 
levantar el bloque. De tal modo, el peso aparente del bloque es 
W�F sen U.)

 56. Volumen máximo Un sector con ángulo central U se corta de 
un círculo de 12 pulgadas de radio (ver la figura), y los bordes 
del sector se juntan para formar un cono. Determinar la magnitud 
de U tal que el volumen del cono sea un máximo.

los cuales tres lados miden 8 pies de largo (ver la figura). Deter-
minar el ángulo de elevación Ude los lados de manera tal que el 
área de la sección transversal sea un máximo, completando lo 
siguiente.

 a) Completar analíticamente seis renglones de una tabla como 
la siguiente. (Se muestran los dos primeros renglones.)

 b) Emplear una herramienta de graficación para generar ren-
glones adicionales de la tabla y estimar el área de sección 
transversal máxima. (Sugerencia: Utilizar la función table 
de la herramienta de graficación.)

 c) Escribir el área de la sección transversal A como una función 
de U.

 d) Recurrir al cálculo para determinar el punto crítico de la 
función en el apartado c) y encontrar el ángulo que produ-
cirá la máxima área de sección transversal.

 e) Utilizar una herramienta de graficación para representar 
la función del apartado c) y verificar el área máxima de 
sección transversal.

 58. Utilidad máxima (beneficio máximo) Suponer que la cantidad 
de dinero depositada en un banco es proporcional al cuadrado de 
la tasa de interés que paga el banco sobre este dinero. Además, 
el banco puede reinvertir esta suma a 12%. Determinar la tasa 
de interés que el banco debe pagar para maximizar la utilidad 
(el beneficio). (Utilizar la fórmula de interés simple.)

 59. Costo mínimo El costo de pedido y transporte C de las com-
ponentes utilizadas en la fabricación de un producto es

donde C se mide en miles de dólares y x es el tamaño del pe- 
dido en cientos. Encontrar el tamaño del pedido que mini- 
miza el costo. (Sugerencia: Utilizar la función root de una  
herramienta de graficación.)

 60. Disminución de rendimientos La utilidad (el beneficio) P (en 
miles de dólares) para una compañía que gasta una cantidad s 
(en miles de dólares) en publicidad es

 a) Hallar la cantidad de dinero que la compañía debe gastar 
en publicidad para producir una utilidad máxima (un ren-
dimiento máximo).

 b) El punto de disminución de rendimientos es el punto en 
el cual la tasa de crecimiento de la función de utilidad (de 
rendimiento) empieza a declinar. Determinar el punto de 
disminución de rendimientos.

Distancia mínima En los ejercicios 61 a 63, considerar un centro 
de distribución de combustible localizado en el origen del sistema 
rectangular de coordenadas (unidades en millas; ver las figuras 
en la siguiente página). El centro suministra a tres fábricas con 
coordenadas (4, 1), (5, 6) y (10, 3). Los camiones de reparto siguen 
la línea y = mx, y líneas de alimentación a las tres fábricas. El 
objetivo es determinar m de forma que la suma de las longitudes 
de las líneas sea lo más pequeña posible.

Q
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�22.18 sen 10�8 � 16 cos 10�

 57. Análisis numérico, gráfico y analítico Las secciones trans-
versales de un canal de irrigación son trapezoides isósceles de 
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 61. Minimizar la suma de los cuadrados de las longitudes de las 
líneas de alimentación dada por

Hallar la ecuación de la ruta recta de los camiones mediante este 
método y después determinar la suma de las longitudes de las 
líneas de alimentación.

 62. Minimizar la suma de los valores absolutos de las longitudes de 
las líneas de alimentación dada por

Hallar la ecuación para la ruta recta de los camiones mediante 
este método y luego determinar la suma de las longitudes de las 
líneas de alimentación. (Sugerencia: Utilizar una herramienta de 
graficación para representar la función S2 y aproximar el punto 
crítico requerido.)

 63. Minimizar la suma de las distancias perpendiculares (ver los 
ejercicios 87 a 92 en la sección P.2) de la línea a las fábricas 
dada por

Hallar la ecuación para la línea mediante este método y a conti-
nuación determinar la suma de las longitudes de los desvíos. (Su-

gerencia: Utilizar una herramienta de graficación para representar 
la función S3 y aproximar el punto crítico requerido.)

 64. Área máxima Considerar una cruz simétrica inscrita en un 
círculo de radio r (ver la figura).

 a) Escribir el área A de la cruz como una función de x y de-
terminar el valor de x que maximiza el área.

 b) Escribir el área A de la cruz como una función de U y en-
contrar el valor de U que maximiza el área.

 c) Demostrar que los puntos críticos de los apartados a) y b) 
producen la misma área máxima. ¿Cuál es esta área?

 
Río Connecticut
Cada vez que el río Connecticut alcanza un nivel de 105 pies sobre el 
nivel del mar, dos operadores de la estación de control de inundaciones 
en Northampton, Massachusetts, inician una vigilancia horaria del 
río. Cada 2 horas verifican la altura del mismo, utilizando una escala 
marcada en décimas de pie, y registran los datos en una bitácora. En 
la primavera de 1996, la vigilancia de la crecida se efectuó del 4 de 
abril, cuando el río alcanzó 105 pies y se elevaba a razón de 0.2 pies 
por hora, hasta el 25 de abril, cuando el nivel regresó de nuevo a 105 
pies. Entre estas fechas, los registros muestran que el río creció y 
bajó varias veces, en un punto cercano a la marca de 115 pies. Si el 
río hubiera alcanzado 115 pies, la ciudad habría tenido que cerrar la 
autopista Mount Tom (Ruta 5, al sur de Northampton).

La gráfica siguiente muestra el ritmo o tasa de cambio del nivel 
del río durante una parte de la vigilancia de la crecida. Recurrir a la 
gráfica para responder cada pregunta.

 a) ¿En qué fecha el río creció con mayor rapidez? ¿Cómo se 
puede saber?

 b) ¿En qué fecha el río tuvo el descenso más rápido? ¿Cómo 
se puede saber?

 c) Hubo dos fechas seguidas en las que el río creció, después 
bajó, después creció de nuevo durante el curso del día. ¿Qué 
día ocurrió lo anterior y cómo se puede determinar?

 d) Un minuto después de la medianoche, el 14 de abril, el 
nivel del río se encontraba en 111.0 pies. Estimar la altura 
del mismo 24 horas después y 48 horas después. Explicar 
cómo se efectuaron las estimaciones.

 e) El río alcanzó su valor más alto en 114.4 pies. ¿En qué 
fecha ocurrió lo anterior?
(Propuesto por Mary Murphy, Smith College, Northamp-

ton, MA)
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�m2 � 1

.

S2 � \4m � 1\ � \5m � 6\ � \10m � 3\.

S1 � S4m � 1D2 � S5m � 6D2 � S10m � 3D2.

Figura para 61 y 62 Figura para 63

para x > 0.
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T
as

a 
de

 c
am

bi
o

(e
n 

pi
es

 p
or

 d
ía

)

Día (0 j 12:01 a.m. abril 14)

4
3
2
1

1
2
3
4

D
1 3 5 7 9 11

R

Preparación del examen Putnam

 65. Determinar el valor máximo de ƒ(x)�x3
�3x en un con-

junto de números reales x que satisfacen x4
�36 b 13x2. 

Explicar el razonamiento.

 66. Encontrar el valor mínimo de

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Competi-
tion. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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■ Aproximar un cero de una función utilizando el método de Newton.

Método de Newton

En esta sección se estudiará una técnica para aproximar los ceros reales de una función. La 
técnica recibe el nombre de método de Newton y utiliza rectas tangentes para aproximar 
la gráfica de la función cerca de sus intersecciones con el eje x.

Para ver cómo funciona el método de Newton, considerar una función f que es conti-
nua en el intervalo [a, b] y derivable en el intervalo (a, b). Si ƒ(a) y ƒ(b) difieren en signo, 
entonces, por el teorema del valor intermedio, f debe tener al menos un cero en el intervalo 
(a, b). Suponer que se estima que este cero ocurre en

x � x1 Primera estimación.

como se muestra en la figura 3.60a. El método de Newton se basa en la suposición de que 
la gráfica de ƒ y la recta tangente en (x1, ƒ(x1)) cruzan ambas por el eje x en casi el mismo 
punto. Debido a que es muy fácil calcular la intersección con el eje x de esta recta tangente, 
es posible utilizarla como una segunda estimación (y, usualmente, mejor) del cero de f. 
La recta tangente pasa por el punto (x1, ƒ(x1)) con una pendiente de ƒ�(x1). En la forma de 
punto-pendiente, la ecuación de la recta tangente es en consecuencia

 y f �x1��x x1� f�x1�.
 y f�x1� f �x1��x x1�

Dejando y�0 y despejando x, se obtiene

x x1

f �x1�
f �x1�

.

De tal modo, a partir de la estimación inicial x1 se obtiene una nueva estimación

x2 x1

f �x1�
f �x1�

.  Segunda estimación (ver la figura 3.60b).

Es posible mejorar x2 y calcular aun una tercera estimación

x3 x2

f �x2�
f �x2�

.  Tercera estimación.

La aplicación repetida de este proceso se denomina método de Newton.

MÉTODO DE NEWTON PARA APROXIMAR LOS CEROS DE UNA FUNCIÓN

Sea ƒ(c)�0, donde ƒ es derivable en un intervalo abierto que contiene a c. Entonces, 
para aproximar c, se siguen los siguientes pasos.

1. Se efectúa una estimación inicial x1 que es cercana a c. (Una gráfica es útil.)
2. Se determina una nueva aproximación

xn 1 xn

f �xn�
f �xn�

.

3. Si |xn�xn�1| está dentro de la precisión deseada, dejar que xn�1 sirva como la 
aproximación final. En otro caso, volver al paso dos y calcular una nueva aproxi-
mación.

Cada aplicación sucesiva de este procedimiento recibe el nombre de iteración.

x
a c

b

Recta tangente

x1 x2

(x1,  f(x1))

y

a)

b)
La intersección con el eje x de la recta 
tangente se aproxima a cero de f
Figura 3.60

MÉTODO DE NEWTON

Quizá Newton fue el primero que describió 
el método para aproximar los ceros reales 
de una función en su texto Method of  

Fluxions. Aunque el libro lo escribió en 
1671, no se publicó hasta 1736. Entre 
tanto, en 1690, Joseph Raphson (1648-
1715) publicó un artículo que describía 
un método para aproximar los ceros reales 
de una función que era muy similar al de 
Newton. Por esta razón, el método a veces 
recibe el nombre de método de Newton-
Raphson.

x
a

c

Recta tangente
b

x1 x3

x2

(x1,  f(x1))

y

3.8 Método de Newton
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EJEMPLO 1 Aplicación del método de Newton

Calcular tres iteraciones del método de Newton para aproximar un cero de ƒ(x)�x2�2. 
Utilizar x1�1 como la estimación inicial.

Solución Como ƒ(x)�x2�2, se tiene que ƒ�(x)�2x, y el proceso iterativo está dado 
por la fórmula

xn�1 � xn �
f SxnD
f�SxnD

� xn �
xn

2 � 2
2xn

.

Los cálculos para tres iteraciones se muestran en la tabla.

Desde luego, en este caso, se sabe que los dos ceros de la función son �qW2. Hasta seis 
lugares decimales, qW2�1.414214. De tal modo, después de sólo tres iteraciones del método 
de Newton, se obtiene una aproximación que está dentro de 0.000002 de una raíz real. La 
primera iteración de este proceso se muestra en la figura 3.61.

EJEMPLO 2 Aplicación del método de Newton

Utilizar el método de Newton para aproximar los ceros de

fSxD � 2x3 � x2 � x � 1.

Continuar las iteraciones hasta que dos aproximaciones sucesivas difieran por menos de 
0.0001.

Solución Empezar dibujando una gráfica de ƒ, como se muestra en la figura 3.62. A partir 
de la gráfica, se puede observar que la función tiene sólo un cero, el cual ocurre cerca de 
x � �1.2. A continuación, derivar ƒ y construir la fórmula iterativa

xn�1 � xn �
f SxnD
f�SxnD

� xn �
2xn

3 � xn
2 � xn � 1

6xn
2 � 2xn � 1

.

Los cálculos se muestran en la tabla.

Como dos aproximaciones sucesivas difieren por menos del valor requerido de 0.0001, se 
puede estimar el cero de ƒ como �1.23375. 

NOTA  Para muchas funciones, con 
unas pocas iteraciones del método de 
Newton, se conseguirán errores de 
aproximación muy pequeños como 
muestra el ejemplo 1. 

1 1.000000 2.000000 1.500000

2 1.500000 0.250000 3.000000 0.083333 1.416667

3 1.416667 0.006945 2.833334 0.002451 1.414216

4 1.414216

�0.500000�1.000000

xn �
f XxnC
f�XxnC

fXxnC
f�XxnCf�XxnCfXxnCxnn

1 0.18400 5.24000 0.03511

2 5.68276

3 0.00001 5.66533 0.00000

4 �1.23375

�1.23375�1.23375

�1.23375�0.00136�0.00771�1.23511

�1.23511�1.20000

xn �
f XxnC
f�XxnC

fXxnC
f�XxnCf�XxnCf XxnCxnn

La primera iteración del método de 
Newton
Figura 3.61 

Después de tres iteraciones del método de 
Newton, el cero de f se aproxima hasta la 
exactitud deseada
Figura 3.62 

1

x

x2  1.5

x1  1

f(x) = x2  2

y

x

2 1

1

2f(x)  2x3  x2  x  1

y
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EJEMPLO 3 Ejemplo en el que el método de Newton falla

La función ƒ(x)�x1Y3 no es derivable en x�0. Demostrar que el método de Newton no 
converge al utilizar x1�0.1.

Solución Como ƒ�(x)�,<  x
�2Y3, la fórmula iterativa es

Los cálculos se presentan en la tabla. Esta tabla y la figura 3.64 indican que xn continúa 
creciendo en magnitud a medida que n  @, y por ello el límite de la sucesión no existe.

 

NOTA  En el ejemplo 3, la estimación inicial x1 � 0.1 no produce una sucesión convergente. Intentar 
demostrar que el método de Newton también falla para cualquier otra elección de x1 (distinta del cero 
real).  

x
x1

f (x1)  0

y

El método de Newton no converge si ƒ�(x)n = 0
Figura 3.63

 � �2xn.

 � xn � 3xn

 � xn �
xn

1Y3

1
3xn

�2Y3

xn�1 � xn �
f SxnD
f�SxnD

1 0.10000 0.46416 1.54720 0.30000

2 0.97467 0.40000

3 0.40000 0.73681 0.61401 1.20000

4 0.38680 1.60000�2.40000�0.92832�0.80000

�0.80000

�0.60000�0.58480�0.20000

�0.20000

xn �
fSxnD
f�SxnD

fXxnC
f�XxnCf�XxnCfXxnCxnn

El método de Newton no converge para 
todo valor de x distinto del cero real de f
Figura 3.64 

x

1

1

1

x1
x2 x3 x5

x4

f(x) = x1/3

y

Cuando, como en los ejemplos 1 y 2, las aproximaciones tienden a un límite, se dice 
que la sucesión x1, x2, x3,…, xn,… converge. Además, si el límite es c, puede demostrarse 
que c debe ser un cero de ƒ.

El método de Newton no siempre produce una sucesión convergente. La figura 3.63 
ilustra una situación así. Debido a que el método de Newton implica la división entre ƒ�(xn), 
es claro que fallará si la derivada es cero para cualquier xn en la sucesión. Cuando existe 
este problema, es fácil superarlo eligiendo un valor diferente para x1. Otra forma en la que 
el método de Newton puede fallar se muestra en el siguiente ejemplo.
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Es posible demostrar que una condición suficiente para producir la convergencia del 
método de Newton a un cero de f es que

\ fSxD f �SxD
F f�SxDG2 \ < 1  Condición para convergencia.

en un intervalo abierto que contenga al cero. Por ejemplo, en el ejemplo 1 en donde ƒ(x)�

x2�2, ƒ�(x)�2x, ƒ�(x)�2, se tendrá

\ fSxD f � SxD
F f�SxDG2 \ � \Sx2 � 2DS2D

4x2 \ � \12 �
1
x2\.  Ejemplo 1.

En el intervalo (1, 3), esta cantidad es menor que 1 y, en consecuencia, se garantiza la con-
vergencia del método de Newton. Por otro lado, en el ejemplo 3, se tiene ƒ(x)�x1Y3, ƒ�(x)
�,<  x

�2Y3, ƒ�(x)��2F x
�5Y3 y

\ fSxD f � SxD
F f�SxDG2 \ � \x1Y3S�2Y9DSx�5Y3D

S1Y9DSx�4Y3D \ � 2  Ejemplo 3.

que no es menor que 1 para ningún valor de x, por lo que el método de Newton no con-
vergerá.

Soluciones algebraicas de ecuaciones polinomiales
Los ceros de algunas funciones, tales como

fSxD � x3 � 2x2 � x � 2

pueden determinarse mediante técnicas algebraicas simples, tales como la factorización. 
Los ceros de otras funciones, tales como

fSxD � x3 � x � 1

no pueden determinarse mediante métodos algebraicos elementales. Esta función particular 
sólo tiene un cero real, y utilizando técnicas algebraicas más avanzadas se puede determinar 
que el cero es

x � � 3�3 � �23Y3
6

� 3�3 � �23Y3
6

.

Como la solución exacta se escribe en términos de raíces cuadradas y raíces cúbicas, ésta 
se denomina una solución por radicales.

NOTA  Intentar la aproximación del cero real de ƒ(x)�x3 � x�1 y comparar el resultado con la 
solución exacta dada arriba. 

La determinación de las soluciones radicales de una ecuación polinomial es uno de 
los problemas fundamentales del Álgebra. El primero de este tipo de resultados es la  
fórmula cuadrática, que data por lo menos de los tiempos de los babilónicos. La fórmula 
general para los ceros de una función cúbica se desarrolló mucho después. En el siglo XVI 
un matemático italiano, Girolamo Cardano, publicó el método para encontrar soluciones 
radicales a ecuaciones cúbicas y de cuarto grado. Después, durante 300 años, el problema 
de encontrar una fórmula general para el quinto grado permaneció sin resolver. Por último, 
en el siglo XIX, el problema fue resuelto de manera independiente por dos jóvenes matemá-
ticos. Niels Henrik Abel, un matemático noruego y Evariste Galois, un matemático francés, 
demostraron que no es posible resolver una ecuación polinomial general de quinto grado 
(o mayor) por medio de radicales. Desde luego, se pueden resolver ecuaciones particulares 
de quinto grado tales como x5�1�0, pero Abel y Galois fueron capaces de demostrar 
que no existe una solución general por radicales.

NIELS HENRIK ABEL (1802-1829)

EVARISTE GALOIS (1811-1832)

Aunque las vidas tanto de Abel como de 
Galois fueron breves, su trabajo en el campo 
del análisis y el álgebra abstracta tuvieron 
un gran alcance.
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En los ejercicios 1 a 4, completar dos iteraciones del método de 
Newton para la función utilizando la estimación inicial indicada.

 1.  2. 

 3.  4. 

En los ejercicios 5 a 14, aproximar el (los) cero(s) de la función. 
Utilizar el método de Newton y continuar el proceso hasta que 
dos aproximaciones sucesivas difieran en menos de 0.001. Después 
encontrar el (los) cero(s) utilizando una herramienta de graficación 
y comparar los resultados.

 5.  6. 

 7.  8. 

 9.  10. 

 11.  

 12.  

 13.  14. 

En los ejercicios 15 a 18, aplicar el método de Newton para 
aproximar el (los) valor(es) de x del (los) punto(s) indicado(s) 
de intersección de las dos gráficas. Continuar el proceso hasta 
que dos aproximaciones sucesivas difieran por menos de 0.001. 
[Sugerencia: Sea h(x) � ƒ(x) � g(x).]

 15.  16. 

 17.  18. 

 19. Regla de la mecánica La regla de la mecánica para aproximar 

qia, a  0, es

n � 1, 2, 3 .  .  .xn�1 �
1
2 �xn �

a

xn
�,

donde x1 es una aproximación de qia.

 a) Utilizar el método de Newton y la función ƒ(x)�x2�a 
para derivar la regla de la mecánica.

 b) Utilizar la regla de la mecánica para aproximar qi5 y qi7 
hasta tres decimales.

20. a) Emplear el método de Newton y la función ƒ(x)�xn�a 
para obtener una regla general relativa a la aproximación 
de x �  q

n  
 Wa.

 b) Utilizar la regla general que se encontró en el apartado 
a) para aproximar  q

4 W6 y  q
3  W15 hasta tres decimales.

En los ejercicios 21 a 24, aplicar el método de Newton utilizando la 
estimación inicial indicada y explicar por qué falla el método.

 21.

 22. 

 23. 

24. 

Punto fijo En los ejercicios 25 y 26, aproximar el punto fijo de 
la función hasta dos lugares decimales. [Un punto fijo x0 de una 
función f es un valor de x tal que ƒ(x0)�x0.]

 25. 

 26.

 27. Utilizar el método de Newton para que la ecuación xn�1 � 
cxn	2 � axn� pueda utilizarse para aproximar 1Ya si x1 es una 

estimación inicial del recíproco de a. Notar que este método de 
aproximación de recíprocos utiliza sólo las operaciones de resta 
y producto. [Sugerencia: Considerar f 	x� � 	1�x� � a.]

 28. Utilizar el resultado del ejercicio anterior para aproximar a) 1
3

y b) 1
11

 hasta tres decimales.

gSxD � 1YSx2 � 1DgSxD � �x � 4

f SxD � 3 � xf SxD � 2x � 1

x

1

1 2

3

3

f
g

y

x

1 2

3

2

3

f

g

y

x

6

4

2

f

g

2 2
3

y

x

2

3

f

g1

y

gSxD � cos xgSxD � tan x

f SxD � x2f SxD � x

x

1

x1 2

2

y

x

1

2

3

x1

2
2

y

x

1

3

2

3x2 x1

y

0 < x < Pf Sx) � cot x,

f SxD � cos x

x1 � 1y � 2x3 � 6x2 � 6x � 1,

x1 �
3P

2
f SxD � 2 sen x � cos 2x,

x1 � 2f SxD � �x3 � 6x2 � 10x � 6,

 Figura para 23 Figura para 24

 Figura para 21 Figura para 22

Ejercicios3.8

x1 � 0.1f 	x� � tan x,

x1 � 1.4f 	x� � x3 � 3,

x1 � 1.6f 	x� � cos x,

x1 � 2.2f 	x� � x2 � 5,

6.

8.

10.

14. f 	x
f 	x� � x 4 � x3 � 1

f 	x� � x3 � 3.9x2 � 4.79x � 1.881

f 	f 	x� � 5�x � 1 � 2x

f 	xf 	x� � x3 � x � 1

f 	xf 	x� � x3 � 4

f 	x� � �x � sen x

f 	x� � x � 2�x � 1

f 	x� � x5 � x � 1

f 	x� � 2 � x3

f 	x� � x3 � cos x

x1 � 0y � x3 � 2x � 2,

y

11 2

2

3

x
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En los ejercicios 33 y 34, aproximar el punto crítico de ƒ en el 
intervalo (0, P). Dibujar la gráfica de ƒ, marcando cualquier 
extremo.

 33. ƒ(x) � x cos x 34. ƒ(x) � x sen x

En los ejercicios 35 a 38, se incluyen algunos problemas típicos 
de las secciones previas de este capítulo. En cada caso, utilizar el 
método de Newton para aproximar la solución.

 35. Distancia mínima Hallar sobre la gráfica de ƒ(x)�4�x2 el 
punto más cercano al punto (1, 0).

 36. Distancia mínima Encontrar sobre la gráfica de ƒ(x)�x2 el 
punto más cercano al punto (4, �3).

 37. Tiempo mínimo Se encuentra en un bote a 2 millas del punto 
más cercano sobre la costa (ver la figura) y se dirige al punto 
Q, que se ubica a 3 millas por la costa y a 1 milla tierra adentro. 
Tiene la posibilidad de remar a 3 millas por hora y de caminar 
a 4 millas por hora. ¿Hacia qué punto sobre la costa debe remar 
para llegar a Q en el tiempo mínimo?

 38. Medicina La concentración C de un compuesto químico en 
el flujo sanguíneo t horas después de la inyección en el tejido 
muscular está dada por C�(3t2 t)Y(50 t3). ¿Cuándo es más 
grande la concentración?

 39. Crimen El número total de arrestos T (en miles) para hombres 
de 14 a 27 años en 2006 está aproximado por el modelo

  T � 0.602x3 � 41.44x2 � 922.8x � 6 330,  14 � x � 27

  donde x es la edad en años (ver la figura). Aproximar las dos 
edades que completen un total de 225 arrestos. (Fuente: U.S. 

Department of Justice)

 40. Costos de publicidad Una compañía que produce reproduc-
tores de discos compactos portátiles estima que la ganancia por 
la venta de un modelo particular es

P x x x76 4 830 320 000 0 603 2 ,

donde P es la ganancia en dólares y x es el gasto de publicidad 
en 10 000 dólares (ver la figura). De acuerdo con este modelo, 
determinar la más pequeña de dos cantidades de publicidad que 
producirían una ganancia P de 2 500 000 dólares.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 41 a 44, determinar si el 
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o 
proporcionar un contraejemplo.

 41. Los ceros de ƒ(x) � p(x)Yq(x) coinciden con los ceros de p(x).

 42. Si los coeficientes de una función polinomial son todos positivos, 
entonces el polinomio no tiene ceros positivos.

 43. Si ƒ(x) es un polinomio cúbico tal que ƒ�(x) nunca es cero, en-
tonces cualquier estimación inicial forzará a que el método de 
Newton converja al cero de f.

 44. Las raíces de ( )x 0 coinciden con las raíces de ƒ(x)�0.

 45. Rectas tangentes La gráfica de ƒ(x)��sen x tiene un número 
infinito de rectas tangentes que pasan por el origen. Utilizar el mé-
todo de Newton para aproximar la pendiente de la recta tangente 
que tenga la pendiente más grande hasta tres lugares decimales.

 46. Punto de tangencia En la figura se muestra la gráfica de  
ƒ(x)�cos x y una línea tangente de ƒ que pasa por el origen. 
Encontrar las coordenadas del punto de tangencia con una 
aproximación de tres decimales.

Q

2 millas

x 3  x

3 millas

1 milla

 Figura para 39 Figura para 40
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Desarrollo de conceptos

 29. Considerar la función ƒ(x)�x3�3x2�3.

 a) Utilizar una herramienta de graficación para representar ƒ.
 b) Utilizar el método de Newton con x1�1 como esti-

mación inicial.
 c) Repetir el apartado b) utilizando x1�,I  como estima-

ción inicial y observar que el resultado es diferente.
 d) Para comprender por qué los resultados de los apartados 

b) y c) son diferentes, dibujar las rectas tangentes a la 
gráfica de ƒ en los puntos ( , ( )) , ( )1 1 1

4y 1
4 . Determi-

nar la intersección con el eje x de cada recta tangente y 
comparar las intersecciones con la primera iteración del 
método de Newton utilizando las estimaciones iniciales 
respectivas.

 e) Escribir un breve párrafo en el que se resuma la forma 
en que funciona el método de Newton. Utilizar los 
resultados de este ejercicio para describir por qué 
es importante seleccionar con cuidado la estimación 
inicial.

 30. Repetir los pasos en el ejercicio 29 para la función ƒ(x) � sen 
x con estimaciones iniciales de x1�1.8 y x1�3.

 31. En sus propias palabras y utilizando un dibujo, describir 
el método de Newton para aproximar los ceros de una fun-
ción.

Para discusión

 32. ¿Bajo cuáles condiciones fallará el método de Newton?
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■ Entender el concepto de una aproximación por medio de una recta tangente.

■ Comparar el valor de la diferencial, dy, con el cambio real en y, $y.

■ Estimar un error propagado utilizando una diferencial.

■ Encontrar la diferencial de una función utilizando fórmulas de derivación.

Aproximaciones por recta tangente

El método de Newton (sección 3.8) es un ejemplo del uso de una recta tangente a una gráfica 
para aproximar la gráfica. En esta sección se estudiarán otras situaciones en las cuales la 
gráfica de la función puede aproximarse mediante una línea recta.

De inicio, considerar una función ƒ que es derivable en c, la ecuación para la recta 
tangente en el punto (c, ƒ(c)) está dada por

 y � f c � f� c x � c

 y � f c � f� c x � c

y es llamada aproximación por medio de una recta tangente (o aproximación lineal) 
de f en c. Como c es una constante, y es una función lineal de x. Además, restringiendo los 
valores de x de modo que sean suficientemente cercanos a c, los valores de y pueden utilizarse 
como aproximaciones (hasta cualquier precisión deseada) de los valores de la función ƒ. En 
otras palabras, cuando x m c, el límite de y es ƒ(c).

EJEMPLO 1 Utilización de la aproximación por medio 
de una recta tangente

Determinar la aproximación por medio de una recta tangente de

f x � 1 � sen x

en el punto (0, 1). Utilizar después una tabla para comparar los valores y de la función lineal 
con los de ƒ(x) en un intervalo abierto que contenga a x�0.

Solución La derivada de ƒ es

f� x � cos x.  Primera derivada.

De tal modo, la ecuación de la recta tangente a la gráfica de ƒ en el punto (0, 1) es

 y � 1 � x.

 y � 1 � 1 x � 0

 y � f 0 � f� 0 x � 0

 Aproximación por la recta tangente.

La tabla compara los valores de y dados por esta aproximación lineal con los valores de ƒ(x) 
cerca de x�0. Advertir que cuanto más cercana es x a 0, tanto mejor es la aproximación. 
Esta conclusión se refuerza por medio de la gráfica que se muestra en la figura 3.65.

 

NOTA  Asegurarse de ver que esta aproximación lineal de f(x) � 1 � sen x depende del punto de 
tangencia. En un punto diferente sobre la gráfica de f, se obtendría una aproximación mediante la recta 
tangente diferente.  

0 0.01 0.1 0.5

0.521 0.9002 0.9900002 1 1.0099998 1.0998 1.479

0.5 0.9 0.99 1 1.01 1.1 1.5y � 1 � x

f x � 1 � sen x

�0.01�0.1�0.5x

E X P L O R A C I Ó N

Aproximación mediante la recta 
tangente Usar una herramienta de 
graficación para representar

ƒ(x) � x2.

En la misma ventana de observa-
ción, representar la recta tangente 
a la gráfica de ƒ en el punto (1, 1). 
Realizar un doble acercamiento en 
el punto de tangencia. ¿La herra-
mienta de graficación distingue las 
dos gráficas? Utilizar la característi-
ca trace para comparar las dos grá-
ficas. A medida que los valores de 
x se acercan más a 1, ¿qué se puede 
decir acerca de los valores de y?

La aproximación de la recta tangente de f 
en el punto (0, 1)
Figura 3.65 

Recta tangente

PPP
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Diferenciales

Cuando la recta tangente a la gráfica de ƒ en el punto (c, ƒ(c))

y � f c � f� c x � c  Recta tangente en (c, f (c)).

se usa como una aproximación de la gráfica de ƒ, la cantidad x�c recibe el nombre de 
cambio en x, y se denota mediante $x, como se muestra en la figura 3.66. Cuando $x es 
pequeña, el cambio en y (denotado por $y) puede aproximarse como se muestra.

 Cambio real en y.

 Cambio aproximado en y.

Para una aproximación de este tipo, la cantidad $x tradicionalmente se denota mediante 
dx, y recibe el nombre de la diferencial de x. La expresión ƒ�(x) dx se denota por dy, y se 
denomina la diferencial de y.

DEFINICIÓN DE DIFERENCIALES

Considerar que y�ƒ(x) representa una función que es derivable en un intervalo 
abierto que contiene a x. La diferencial de x (denotada por dx) es cualquier número 
real distinto de cero. La diferencial de y (denotada por dy) es

dy � f� x  dx.

En muchos tipos de aplicaciones, la diferencial de y puede utilizarse como una aproximación 
del cambio en y. Esto es

o $y f� x dx.$y dy

EJEMPLO 2 Comparación de $y y dy

Sea y � x2, determinar dy cuando x�1 y dx�0.01. Comparar este valor con $y para x�1 
y $x�0.01.

Solución Como y�ƒ(x)�x2, se tiene ƒ�(x)�2x, y la diferencial dy está dada por

� 0.02.� 2 0.01� f� 1 0.01 dy � f� x  dx  Diferencial de y.

Ahora, utilizando $x�0.01, el cambio en y es

� 0.0201.� 1.01 2 � 12� f 1.01 � f 1 $y � f x � $x � f x

La figura 3.67 muestra la comparación geométrica de dy y $y. Intente comparar otros valores 
de dy y $y. Verá que los valores se aproximan cada vez más entre sí cuando dx (o $x) tiende 
a cero. 

En el ejemplo 2, la recta tangente a la gráfica de ƒ(x) � x2  en x�1 es

o g x � 2x � 1.y � 2x � 1  Recta tangente a la gráfica de f en x � 1.

Para valores de x cercanos a 1, esta recta es cercana a la gráfica de ƒ, como se muestra en 
la figura 3.67. Por ejemplo

y g 1.01 � 2 1.01 � 1 � 1.02.f 1.01 � 1.012 � 1.0201

 f� c $x

 $y � f c � $x � f c

El cambio en y, $y, se aproxima por la 
diferencial de y, dy

Figura 3.67 

Cuando $x es pequeña, $y � f(c � $x) � 
f(c) es aproximada por f �(c)$x

Figura 3.66 

x

f(c + $x)

f(c)

f a(c)$x(

f

c c � $x

$y

$x

(c, f(c))

(c + $x, f(c + $x))

y



$y

dy

(1, 1)

y � x2

y � 2x  1
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Propagación del error

Los físicos e ingenieros tienden a hacer un uso libre de las aproximaciones de $y mediante 
dy. Así sucede en la práctica al estimar los errores propagados por los aparatos (dispositivos) 
de medida. Por ejemplo, si x denota el valor medido de una variable y x�$x representa 
el valor exacto, entonces $x es el error de medida (medición). Por último, si el valor me-
dido x se usa para calcular otro valor ƒ(x), la diferencia entre ƒ(x�$x) y ƒ(x) es el error 
propagado.

EJEMPLO 3 Estimación del error

Se mide el radio de una bola de un cojinete y se encuentra que es igual a 0.7 pulgadas, como 
se muestra en la figura 3.68. Si la medición no tiene un error mayor que 0.01 pulgadas, 
estimar el error propagado en el volumen V de la bola del cojinete.

Solución La fórmula para el volumen de una esfera es V� -< Pr3, donde r es el radio de 
la esfera. De tal modo, es posible escribir

r � 0.7 Radio medido.

y

�0.01 � �r � 0.01.  Error posible.

Para aproximar el error propagado en el volumen, se diferencia V para obtener dV dr�

4Pr2 y se escribe

 Aproximar $V con dV.

 Sustituir r y dr.

De este modo, el volumen ha propagado un error de casi 0.06 pulgadas cúbicas. 

¿El error propagado en el ejemplo 3 es grande o pequeño? La respuesta se indica de 
mejor manera en términos relativos al comparar dV con V. La proporción

 Cociente de dV y V.

 Simplificar.

 Sustituir dr y r.

recibe el nombre de error relativo. El correspondiente error porcentual es aproximada-
mente 4.29%.

Error de

medición

Error

propagado

Valor

exacto

Valor

medido

f x � �x � f x � �y

 �0.06158 pulgadas cúbicas

 � 4� 0.7 2 �0.01

 � 4�r2 dr

 �V dV

 �0.0429

 
3

0.7
�0.01

 �
3 dr

r

 
dV

V
�

4�r2 dr
4
3�r3

Cojinete de bola con el radio medido que 
no tiene un error mayor de 0.01 pulgadas
Figura 3.68

0.7
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Cálculo de diferenciales

Cada una de las reglas de derivación que se estudiaron en el capítulo 2 pueden escribirse en 
forma diferencial. Por ejemplo, suponer que u y v son funciones derivables de x. A partir 
de la definición de diferenciales, se tiene

y dv � v�dx.du � u�dx

De tal manera, se puede escribir la forma diferencial de la regla del producto como se 
muestra a continuación.

 Diferencial de uv.

 Regla del producto.

FÓRMULAS DIFERENCIALES

Sean u y v funciones diferenciables de x.

Múltiplo constante:

Suma o diferencia:

Producto:

Cociente:

EJEMPLO 4 Determinación de diferenciales

 a)

 b)

 c)

 d)

La notación en el ejemplo 4 recibe el nombre de notación de Leibniz para derivadas 
y diferenciales, en honor del matemático alemán Gottfried Wilhelm Leibniz. La belleza 
de esta notación se debe a que proporciona una forma fácil de recordar varias fórmulas de 
cálculo importantes al dar la apariencia de que las fórmulas se derivaron de manipulaciones 
algebraicas de diferenciales. Por ejemplo, en la notación de Leibniz, la regla de la cadena

dy

dx
�

dy

du
 
du

dx

parecería ser verdadera debido a que las du se anulan. Aunque este razonamiento es inco-

rrecto, la notación ayuda a recordar la regla de la cadena.

 � u dv � v du

 � uv�dx � vu�dx

 � Fuv� � vu�Gdx

 d FuvG �
d

dx
FuvG dx

d �u

v� �
v du � u dv

v2

d FuvG � u dv � v du

dFu p vG � du p dv

dFcuG � c du

dy � �
dx

x2

dy

dx
� �

1
x2y �

1
x

dy � S�x sen x � cos xD dx
dy

dx
� �x sen x � cos xy � x cos x

dy � 2 cos x dx
dy

dx
� 2 cos xy � 2 sen x

dy � 2x dx
dy

dx
� 2xy � x2

Diferencial  Derivada  Función       

GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716)

Tanto a Leibniz como a Newton se les 
acredita como creadores del cálculo. Sin 
embargo, fue Leibniz quien trató de 
ampliar el cálculo formulando reglas y la 
notación formal. A menudo pasaba días 
eligiendo una notación adecuada para un 
nuevo concepto.
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EJEMPLO 5 Diferencial de una función compuesta

 Función original.

 Aplicación de la regla de la cadena.

 Forma diferencial.

EJEMPLO 6 Diferencial de una función compuesta

 Función original.

 Aplicación de la regla de la cadena.

 Forma diferencial.

 

Las diferenciales pueden utilizarse para aproximar valores de funciones. Para realizar 
esto con respecto a la función dada por y�ƒ(x), utilizar la fórmula

 f x x f x dy f x f x  dx

la cual se deriva de la aproximación $y�ƒ(x�$x)�ƒ(x) y dy. La clave para utilizar 
esta fórmula es elegir un valor de x que facilite el cálculo, como se muestra en el ejemplo 
7. (Esta fórmula es equivalente a la recta tangente de aproximación dada anteriormente en 
esta sección.)

EJEMPLO 7 Aproximación de los valores de una función

Utilizar diferenciales para aproximar qW16.5W.

Solución Utilizando ƒ(x)�qWx, se puede escribir

f x x f x f x  dx x
1

2 x
 dx.

Ahora bien, eligiendo x�16 y dx�0.5, se obtiene la siguiente aproximación

4.06254
1

8

1

2
16

1

2 16
 0.5 f x x 16.5

 

La aproximación por medio de la recta tangente a ƒ(x)�qWx en x�16 es la línea  
g(x)�,@ x�2. Para valores de x cercanos a 16, las gráficas de ƒ y g son muy próximas entre 
sí, como se muestra en la figura 3.69. Por ejemplo,

y g 16.5
1

8
16.5 2 4.0625.f 16.5 16.5 4.0620

De hecho, si se usa una herramienta de graficación para realizar un acercamiento al punto 
de tangencia (16, 4), se verá que las dos gráficas parecen coincidir. Advertir también que a 
medida que se aleja del punto de tangencia, la aproximación lineal es menos exacta.

 dy f x  dx 3 cos 3x dx

 f x 3 cos 3x

 y f x sen 3x

 dy f x  dx
x

x2 1
 dx

 f x
1

2
x2 1 1 2 2x

x

x2 1

 y f x x2 1 1 2

Figura 3.69

x

4

2

2

4

6

8 12 16 20

(16, 4)
g(x) �    x � 2�

�

f(x) �    x

y
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En los ejercicios 1 a 6, determinar la ecuación de la recta tangente 
T a la gráfica de ƒ en un punto dado. Utilizar esta aproximación 
lineal para completar la tabla.

 1.

 2. 

 3. 

 4. 

 5.

 6.

En los ejercicios 7 a 10, utilizar la información para evaluar y 
comparar $y y dy.

 7.

 8.

 9. 

10.

En los ejercicios 11 a 20, determinar la diferencial dy de la función 
indicada.

 11.  12.

 13.  14.

 15.  16.

 17.  18.

 19.  20.

En los ejercicios 21 a 24, emplear diferenciales y la gráfica de ƒ 
para aproximar a) ƒ(1.9) y b) ƒ(2.04).

 21.  22.

 23.  24.

En los ejercicios 25 y 26, utilizar diferenciales y la gráfica de g� 
para aproximar a) g(2.93) y b) g(3.1) dado que g(3) � 8.

 25.  26.

 27. Área Se encuentra que la medición del lado de un cuadrado 
es igual a 10 pulgadas, con un posible error de  <�N  de pulgada. 
Usar diferenciales para aproximar el posible error propagado en 
el cálculo del área del cuadrado.

 28. Área Se encuentra que las mediciones de la base y la altura 
de un triángulo son iguales, respectivamente, a 36 y 50 cm. El 
posible error en cada medición es de 0.25 cm. Emplear diferen-
ciales para aproximar el posible error propagado en el cálculo 
del área del triángulo.

 29. Área Se mide el radio del extremo de un tronco y se encuentra 
que es igual a 16 pulgadas, con un posible error de  ,I  de pulgada. 
Utilizar diferenciales para aproximar el posible error propagado 
en el cálculo del área del extremo del tronco.

 30. Volumen y área superficial La medición del borde de un cubo 
indica un valor de 15 pulgadas, con un error posible de 0.03 
pulgadas. Utilizar diferenciales para aproximar el máximo error 
de propagación posible en el cálculo de a) el volumen del cubo 
y b) el área superficial del cubo.

 31. Área La medición del lado de un cuadrado produce un valor 
igual a 12 cm, con un posible error de 0.05 cm.

 a) Aproximar el error porcentual en el cálculo del área del 
cuadrado.

 b) Estimar el máximo error porcentual permisible en la medi-
ción del lado si el error en el cálculo del área no fue mayor 
que 2.5%.

 32. Circunferencia La medición de la circunferencia de un círcu-
lo produce un valor de 64 centímetros, con un posible error de 
0.9 centímetros.

 a) Aproximar el error porcentual en el cálculo del área del 
círculo.

S2, csc 2Df SxD � csc x,

S2, sen 2Df SxD � sen x,

S2, �2 Df SxD � �x,

S2, 32Df SxD � x5,

�2, 
3
2�f SxD �

6
x2 ,

S2, 4Df SxD � x2,

y �
sec2 x

x2 � 1
y �

1
3

 cos�6Px � 1
2 �

y � x cos xy � 3x � sen 2 x

y � �x �
1
�x

y � x�1 � x2

y � �9 � x2y �
x � 1

2x � 1

y � 3x2Y3y � 3x2 � 4

x
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Ejercicios3.9

x 1.9 1.99 2 2.01 2.1

f x�

Tx�

x dx 0.01x 2y 2 x4

x dx 0.01x 1y x4 � 1

x dx 0.1x 0y 1 2x2

x dx 0.1x 1y x3
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 b) Estimar el máximo error porcentual permisible en la me-
dición de la circunferencia si el error en el cálculo del área 
no excede de 3%.

 33. Volumen y área superficial Se mide el radio de una esfera y se 
encuentra un valor de 8 pulgadas, con un posible error de 0.02 
pulgadas. Utilizar diferenciales para aproximar el máximo error 
posible en el cálculo de a) el volumen de la esfera, b) el área 
superficial de la esfera y c) los errores relativos en los apartados 
a) y b).

 34. Distancia de frenado La distancia total T en la que se detiene 
un vehículo es

  donde T está en pies y x es la velocidad en millas por hora. 
Aproximar el cambio y el porcentaje de cambio en la distancia 
total de frenado conforme la velocidad cambia de x � 25 a 
x � 26 millas por hora.

Volumen En los ejercicios 35 y 36, el espesor de cada cubierta 
es de 0.2 cm. Utilizar diferenciales para aproximar el volumen de 
cada cubierta.

 35.  36. 

 37. Péndulo El periodo de un péndulo está dado por

T � 2P�L

g

donde L es la longitud del péndulo en pies, g es la aceleración 
debida a la gravedad y T es el tiempo en segundos. El péndulo 
se ha sometido a un aumento de temperatura tal que la longitud 
ha aumentado en  ,N %.

 a) Encontrar el cambio porcentual aproximado en el periodo.
 b) Utilizando el resultado del apartado a), encontrar el error 

aproximado en este reloj de péndulo en 1 día.

 38. Ley de Ohm Una corriente de I amperes pasa por un resistor 
de R ohms. La ley de Ohm establece que el voltaje E aplicado 
al resistor es E�IR. Si el voltaje es constante, demostrar que 
la magnitud del error relativo en R provocado por el cambio en 
I es igual en magnitud al error relativo en I.

 39. Mediciones de triángulos Se encuentra que la medición de 
un lado de un triángulo rectángulo es igual a 9.5 pulgadas y que 
el ángulo opuesto a ese lado es de 26°45� con un error posible 
de 15�.

 a) Aproximar el error porcentual en el cálculo de la longitud 
de la hipotenusa.

 b) Estimar el máximo error porcentual permisible en la me-
dición del ángulo si el error en el cálculo de la longitud de 
la hipotenusa no puede ser mayor que 2%.

 40. Área Aproximar el error porcentual en el cálculo del área del 
triángulo del ejercicio 39.

 41. Movimiento de proyectiles El alcance R de un proyectil es

R �
v0

2

32
 Ssen 2UD

donde v0 es la velocidad inicial en pies por segundo y U es el 
ángulo de elevación. Si v0�2 500 pies por segundo y U cambia 
de 10° a 11°, utilizar diferenciales para aproximar el cambio 
en el alcance.

 42. Agrimensura Un agrimensor que está a 50 pies de la base de 
un árbol mide el ángulo de elevación de la parte superior de este 
último y obtiene un valor de 71.5°. ¿Con qué precisión debe 
medirse el ángulo si el error porcentual en la estimación de la 
altura de este mismo será menor que 6%?

En los ejercicios 43 a 46, utilizar diferenciales para aproximar  
el valor de la expresión. Comparar su respuesta con la que se 
obtiene usando una herramienta de graficación.

 43.  44.

 45.  46.

En los ejercicios 47 y 48, verificar la aproximación por medio de la 
recta tangente de la función en el punto indicado. Después utilizar 
una herramienta de graficación para representar la función y su 
aproximación en la misma ventana de observación.

 47. 

 48. 

Desarrollo de conceptos

 49. Describir la variación en precisión de dy como una aproxi-
mación para $y cuando $x está disminuyendo.

 50. Cuando se usan diferenciales, ¿qué se entiende por los tér-
minos error propagado, error relativo y error porcentual?

 51. Dar una breve explicación de por qué las siguientes aproxi-
maciones son válidas.

  a) 

  b) 

 52. ¿Se puede utilizar y � x para aproximar f(x) � sen x cerca 
de x � 0? ¿Por qué si o por qué no?

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 53 a 56, determinar si el 
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o 
brindar un ejemplo que lo demuestre.

 53. Si y�x�c, entonces dy � dx.

 54. Si y�ax�b, entonces $yY$x�dyYdx.

 55. Si y es derivable, entonces lím ($y�dy) � 0.

 56. Si y�ƒ(x), ƒ es creciente y derivable, y $x � 0, entonces 
$y r dy.

5 cm

40 cm

0.2 cm

100 cm

0.2 cm
S2.99D34�624

3�26�99.4

S0, 2Dy � 2 �
x

4
f SxD � �x � 4

T 2.5x � 0.5x2

�4.02 � 2 �
1
4S0.02D

S0, 0Dy � xf SxD � tan x

tan 0.05 � 0 � 1S0.05D

Para discusión

Punto      AproximaciónFunción  

$x m 0
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 1. Proporcionar la definición de un punto crítico y representar 
gráficamente una función ƒ que muestre los diferentes tipos de 
puntos críticos.

 2. Considerar la función impar ƒ que es continua y derivable y tiene 
los valores funcionales que se muestran en la tabla.

 a) Determinar ƒ(4).
 b) Determinar ƒ(�3).
 c) Representar los puntos y realizar un dibujo posible de la 

gráfica de f en el intervalo [�6, 6]. ¿Cuál es el número más 
pequeño de puntos críticos en el intervalo? Explicar.

 d) ¿Existe al menos un número real c en el intervalo (�6, 6) 
donde f �(c) � �1? Explicar.

 e) ¿Es posible que lím
xm0

 f x  no exista? Explicar la respuesta.

 ƒ) ¿Es necesario que f �(x) exista en x�2? Explicar la res-
puesta.

En los ejercicios 3 y 6, determinar los extremos absolutos de la 
función en el intervalo cerrado. Utilizar una herramienta de gra-
ficación para representar la función sobre el intervalo dado para 
confirmar los resultados.

 3.  4.

 5.  6.

En los ejercicios 7 a 10, determinar si el teorema de Rolle puede 
aplicarse a f en el intervalo cerrado [a, b]. Si el teorema de Rolle 
puede aplicarse, determinar todos los valores de c en el intervalo 
abierto (a, b) en los que ƒ�(c) � 0.  Si el teorema de Rolle no puede 
ser aplicado, explicar por qué.

 7. 

 8.

 9.

 10.

 11. Considerar la función ƒ(x)�3�\x�4\.
 a) Representar gráficamente la función y verificar que  

ƒ(1)�ƒ(7).
 b) Notar que ƒ�(x) no es igual a cero para ningún x en [1, 7]. 

Explicar por qué esto no contradice al teorema de Rolle.

 12. ¿Puede aplicarse el teorema del valor medio a la función ƒ(x)
�1 x2 en el intervalo [�2, 1]? Explicar.

En los ejercicios 13 a 18, determinar si el teorema del valor medio 
puede o no ser aplicado a la función f sobre el intervalo cerrado 
[a, b]. Si se puede aplicar el teorema, encontrar todos los valores de 

c en el intervalo (a, b) tales que f� c �
f b � f a

b � a
. Si el teorema 

no puede ser aplicado, explicar por qué.

 13.  14.

 15.  

16.

17.

18.  f x � x � 2x,  0, 4

 19. Para la función ƒ(x)�Ax2
�Bx�C, determinar el valor de  

c garantizado por el teorema del valor medio en el intervalo 
[x1, x2].

 20. Demostrar el resultado del ejercicio 19 para ƒ(x)�2x2
�3x�1 

en el intervalo [0, 4].

En los ejercicios 21 a 26, determinar los puntos críticos (si los hay) 
y los intervalos abiertos sobre los cuales la función es creciente o 
es decreciente.

 21.  22.

 23.  24.

 25.

26. 

En los ejercicios 27 a 30, utilizar el criterio de la primera derivada 
para encontrar cualesquiera extremos relativos de la función. Uti-
lizar la herramienta de graficación para verificar los resultados.

 27.  28.

 29.

 30.

 31. Movimiento armónico La altura de un objeto unido a un resorte 
está dada por la ecuación armónica

y �
1
3 cos 12t �

1
4 sen 12t

donde y se mide en pulgadas y t en segundos.

 a) Calcular la altura y velocidad del objeto cuando t�P 8 
segundos.

 b) Demostrar que el desplazamiento máximo del objeto es  
5–

12 

de pulgada.
 c) Encontrar el periodo P de y, así como determinar la frecuen-

cia f (número de oscilaciones por segundo) si f � 1 P.
 32. Comentario La ecuación general que da la altura de un objeto 

oscilante unido a un resorte es

y � A sen 
k

m
t � B cos 

k

m
t

donde k es la constante de resorte y m es la masa del objeto.

 a) Demostrar que el desplazamiento máximo del objeto es 
A2 � B2.

 b) Demostrar que el objeto oscila con una frecuencia de

 f �
1

2P

k

m
.

0 2 3 6

1 3 2 0 0�4�1f x

�1�4�5x

0, 2f x �
x

x2 � 1
,0, 2Pg x � 2x � 5 cos x,

0, 4g x �
3
2

 sen
Px

2
� 1 ,

h t �
1
4

t 4 � 8t

0, 2Pf x � sen x � cos x,

x > 0h x � x x � 3 ,

Ejercicios de repaso3

�4, 0f x � x2 � 5x, 0, 9h x � 3 x � x,

0, 4f x � x � 2 � 2,

�2, 2f x �
x2

1 � x2
,

�3, 2f x � x � 2 x � 3 2,

0, 4f x � 2x2 � 7,

f x �
1
x
,  1, 4f x � x2 3,  1, 8

f x � x � cos x,  �
P

2
, 

P

2

f x � 2x � 3 x,� � �1, 1

f x � 5 � x ,� � 2, 6

f x � x � 1 2 x � 3 g x � x � 1 3

f x � x2 � 3x � 12 h x � x � 2 1 3 � 8

f x � 4x3 � 5x g x �
x3 � 8x

4
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En los ejercicios 33 a 36, determinar los puntos de inflexión y 
analizar la concavidad de la gráfica de la función.

 33.  34.

35.   36.

En los ejercicios 37 a 40, utilizar el criterio de la segunda derivada 
para encontrar todos los extremos relativos.

 37. 

 38.

39.

40.

Para pensar En los ejercicios 41 y 42, dibujar la gráfica de una 
función f que tenga las características indicadas.

 41.  42.

 43. Redacción El titular de un periódico señala que “La tasa  (el 
ritmo) de crecimiento del déficit nacional está decreciendo”. 
¿Qué es lo que significa esto? ¿Qué implica este comentario en 
cuanto a la gráfica del déficit como una función del tiempo?

 44. Costo de inventario El costo del inventario depende de los 
costos de pedidos y almacenamiento de acuerdo con el modelo 
de inventario.

C �
Q

x
s �

x

2
r.

Determinar el tamaño de pedido que minimizará el costo, su-
poniendo que las ventas ocurren a una tasa constante, Q es el 
número de unidades vendidas por año, r es el costo de almace-
namiento de una unidad durante un año, s es el costo de colocar 
un pedido y x es el número de unidades por pedido.

 45. Modelado matemático Los gastos para la defensa nacional 
D (en miles de millones de dólares) para años determinados de 
1970 a 2005 se muestran en la tabla, donde t es el tiempo en 
años, con t�0 correspondiente a 1970. (Fuente: U.S. Office of 

Management and Budget)

 a) Utilizar las funciones de regresión de una herramienta de 
graficación para ajustar un modelo de la forma

D � at4 � bt3 � ct2 � dt � e

a los datos.

 b) Utilizar una herramienta de graficación para dibujar los 
datos y representar el modelo.

 c) Para el año que se muestra en la tabla, ¿cuándo indica el 
modelo que el gasto para la defensa nacional es un máximo? 
¿Cuándo es un mínimo?

 d) Para los años que se indican en la tabla, ¿cuándo indica el 
modelo que el gasto para la defensa nacional está creciendo 
a mayor velocidad?

 46. Modelado matemático El gerente de un almacén registra las 
ventas anuales S (en miles de dólares) de un producto durante 
un periodo de 7 años, como se indica en la tabla, donde t es el 
tiempo en años, con t�1 correspondiendo a 2001.

 a) Utilizar las capacidades de regresión de una herramienta 
de graficación para determinar un modelo de la forma S�

at3
�bt2

�ct�d correspondiente a los datos.
 b) Utilizar una herramienta de graficación para dibujar los 

datos y representar el modelo.
 c) Utilizar el cálculo para determinar el tiempo t en el que las 

ventas estuvieron creciendo a la mayor velocidad.
 d) ¿Piensa que el modelo sería exacto para predecir las ventas 

futuras? Explicar.

En los ejercicios 47 a 56, determinar el límite.

47.   48.

 49.  50. 

 51.  52. 

 53.  54. 

 55.  56. 

En los ejercicios 57 a 60, determinar cualesquiera asíntotas ver-
ticales y horizontales de la gráfica de la función. Recurrir a una 
herramienta de graficación para verificar los resultados.

 57.  58. 

 59.  60. 

En los ejercicios 61 a 64, utilizar una herramienta de graficación 
para representar la función. Emplear la gráfica para aproximar 
cualesquiera extremos relativos o asíntotas.

 61.  62. 

 63.  64. 

si o 

no existe

si

si x p 2f � x < 0

2 < x < 4f� x > 0

f� 4 � 0

f� 2

x > 4x < 2f� x < 0

f 6 � 0f 0 � 4,

lím
xm�@

 
x

2 sen x
lím

xm�@

 
6x

x � cos x

lím
xm@

 
3x

x2 � 4
lím

xm@

 
5 cos x

x

lím
xm�@

 
x2 � x

�2x
lím

xm�@

 
3x2

x � 5

lím
xm@

 
2x

3x2 � 5
lím

xm@

 
2x2

3x2 � 5

f x �
3
x

� 2

g x �
P 2

3
� 4 cos x � cos 2xf x �

x � 1
1 � 3x2

f x � x3 � 3x2 � 2xf x � x3 �
243

x

f x � x � cos x,  0, 2P

h t � t � 4 t � 1

g x � 2x2 1 � x2

f x � x � 2 2 x � 4

f x � x3 � 9x2 g x � x x � 5

0, 4
h x � x � 2 cos x,

f x � x � 9 2

si

si

si

si o 

si 3 < x < 4f � x > 0

x > 4x < 3f � x < 0

x > 5f� x < 0

3 < x < 5f� x > 0

x < 3f� x > 0

f� 3 � f� 5 � 0

f 0 � f 6 � 0

t 0 5 10 15 20

D 81.7 86.5 134.0 252.7 299.3

t 25 30 35

D 272.1 294.5 495.3

t 1 2 3 4 5 6 7

S 5.4 6.9 11.5 15.5 19.0 22.0 23.6

x�	

8 �
1

x
 

x�	

3 � x

2x � 5
 

f x �
3x

x2 � 2

g x �
5x2

x2 � 2

h x �
2x � 3
x � 4
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En los ejercicios 65 a 82, analizar y dibujar la gráfica de la fun-
ción.

 65.  66. 

 67.  68. 

 69.  70. 

 71.  72. 

 73.  74. 

 75.  76. 

77.   78.

 79.

 80.

 81.

 82.

 83. Determinar los puntos máximos y mínimos en la gráfica de

x2 � 4y 2 � 2x � 16y � 13 � 0

 a) Sin utilizar cálculo.
 b) Utilizando cálculo.

 84. Considerar la función ƒ(x)�xn para valores enteros positivos 
de n.

 a) ¿Para qué valores de n la función tiene un mínimo relativo 
en el origen?

 b) ¿Para qué valores de n la función tiene un punto de inflexión 
en el origen?

 85. Distancia En la noche, el barco A se encuentra a 100 kilómetros 
en dirección este del barco B. El barco A navega hacia el oeste 
a 12 km h, y el barco B lo hace hacia el sur a 10 km h. ¿A qué 
hora se encontrarán a distancia mínima uno del otro? ¿Cuál es 
la distancia?

 86. Área máxima Encontrar las dimensiones del rectángulo de 
área máxima, con lados paralelos a los ejes de coordenadas, que 
puede inscribirse en la elipse dada por

x2

144
�

y 2

16
� 1.

 87. Longitud mínima Un triángulo rectángulo en el primer cua-
drante tiene los ejes de coordenadas como lados, y la hipotenusa 
pasa por el punto (1, 8). Encontrar los vértices del triángulo de 
modo tal que la longitud de la hipotenusa sea mínima.

 88. Longitud mínima Hay que apuntalar la fachada de un edificio 
con una viga que debe pasar sobre una cerca (valla) paralela de 
5 pies de altura y a 4 pies de distancia del edificio. Determinar 
la longitud de la viga más corta que puede usarse.

 89. Área máxima Tres lados de un trapezoide tienen la misma 
longitud s. De todos los trapezoides posibles de estas caracte-
rísticas, mostrar que uno de área máxima tiene un cuarto lado 
de longitud 2s.

 90. Área máxima Demostrar que el área más grande de cualquier 
rectángulo inscrito en un triángulo es la correspondiente a la 
mitad de la del triángulo.

  91. Distancia Calcular (sin el uso de la trigonometría) la longitud 
de la tubería más larga que se puede transportar sin inclinarla 
por dos pasillos, de anchuras 4 y 6 pies, que forman esquina en 
el ángulo recto.

  92. Distancia Repetir el ejercicio 91, considerando que los corre-
dores (pasillos) tienen anchos iguales a a y b metros.

  93. Distancia Un pasadizo con 6 pies de ancho se junta con otro 
de 9 pies de ancho formando un ángulo recto. Encontrar la lon-
gitud del tubo más largo que puede transportarse sin inclinarse 
alrededor de esta esquina. [Sugerencia: Si L es la longitud de la 
tubería, demostrar que

L � 6 csc U � 9 csc
P

2
� U

donde Q es el ángulo entre el tubo y la pared del pasadizo más 
estrecho.]

  94. Longitud Repetir el ejercicio 93, dado que uno de los pasa-
dizos es de a metros de ancho y el otro de b metros de ancho. 
Demostrar que el resultado es el mismo que en el ejercicio 92.

Costo mínimo En los ejercicios 95 y 96, determinar la velocidad v, 
en millas por hora, que minimizará los costos en un viaje de entrega 
de 110 millas. El costo por hora del combustible es C dólares, y al 
conductor se le pagarán W dólares por hora. (Suponer que no hay 
otros costos aparte de los salarios y el combustible.)

  95.  96.

En los ejercicios 97 y 98, utilizar el método de Newton para aproxi-
mar cualesquiera ceros reales de la función con una precisión de 
hasta tres decimales. Utilizar la característica cero o root de una 
herramienta de graficación para verificar los resultados.

  97. 

  98.

En los ejercicios 99 y 100, utilizar el método de Newton para 
aproximar, hasta tres lugares decimales, el (los) valor(es) x del 
(los) punto(s) de intersección de las ecuaciones. Utilizar una he-
rramienta de graficación para verificar los resultados.

  99.  100. 

En los ejercicios 101 y 102, encontrar la diferencial dy.

 101.  102.

 103. Área superficial y volumen El diámetro de una esfera se mide 
y se obtiene un valor de 18 centímetros, con un error máximo 
posible de 0.05 centímetros. Utilizar diferenciales para aproxi-
mar los posibles error propagado y error porcentual al calcular 
el área de la superficie y el volumen de la esfera.

 104. Función de demanda Una compañía descubre que la demanda 
de uno de sus productos es

p � 75 �
1
4

x.

Si x cambia de 7 a 8, encontrar y comparar los valores de $p 
y dp.

f x �
4

1 � x2

Costo del comb.: Costo del comb.:

Conductor: Conductor: W � $7.50W � $5

C �
v2

500
C �

v2

600

y � 1 � xy � x � 3

y � sen P xy � x4

y � x 1 � cos x

f x � x3 � 2x � 1

f x � x3 � 3x � 1

f x �
2x

1 � x2f x �
x � 1
x � 1

f x � x � 2 1 3 x � 1 2 3f x � x1 3 x � 3 2 3

f x � x � 3 x � 2 3f x � x � 1 3 x � 3 2

f x � x2 � 4 2f x � x 16 � x2

f x � 4x3 � x4f x � 4x � x2

f x �
5 � 3x

x � 2

f x �
x2

1 � x4

f x � x3 � x �
4
x

f x � x2 �
1
x

�1 b x b 1f x �
1
P

2 sen P x � sen 2P x ,

0 b x b 2Pf x � x � cos x,

f x � x � 1 � x � 3

f x � x2 � 9

y � 36 � x2



 1. Representar el polinomio de cuarto grado p(x)�x4
�ax2

�1 
para diversos valores de la constante a.

 a) Determinar el valor de a para el cual p tiene exactamente 
un mínimo relativo.

 b) Determinar los valores de a para los cuales p tiene exacta-
mente un máximo relativo.

 c) Determinar los valores de a para los cuales p tiene exacta-
mente dos mínimos relativos.

 d) Mostrar que la gráfica de p no puede tener exactamente dos 
extremos relativos.

 2. a) Representar el polinomio de cuarto grado p(x) � ax4 � 6x2 
para a ��3, �2, �1, 0, 1, 2 y 3. ¿Para qué valores de la 
constante a para p tiene un mínimo o máximo relativo?

 b) Demostrar que p tiene un máximo relativo para todos los 
valores de la constante a.

 c) Determinar analíticamente los valores de a para los cuales 
p tiene un mínimo relativo.

 d) Sea (x, y)�(x, p(x)) un extremo relativo de p. Demostrar 
que (x, y) se encuentra en la gráfica de y��3x2. Verificar 
gráficamente este resultado representando y��3x2 junto 
con las siete curvas del apartado a).

 3. Sea f x
c

x
x( ) .� � 2 Determinar todos los valores de la constante 

c tales que f tiene un mínimo relativo, pero no un máximo rela-
tivo.

 4. a) Sea ƒ(x)�ax2
�bx�c, a p 0, un polinomio cuadrático. 

¿Cuántos puntos de inflexión tiene la gráfica de ƒ?

 b) Sea ƒ(x)�ax3
�bx2

�cx+ d, a p 0, un polinomio cúbico. 
¿Cuántos puntos de inflexión tiene la gráfica de f ?

 c) Suponer que la función y � ƒ(x) satisface la ecuación 
dy

dx
� ky 1 �

y

L
, donde k y L son constantes positivas. 

Demostrar que la gráfica de f tiene un punto de inflexión 
 L
en el punto donde y � –. (Esta ecuación recibe el nombre 
 2
de ecuación diferencial logística.)

 5. Demostrar el teorema de Darboux: sea f derivable en el inter-
valo cerrado [a, b] de modo tal que ƒ�(a)�y1 y ƒ�(b)�y2. Si 
d se encuentra entre y1 y y2, entonces existe c en (a, b) tal que  
ƒ�(c)�d.

 6. Sean f y g funciones continuas en [a, b] y derivables en  
(a, b). Demostrar que si f(a)�g(a) y g�(x) � ƒ�(x) para todo x 
en (a, b), entonces g(b) � ƒ(b).

 7. Demostrar el siguiente teorema del valor medio extendido. Si 
ƒ y ƒ� son continuas en el intervalo cerrado [a, b], y si ƒ� existe 
en el intervalo abierto (a, b), entonces existe un número c en 
(a, b) tal que

f b � f a � f� a b � a �
1
2

f � c b � a 2.

 8. a) Sea V�x3. Determinar dV y $V. Demostrar que para valo-
res pequeños de x, la diferencia $V – dV es muy pequeña en 
el sentido de que existe E tal que $V�dV  � E$x, donde 
Em 0 cuando $x m 0.

 b) Generalizar este resultado demostrando que si y�ƒ(x) es 
una función derivable, entonces $y�dy�E$x, donde  
E m 0 cuando $x m 0.

 9. La cantidad de iluminación de una superficie es proporcional a 
la intensidad de la fuente luminosa, inversamente proporcional 
al cuadrado de la distancia desde la fuente luminosa, y propor-
cional a senQ, donde Qes el ángulo al cual la luz incide sobre 
la superficie. Un cuarto rectangular mide 10 por 24 pies, con 
un techo de 10 pies. Determinar la altura a la cual la luz debe 
ubicarse para permitir que las esquinas del piso reciban la mayor 
cantidad posible de luz.

 10. Considerar un cuarto en la forma de un cubo, de 4 metros de 
lado. Un insecto en el punto P desea desplazarse hasta el punto 
Q en la esquina opuesta, como se indica en la figura. Emplear 
el cálculo para determinar la trayectoria más corta. ¿Se puede 
resolver el problema sin el cálculo?

 11. La recta que une P y Q cruza las dos rectas paralelas, como  
se muestra en la figura. El punto R está a d unidades de P.  
¿A qué distancia de Q debe situarse el punto S de manera  
que la suma de las áreas de los dos triángulos sombreados  
sea un mínimo? ¿De qué modo para que la suma sea un má-
ximo?

5 pies
12 pies

d

Q
x

13 pies

10 pies

4 m

4 m4 m

Q

P

RP

d

S Q
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 12. Las figuras muestran un rectángulo, un círculo y un semi- 
círculo inscritos en un triángulo delimitado por los ejes de 
coordenadas y la porción del primer cuadrante de la recta con 
intersecciones (3, 0) y (0, 4). Encontrar las dimensiones de cada 
figura inscrita de manera tal que su área sea máxima. Establecer 
qué tipo de cálculo fue útil para determinar las dimensiones 
requeridas. Explicar el razonamiento.

 13. a) Demostrar que lím
xm@

 x2 � @.

 b) Probar que lím
xm@

1
x2 � 0. 

 c) Sea L un número real. Demostrar que si lím
xm@

 f x � L, 

entonces lím
ym0�

 f
1
y

� L.

 14. Encontrar el punto sobre la gráfica de y �
1

1 � x2
 (ver la figura) 

donde la recta tangente tiene la pendiente más grande, y el punto 
donde la recta tangente tiene la pendiente menor.

 15. a) Sea x un número positivo. Utilizar la función table  

de una herramienta de graficación para verificar que
1 � x <

1
2x � 1.

 b) Recurrir al teorema del valor medio para demostrar que 
1
2x � 11 � x <  para todos los números reales positi-

vos x.
 16. a) Sea x un número positivo. Utilizar la función table de una 

herramienta de graficación para verificar que sen x � x.
 b) Utilizar el teorema del valor medio para demostrar que x � x 

para todo número real positivo x.

 17. El departamento de policía debe determinar el límite de velocidad 
sobre un puente de manera tal que la tasa de flujo de automóviles 
sea máxima por unidad de tiempo. Cuanto mayor es el límite 
de velocidad, tanto más separados deben estar los automóviles 
para mantener una distancia de frenado segura. Los datos expe-
rimentales respecto a la distancia de frenado d (en metros) para 
diversas velocidades v (en kilómetros por hora) se indican en la 
tabla.

 a) Convertir las velocidades v en la tabla a velocidades s en 
metros por segundo. Utilizar las capacidades de regresión 
de la calculadora para determinar un modelo de la forma 
d(s)�as2

�bs�c para los datos.
 b) Considerar dos vehículos consecutivos de longitud prome-

dio igual a 5.5 metros, que viajan a una velocidad segura 
sobre el puente. Sea T la diferencia entre los tiempos (en 
segundos) cuando los parachoques frontales de los ve-
hículos pasan por un punto dado sobre el puente. Verificar 
que esta diferencia de tiempos está dada por

T �
d s

s
�

5.5
s

.

 c) Utilizar una herramienta de graficación para representar la 
función T y estimar la velocidad s que minimiza el tiempo 
entre vehículos.

 d) Recurrir al cálculo para determinar la velocidad que minimi-
za T. ¿Cuál es el valor mínimo de T? Convertir la velocidad 
requerida a kilómetros por hora.

 e) Determinar la distancia óptima entre vehículos para el límite 
de velocidad máxima determinado en el apartado d).

 18. Una hoja de papel de tamaño cuartilla (8.5 s 14 pulgadas) se 
dobla de manera que la esquina P toca el borde opuesto de 14 
pulgadas en R (ver la figura). (Nota: PQ � C2 � x2.

 a) Demostrar que C 2 �
2x3

2x � 8.5
.

 b) ¿Cuál es el dominio de C?
 c) Determinar el valor de x que minimiza a C.
 d) Determinar la longitud mínima C.

 19. El polinomio P(x)�c0�c1(x�a)�c2(x�a)2 es la aproxi-
mación cuadrática de la función ƒ en (a, ƒ(a)) si P(a)�ƒ(a), 
P�(a)�ƒ�(a) y P�(a)�ƒ�(a).

 a) Encontrar la aproximación cuadrática de

f x �
x

x � 1

en (0, 0).

 b) Utilizar una herramienta de graficación para representar 
P(x) y ƒ(x) en la misma ventana de observación.

 20. Sean x > 0 y n > 1 dos números reales. Demostrar que

x

1

1

2

2

3

3

4

4

y

x

1

1

2

2

3

3

4

4

r r

r

y

x

1

1

2

2

3

3

4

4

r

y

x

1 323 1

1

2

y � �
1 � x2

y

v 20 40 60 80 100

d 5.1 13.7 27.2 44.2 66.4

Rx

x

QP

C

8.5 pulg

14 pulg

1 � x n
> 1 � nx.
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Integración
En este capítulo, se estudiará un impor-
tante proceso de cálculo que está estre-
chamente relacionado con la diferencia-
ción-integración. El lector aprenderá 
nuevos métodos y reglas para resolver 
integrales definidas e indefinidas, inclui-
do el teorema fundamental del cálculo. 
Posteriormente se aplicarán esas reglas 
para encontrar algunos términos como la 
función posición para un objeto y el valor 
promedio de una función.

En este capítulo, se aprenderá:

Cómo evaluar integrales indefinidas  n

usando reglas de integración básicas. 
(4.1)

Cómo evaluar una suma y aproximar  n

el área de una región del plano. (4.2)

Cómo evaluar una integral definida  n

usando un límite. (4.3)

Cómo evaluar una integral definida  n

usando el teorema fundamental del 
cálculo. (4.4)

Cómo evaluar diferentes tipos de  n

integrales definidas e indefinidas con 
una variedad de métodos. (4.5)

Cómo evaluar una integral definida  n

con la regla trapezoidal y la regla de 
Simpson. (4.6)

■

■

Aunque su sobrenombre oficial sea Ciudad Esmeralda, Seattle se conoce a 
veces como la Ciudad Lluviosa debido a su clima. No obstante, existen varias 
ciudades, incluidas Nueva York y Boston, que típicamente tienen más precipi-
tación anual. ¿Cómo se podría usar la integración para calcular la precipitación 
normal anual para el área de Seattle? (Vea la sección 4.5, ejercicio 117.)

El área de una región parabólica puede aproximarse como la suma de las áreas de rectángulos. Conforme se incre-

menta el número de rectángulos, la aproximación tiende a ser cada vez más exacta. En la sección 4.2, el lector 

aprenderá cómo se puede usar el proceso de límite para encontrar áreas de una variedad de ancho de regiones.

4
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■ Escribir la solución general de una ecuación diferencial.

■ Usar la notación de la integral indefinida para las antiderivadas o primitivas.

■ Utilizar las reglas de la integración básicas para encontrar antiderivadas.

■ Encontrar una solución particular de una ecuación diferencial.

Antiderivadas o primitivas

Suponer que se decide encontrar una función F cuya derivada es ƒ(x)�3x2. Por lo que se 
sabe de derivadas, es posible afirmar que

F x � x3 porque 
d

dx
x3

� 3x2.

La función F es una antiderivada de ƒ.

DEFINICIÓN DE UNA ANTIDERIVADA O PRIMITIVA

Se dice que una función F es una antiderivada o primitiva de ƒ, en un intervalo I si 
F�(x) � f(x) para todo x en I.

Nótese que F es una antiderivada de f, en vez de la antiderivada de ƒ. Para entender 
por qué, observar que

y F3 x � x3
� 97F2 x � x3

� 5F1 x � x3,

son todas antiderivadas de ƒ(x)�3x2. De hecho, para cualquier constante C, la función dada 
por F(x)�x3�Ces una antiderivada de ƒ.

TEOREMA 4.1 REPRESENTACIÓN DE ANTIDERIVADAS O PRIMITIVAS

Si F es una antiderivada de ƒ en un intervalo I, entonces G es una antiderivada de f en 
el intervalo I si y sólo si G es de la forma G(x)�F(x)�C, para todo x en I, donde 
C es una constante.

DEMOSTRACIÓN  La prueba del teorema 4.1 en un sentido es directa. Esto es, si G(x)�F(x)
�C, F�(x)�ƒ(x), y C es constante, entonces

G� x �
d

dx
F x � C � F� x � 0 � f x .

Para probar este teorema en otro sentido, se supone que G es una antiderivada de f. Se define 
una función H tal que

H x � G(x � F x .

Para cualesquiera dos puntos a y b (a � b) en el intervalo, H es continua dentro de [a, b] y 
diferenciable dentro de (a, b). Mediante el teorema del valor medio,

H� c �
H b � H a

b � a
.

para algún c en (a, b). Sin embargo, H�(c) � 0, por consiguiente H(a) � H(b). Dado que 
a y b son puntos arbitrarios en el intervalo, se sabe que H es una función constante C. Así, 
G(x) � F(x)�C y esto conlleva a que G(x)�F(x)�C.

E X P L O R A C I Ó N

Determinación de antiderivadas 
o primitivas Para cada derivada, 
describir la función original F.

 a)

 b)

 c)

 d)

 e)

 f)

¿Qué estrategia se usó para deter-
minar F?

F� x � cos x

F� x �
1
x3

F� x �
1
x2

F� x � x2

F� x � x

F� x � 2x

4.1 Antiderivadas o primitivas e integración indefinida

248  CAPÍTULO 4  Integración
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Si utiliza el teorema 4.1, puede representarse la familia completa de antiderivadas de una 
función agregando una constante a una antiderivada conocida. Por ejemplo, sabiendo que 
D

x
[x2]�2x, es posible representar la familia de todas las antiderivadas de ƒ(x)�2x por

GSxD � x2 � C  Familia de todas las antiderivadas de f(x) � 2x.

donde C es constante. La constante C recibe el nombre de constante de integración. La 
familia de funciones representadas por G es la antiderivada general de ƒ, y G(x)�x2�C 
es la solución general de la ecuación diferencial.

G�SxD � 2x. Ecuación diferencial.

Una ecuación diferencial en x y y es una ecuación que incluye a x, y y a las derivadas 
de y. Por ejemplo, y��3x y y��x2�1 son ejemplos de ecuaciones diferenciales.

EJEMPLO 1 Resolución de una ecuación diferencial

Determinar la solución general de la ecuación diferencial y��2.

Solución Para empezar, determinar una función cuya derivada es 2. Una función de esta 
característica es

y � 2x. 2x es una antiderivada de 2.

Ahora bien, utilizar el teorema 4.1 para concluir que la solución general de la ecuación 
diferencial es

y � 2x � C. Solución general.

Las gráficas de varias funciones de la forma y�2x�C se muestran en la figura 4.1.

Notación para antiderivadas o primitivas

Cuando se resuelve una ecuación diferencial de la forma

dy

dx
� f SxD

es conveniente escribirla en la forma diferencial equivalente

dy � f SxD dx.

La operación para determinar todas las soluciones de esta ecuación se denomina antide-
rivación (o integración indefinida) y se denota mediante un signo integral E. La solución 
general se denota mediante

La expresión Eƒ(x)dx se lee como la antiderivada o primitiva de ƒ con respecto a x. De tal 
manera, la diferencial de dx sirve para identificar a x como la variable de integración. El 
término integral indefinida es sinónimo de antiderivada.

NOTA  En este texto, la notación 
Ef(x)dx � F(x) � C significa que F es 
una antiderivada o primitiva de f en un 

intervalo.  

y � %f SxD dx � FSxD � C.

Variable de
integración

Constante de
integración

Integrando Una antiderivada de f SxD

x

1

2

2

2

1

1

C � 2

C � 0

C � 1

y

Funciones de la forma y = 2x + C
Figura 4.1
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Reglas básicas de integración

La naturaleza inversa de la integración y la derivación puede verificarse sustituyendo F�(x) 
por ƒ(x) en la definición de integración indefinida para obtener

%F�SxD dx � FSxD � C.  La integración es la “inversa” de la derivación.

Además, si Ef(x) dx � F(x) � C entonces

d

dx
 �% f SxD dx� � f SxD.  La derivación es la “inversa” de la integración.

Estas dos ecuaciones permiten obtener directamente fórmulas de integración a partir de 
fórmulas de derivación, como se muestra en el siguiente resumen.

NOTA  La regla de la potencia para la integración tiene la restricción n p �1. El cálculo de 
°1Yx dx debe esperar hasta el análisis de la función logaritmo natural en el capítulo 5. 

Reglas básicas de integración

Regla de la potencia.

csc x cot x dx � �csc x � C

csc2 x dx � �cot x � C

sec x tan x dx � sec x � C

sec2 x dx � tan x � C

sen x dx � �cos x � C

cos x dx � sen x � C

n � 1xn dx �
xn�1

n � 1
� C,

f x ± g x  dx � f x  dx ± g x  dx

kf x  dx � k f x  dx

k dx � kx � C

0 dx � C

Fórmula de integración

d

dx
 csc x � �csc x cot x

d

dx
 cot x � �csc2 x

d

dx
 sec x � sec x tan x

d

dx
 tan x � sec2 x

d

dx
 cos x � �sen x

d

dx
 sen x � cos x

d

dx
 xn � nxn�1

d

dx
 f x ± g x � f� x ± g� x

d

dx
 kf x � k f� x

d

dx
 kx � k

d

dx
 C � 0

Fórmula de derivación
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EJEMPLO 2 Aplicación de las reglas básicas de integración

Describir las antiderivadas o primitivas de 3x.

Solución Regla del múltiplo constante.

 Reescribir x como x1.

 Regla de potencia (n � 1).

 Simplificar.

De tal manera, las antiderivadas o primitivas de 3x son de la forma   N x2�C, donde C es 
cualquier constante.

Cuando se evalúan integrales indefinidas, una aplicación estricta de las reglas básicas de 
integración tiende a producir complicadas constantes de integración. En el caso del ejemplo 
2, se podría haber escrito

�
3
2

 x2 � 3C.� 3�x2

2
� C� %3x dx � 3%x dx

Sin embargo, como C representa cualquier constante, es tanto problemático como innece-
sario escribir 3C como la constante de integración. De tal modo,   N x2�3C se escribe en la 
forma más simple,   N x2�C.

En el ejemplo 2, advertir que el patrón general de integración es similar al de la deri-
vación.

SimplificarIntegrarReescribirIntegral original

EJEMPLO 3 Reescribir antes de integrar

Recordar que, por simple derivación, puede comprobarse si una primitiva es correcta. 
Así, en el ejemplo 3b, para saber si la primitiva  2< x3Y2�C es correcta, basta con derivarla 
para obtener

 Dx�2
3

x3Y2
� C� � �2

3��
3
2�x1Y2

� �x.  Usar la derivación para verificar la antiderivada.

 �
3
2

 x2 � C

 � 3�x2

2 � � C

 � 3%x1 dx

%3x dx � 3%x dx

a)

b)

c) �2 cos x � C2S�cos xD � C2%sen x dx%2 sen x dx

2
3

x3Y2 � C
x3Y2

3Y2
� C%x1Y2 dx%�x dx

�
1

2x2 � C
x�2

�2
� C%x�3 dx% 1

x3 dx

SimplificarIntegrarReescribirIntegral originalTECNOLOGÍA Algunos 
programas de software tales como 
Maple, Mathematica y el TI-89, 
son capaces de efectuar 
simbólicamente la integración. 
Si se tiene acceso a estas 
herramientas de integración 
simbólica, utilizarlas para calcular 
las integrales indefinidas del 
ejemplo 3.
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Las reglas básicas de integración listadas antes en esta sección permiten integrar cual-
quier función polinomial, como se muestra en el ejemplo 4.

EJEMPLO 4 Integración de funciones polinomiales

 a)  Se entiende que el integrando es uno.

   Integrar.

 b)

   Integrar.

   C � C
1
 � C

2
.

La segunda línea en la solución suele omitirse.

 Integrar.

 Simplificar.

EJEMPLO 5 Reescribir antes de integrar

 Reescribir como dos fracciones.

 Reescribir con exponentes  

 fraccionarios.

 Integrar.

 Simplificar.

NOTA  Cuando se integren los cocientes, no debe integrarse numerador y denominador por se-
parado. Esto es incorrecto tanto en la integración como en la derivación. Al respecto, obsérvese 
el ejemplo 5.

no es lo mismo que
ESx � 1D dx

E�x dx
�

1
2 x2 � x � C1

2
3 x�x � C2

.%x � 1
�x

 dx �
2
3
�x Sx � 3D � C

 

EJEMPLO 6 Reescribir antes de integrar

 Reescribir como un producto.

 Reescribir utilizando identidades  
 trigonométricas.

 Integrar.

 �
x2

2
� 2x � C

 �
x2

2
� C1 � 2x � C2

%Sx � 2D dx � %x dx � %2 dx

 � x � C

%dx � %1 dx

 �
3
5

x5 �
5
3

x3 �
1
2

x2 � C

% S3x4 � 5x2 � xD dx � 3�x5

5 � � 5�x3

3 � �
x2

2
� C

 �
2
3
�xSx � 3D � C

 �
2
3

x3Y2 � 2x1Y2 � C

 �
x3Y2

3Y2
�

x1Y2

1Y2
� C

 � %Sx1Y 2 � x�1Y 2D dx

%x � 1
�x

 dx � %� x

�x
�

1
�x

� dx

 � sec x � C

 � %sec x tan x dx

% sen x
cos2 x

 dx � %� 1
cos x��

sen x
cos x� dx

 c)

AYUDA DE ESTUDIO  Recordar que 
la respuesta puede verificarse por 
derivación.
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Condiciones iniciales y soluciones particulares

Se ha visto que la ecuación y�Eƒ(x) dx tiene muchas soluciones (cada una difiriendo de 
las otras en una constante). Eso significa que las gráficas de cualesquiera dos antiderivadas 
o primitivas de ƒ son traslaciones verticales una de otra. Por ejemplo, la figura 4.2 muestra 
las gráficas de varias de las antiderivadas o primitivas de la forma

y 3x2 1 dx x3 x C Solución general.

para diversos valores enteros de C. Cada una de estas antiderivadas o primitivas es una 
solución de la ecuación diferencial

dy

dx
3x2 1.

En muchas aplicaciones de la integración, se da suficiente información para determi-
nar una solución particular. Para hacer esto, sólo se necesita conocer el valor de y�F(x) 
para un valor de x. Esta información recibe el nombre de condición inicial. Por ejemplo, 
en la figura 4.2, sólo una de las curvas pasa por el punto (2, 4). Para encontrar esta curva, 
se utiliza la siguiente información.

 Solución general.

 Condición inicial.

Utilizando la condición inicial en la solución general, es posible determinar que F(2) �8

�2�C�4, lo que implica que C��2. De tal modo, se obtiene

F x x3 x 2. Solución particular.

EJEMPLO 7 Determinación de una solución particular

Encontrar la solución general de

x > 0F x
1
x2,

y determinar la solución particular que satisface la condición inicial F(1)�0.

Solución Para encontrar la solución general, se integra para obtener

 F(x) � EF�(x)dx.

 Reescribir como una potencia.

 Integrar.

 Solución general.

Utilizando la condición inicial F(1)�0, resolver para C de la manera siguiente.

C 1F 1
1
1

C 0

De tal modo, la solución particular, como se muestra en la figura 4.3, es

x > 0.F x
1
x

1,  Solución particular.

F 2 4

F x x3 x C

 
1
x

C,  x > 0.

 
x 1

1
C

 x 2 dx

 F x
1
x2 dx

x

1

2

3

4

2

2

3

4

2

1

1
C = 0

C = 1

C = 2

C = 3

C = 4

C � 1

C � 2

C � 3

C � 4

(2, 4)

F(x) � x3  x � C

y

x

1

2

3

2

3

2

1

1
C = 0

C = 1

C = 2

C = 3

C = 4

C � 1

C � 2

C � 3

(1, 0)

F(x) �     � C1
x

y

La solución particular que satisface 
la condición inicial F(2) = 4 es 
F(x) = x3 – x – 2
Figura 4.2

La solución particular que satisface 
la condición inicial F (1) � 0 es 
F(x) ��(1Yx) � 1, x � 0
Figura 4.3
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Hasta ahora, en esta sección se ha utilizado x como variable de integración. En las 
aplicaciones, es a menudo conveniente utilizar una variable distinta. Así, en el siguiente 
ejemplo, la variable de integración es el tiempo t.

EJEMPLO 8 Solución de un problema de movimiento vertical

Una pelota se lanza hacia arriba con una velocidad inicial de 64 pies por segundo a partir 
de una altura inicial de 80 pies.

 a) Encontrar la función posición que expresa la altura s en una función del tiempo t.
 b) ¿Cuándo llegará la pelota al suelo?

Solución

 a) Considerar que t�0 representa el tiempo inicial. Las dos condiciones iniciales 
indicadas pueden escribirse de la siguiente manera.

 La altura inicial es 80 pies.

 La velocidad inicial es de 64 pies por segundo.

Utilizando �32 piesYs2 como la aceleración de la gravedad, se tiene

 s t s t  dt 32dt 32t C1.

 s t 32

Empleando la velocidad inicial, se obtiene s�(0)�64��32(0)�C
1
, lo cual implica 

que C
1
 = 64. Después, integrando s�(t), se obtiene

s t s t  dt 32t 64  dt 16 t2 64 t C2.

Al utilizar la altura inicial, se encuentra que

s 0 80 16 02 64 0 C2

lo que implica que C
2
�80. De ese modo, la función posición es

s t 16t2 64t 80. Ver la figura 4.4.

 b) Utilizando la función posición que se encontró en el apartado a), es posible determinar 
el tiempo en que la pelota pega en el suelo al resolver la ecuación s(t)�0.

 t 1, 5

 16 t 1 t 5 0

 s t 16t2 64t 80 0

Como t debe ser positivo, se puede concluir que la pelota golpea el suelo 5 segundos después 
de haber sido lanzada.

El ejemplo 8 muestra cómo utilizar el cálculo para analizar problemas de movimiento 
vertical en los que la aceleración es determinada por una fuerza gravitacional. Se puede 
utilizar una estrategia similar para analizar otros problemas de movimiento rectilíneo (ver-
tical u horizontal) en los que la aceleración (o desaceleración) es el resultado de alguna otra 
fuerza, como se verá en los ejercicios 81 a 89.

NOTA  En el ejemplo 8, obsérvese 
que la función posición tiene la forma

s t
1
2gt2 v0t s0

donde g = �32, v
0
 es la velocidad 

inicial y s
0
 es la altura inicial, como se 

presentó en la sección 2.2. 

s 0 64

 s 0 80
s

t

10

20
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t = 1

t = 2

t = 3

t = 4

t = 5
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A
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a 

(e
n 

pi
es

)

s(t) = 16t2 + 64t + 80

Altura de una pelota en el tiempo t
Figura 4.4
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Antes de hacer los ejercicios, se debe reconocer que uno de los pasos más importantes 
en la integración es reescribir el integrando en una forma que corresponda con las reglas  
básicas de integración. Para ilustrar este punto, a continuación se presentan algunos ejem-
plos adicionales.

En los ejercicios 1 a 4, verificar el enunciado demostrando que 
la derivada del lado derecho es igual al integrando del lado iz-
quierdo.

 1.

 2.

 3.

 4.

En los ejercicios 5 a 8, encontrar la solución general de la ecuación 
diferencial y verificar el resultado mediante derivación.

 5.  6.

 7.  8.

En los ejercicios 9 a 14, completar la tabla.

 9.

 10.

 11.

 12.

 13.

 14.

3
7

x7Y3 � 3x4Y3x7Y3

7Y3
� 4�x4Y3

4Y3�� C%Sx4Y3 � 4x1Y3D dx%3�xSx � 4D dx

1
2

x2 �
3
x

� C
x2

2
� 3�x�1

�1� � C%Sx � 3x�2D dx%x3 � 3
x2  dx

1
5

t5 �
2
3

t3 � t � C
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5
� 2�t3
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  dx

SimplificarIntegrarReescribirIntegral original

En los ejercicios 15 a 34, encontrar la integral indefinida y verificar 
el resultado mediante derivación.

 15.  16.

 17.  18.

 19.  20.

 21.  22.

 23.  24.

 25.  26.

 27.  28.

 29.  30.

 31.  32.

 33.  34.

En los ejercicios 35 a 44, hallar la integral indefinida y verificar 
el resultado mediante derivación.

 35.  36.

 37.  38.

 39.  40.

%x 2 � 1
x3Y2 dx �

2Sx 2 � 3D
3�x

� C

%Sx � 4DSx � 4Ddx �
1
3x3 � 16x � C

%�8x3 �
1
x 2� dx � x 4 1

x
� C

%��
6
x4� dx �

2
x3 � C

2
�2

2

dy

dx
� 2x�3dy

dx
� x3Y2

dr

dU
� P

dy

dt
� 9t2

% 1
S3xD2 dx

% 1
2x3 dx

%xSx2 � 3D dx

% 1

x�x
 dx

% 1
x2 dx

% 3�x dx

SimplificarIntegrarReescribirIntegral original

%14 dt%dx

%S1 � 3tD t2 dt%y2�y dy

%S2t2 � 1D2 dt%Sx � 1DS3x � 2D dx

%x2 � 2x � 3
x 4  dx% x � 6

�x
dx

% 1
x 6 dx% 1

x5 dx

%S 4�x3 � 1D dx% 3�x2 dx

%��x �
1

2�x
� dx%Sx3Y2 � 2x � 1D dx

%Sx3 � 10x 3D dx%Sx5 � 1D dx

%S8x3 9x2 4D dx%S2x � 3x2D dx

%S13 � xD dx%Sx � 7D dx

� �

�

%sec y Stan y � sec yD dy%Ssec2 U � sen UDdU

%SU 2 � sec2 UDdU%S1 � csc t cot tD dt

%St2 � cos tD dt%S5 cos x � 4 sen xD dx
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En los ejercicios 45 a 48, se presenta la gráfica de la derivada de 
una función. Dibujar las gráficas de dos funciones que tengan la 
derivada señalada. (Hay más de una respuesta correcta.)

 45.  46. 

 47.  48.

En los ejercicios 49 y 50, determinar la ecuación para y, dada la 
derivada y el punto indicado sobre la curva.

 49.  50.

Campos de pendientes En los ejercicios 51 a 54, se dan una 
ecuación diferencial, un punto y un campo de pendientes. Un 
campo de pendientes (o campo de direcciones) está compuesto por 
segmentos de recta con pendientes dadas por la ecuación diferen-
cial. Estos segmentos de recta proporcionan una perspectiva visual 
de las pendientes de las soluciones de la ecuación diferencial. a) 
Dibujar dos soluciones aproximadas de la ecuación diferencial 
en el campo de pendientes, una de las cuales pasa por el punto 
indicado. b) Utilizar la integración para determinar la solución 
particular de la ecuación diferencial y usar una herramienta de 
graficación para representar la solución. Comparar el resultado 
con los dibujos del apartado a).

 51.  52. 

 53.  54.

Campos de pendientes En los ejercicios 55 y 56, a) utilizar una 
herramienta de graficación para representar un campo de pen-
dientes para la ecuación diferencial, b) utilizar la integración y 
el punto indicado para determinar la solución particular de la 
ecuación diferencial y c) hacer la gráfica de la solución y el campo 
de pendientes.

 55.  56.

En los ejercicios 57 a 64, resolver la ecuación diferencial.

 57.  58.

 59.  

60.

 61.

 62.

 63.

 64.

 65. Crecimiento de árboles Un vivero de plantas verdes suele 
vender cierto arbusto después de 6 años de crecimiento y 
cuidado. La velocidad de crecimiento durante esos 6 años es, 
aproximadamente, dhYdt�1.5t�5, donde t es el tiempo en 
años y h es la altura en centímetros. Las plantas de semillero 
miden 12 centímetros de altura cuando se plantan (t�0).

 a) Determinar la altura después de t años.

 b) ¿Qué altura tienen los arbustos cuando se venden?

 66. Crecimiento de población La tasa de crecimiento dPYdt de una 
población de bacterias es proporcional a la raíz cuadrada de t, 
donde P es el tamaño de la población y t es el tiempo en días  
(0 b t b 10). Esto es, dPYdt � k�t. El tamaño inicial de la po-
blación es igual a 500. Después de un día la población ha crecido 
hasta 600. Estimar el tamaño de la población después de 7 días.
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 70. Usar la gráfica de ƒ� que se muestra en la figura para 
responder lo siguiente, dado que ƒ(0)��4.

 a) Aproximar la pendiente de ƒ en x�4. Explicar.

 b) ¿Es posible que ƒ(2)��1? Explicar.

 c) ¿Es ƒ(5)�ƒ(4) � 0? Explicar.

 d) Aproximar el valor de x donde f es máxima. Ex-
plicar.

 e) Aproximar cualquier intervalo en el que la gráfica 
de ƒ es cóncava hacia arriba y cualquier intervalo 
en el cual es cóncava hacia abajo. Aproximar la 
coordenada x a cualquier punto de inflexión.

 ƒ) Aproximar la coordenada x del mínimo de  
ƒ�(x).

 g) Dibujar una gráfica aproximada de f.

Movimiento vertical En los ejercicios 71 a 74, utilizar  
a(t)��32 pies s2 como la aceleración debida a la gravedad. 
(Ignorar la resistencia al aire.)

 71. Una pelota se lanza verticalmente hacia arriba desde una 
altura de 6 pies con una velocidad inicial de 60 pies por 
segundo. ¿Qué altura alcanzará la pelota?

 72. Mostrar que la altura a la que llega un objeto lanzado hacia arriba 
desde un punto s

0
 pies a una velocidad inicial de v

0
 por segundo 

está dada por la función

f t � �16t2 � v0t � s0.

 73. ¿Con qué velocidad inicial debe lanzarse un objeto hacia arriba 
(desde el nivel del suelo) para alcanzar la parte superior del 
monumento a Washington (cerca de 550 pies)?

 74. Un globo aerostático, que asciende verticalmente con una ve-
locidad de 16 pies por segundo, deja caer una bolsa de arena en 
el instante en el que está a 64 pies sobre el suelo.

 a) ¿En cuántos segundos llegará la bolsa al suelo?

 b) ¿A qué velocidad hará contacto con el suelo?

Movimiento vertical En los ejercicios 75 a 78, emplear a(t)��9.8 
m s2 como aceleración de la gravedad. (Ignorar la resistencia al 
aire.)

 75. Mostrar que la altura sobre el suelo de un objeto que se lanza 
hacia arriba desde un punto s

0
 metros sobre el suelo a una veloci-

dad inicial de v
0
 metros por segundo está dada por la función

f t � �4.9t2 � v0t � s0.

 76. El Gran Cañón tiene una profundidad de 1 800 metros en su 
punto más profundo. Se deja caer una roca desde el borde sobre 
ese punto. Escribir la altura de la roca como una función del 
tiempo t en segundos. ¿Cuánto tardará la roca en llegar al suelo 
del cañón?

 77. Una pelota de beisbol es lanzada hacia arriba desde una altura 
de 2 metros con una velocidad inicial de 10 metros por segundo. 
Determinar su altura máxima.

 78. ¿A qué velocidad inicial debe lanzarse un objeto hacia arriba 
(desde una altura de 2 metros) para que alcance una altura 
máxima de 200 metros?

 79. Gravedad lunar Sobre la Luna, la aceleración de la gravedad 
es de �1.6 m s2. En la Luna se deja caer una piedra desde 
un peñasco y golpea la superficie de esta misma 20 segundos 
después. ¿Desde qué altura cayó? ¿Cuál era su velocidad en el 
momento del impacto?

 80. Velocidad de escape La velocidad mínima que se requiere para 
que un objeto escape de su atracción gravitatoria se obtiene a 
partir de la solución de la ecuación

v dv � �GM
1
y2 dy

donde v es la velocidad del objeto lanzado desde la Tierra, y 
es la distancia desde el centro terrestre, G es la constante de la 
gravitación y M es la masa de la Tierra. Demostrar que v y y 
están relacionados por la ecuación

v2 � v0
2 � 2GM

1
y

�
1
R

donde v
0
 es la velocidad inicial del objeto y R es el radio te-

rrestre.
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Desarrollo de conceptos

 67. ¿Cuál es la diferencia, si existe, entre encontrar la anti-
derivada de f (x) y evaluar la integral  f x  dx?

 68. Considerar f x tan2 x  y g x sec2 x.  ¿Qué se nota 
acerca de las derivadas de f(x) y g(x)? ¿Qué se puede 
concluir acerca de la relación entre f(x) y g(x)?

 69. Las gráficas de f y ƒ� pasan a través del origen. Usar 
la gráfica de ƒ� mostrada en la figura para bosquejar la 
gráfica de f y ƒ�.
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Movimiento rectilíneo En los ejercicios 81 a 84, considerar una 
partícula que se mueve a lo largo del eje x, donde x(t) es la po-
sición de la partícula en el tiempo t, x�(t) su velocidad y x��(t) su 
aceleración.

 81. x t � t3 � 6t2 � 9t � 2,    0  b  t  b  5

 a) Determinar la velocidad y la aceleración de la partícula.
 b) Encontrar los intervalos abiertos de t en los cuales la par-

tícula se mueve hacia la derecha.
 c) Encontrar la velocidad de la partícula cuando la aceleración 

es 0.
 82. Repetir el ejercicio 81 para la función posición

x t � t � 1 t � 3 2,    0  b  t  b  5

 83. Una partícula se mueve a lo largo del eje x a una velocidad de 
t > 0.v t � 1 t ,  En el tiempo t�1, su posición es x�4. 

Encontrar las funciones posición y la aceleración de la partícula.

 84. Una partícula, inicialmente en reposo, se mueve a lo largo del 
eje x de manera que su aceleración en el tiempo t � 0 está dada 
por a(t)�cos t. En el tiempo t = 0, su posición es x�3.

 a) Determinar las funciones velocidad y la posición de la 
partícula.

 b) Encontrar los valores de t para los cuales la partícula está 
en reposo.

 85. Aceleración El fabricante de un automóvil indica en su pu-
blicidad que el vehículo tarda 13 segundos en acelerar desde 
25 kilómetros por hora hasta 80 kilómetros por hora. Suponiendo 
aceleración constante, calcular lo siguiente.

 a) La aceleración en m s2.
 b) La distancia que recorre el automóvil durante los 13 segundos.

 86. Desaceleración Un automóvil que viaja a 45 millas por hora 
recorre 132 pies, a desaceleración constante, luego de que se 
aplican los frenos para detenerlo.

 a) ¿Qué distancia recorre el automóvil cuando su velocidad se 
reduce a 30 millas por hora?

 b) ¿Qué distancia recorre el automóvil cuando su velocidad se 
reduce a 15 millas por hora?

 c) Dibujar la recta de números reales desde 0 hasta 132 y hacer 
la gráfica de los puntos que se encontraron en los apartados 
a) y b). ¿Qué se puede concluir?

 87. Aceleración En el instante en que la luz de un semáforo se pone 
en verde, un automóvil que ha estado esperando en un crucero 
empieza a moverse con una aceleración constante de 6 pies s2. 
En el mismo instante, un camión que viaja a una velocidad 
constante de 30 pies por segundo rebasa al automóvil.

 a) ¿A qué distancia del punto de inicio el automóvil rebasará 
al camión?

 b) ¿A qué velocidad circulará el automóvil cuando rebase al 
camión?

 88. Aceleración Suponer que un avión totalmente cargado que 
parte desde el reposo tiene una aceleración constante mientras 
se mueve por la pista. El avión requiere 0.7 millas de pista y 
una velocidad de 160 millas por hora para despegar. ¿Cuál es la 
aceleración del avión?

 89. Separación de aviones Dos aviones están en un patrón de 
aterrizaje de línea recta y, de acuerdo con las regulaciones de la 
FAA, debe mantener por lo menos una separación de 3 millas. El 
avión A está a 10 millas de su descenso y gradualmente reduce 
su velocidad desde 150 millas por hora hasta la velocidad de 

aterrizaje de 100 millas por hora. El avión B se encuentra a 17 
millas del descenso y reduce su velocidad de manera gradual 
desde 250 millas por hora hasta una velocidad de aterrizaje de 
115 millas por hora.

 a) Asumiendo que la desaceleración de cada avión es cons-
tante, determinar las condiciones de la posición s

A
 y s

B
 

para el avión A y el avión B. Dejar que t�0 represente 
los tiempos en los que los aviones están a 10 y 17 millas 
del aeropuerto.

 b) Utilizar una herramienta de graficación para representar 
las funciones de la posición.

 c) Encontrar una fórmula para la magnitud de la distancia d 
entre los dos aviones como una función de t. Utilizar una 
herramienta de graficación para representar d. ¿Es d � 3 
durante algún momento previo al aterrizaje del avión A? 
Si es así, determinar ese tiempo.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 90 a 95, determinar si el 
enunciado es falso o verdadero. Si es falso, explicar por qué o 
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

 90. Cada antiderivada o primitiva de una función polinomial de n 

grados es una función polinomial de grado (n�1).

 91. Si p(x) es una función polinomial, entonces p tiene exactamente 
una antiderivada o primitiva cuya gráfica contiene al origen.

 92. Si F(x) y G(x) son antiderivadas o primitivas de ƒ(x), entonces 
F(x)�G(x)�C.

 93. Si ƒ�(x)�g(x) entonces g(x) dx�ƒ(x)�C.

 94. f x g x  dx � f x  dx g x  dx .

 95. La antiderivada o primitiva de f(x) es única.

 96. Encontrar una función ƒ tal que la gráfica de ésta tenga una 
tangente horizontal en (2, 0) y ƒ�(x)�2x.

 97. Se muestra la gráfica de ƒ�. Dibujar la gráfica de ƒ dado que ƒ 

es continua y ƒ(0)�1.

 98. Si es continua y f 1 � 3,ff� x �
1,

3x,

0 b x < 2

2 b x b 5
,  deter-

minar ƒ. ¿Es ƒ diferenciable en x = 2?

 99. Sean s(x) y c(x) dos funciones que satisfacen s�(x)�c(x) y c�(x)
��s(x) para todo x. Si s(0)�0 y c(0)�1, demostrar que [s(x)]2

�[c(x)]2�1.
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Preparación del examen Putnam

 100. Suponer que ƒ y g son funciones no constantes, derivables 
y de valores reales en R. Además, suponer que para cada 
par de números reales x y y, ƒ(x�y)�ƒ(x)ƒ(y)�g(x)g(y) 
y g(x�y)�ƒ(x)g(y)�g(x)ƒ(y). Si ƒ�(0)�0, probar que 
(ƒ(x))2�(g(x))2�1 para todo x.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.  
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.



■ Emplear la notación sigma para escribir y calcular una suma.

■ Entender el concepto de área.

■ Aproximar el área de una región plana.

■ Determinar el área de una región plana usando límites.

Notación sigma

En la sección anterior, se estudió la antiderivación. En ésta se considerará en forma adicional 
un problema que se presentó en la sección 1.1: el de encontrar el área de una región en el 
plano. A primera vista, estas dos ideas parecen no relacionarse, aunque se descubrirá en la 
sección 4.4 que se relacionan de manera estrecha por medio de un teorema muy importante 
conocido como el teorema fundamental del cálculo.

Esta sección se inicia introduciendo una notación concisa para sumas. Esta nota- 
ción recibe el nombre de notación sigma debido a que utiliza la letra griega mayúscula 
sigma, .

NOTACIÓN SIGMA

La suma de n términos a
1
, a

2
, a

3
, . . ., a

n
 se escribe como

O
n

i�1

ai � a1 � a2 � a3 � .  .  . � an

donde i es el índice de suma, a
i
 es el i-ésimo término de la suma y los límites supe-

rior e inferior de la suma son n y 1.

NOTA  Los límites superior e inferior de la suma han de ser constantes respecto al índice de suma. 
Sin embargo, el límite inferior no tiene por qué ser 1. Cualquier entero menor o igual al límite superior 
es legítimo.  

EJEMPLO 1 Ejemplos con la notación sigma

 a)

 b)

 c)

 d)

 e)

En los apartados a) y b), obsérvese que la misma suma puede representarse de maneras 
diferentes utilizando la notación sigma.

Aunque puede utilizarse cualquier variable como índice de suma, suele preferirse i, j 
y k. Nótese en el ejemplo 1 que el índice de suma no aparece en los términos de la suma 
desarrollada.

O
n

i�1
fSxi D $x � fSx1D $x � fSx2D $x � .  .  . � fSxn D $x

O
n

k�1

1
n

Sk2 � 1D �
1
n

S12 � 1D �
1
n

S22 � 1D � .  .  . �
1
n

Sn2 � 1D

O
7

j�3

j2 � 32 � 42 � 52 � 62 � 72

O
5

i�0

Si � 1D � 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6

O
6

i�1

i � 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6

PARA MAYOR INFORMACIÓN    
Para una interpretación geométrica de 
las fórmulas de suma, ver el artículo 

“Looking at y O
n

k�1

k2O
n

k�1

k  

Geometrically” de Eric Hegblom en 
Mathematics Teacher.

4.2 Área
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Las siguientes propiedades de la suma empleando la notación sigma se deducen de las 
propiedades asociativa y conmutativa de la suma y de la propiedad distributiva de la adición 
sobre la multiplicación. (En la primera propiedad, k es una constante.)

 1.

 2.

El siguiente teorema lista algunas fórmulas útiles para la suma de potencias. Una de-
mostración de este teorema se incluye en el apéndice A.

TEOREMA 4.2 FÓRMULAS DE SUMA EMPLEANDO LA NOTACIÓN SIGMA

 1. 2.

 3. 4.

EJEMPLO 2 Evaluación de una suma

Hallar O
n

i�1

i � 1
n2  para n�10, 100, 1 000 y 10 000.

Solución Al aplicar el teorema 4.2, es posible escribir

 Factor constante 1Yn2 fuera de la suma.

 Escribir como dos sumas.

 Aplicar el teorema 4.2.

 Simplificar.

 Simplificar.

Después de esto se puede encontrar la suma sustituyendo los valores apropiados de n, como 
se muestra en la tabla de la izquierda. 

En la tabla, las sumas parecen tender a un límite conforme n aumenta. Aunque la dis-
cusión de límites en el infinito en la sección 3.5 se aplica a una variable de x, donde x pue-
de ser cualquier número real, muchos de los resultados siguen siendo válidos cuando una 
variable n se restringe a valores enteros positivos. Así, para encontrar el límite de (n�3)Y2n 
cuando n tiende a infinito, se puede escribir

O
n

i�1

Sai biD � O
n

i�1

ai O
n

i�1

bi

O
n

i�1
kai � kO

n

i�1
ai

O
n

i�1

i3 �
n2Sn � 1D2

4O
n

i�1

i2 �
nSn � 1DS2n � 1D

6

O
n

i�1

i �
nSn � 1D

2O
n

i�1

c � cn

 �
n � 3

2n
.

 �
1
n2�n2 � 3n

2 �

 �
1
n2�nSn � 1D

2
� n�

 �
1
n2�O

n

i�1

i � O
n

i�1

1�

 O
n

i�1

i � 1
n2 �

1
n2 O

n

i�1

Si � 1D

LA SUMA DE LOS PRIMEROS CIEN ENTEROS

El maestro de Carl Friedrich Gauss (1777-
1855) pidió a sus alumnos que sumaran 
todos los enteros desde 1 hasta 100. Cuando 
Gauss regresó con la respuesta correcta muy 
poco tiempo después, el maestro no pudo 
evitar mirarle atónito. Lo siguiente fue lo 
que hizo Gauss:

Esto se generaliza por medio del teorema 
4.2, donde
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Área

En la geometría euclideana, el tipo más simple de región plana es un rectángulo. Aunque la 
gente a menudo afirma que la fórmula para el área de un rectángulo es A�bh, resulta más 
apropiado decir que ésta es la definición del área de un rectángulo.

De esta definición, se pueden deducir fórmulas para áreas de muchas otras regiones 
planas. Por ejemplo, para determinar el área de un triángulo, se puede formar un rectángulo 
cuya área es dos veces la del triángulo, como se indica en la figura 4.5. Una vez que se sabe 
cómo encontrar el área de un triángulo, se puede determinar el área de cualquier polígono 
subdividiéndolo en regiones triangulares, como se ilustra en la figura 4.6.

Hallar las áreas de regiones diferentes a las de los polígonos es más difícil. Los antiguos 
griegos fueron capaces de determinar fórmulas para las áreas de algunas regiones generales 
(principalmente aquellas delimitadas por cónicas) mediante el método de exhaución. La 
descripción más clara de este método la hizo Arquímedes. En esencia, el método es un 
proceso de límite en el que el área se encierra entre dos polígonos (uno inscrito en la región 
y otro circunscrito alrededor de la región).

Por ejemplo, en la figura 4.7 el área de una región circular se aproxima mediante un 
polígono inscrito de n lados y un polígono circunscrito de n lados. Para cada valor de n el 
área del polígono inscrito es menor que el área del círculo, y el área del polígono circuns-
crito es mayor que el área del círculo. Además, a medida que n aumenta, las áreas de ambos 
polígonos van siendo cada vez mejores aproximaciones al área del círculo.

Un proceso similar al que usó Arquímedes para determinar el área de una región plana 
se usa en los ejemplos restantes en esta sección.

b

h

Triángulo: A =  ,N  bh

Figura 4.5

Paralelogramo Hexágono Polígono
Figura 4.6

PARA MAYOR INFORMACIÓN  Para 
un desarrollo alternativo de la fórmu-
la para el área de un círculo, ver el 
artículo “Proof Whitout Words: Area of 
a Disk is R2” de Russell Jay Hendel en 
Mathematics Magazine.

n = 6
n  12

El método de exhaución para determinar el área de una región circular
Figura 4.7

ARQUÍMEDES (287-212 A.C.)

Arquímedes utilizó el método de exhaución 
para deducir fórmulas para las áreas de elip-
ses, segmentos parabólicos y sectores de una 
espiral. Se le considera como el más grande 
matemático aplicado de la antigüedad.
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El área de una región plana

Recordar de la sección 1.1 que los orígenes del cálculo están relacionados con dos problemas 
clásicos: el problema de la recta tangente y el problema del área. En el ejemplo 3 se inicia 
la investigación del problema del área.

EJEMPLO 3 Aproximación del área de una región plana

Emplear los cinco rectángulos de la figura 4.8a) y b) para determinar dos aproximaciones 
del área de la región que se encuentra entre la gráfica de

f x � �x2 � 5

y el eje x entre x = 0 y x = 2.

Solución

 a) Los puntos terminales de la derecha de los cinco intervalos son  2K i, donde i�1, 2, 
3, 4, 5. El ancho de cada rectángulo es  2K , y la altura de cada rectángulo se puede 
obtener al hallar f en el punto terminal derecho de cada intervalo.

Evaluar f en los puntos terminales de la derecha de estos intervalos.

�0, 
2
5�, �2

5
, 

4
5�, �4

5
, 

6
5�, �6

5
, 

8
5�, �8

5
, 

10
5 �

La suma de las áreas de los cinco rectángulos es

Altura Ancho

5

i�1
f

2i

5
2
5

�
5

i�1
��

2i

5

2

� 5� 2
5

�
162
25

� 6.48.

Como cada uno de los cinco rectángulos se encuentra dentro de la región parabólica, 
se concluye que el área de la región parabólica es mayor que 6.48.

 b) Los puntos terminales izquierdos de los cinco intervalos son  2 K   (i � 1), donde  
i�1, 2, 3, 4, 5. La anchura de cada rectángulo es  2K y la altura de cada uno puede 
obtenerse evaluando ƒ en el punto terminal izquierdo de cada intervalo. Por tanto, 
la suma es

Altura Ancho

5

i�1
f

2i � 2
5

2
5

�
5

i�1
��

2i � 2
5

2

� 5� 2
5

�
202
25

� 8.08.

Debido a que la región parabólica se encuentra contenida en la unión de las cinco 
regiones rectangulares, es posible concluir que el área de la región parabólica es 
menor que 8.08.

Combinando los resultados de los apartados a) y b), es posible concluir que

6.48 < (Área de la región) < 8.08.

NOTA  Al incrementar el número de rectángulos utilizados en el ejemplo 3, se pueden obtener 
aproximaciones más y más cercanas al área de la región. Por ejemplo, al utilizar 25 rectángulos, cada 
uno de ancho  N.K , puede concluirse que

7.17 < (Área de la región) < 7.49.  
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f(x)  x2  5

y
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5 5 5 5 5
2 4 6 8 10

f(x)  x2  5

y

b) El área de la región parabólica es menor 
que el área de los rectángulos

Figura 4.8

a) El área de una región parabólica es 
mayor que el área de los rectángulos
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Sumas superior e inferior

El procedimiento utilizado en el ejemplo 3 puede generalizarse de la manera siguiente. 
Considerar una región plana limitada en su parte superior por la gráfica de una función 
continua no negativa y�ƒ(x), como se muestra en la figura 4.9. La región está limitada 
en su parte inferior por el eje x y las fronteras izquierda y derecha por las rectas verticales 
x�a y x�b.

Para aproximar el área de la región, se empieza subdividiendo el intervalo [a, b] en 
n subintervalos, cada uno de longitud $x�(b�a)Yn como se muestra en la figura 4.10.  
Los puntos terminales de los intervalos son los siguientes.

a � 0S$xD < a � 1S$xD < a � 2S$xD <
.  .  .

< a � nS$xD

xn � bx2x1a � x0

Como f es continua, el teorema del valor extremo garantiza la existencia de un valor mínimo 
y uno máximo de ƒ(x) en cada subintervalo.

ƒ(m
i
)�valor mínimo de ƒ(x) en el i-ésimo subintervalo

ƒ(M
i
)�valor máximo de ƒ(x) en el i-ésimo subintervalo

A continuación, se define un rectángulo inscrito que se encuentra dentro de la i-ésima 
subregión y un rectángulo circunscrito que se extiende fuera de la i-ésima región. La al-
tura del i-ésimo rectángulo inscrito es ƒ(m

i
) y la altura del i-ésimo rectángulo circunscrito 

es ƒ(M
i
). Para cada i, el área del rectángulo inscrito es menor que o igual que el área del 

rectángulo circunscrito.

�Área del rectángulo
inscrito � � fSmiD $x fSMiD $x � �Área del rectángulo

circunscrito �
La suma de las áreas de los rectángulos inscritos recibe el nombre de suma inferior, y la 
suma de las áreas de los rectángulos circunscritos se conoce como suma superior.

Suma superior � SSnD � O
n

i�1
fSMiD $x

Suma inferior � sSnD � O
n

i�1

fSmiD $x

En la figura 4.11, se puede observar que la suma inferior s(n) es menor o igual que la suma 
superior S(n). Además, el área real de la región se encuentra entre estas dos sumas.

sSnD SÁrea de regiónD SSnD

a b
x

f

y

a b
x

f

x

f(m
i
)

f(M
i
)

y

La región bajo una curva
Figura 4.9

El intervalo [a, b] se divide en n 

subintervalos de ancho $x �
b � a

n
Figura 4.10

s(n)

a b
x

y  f(x)
y

a b
x

y  f(x)

y
y  f(x)

S(n)

a b
x

y

El área de los rectángulos  Área de la región El área de los rectángulos  
inscritos es menor que  circunscritos es mayor que el 
el área de la región   área de la región

Figura 4.11

Área de rectángulos circunscritos.

Área de rectángulos inscritos.
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EJEMPLO 4 Hallar las sumas superior 
e inferior de una región

Determinar la suma superior e inferior de la región delimitada por la gráfica de ƒ(x)�x2 y 
el eje x entre x�0 y x�2.

Solución Para empezar, se divide el intervalo [0, 2] en n subintervalos, cada uno de 
 ancho

$x �
b � a

n
�

2 � 0
n

�
2
n

.

La figura 4.12 muestra los puntos terminales de los subintervalos y varios de los rectángulos 
inscritos y circunscritos. Como ƒ es creciente en el intervalo [0, 2], el valor mínimo en cada 
subintervalo ocurre en el punto terminal izquierdo, y el valor máximo ocurre en el punto 
terminal derecho.

Mi � 0 � i �2
n� �

2i

n
mi � 0 � Si � 1D�2

n� �
2Si � 1D

n

Puntos terminales derechosPuntos terminales izquierdos  

Utilizando los puntos terminales izquierdos, la suma inferior es

Empleando los puntos terminales derechos, la suma superior es

 �
8
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�
4
n

�
4

3n2.

 �
4

3n3 S2n3 � 3n2 � nD

 �
8
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n3�Si2 � 2i � 1D
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4
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Rectángulos circunscritos
Figura 4.12

Rectángulos inscritos
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El ejemplo 4 ilustra algunos aspectos importantes acerca de las sumas inferior y su-
perior. Primero, advertir que para cualquier valor de n, la suma inferior es menor (o igual) 
que la suma superior.

sSnD �
8
3

�
4
n

�
4

3n2 <

8
3

�
4
n

�
4

3n2 � SSnD

Segundo, la diferencia entre estas dos sumas disminuye cuando n aumenta. De hecho, si 
se toman los límites cuando n  @, tanto en la suma superior como en la suma inferior se 
aproximan a  <$.

 Límite de la suma inferior.

 Límite de la suma superior.

El siguiente teorema muestra que la equivalencia de los límites (cuando n  @) de 
las sumas superior e inferior no es una mera coincidencia. Este teorema es válido para toda 
función continua no negativa en el intervalo cerrado [a, b]. La demostración de este teorema 
es más adecuada para un curso de cálculo avanzado.

TEOREMA 4.3 LÍMITES DE LAS SUMAS SUPERIOR E INFERIOR

Sea ƒ continua y no negativa en el intervalo [a, b]. Los límites cuando n  @ de las 
sumas inferior y superior existen y son iguales entre sí. Esto es

 � lím
n @

 SSnD 

 � lím
n @

 O
n

i�1
fSMiD $x

 lím
n @

 sSnD � lím
n @

 O
n

i�1

fSmiD $x

donde $x�(b�a)Yn y ƒ(m
i
) y ƒ(M

i
) son los valores mínimo y máximo de ƒ en el 

subintervalo.

Debido a que se alcanza el mismo límite tanto con el valor mínimo ƒ(m
i
) como con el valor 

máximo ƒ(M
i
), se sigue a partir del teorema del encaje o del emparedado (teorema 1.8) 

que la elección de x en el i-ésimo intervalo no afecta al límite. Esto significa que se está 
en libertad de elegir cualquier valor de x arbitrario en el i-ésimo subintervalo, como en la 
siguiente definición del área de una región en el plano.

DEFINICIÓN DEL ÁREA DE UNA REGIÓN EN EL PLANO

Sea ƒ continua y no negativa en el intervalo [a, b]. El área de la región limitada por 
la gráfica de ƒ, el eje x y las rectas verticales x�a y x�b es

xi�1 ci xiÁrea � lím
n @

 O
n

i�1
fSciD $x,

donde $x�(b�a)Yn (ver la figura 4.13).
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E X P L O R A C I Ó N

Para la región dada en el ejemplo 4, 
calcular la suma inferior

y la suma superior

para n � 10 100 y 1 000. Utilizar 
los resultados para determinar el 
área de la región.

x

f

a b
x

i
x

i 1

c
i

f(c
i
)

y

El ancho del i-ésimo subintervalo es 
$x � x

i
 � x

i � 1

Figura 4.13
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EJEMPLO 5 Hallar el área mediante la definición de límite

Encontrar el área de la región limitada por la gráfica ƒ(x)�x3, el eje x y las rectas verticales 
x�0 y x�1, como se muestra en la figura 4.14.

Solución Se empieza notando que f es continua y no negativa en el intervalo [0, 1]. Después, 
se divide el intervalo [0, 1] en n subintervalos, cada uno de ancho $x�1Yn. De acuerdo con 
la definición de área, elegir cualquier valor de x en el i-ésimo subintervalo. En este ejemplo, 
los puntos terminales derechos c

i
�iYn resultan adecuados.

 Puntos terminales derechos: .ci �
i

n

El área de la región es  ,I .

EJEMPLO 6 Hallar el área mediante la definición de límite

Determinar el área de la región limitada por la gráfica de ƒ(x)�4�x2, el eje x y las rectas 
verticales x�1 y x�2, como se indica en la figura 4.15.

Solución La función ƒ es continua y no negativa en el intervalo [1, 2], y de tal modo se 
empieza dividiendo el intervalo en n subintervalos, cada uno de ancho $x�1Yn. Eligiendo 
el punto terminal derecho

ci � a � i$x � 1 �
i

n
 Puntos terminales derechos.

de cada subintervalo, se obtiene

El área de la región es  /< .
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El área de la región acotada por la gráfica 
de f, el eje x, x � 0 y x � 1 es  ,I 
Figura 4.14

El área de la región acotada por la gráfica 
de f, el eje x, x � 1 y x � 2 es  /< 
Figura 4.15
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El último ejemplo en esta sección considera una región limitada por el eje y (en vez 
del eje x).

EJEMPLO 7 Una región limitada por el eje y

Encontrar el área de la región limitada por la gráfica de ƒ(y)�y2 y el eje y para 0  y  1, 
como se muestra en la figura 4.16.

Solución Cuando ƒ es una función continua y no negativa de y, puede seguirse utilizando 
el mismo procedimiento básico que se ilustró en los ejemplos 5 y 6. Se empieza dividiendo el 
intervalo [0, 1] en n subintervalos, cada uno de ancho $y�1Yn. Después utilizando los 
puntos terminales superiores c

i
�iYn, se obtiene

El área de la región es  ,< .

 �
1
3

.

 � lím
n @

 �1
3

�
1

2n
�

1
6n2�

 � lím
n @

 
1
n3�nSn � 1DS2n � 1D

6 �

 � lím
n @

 
1
n3 O

n

i�1

i2

Área � lím
n @

 O
n

i�1

fSciD $y � lím
n @

 O
n

i�1
� i

n�
2

�1
n�

1

1

x

(1, 1)

(0, 0)

f(y)  y2

y

El área de la región acotada por la gráfica 
de f, el eje y para 0  y  1 es  ,< 
Figura 4.16

En los ejercicios 1 a 6, encontrar la suma. Usar la función de suma 
de la herramienta de graficación para verificar el resultado.

 1.  2.

 3.  4.

 5.  6.

En los ejercicios 7 a 14, utilizar la notación sigma para escribir 
la suma.

 7.

 8.

 9.

 10.

 11.

 12.

 13. 

 14.

En los ejercicios 15 a 22, utilizar las propiedades de la notación 
sigma y el teorema 4.2 para calcular la suma. Utilizar la función de 
suma de la herramienta de graficación para verificar el resultado.

 15.  16.

 17.  18.

 19.  20.

 21.  22.

En los ejercicios 23 y 24, usar la función de suma de una herra-
mienta de graficación para evaluar la suma. Después emplear las 
propiedades de la notación sigma y el teorema 4.2 para verificar 
la suma.
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 25. Considerar la función f(x) � 3x � 2.

 a) Estimar el área entre la gráfica de f y el eje x entre x � 0 y 
x � 3 usando seis rectángulos y puntos terminales derechos. 
Dibujar la gráfica y los rectángulos.

 b) Repetir el apartado a) usando puntos terminales izquierdos.

 26. Considerar la función g(x) � x2 � x � 4.

 a)  Estimar el área entre la gráfica de g y el eje x entre x � 2 y 
x � 4, usando rectángulos y puntos terminales derechos. 
Bosquejar la gráfica y los rectángulos.

 b)  Repetir el apartado a) usando puntos terminales izquierdos.

En los ejercicios 27 a 32, usar los puntos terminales izquierdo 
y derecho y el número de rectángulos dado para encontrar dos 
aproximaciones del área de la región entre la gráfica de la función 
y el eje x sobre el intervalo dado.

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

En los ejercicios 33 a 36, delimitar el área de la región sombreada 
aproximando las sumas superior e inferior. Emplear rectángulos 
de ancho 1.

 33.  34. 

 35.  36.

En los ejercicios 37 a 40, encontrar el límite de s(n) cuando  
n  .

 37. 

 38.

 39.  40.

En los ejercicios 41 a 44, utilizar sumas superiores e inferiores 
para aproximar el área de la región empleando el número dado 
de subintervalos (de igual ancho).

 41.  42.

 43.  44.

En los ejercicios 45 a 48, utilizar las fórmulas de suma con notación 
sigma para reescribir la expresión sin la notación sigma. Emplear 
el resultado para determinar la suma correspondiente a n 10, 
100, 1 000 y 10 000.

 45.  46. 

 47.  48.

En los ejercicios 49 a 54, encontrar una fórmula para la suma 
de los n términos. Emplear la fórmula para determinar el límite 
cuando n  .

 49.  50.

 51.  52.

 53.  54.

 55. Razonamiento numérico Considerar un triángulo de área 2 
delimitado por las gráficas de y�x, y�0 y x�2.

 a) Dibujar la región.

 b) Dividir el intervalo [0, 2] en n subintervalos de igual ancho 
y demostrar que los puntos terminales son

0 < 1�2
n� <

.  .  .
< Sn � 1D�2

n� < n�2
n�.

 c) Demostrar que sSnD � O
n

i�1
�Si � 1D�2

n���
2
n�.

 d) Demostrar que SSnD � O
n

i�1
�i �2

n���
2
n�.

x

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5
f

y

x

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5
f

y

x

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5
f

y

x

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

f

y

x

1

1

y

1 2

1

2

x

3

y

x

1 2

1

y

x

1

1

y

y � �x � 2y � �x

y � �1 � x2y �
1
x

sSnD �
1
n2�nSn � 1D

2 �sSnD �
18
n2 �nSn � 1D

2 �

sSnD �
64
n3 �nSn � 1DS2n � 1D

6 �

sSnD �
81
n4 �n2Sn � 1D2

4 �

O
n

i�1

4i2Si � 1D
n 4O

n

k�1

6kSk � 1D
n3

O
n

j�1

4j � 3
n2O

n

i�1

2i � 1
n2

lím
n @

  O
n

i�1
 �1 �

2i

n �
3

�2
n�lím

n @
 O

n

i�1
 �1 �

i

n��
2
n�

lím
n @

 O
n

i�1

 �1 �
2i

n �
2

�2
n�lím

n @
 O

n

i�1

 
1
n3 Si � 1D2

lím
n @

 O
n

i�1
 �2i

n ��
2
n�lím

n @
 O

n

i�1
 
24i

n2

4 rectan

6 rectang

6 

8 rectan

4 rectang

6 rectangl0, 	 ,g x � sin x,

0, 
	

2
,f x � cos x,

1, 3 ,g x � x2 � 1,

2, 5 ,g x � 2x2 � x � 1,

2, 4 ,f x � 9 � x,

0, 2 ,f x � 2x � 5,

sen x,

rectángulos

ectángulos

rectángulos

rectángulos

rectángulos

rectángulos
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 e) Completar la tabla.

 f) Demostrar que lím
n @

 sSnD � lím
n @

 SSnD � 2.

 56. Razonamiento numérico Considerar un trapezoide de área 4 
delimitado por las gráficas de y � x, y � 0, x � 1 y x � 3.

 a) Dibujar la región.
 b) Dividir el intervalo [1, 3] en n subintervalos de igual ancho 

y demostrar que los puntos terminales son

1 < 1 � 1�2
n� <

.  .  .
< 1 � Sn � 1D�2

n� < 1 � n�2
n�.

 c) Demostrar que sSnD � O
n

i�1
�1 � Si � 1D�2

n���
2
n�.

 d) Demostrar que SSnD � O
n

i�1
�1 � i �2

n���
2
n�.

 e) Completar la tabla.

 f) Demostrar que lím
n @

 sSnD � lím
n @

 SSnD � 4.

En los ejercicios 57 a 66, utilizar el proceso de límite para encontrar 
el área de la región entre la gráfica de la función y el eje x sobre 
el intervalo indicado. Dibujar la región.

 57.  58.

 59.  60.

 61.  62.

 63.  64.

65.   66.

En los ejercicios 67 a 72, emplear el proceso de límite para deter-
minar el área de la región entre la gráfica de la función y el eje y 
sobre el intervalo y indicado. Dibujar la región.

 67.  68.

 69.  70.

 71.  72.

En los ejercicios 73 a 76, utilizar la regla del punto medio

Área O
n

i 1
f ?xi xi 1

2 � x

con n 4 para aproximar el área de la región limitada por la 
gráfica de la función y el eje x sobre el intervalo dado.

 73.  74.

 75.  76.

Programación Escribir un programa para una herramienta de 
graficación con el fin de aproximar áreas utilizando la regla del 
punto medio. Suponer que la función es positiva sobre el intervalo 
dado y que los subintervalos son de igual ancho. En los ejercicios 
77 a 80, emplear el programa para aproximar el área de la región 
entre la gráfica de la función y el eje x sobre el intervalo indicado, 
y completar la tabla.

 77. 

 78.

 79.

 80.

Desarrollo de conceptos

Aproximación En los ejercicios 81 y 82, determinar cuál es el 
mejor valor que aproxima el área de la región entre el eje x y 
la gráfica de la función sobre el intervalo indicado. (Realizar 
la elección con base en un dibujo de la región y no efectuando 
cálculos.)

 81.

Desarrollo de conceptos (continuación)

 82.

 83. Con sus propias palabras y utilizando las figuras adecuadas, 
describa los métodos de las sumas superior e inferior en la 
aproximación del área de una región.

 84. Proporcionar la definición del área de una región en el plano.

 85. Razonamiento gráfico Considerar la región delimitada por la 

gráfica de f SxD �
8x

x � 1
, x�0, x�4 y y�0, como se muestra 

en la figura.

 a) Redibujar la figura y trazar y 
sombrear los rectángulos que 
representan a la suma inferior 
cuando n � 4. Encontrar esta 
suma inferior.

 b) Redibujar la figura y trazar y 
sombrear los rectángulos que 
representan la suma superior 
cuando n�4. Determinar esta 
suma superior.

 c) Redibujar la figura y trazar y sombrear los rectángulos cuyas 
alturas se determinan mediante los valores funcionales en el 
punto medio de cada subintervalo cuando n � 4. Determinar 
esta suma utilizando la regla del punto medio.

4 8 12 16 20

Área aproximada

n

�0, 
P

2�f SxD � sen x,�0, 
P

4�f SxD � tan x,

F0, 4Gf SxD � x2 � 4x,F0, 2Gf SxD � x2 � 3,

a) b) 6 c) 10 d) 3 e) 8�2

F0, 2Gf SxD � 4 � x2,

a) 3 b) 1 c) d) 8 e) 6�2

F0, 4Gf SxD � sen 
Px

4
,

x

1

2

2 3

4

4

6

8

y

f

5 10 50 100

SXnC

sXnC

n

5 10 50 100

SXnC

sXnC

n

1, 0y x2 x3,

0, 1y 2x x3,

2, 2y 4 x2,

0, 3y x2 1,

2, 5y 3x 2,

1, 1y x2 x3,

[1, 3y 27 x3,

1, 4y 25 x2,

0, 1y x2 2,

0, 1y 4x 5,

g y 4y2 y3, 1 y 3

f y y2, 0 y 5

f y 4y, 0 y 2

h y y3 1, 1 y 2

f y 4y y2, 1 y 2

g y
1
2 y, 2 y 4

F0, 4Gf SxD � �x,

F2, 6Gf SxD �
8

x2 � 1
,

F1, 3Gf SxD � tan�Px

8 �,

F0, 2Gf SxD � cos �x,
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 d) Verificar las siguientes fórmulas al aproximar el área de la 
región utilizando n subintervalos de igual ancho.

Suma inferior: sSnD � O
n

i�1
f �Si � 1D 4

n��
4
n�

Suma superior: SSnD � O
n

i�1

f �SiD 4
n� �

4
n�

Regla del punto medio: MSnD � O
n

i�1
f ��i �

1
2�

4
n� �

4
n�

 e) Utilizar una herramienta de graficación y las fórmulas del 
apartado d) para completar la tabla.

 f) Explicar por qué s(n) aumenta y S(n) disminuye para va-
lores recientes de n, como se muestra en la tabla en el 
apartado e).

 90. Razonamiento gráfico Considerar un polígono regular de n 
lados inscrito en un círculo de radio r. Unir los vértices del po-
lígono al centro del círculo, formando n triángulos congruentes 
(ver la figura).

 a) Determinar el ángulo central U en términos de n.
 b) Demostrar que el área de cada triángulo es  ,Nr2 sen U.
 c) Sea A

n
 la suma de las áreas de los n triángulos. Hallar 

lím
n @

 An.

 91. Modelado matemático La tabla lista las mediciones de un 
terreno delimitado por un río y dos caminos rectos que se unen 
en ángulo recto, donde x y y se miden en pies (ver la figura).

 a) Utilizar las funciones de regresión de una herramienta de 
graficación para encontrar un modelo de la forma y�ax3

�bx2�cx�d.
 b) Emplear una herramienta de graficación para dibujar los 

datos y representar el modelo.
 c) Recurrir al modelo del apartado a) para estimar el área del 

terreno.

 92. Bloques de construcción Un niño coloca n bloques cúbicos 
de construcción en una hilera para formar la base de un diseño 
triangular (ver la figura). Cada hilera sucesiva contiene dos blo-
ques menos que la hilera precedente. Encontrar una fórmula para  
el número de bloques utilizados en el diseño. (Sugerencia: El 
número de bloques constitutivos en el diseño depende de si n 
es par o impar.)

 93. Demostrar cada fórmula mediante inducción matemática. (Quizá 
se necesite revisar el método de prueba por inducción en un texto 
de precálculo.)

a) b)

Figura para 89 Figura para 90

x 0 50 100 150 200 250 300

y 450 362 305 268 245 156 0

x

Camino

Camino

Río

50 100 150 200 250 300

450

360

270

180

90

y

n es par

Figura para 91 Figura para 92

4 8 20 100 200

MXnC

SXnC

sXnC

n

Para discusión

 86. Considerar una función f(x) que se incrementa en el inter-
valo [1, 4]. El intervalo [1, 4] está dividido en 12 subin-
tervalos.

 a) ¿Cuáles son los puntos terminales izquierdos del primer 
y último subintervalos?

 b) ¿Cuáles son los puntos terminales derechos de los 
primeros dos subintervalos?

 c) ¿Cuándo se usan los puntos terminales derechos, se 
trazan los rectángulos arriba o abajo de las gráficas de 
f(x)? Usar una gráfica para explicar su respuesta.

 d) ¿Qué se puede concluir acerca de las alturas de los 
rectángulos si una función es constante en el intervalo 
dado?

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 87 y 88, determinar si el 
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o 
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

 87. La suma de los primeros n enteros positivos es n(n�1)Y2.

 88. Si f es continua y no negativa en [a, b], entonces los límites 
cuando  n  @ de su suma inferior s(n) y de su suma superior 
S(n) existen ambos y son iguales.

 89. Comentario Utilizar la figura para escribir un pequeño párrafo don-
de se explique por qué la fórmula 1�2�· · ·�n�,N

  
n (n�1) 

es válida para todos los enteros positivos n.

Preparación del examen Putnam

 94. Un dardo, lanzado al azar, incide sobre un blanco cuadrado. 
Suponiendo que cualesquiera de las dos partes del blanco de 
igual área son igualmente probables de ser golpeadas por el 
dardo, encontrar la probabilidad de que el punto de incidencia 
sea más cercano al centro que a cualquier borde. Escribir la 
respuesta en la forma Sa�b � cDYd, donde a, b, c y d son 
enteros positivos.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.  
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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■ Entender la definición de una suma de Riemann.
■ Hallar una integral definida utilizando límites.
■ Calcular una integral definida utilizando las propiedades de las integrales  

defi nidas.

Sumas de Riemann

En la definición de área dada en la sección 4.2, las particiones tenían subintervalos de igual 

ancho. Esto se hizo sólo por conveniencia de cálculo. El siguiente ejemplo muestra que no 
es necesario tener subintervalos de igual ancho.

EJEMPLO 1 Una partición con subintervalos de anchos desiguales

Considerar la región acotada por la gráfica de e �( )x x  y el eje x para 0  b x  b 1, como se 
muestra en la figura 4.17. Hallar el límite

lím
nm@

 O
n

i�1
 f SciD $xi

donde ci es el punto terminal derecho de la partición dada por ci � i2Yn2 y $xi es el ancho 
del i-ésimo intervalo.

Solución El ancho del i-ésimo intervalo está dado por

 �
2i � 1

n2
.

 �
i2 � i2 � 2i � 1

n2

$xi �
i2

n2 �
Si � 1D2

n2

De tal modo, el límite es

 �
2
3

.

 � lím
nm@

 
4n3 � 3n2 � n

6n3

 � lím
nm@

 
1
n3�2�nSn � 1DS2n � 1D

6 � �
nSn � 1D

2 �

 � lím
nm@

 
1
n3 O

n

i�1
 S2i2 � iD

lím
nm@

 O
n

i�1
 f SciD $xi � lím

nm@
 O

n

i�1

 � i2

n2 �2i � 1
n2 �

De acuerdo con el ejemplo 7 de la sección 4.2, se sabe que la región mostrada en la 
figura 4.18 tiene un área de  <, . Debido a que el cuadrado acotado por 0 b x b 1 y 0 b y b 1 
tiene un área de 1, puede concluirse que el área de la región que se muestra en la figura 4.17 
tiene un área de  <2 . Esto concuerda con el límite que se encontró en el ejemplo 1, aun cuando 
en ese ejemplo se utilizó una partición con subintervalos de anchos desiguales. La razón 
por la que esta partición particular da el área apropiada es que cuando n crece, el ancho del 

subintervalo más grande tiende a cero. Ésta es la característica clave del desarrollo de las 
integrales definidas.

x

n2 n2 n2

n

n

n

1

1

1

2

22
. . .

. .
 .

1
(n  1)2

n  1

y f(x) =    x

x

1

1 (1, 1)

(0, 0)

Área � 1
3

x � y2

y

Los subintervalos no tienen anchos iguales
Figura 4.17

El área de la región acotada por la gráfica 
de x � y2 y el eje y para 0  b y  b 1 es  <, 
Figura 4.18

4.3 Sumas de Riemann e integrales definidas
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En la sección precedente, el límite de una suma se utilizó para definir el área de una 
región en el plano. La determinación del área por este medio es sólo una de las muchas 
aplicaciones que involucran el límite de una suma. Un enfoque similar puede utilizarse para 
determinar cantidades tan diversas como longitudes de arco, valores medios, centroides, 
volúmenes, trabajo y áreas de superficies. La siguiente definición honra el nombre de Georg 
Friedrich Bernhard Riemann. Aunque la integral definida se había utilizado ya con anterio-
ridad, fue Riemann quien generalizó el concepto para cubrir una categoría más amplia de 
funciones.

En la definición siguiente de una suma de Riemann, notar que la función ƒ no tiene otra 
restricción que haber sido definida en el intervalo [a, b]. (En la sección precedente, la función 
ƒ se supuso continua y no negativa debido a que se trabajó con un área bajo una curva.)

DEFINICIÓN DE UNA SUMA DE RIEMANN

Sea ƒ definida en el intervalo cerrado [a, b], y sea $ una partición de [a, b] dada por

a � x0 < x1 < x2 <
.  .  .

< xn�1 < xn � b

donde $xi es el ancho del i-ésimo subintervalo. Si ci es cualquier punto en el i-ésimo 
subintervalo [xi�1, xi] entonces la suma

xi�1 b ci b xiO
n

i�1

 f SciD $xi ,

se denomina una suma de Riemann de ƒ para la partición $.

NOTA  Las sumas vistas en la sección 4.2 son ejemplos de las sumas de Riemann, pero hay sumas 
de Riemann más grandes que las que se mostraron ahí. 

El ancho del subintervalo más grande de la partición $ es la norma de la partición y 
se denota por medio de UU$UU. Si todos los intervalos tienen la misma anchura, la partición es 
regular y la norma se denota mediante

I$I � $x �
b � a

n
.  Partición ordinaria.

En una partición general, la norma se relaciona con el número de subintervalos en [a, b] de 
la siguiente manera.

b � a

I$I
b n Partición general.

De tal modo, el número de subintervalos en una partición tiende a infinito cuando la norma 
de la partición tiende a cero. Esto es UU$UU m 0 implica que n m @.

La afirmación recíproca de este enunciado no es cierta. Por ejemplo, sea $n la partición 
del intervalo [0, 1] dado por

0  <  
1
2n

<

1
2n�1 <

.  .  .
<

1
8

<

1
4

<

1
2

< 1.

Como se muestra en la figura 4.19, para cualquier valor positivo de n, la norma de la par-
tición $n es  N, . De tal modo, como al dejar que n tienda a infinito no obliga a que UU$UU se 
aproxime a 0. En una partición regular, sin embargo, los enunciados UU$UU m 0 y n m @ 
son equivalentes.

GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN 
(1826-1866)

Riemann, matemático alemán, realizó 
su trabajo más notable en las áreas de 
geometría no euclidiana, ecuaciones 
diferenciales y la teoría de los números. 
Fueron los resultados de Riemann en física 
y matemáticas los que conformaron la 
estructura en la que se basa la teoría de la 
relatividad general de Einstein.

10

1
2n

1
4

1
2

1
8

2
= 1$||||

n m @ no implica que UU$UU m 0
Figura 4.19
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Integrales definidas

Para definir la integral definida, considerar el siguiente límite.

lím
I$Im0

 O
n

i�1

 f SciD $xi � L

Afirmar que este límite existe, significa que hay un número real L, tal que para cada E � 0 
existe una D � 0 tal que para toda partición de $  < D se sigue que

\L � O
n

i�1

 f SciD $xi\ < d

a pesar de cualquier elección de ci en el i-ésimo subintervalo de cada partición de $.

DEFINICIÓN DE UNA INTEGRAL DEFINIDA

Si ƒ se define en el intervalo cerrado [a, b] y el límite de las sumas de Riemann sobre 
las particiones $

lím
I$Im0 O

n

i�1

 f SciD $xi

existe (como se describió antes), entonces ƒ es integrable en [a, b] y el límite se 
denota por

lím
I$Im0

 O
n

i�1
 f SciD $xi � %b

a

 f SxD dx.

El límite recibe el nombre de integral definida de ƒ de a a b. El número a es el límite 
inferior de integración, y el número b es el límite superior de integración.

No es coincidencia que la notación para las integrales definidas sea similar a la que se 
utilizó para las integrales indefinidas. Se verá la razón en la siguiente sección cuando se in-
troduzca el teorema fundamental del cálculo. Por ahora es importante observar que las 
integrales definidas y las integrales indefinidas son identidades diferentes. Una integral 
definida es un número, en tanto que una integral indefinida es una familia de funciones.

A pesar de que las sumas de Riemann estaban definidas por funciones con muy pocas 
restricciones, una condición suficiente para que una función ƒ sea integrable en [a, b] es que sea 
continua en [a, b]. Una demostración de este teorema está más allá del objetivo de este texto.

TEOREMA 4.4 LA CONTINUIDAD IMPLICA INTEGRABILIDAD

Si una función ƒ es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces ƒ es integrable 
en [a, b]. Es decir, b

a  f x  dx  existe.

E X P L O R A C I Ó N

Converso del teorema 4.4 ¿Es verdadero el converso del teorema 4.4 ? Esto es, si 
una función es integrable, ¿tiene que ser continua? Explicar el razonamiento y pro-
porcionar ejemplos.

Describir las relaciones entre continuidad, derivabilidad e integrabilidad. ¿Cuál 
es la condición más fuerte? ¿Cuál es la más débil? ¿Qué condiciones implican otras 
condiciones?

PARA MAYOR INFORMACIÓN  
Para obtener más información acerca de 
la historia de la integral definida, ver el 
artículo “The Evolution of Integration”, 
de A. Shenitzer y J. Stepra–ns en The 

American Mathematical Monthly.

AYUDA DE ESTUDIO  Posteriormente 
en este capítulo, el lector aprenderá 
métodos convenientes para calcular 

b

a  f x  dx  para funciones continuas. 
Por ahora, se debe usar la definición de 
límite.
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EJEMPLO 2 Evaluación de una integral definida como límite

Hallar la integral definida %1

�2

 2x dx.

Solución La función ƒ(x)�2x es integrable en el intervalo [�2, 1] porque es continua 
en [�2, 1]. Además, la definición de integrabilidad implica que cualquier partición cuya 
norma tienda a 0 puede utilizarse para determinar el límite. Por conveniencia computacional, 
definir $, subdividiendo [2, 1] en n subintervalos de la misma anchura.

$xi � $x �
b � a

n
�

3
n

.

Eligiendo ci como el punto terminal derecho de cada subintervalo, se obtiene

ci � a � iS$xD � �2 �
3i

n
.

De este modo, la integral definida está dada por

  � �3.

  � lím
nm@

 ��12 � 9 �
9
n�

  � lím
nm@

 
6
n

 ��2n �
3
n

 �nSn � 1D
2 ��

  � lím
nm@

 
6
n

 O
n

i�1
 ��2 �

3i

n �

  � lím
nm@

 O
n

i�1

 2��2 �
3i

n ��3
n�

 � lím
nm@

 O
n

i�1

f Sci D $x

%1

�2 
2x dx � lím

I$Im0
O

n

i�1
 f Sci D $xi

 

Debido a que la integral definida en el ejemplo 2 es negativa, ésta no representa el área 
de la región que se muestra en la figura 4.20. Las integrales definidas pueden ser positivas, 
negativas o cero. Para que una integral definida sea interpretada como un área (como se definió 
en la sección 4.2), la función ƒ debe ser continua y no negativa en [a, b], como se establece 
en el siguiente teorema. La demostración de este teorema es directa: utilizar simplemente 
la definición de área dada en la sección 4.2, porque es una suma de Riemann.

TEOREMA 4.5 LA INTEGRAL DEFINIDA COMO ÁREA DE UNA REGIÓN

Si ƒ es continua y no negativa en el intervalo cerrado [a, b], entonces el área de la 
región acotada por la gráfica de ƒ, del eje x y las rectas verticales x�a y x�b está 
dada por

Área � %b

a

 f SxD dx.

(Ver la figura 4.21.)

x

1

2

1

2

3

4

f(x) � 2x

y

a b

f

x

y

Como la integral definida es negativa, no 
representa el área de la región
Figura 4.20

Se puede usar una integral definida para 
determinar el área de la región acotada por 
la gráfica de f, el eje x, x � a y x � b
Figura 4.21
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Como un ejemplo del teorema 4.5, considerar la región delimitada por la gráfica de

f x � 4x � x2

y el eje x, como se muestra en la figura 4.22. Debido a que ƒ es continua y no negativa en 
el intervalo cerrado [0, 4], el área de la región es

Área �

4

0
 4x � x2   dx

Una técnica directa para hallar una integral definida como ésta se analizará en la sección 
4.4. Por ahora se puede calcular una integral definida de dos maneras: usando la defini-
ción en términos de límites o verificando si la integral definida representa el área de una 
región geométrica común, tal como un rectángulo, triángulo o semicírculo.

EJEMPLO 3 Áreas de figuras geométricas comunes

Dibujar la región correspondiente a cada integral definida. Evaluar después cada integral 
utilizando una fórmula geométrica.

 a)  b) c)

Solución Un dibujo de cada región se muestra en la figura 4.23.

 a) Esta región es un rectángulo de 4 de alto por 2 de ancho.

(Área del rectángulo ) � 4 2 � 8
3

1
 4 dx �

 b) Esta región es un trapezoide con una altura de 3 y bases paralelas de longitudes 2 y 5. 
La fórmula para el área de un trapezoide es  N,  h(b1�b2).

(Área del trapezoide  ) �
1
2

3 2 � 5 �
21
2

3

0
 x � 2  dx �

 c) Esta región es un semicírculo de radio 2. La fórmula para el área de un semicírculo es  

N, Pr2.

(Área del semicírculo ) �
1
2

� 22 � 2�

2

�2
 4 � x2 dx �

2

�2
 4 � x2 dx

3

0
 x � 2  dx

3

1
 4 dx

a) b) c)
Figura 4.23

x

4

3

2

1

1 2 3 4

f(x) � 4x  x2y

x

4

3

2

1

1 2 3 4

f(x) � 4
y

x

4

3

5

2

1

1 2 3 4 5

f(x) � x � 2
y

x

f(x) �     4  x2
4

3

1

2 1 1 2

y

Área �

4

0
 4x � x2   dx

Figura 4.22

NOTA  La variable de integración en 
una integral definida algunas veces se 
denomina como variable muda porque 
puede ser sustituida por cualquier 
otra variable sin cambiar el valor de 
la integral. Por ejemplo, las integrales 
definidas

3

0
 x � 2  dx

y
3

0
 t � 2  dt

tienen el mismo valor. 



276  CAPÍTULO 4  Integración

Propiedades de las integrales definidas

La definición de la integral definida de ƒ en el intervalo [a, b] especifica que a � b. Ahora, 
es conveniente, sin embargo, extender la definición para cubrir casos en los cuales a�b o 
a � b. Geométricamente, las siguientes dos definiciones parecen razonables. Por ejemplo, 
tiene sentido definir el área de una región de ancho cero y altura finita igual a 0.

DEFINICIONES DE DOS INTEGRALES DEFINIDAS ESPECIALES

1. Si f está definida en x�a, entonces se define %a

a

 f SxD dx � 0.

2. Si f es integrable en [a, b], entonces se define %a

b

 f SxD dx � �%b

a

 f SxD dx.

EJEMPLO 4 Cálculo de integrales definidas

 a) Debido a que la función seno se define en x�P, y los límites superior e inferior de 
integración son iguales, puede decirse que

%P

P

sen x dx � 0.

 b) La integral E0
3(x � 2) dx es la misma que la dada en el ejemplo 3b excepto por el hecho 

de que los límites superior e inferior se intercambian. Debido a que la integral en el 
ejemplo 3b tiene un valor de  2J, , puede escribirse

%0

3
 Sx � 2D dx � �%3

0
 Sx � 2D dx � �

21
2

.

En la figura 4.24, la región más grande puede dividirse en x�c en dos subregiones 
cuya intersección es un segmento de recta. Como el segmento de recta tiene área cero, se 
concluye que el área de la región más grande es igual a la suma de las áreas de las dos 
regiones más pequeñas.

TEOREMA 4.6 PROPIEDAD ADITIVA DE INTERVALOS

Si ƒ es integrable en los tres intervalos cerrados determinados por a, b y c, entonces

%b

a

 f SxD dx � %c

a

 f SxD dx � %b

c

 f SxD dx.

EJEMPLO 5 Empleo de la propiedad aditiva de intervalos

 Teorema 4.6.

 Área del triángulo.

 � 1

 �
1
2

�
1
2

%1

�1
\x\ dx � %0

�1
�x dx � %1

0
x dx

°

°

°
c

b

b

a

a

c
�

f(x) dx

x
a c b

f

f(x) dx f(x) dx

y

Figura 4.24
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%b

a

 F f SxD p gSxDG dx � %b

a

 f SxD dx p %b

a

 gSxD dx.

%b

a

 kf SxD dx � k%b

a

 f SxD dx

x

g

a b

f

y

%b

a

 f SxD dx b %b

a

 gSxD dx

Figura 4.25

Debido a que la integral definida se describe como el límite de una suma, hereda las 
propiedades de la suma dadas en la parte superior de la página 260.

TEOREMA 4.7 PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS

Si ƒ y g son integrables en [a, b] y k es una constante, entonces las funciones kƒ y  
ƒ�g son integrables en [a, b], y

1.

2.

Observar que la propiedad 2 del teorema 4.7 puede extenderse a cualquier número finito de 
funciones. Por ejemplo,

%b

a

 F f SxD � gSxD � hSxDG dx � %b

a

 f SxD dx � %b

a

 gSxD dx � %b

a

 h(xD dx.

EJEMPLO 6 Evaluación de una integral definida

Evaluar %3

1
 S�x2 � 4x dx� 3D  utilizando los siguientes valores.

%3

1
 dx � 2%3

1
 x dx � 4,%3

1
 x2 dx �

26
3

,

Solución

 �
4
3

 � ��26
3 � � 4S4D � 3S2D

 � �%3

1
 x2 dx � 4%3

1
 x dx � 3%3

1
 dx

%3

1
 S�x2 � 4x � 3D dx � %3

1
 S�x2D dx � %3

1
 4x dx � %3

1
 S�3D dx

Si f y g son continuas en el intervalo cerrado [a, b] y

0 b f SxD b gSxD

para a b x b b, las siguientes propiedades son ciertas. Primero, el área de la región acotada 
por la gráfica de f y el eje x (entre a y b) debe ser no negativa. Segundo, esta área debe ser 
menor o igual que el área de la región delimitada por la gráfica de g y el eje x (entre a y b), 
como se muestra en la figura 4.25. Estos dos resultados se generalizan en el teorema 4.8. 
(Una demostración de este teorema se presenta en el apéndice A.)
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En los ejercicios 13 a 22, formular una integral definida que pro-
duce el área de la región. (No evaluar la integral.)

 13.  14.

 15.  16.

 17.  18.

En los ejercicios 1 y 2, utilizar el ejemplo 1 como modelo para 
evaluar el límite

lím
nm

 O
n

i 1
f Xci C xi

sobre la región delimitada por las gráficas de las ecuaciones.

 1.

 2.

En los ejercicios 3 a 8, evaluar la integral definida mediante la 
definición de límite.

 3.  4.

 5.  6.

 7.  8.

En los ejercicios 9 a 12, escribir el límite como una integral de-
finida en el intervalo [a, b], donde ci es cualquier punto en el 
i-ésimo subintervalo.

 9.

 10.

 11.

 12.

(Sugerencia: Sea )

(Sugerencia: Sea )ci � i 3�n3.

x � 1x � 0,y � 0,f SxD � 3�x,

ci � 3i 2Yn2.

x � 3x � 0,y � 0,f SxD � �x,

F1, 3Glím
I$Im0

 O
n

i�1
 � 3

ci
2�$xi

F0, 3Glím
I$Im0

 O
n

i�1

 �ci
2 � 4 $xi

F0, 4Glím
I$Im0

 O
n

i�1

 6ci S4 � ci D2$xi

F�1, 5Glím
I$Im0

 O
n

i�1
 S3ci � 10D$xi

IntervaloLímite                                 

x

8

6

4

2

24 2 4

y

x

4

3

2

1

1 1 2 3

y

f SxD � x2f SxD � 4 � \x\

TEOREMA 4.8 CONSERVACIÓN DE DESIGUALDADES

1. Si ƒ es integrable y no negativa en el intervalo cerrado [a, b], entonces

0 b %b

a

 f SxD dx.

2. Si ƒ y g son integrables en el intervalo cerrado [a, b] y ƒ(x) b g(x) para x en  
[a, b], entonces

%b

a

 f SxD dx b %b

a

 gSxD dx.

Ejercicios4.3

2

1

 x2 � 1  dx

1

�1

 x3 dx

6

2

 8 dx

1

�2

 2x2 � 3  dx

4

1

 4x2 dx

3

�2

 x dx

1 2 3 4 5�1�2

1

2

3

4

5

6

x

y

x

1 2 3 4 5

5

4

3

2

1

y

f x � 6 � 3xf x � 5

x

y

�1 1

1

x

y

�2�4�6 2 4 6

5

10

15

f x � 25 � x2 f x �
4

x2 � 2
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 19.  20.

 21.  22.

En los ejercicios 23 a 32, dibujar la región cuya área está dada 
por la integral definida. Luego, usar una fórmula geométrica para 
evaluar la integral (a > 0, r > 0).

 23.  24.

 25.  26.

 27.  28.

 29.  30.

 31.  32.

En los ejercicios 33 a 40, evaluar la integral utilizando los siguien-
tes valores.

4

2
dx 2

4

2
x dx 6,

4

2
x 3 dx 60,

 33.  34.

 35.  36.

 37.  38.

 39.  40.

 41. Dadas y 
7

5
 f x  dx � 3,

5

0
 f x  dx � 10  hallar

c) d)
5

0
 3f x  dx.

5

5
 f x  dx.

 42. Dadas y 
6

3
 f x  dx � �1,

3

0
 f x  dx � 4  hallar

a) b)

c) d)
6

3
 �5f x  dx.

3

3
 f x  dx.

3

6
 f x  dx.

6

0
 f x  dx.

 43. Dadas y 
6

2
 g x  dx � �2,

6

2
 f x  dx � 10  hallar

a) b)

c) d)
6

2
 3f x  dx.

6

2
 2g x  dx.

6

2
 g x � f x  dx.

6

2
 f x � g x  dx.

 44. Dadas y 
1

0
 f x  dx � 5,

1

�1
  f x  dx � 0  hallar

a) b)

c) d)
1

0
 3f x  dx.

1

�1
 3f x  dx.

1

0
 f x  dx �

0

�1
 f x  dx.

0

�1
 f x  dx.

 45. Utilizar la tabla de valores para determinar las estimaciones 

inferiores y superiores de 
10

0

 f x  dx.  Suponer que f es una 
función decreciente.

0 2 4 6 8 10

32 24 12 �36�20�4f x

x

 46. Utilizar la tabla de valores para estimar 
6

0

 f x  dx. Utilizar tres 

subintervalos iguales y a) los puntos terminales izquierdos, b) los 
puntos terminales derechos y c) los puntos medios. Si f es una 
función creciente, ¿cómo se compara cada estimación con el 
valor real? Explicar el razonamiento.

0 1 2 3 4 5 6

0 8 18 30 50 80�6f x

x

 47. Para pensar La gráfica de ƒ está compuesta por segmentos de 
recta y un semicírculo, como se muestra en la figura. Evaluar 
cada integral definida utilizando fórmulas geométricas.

x

1

P P
4 2

y

x

4

3

2

1

42 6 8

y

x

4

3

2

1

21 3 4

y

f x � tan x

f y � y � 2 2g y � y3

r

�r

 r 2 � x2 dx

7

�7
 49 � x2 dx

a

�a

 a � x  dx

1

�1
 1 � x  dx

6

0
6 � x  dx

2

0
 3x � 4  dx

4

0
 
x

2
 dx

4

0
 x dx

a

�a

 4 dx

3

0
 4 dx

4

2
x 3 � 4  dx

4

2

1
2 x3 � 3x � 2  dx

x

1

� �
4 2

y

f x � cos x

4

2
10 � 4x � 3x 3 dx

4

2
x � 9  dx

4

2
25 dx

4

2
8x dx

2

2
x 3 dx

2

4
x dx

a) b)
0

5
 f x  dx.

7

0
 f x  dx.

x

(4, 2)

4 1 1 3 4 5 6

2

1

1
(4, 1)

y

f

f)
6

4
f x 2  dxe)

6

4
f x  dxd)

6

4
f x  dx

c)
2

4
f x  dxb)

6

6

2
f x  dxa)

2

0
f x  dx
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 48. Para pensar La gráfica de ƒ consta de segmentos de recta, 
como se muestra en la figura. Evaluar cada integral definida 
utilizando fórmulas geométricas.

a) b)

c) d)

e) f )
10

4

f x  dx

11

0

f x  dx

11

5

f x  dx

7

0

f x  dx

4

3
3 f x  dx

1

0
f x  dx

 49. Para pensar Considerar la función f que es continua en el 
intervalo [�5, 5] y para la cual

5

0

 f x  dx 4.

  Evaluar cada integral.

 50. Para pensar Una función ƒ se define como se indica a conti-
nuación. Usar fórmulas geométricas para encontrar 

8

0  f x  dx.

  f x
4,
x,

x < 4
x ≥ 4

 51. Para pensar Abajo se define una función f. Usar fórmulas 
geométricas para encontrar 

12

0  f x  dx.

  f x
6,

1
2 x 9,

x > 6

x 6

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 53 y 54, utilizar la figura para llenar los espa-
cios con el símbolo <, > o .

 53. El intervalo [1, 5] se divide en n subintervalos de igual ancho 
$x, y xi es el punto terminal izquierdo del i-ésimo subinter-
valo.

  

5

1

 f x  dx
n

i 1
f xi  x

 54. El intervalo [1, 5] se divide en n subintervalos de igual ancho 
$x, y xi es el punto terminal derecho del i-ésimo subinter-
valo.

  

5

1
 f x  dx

n

i 1

f xi  x

 55. Determinar si la función e �


( )x
x

1

4
 es integrable en el 

intervalo [3, 5]. Explicar.

 56. Proporcionar un ejemplo de una función que sea integrable 
en el intervalo [�1, 1], pero no continua en [�1, 1].

En los ejercicios 57 a 60, determinar cuáles valores se aproximan 
mejor a la integral definida. Realizar la selección con base en un 
dibujo.

 57.

 58.

 59.

 60.

x

(4, 2)
(11, 1)

(8, 2)

(3, 2)

1 1 2 3 4 5 6 8 10 11

2

1

y

3
4

2
3
4

f

x

1 2 3 4 5 6

6

5

4

3

2

1

y

a) 5 b) c) 10 d) 2 e) 8

a) 4 b) c) 16 d) e)

a) 6 b) c) 4 d)

a) b) 9 c) 27 d) 33

9

0
 1 x  dx

5
4

1
2

1

0
 2 sen x dx

624
3

1 2

0
 4 cos x dx

3

4

0
 x dx

Para discusión

d) ( es impar )f

5

5
f x  dxc) ( es par)f

5

5

f x  dx

b)
3

2
f x 2  dxa)

5

0
f x 2  dx

 52. Encontrar posibles valores de a y b que hagan el enuncia-
do correcto. Si es posible, usar una gráfica para sustentar 
su respuesta. (Aquí puede haber más de una respuesta 
correcta.)

 a)  

 b) 

 c) 

 d) 
b

a

 cos x dx 0

b

a

3

3

 f x  dx

6

3

 f x  dx

b

a

 f x  dx

6

1

 f x  dx

1

2

 f x  dx

5

1

 f x  dx

b

a

 f x  dx

 sen x dx < 0
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Programación Escribir un programa en la herramienta de gra-
ficación con el fin de aproximar una integral definida utilizando 
la suma de Riemann

n

i 1
f ci  xi

donde los subintervalos sean de igual ancho. La salida debe pro-
porcionar tres aproximaciones de la integral donde ci es el punto 
terminal del lado izquierdo I(n), el punto medio M(n) y el pun-
to terminal del lado derecho D(n) de cada subintervalo. En los 
ejercicios 61 a 64, usar el programa para aproximar la integral 
definida y completar la tabla.

4 8 12 16 20

D n

M n

I n

n

 61.  62.

 63.  64.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 65 a 70, determinar si el 
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o 
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

 65. 

 66.

 67. Si la norma de una partición tiende a cero, entonces el número 
de subintervalos tiende a infinito.

 68. Si f es creciente en [a, b], entonces el valor mínimo de ƒ(x) en 
[a, b] es ƒ(a).

 69. El valor de 
b

a
 f x  dx  debe ser positivo.

 70. El valor de 2

2
 sen x2  dx   es cero.

 71. Encontrar la suma de Riemann para f x � x2 � 3x en el inter-
valo [0, 8], donde x0�0, x1�1, x2�3, x3�7 y x4�8, y donde 
c1�1, c2�2, c3�5 y c4�8.

Figura para 71 Figura para 72

 72. Determinar la suma de Riemann para ƒ(x) � sen x sobre el 
intervalo [0, 2P], donde x0�0, x1�P 4, x2�P 3, x3�P y 
x4�2P, y donde c1�P 6, c2�P 3, c3�2P 3 y c4�3P 2.

 73. Demostrar que 

 74. Demostrar que 

 75. Para pensar Determinar si la función de Dirichlet

f x �
1,     
0,

x es racional
x es irracional

  es integrable en el intervalo [0, 1]. Explicar.

 75. Suponer que la función ƒ se define en [0, 1], como se muestra 
en la figura.

f x �

0,
1
x
,

x � 0

0 < x b 1

Demostrar que 1
0ƒ(x) dx no existe. ¿Por qué lo anterior no 

contradice al teorema 4.4?

 77. Encontrar las constantes a y b que maximizan el valor de

b

a

 1 � x2  dx.

  Explicar el razonamiento.

 78. Evaluar, si es posible, la integral 
2

0
x  dx.

 79. Determinar

  
lím

nm@
 

1
n3 12 � 22 � 32 � .  .  . � n2  

  utilizando una suma de Riemann apropiada.

3

0
 x sen x dx

P 2

0
 sen2 x dx

3

0
 

5
x2 � 1

 dx

3

0
 x 3 � x dx

b

a

 f x g x  dx �

b

a

 f x  dx

b

a

 g x  dx

b

a

 f x � g x  dx �

b

a

 f x  dx �

b

a

 g x  dx

2 2 4 6 8 10
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100

x

y

1.5

0.5

1.0

1.5

P
2

P
2

3

y

x

 

 
b

a
 x2 dx �

b3 � a3

3
.

b

a
 x dx �

b2 � a2
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Preparación del examen Putnam

 80. Para cada función continua 0, 1 � R,f:  sean I f
1

0  x2 f x  dx  y J(x) � 1

0  x f x 2 dx.  Encontrar el valor 
máximo de I f J f  sobre todas las funciones f.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.  
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.



■ Evaluar una integral definida utilizando el teorema fundamental del cálculo.
■ Entender y utilizar el teorema del valor medio para integrales.
■ Encontrar el valor medio de una función sobre un intervalo cerrado.
■ Entender y utilizar el segundo teorema fundamental del cálculo.
■ Entender y utilizar el teorema del cambio neto.

El teorema fundamental del cálculo

Se han visto ya dos de las principales ramas del cálculo: el cálculo diferencial (presentado 
con el problema de la recta tangente) y el cálculo integral (presentado con el problema 
del área). En este punto, podría parecer que estos dos problemas no se relacionan, aunque 
tienen una conexión muy estrecha. La conexión fue descubierta independientemente por 
Isaac Newton y Gottfried Leibniz y está enunciada en un teorema que recibe el nombre de 
teorema fundamental del cálculo.

De manera informal, el teorema establece que la derivación y la integración (definida) 
son operaciones inversas, en el mismo sentido que lo son la división y la multiplicación. 
Para saber cómo Newton y Leibniz habrían pronosticado esta relación, considerar las 
aproximaciones que se muestran en la figura 4.26. La pendiente de la recta tangente se 
definió utilizando el cociente $yY$x (la pendiente de la recta secante). De manera similar, 
el área de la región bajo una curva se definió utilizando el producto $y$x (el área de un 
rectángulo). De tal modo, al menos en una etapa de aproximación primitiva, las operaciones 
de derivación y de integración definida parecen tener una relación inversa en el mismo 
sentido en el que son operaciones inversas la división y la multiplicación. El teorema fun-
damental del cálculo establece que los procesos de límite (utilizados para definir la deriva-
da y la integral definida) preservan esta relación inversa.

TEOREMA 4.9 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO

Si una función ƒ es continua en el intervalo cerrado [a, b] y F es una antiderivada de 
ƒ en el intervalo [a, b], entonces

%b

a

 f SxD dx � FSbD � FSaD.

$x $x

$y

$y $y

Recta 
secante

Recta 
tangente

Pendiente � Pendiente z

$x

$y

Área � $y$x Área z $y$x

Área del
rectángulo

Área de
la región
bajo la
curva

$x

a) Derivación b) Integración definida

La derivación y la integración definida tienen una relación “inversa”
Figura 4.26

E X P L O R A C I Ó N

Integración y antiderivación
A lo largo de este capítulo, se ha 
estado utilizando el signo de integral 
para denotar una antiderivada o 
primitiva (una familia de funciones) 
y una integral definida (un número).

Antiderivación: % f SxD dx

Integración definida: %b

a

 f SxD dx

El uso de este mismo símbolo para 
ambas operaciones hace parecer 
que estarán relacionadas. En los 
primeros trabajos con cálculo, sin 
embargo, no se sabía que las dos 
operaciones estaban relacionadas. 
¿A qué se aplicó primero el símbolo 
E: a la antiderivación o a  
la integración definida? Explicar 
el razonamiento. (Sugerencia: El 
símbolo fue utilizado primero por 
Leibniz y proviene de la letra S.)

4.4 El teorema fundamental del cálculo

282  CAPÍTULO 4  Integración
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DEMOSTRACIÓN  La clave para la demostración consiste en escribir la diferencia F(b) � F(a) 
en una forma conveniente. Sea $ la siguiente partición de [a, b].

a � x0 < x1 < x2 <
.  .  .

< xn�1 < xn � b

Mediante la resta y suma de términos análogos, se obtiene

 � O
n

i�1

FFSxiD � FSxi�1DG.

 FSbD � FSaD � FSxnD � FSxn�1D � FSxn�1D � .  .  . � FSx1D � FSx1D � FSx0D

De acuerdo con el teorema del valor medio, se sabe que existe un número ci en el i-ésimo 
subintervalo tal que

F�Sci D �
FSxiD � FSxi�1D

xi � xi�1
.

Como F �(ci) � ƒ(ci), puede dejarse que $xi � xi � xi�1 y obtenerse

FSbD � FSaD � O
n

i�1
 fSciD $xi .

Esta importante ecuación dice que al aplicar repetidamente el teorema del valor medio, se 
puede siempre encontrar una colección de ci tal que la constante F(b) � F(a) es una suma 
de Riemann de ƒ en [a, b] para cualquier partición. El teorema 4.4 garantiza que el límite de 
sumas de Riemann sobre las particiones con $  m 0 existe. Así, al tomar el límite (cuando 
$  m 0) produce

FSbD � FSaD � %b

a

 f SxD dx.

La siguiente guía puede ayudar a comprender el uso del teorema fundamental del 
cálculo.

Estrategia para utilizar el teorema fundamental del cálculo

1. Suponiendo que se conozca una antiderivada o primitiva ƒ, se dispone de una forma 
de calcular una integral definida sin tener que utilizar el límite de la suma.

2. Cuando se aplica el teorema fundamental del cálculo, la siguiente notación resulta 
conveniente.

 � FSbD � FSaD

 %b

a

 fSxD dx � FSxD�
b

a

Por ejemplo, para calcular E3
1x3 dx, es posible escribir

%3

1
 x3 dx �

x4

4 �
3

1
�

34

4
�

14

4
�

81
4

�
1
4

� 20.

3. No es necesario incluir una constante de integración C en la antiderivada o pri-
mitiva ya que

 � FSbD � FSaD.
 � FFSbD � CG � FFSaD � CG

 %b

a

 f SxD dx � �FSxD � C�
b

a
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EJEMPLO 1 Cálculo de una integral definida

Evaluar cada integral definida.

a)  b) c)

Solución

 a)

 b)

 c)

EJEMPLO 2 Integral definida de un valor absoluto

Calcular %2

0
 \2x � 1\ dx.

Solución Utilizando la figura 4.27 y la definición de valor absoluto, se puede reescribir 
el integrando como se indica.

\2x � 1\ � ��S2x � 1D,
2x � 1,

     x <
1
2

     x r 1
2

A partir de esto, es posible reescribir la integral en dos partes.

�
5
2

 � ��1
4

�
1
2� � S0 � 0D � S4 � 2D � �1

4
�

1
2�

 � ��x2 � x�
1Y2

0
 � �x2 � x�

2

1Y2

 %2

0
 \2x � 1\ dx � %1Y2

0
 �S2x � 1D dx � %2

1Y2
 S2x � 1D dx

EJEMPLO 3 Empleo del teorema fundamental para encontrar un área

Encontrar el área de la región delimitada por la gráfica de y�2x2�3x�2, el eje x y las 
rectas verticales x�0 y x�2, como se muestra en la figura 4.28.

Solución Notar que y > 0 en el intervalo [0, 2].

 Integrar entre x � 0 y x � 2.

 Encontrar la antiderivada.

 Aplicar el teorema fundamental del cálculo.

 Simplificar.

%PY4

0
sec2 x dx%4

1
3�x dx%2

1
Sx2 � 3D dx

%PY4

0
 sec2 x dx � tan x�

PY4

0
  � 1 � 0 � 1

%4

1
 3�x dx � 3%4

1
x1Y2  dx � 3�x3Y2

3Y2�
4

1
� 2S4D3Y2 � 2S1D3Y2 � 14

%2

1
 Sx2 � 3D dx � �x3

3
� 3x�

2

1
� �8

3
� 6� � �1

3
� 3� � �

2
3

 �
10
3

 � �16
3

� 6 � 4� � S0 � 0 � 0D

 � �2x3

3
�

3x2

2
� 2x�

2

0

Área � %2

0
 S2x2 � 3x � 2D dx

El área de la región acotada por la gráfica 
de y, el eje x, x � 0 y x � 2 es  ,;+ 
Figura 4.28

La integral definida de y en [0, 2] es  N/ 
Figura 4.27

x

1 1 2

3

2

1

y � 2x  1y � �2x  1)

y �   2x  1¦ ¦y

x

1 2 3 4

4

3

2

1

y � 2x2  3x � 2
y
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El teorema del valor medio para integrales

En la sección 4.2, se vio que el área de una región bajo una curva es mayor que el área de 
un rectángulo inscrito y menor que el área de un rectángulo circunscrito. El teorema del 
valor medio para integrales establece que en alguna parte “entre” los rectángulos inscrito y 
circunscrito hay un rectángulo cuya área es precisamente igual al área de la región bajo la 
curva, como se ilustra en la figura 4.29.

TEOREMA 4.10 TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES

Si f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces existe un número c en el in-
tervalo cerrado [a, b], tal que

%b

a

 f SxD dx � f ScDSb � aD.

DEMOSTRACIÓN

Caso 1: Si ƒ es constante en el intervalo [a, b], el teorema es claramente válido debido a 
que c puede ser cualquier punto en [a, b].

Caso 2: Si ƒ no es constante en [a, b], entonces, por el teorema del valor extremo,  
pueden elegirse ƒ(m) y ƒ(M) como valores mínimo y máximo de ƒ en [a, b]. Como  
ƒ(m) b ƒ(x) b ƒ(M) para todo x en [a, b], se puede aplicar el teorema 4.8 para escribir

f SMD1
b � a

%b

a

 f SxD dx b f SmD b

 f SMDSb � aDb%b

a

 f SxD dxf SmDSb � aD b

%b

a

 f SMD dxb%b

a

 f SxD dx %b

a

 f SmD dx b  Ver la figura 4.30.

De acuerdo con la tercera desigualdad, puede aplicarse el teorema del valor medio para 
concluir que existe alguna c en [a, b] tal que

o f ScDSb � aD � %b

a

 f SxD dx.f ScD �
1

b � a
 %b

a

 f SxD dx

f

a b

f(m)

x

f(c)
f

a c b

y

f

a b

f

a b

f(M)

Rectángulo de valor medio: 

f ScDSb � aD � %b

a

 f SxD dx

Figura 4.29 

Rectángulo inscrito (menor 
que el área real)

%b

a

 f SmD dx � f SmDSb � aD

Figura 4.30

Rectángulo del valor 
medio (igual al área real)

%b

a

 f SxD dx

Rectángulo circunscrito 
(mayor que el área real)

%b

a

 f SMD dx � f SMDSb � aD

NOTA  Adviértase que el teorema 4.10 no especifica cómo determinar c. Sólo garantiza la existencia 
de al menos un número c en el intervalo. 
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Valor medio de una función

El valor de ƒ(c) dado en el teorema del valor medio para integrales recibe el nombre de valor 
medio de ƒ en el intervalo [a, b].

DEFINICIÓN DEL VALOR MEDIO DE UNA FUNCIÓN EN UN INTERVALO

Si ƒ es integrable en el intervalo cerrado [a, b], entonces el valor medio de ƒ en el 
intervalo es

1
b � a

%b

a

 f SxD dx.

NOTA  Obsérvese en la figura 4.31 que el área de la región bajo la gráfica f es igual al área del rec-
tángulo cuya altura es el valor medio. 

Para saber por qué el promedio de ƒ se define de esta manera, supóngase que se divide 
[a, b] en n subintervalos de igual anchura $x�(b�a)Yn. Si ci es cualquier punto en el  
i-ésimo subintervalo, la media aritmética de los valores de la función en los ci está dada 
por

Porcentaje de f Sc1D, .  .  . , f ScnD.an �
1
n

F f Sc1D � f Sc2D � .  .  . � f ScnDG .

Al multiplicar y dividir entre (b � a), puede escribirse la media como

 �
1

b � a
 O

n

i�1

 f SciD $x.

 an �
1
n

 O
n

i�1
 f SciD�b � a

b � a� �
1

b � a
 O

n

i�1
 f SciD�b � a

n �

Por último, al tomar el límite cuando n m @ se obtiene el valor medio de ƒ en el intervalo 
[a, b], como se indicó en la definición anterior.

Este desarrollo del valor medio de una función en un intervalo es sólo uno de los muchos 
usos prácticos de las integrales definidas para representar procesos de suma. En el capítulo 
7, se estudiarán otras aplicaciones, tales como volumen, longitud de arco, centros de masa 
y trabajo.

EJEMPLO 4 Determinación del valor medio de una función

Determinar el valor medio de ƒ(x)�3x2�2x en el intervalo [1, 4].

Solución El valor medio está dado por

 �
1

3
64 � 16 � 1 � 1 �

48

3
� 16.

 �
1

3
x3 � x2

4

1

 
1

b � a
 

b

a

 f x  dx �
1

4 � 1
 

4

1

 3x2 � 2x  dx

(Ver la figura 4.32.) 

x

f

a b

Valor medio

y

Figura 4.31

Figura 4.32 

x

1 2 3 4

40

30

20

10 Valor
medio = 16

(4, 40)

(1, 1)

f(x) � 3x2  2x

y

Valor medio �
1

b � a
 %b

a

 f SxD dx
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EJEMPLO 5 La velocidad del sonido

A diferentes alturas en la atmósfera de la Tierra, el sonido viaja a distintas velocidades. La 
velocidad del sonido s(x) (en metros por segundo) puede modelarse mediante

s x �

�4x � 341,
295,
3
4x � 278.5,
3
2x � 254.5,

�
3
2x � 404.5,     

     0 ≤ x < 11.5
     11.5 ≤ x < 22
     22 ≤ x < 32
     32 ≤ x < 50
     50 ≤ x ≤ 80

donde x es la altura en kilómetros (ver la figura 4.33). ¿Cuál es la velocidad media del sonido 
sobre el intervalo [0, 80]?

Solución Se empieza con la integración s(x) en el intervalo [0, 80]. Para hacer esto, se 
puede dividir la integral en cinco partes.

 
80

50
 s x  dx �

80

50
 �

3
2x � 404.5  dx � �

3
4x2 � 404.5x

80

50
� 9 210

 
50

32
 s x  dx �

50

32
 3

2x � 254.5  dx �
3
4x2 � 254.5x

50

32
� 5 688

 
32

22
 s x  dx �

32

22
 3

4x � 278.5  dx �
3
8x2 � 278.5x

32

22
� 2 987.5

 
22

11.5
 s x  dx �

22

11.5
 295  dx � 295x

22

11.5
� 3 097.5

11.5

0
 s x  dx �

11.5

0
 �4x � 341  dx � �2x2 � 341x

11.5

0
� 3 657

 

Al sumar los valores de las cinco integrales, se obtiene
80

0
 s x  dx � 24 640.

De tal modo, la velocidad media del sonido entre los 0 y los 80 km de altitud es

Velocidad promedio �
1

80
 

80

0
 s x  dx �

24 640
80

� 308 metros por segundo

La primera persona en volar a una velo-
cidad mayor que la del sonido fue Charles 
Yeager. El 14 de octubre de 1947, a una 
altura de 12.2 kilómetros, Yeager alcanzó 
295.9 metros por segundo. Si Yeager hubie-
ra volado a una altura menor que 11.275 
kilómetros, su velocidad de 295.9 metros 
por segundo no hubiera “roto la barrera del 
sonido”. La foto muestra un Tomcat F-14, 
un avión bimotor supersónico. Normal-
mente, el Tomcat puede alcanzar alturas  
de 15.24 km y velocidades que superan 
en más del doble la velocidad del sonido 
(707.78 mYs).
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El segundo teorema fundamental del cálculo

Al introducir la integral definida de f en el intervalo [a, b] se ha tomado como fijo el límite 
superior de integración b y x como la variable de integración. Sin embargo, es posible que 
surja una situación un poco diferente en la que la variable x se use como el límite superior 
de integración. Para evitar la confusión de utilizar x de dos maneras diferentes, se usa tem-
poralmente t como la variable de integración. (Recordar que la integral definida no es una 
función de su variable de integración.)

EJEMPLO 6 La integral definida como función

Calcular la función

en x 0, 6, 4, 3 y 2.

F x

x

0
 cos t dt

Solución Se podrían calcular cinco integrales definidas diferentes, una para cada uno de 
los límites superiores dados. Sin embargo, es mucho más simple fijar x (como una constante) 
por el momento para obtener

sen x.sen x sen 0 
x

0
 cos t dt sen t

x

0

Después de esto, utilizando F(x)�sen x, es posible obtener los resultados que se muestran 
en la figura 4.34.

Podría considerarse la función F(x) como la acumulación del área bajo la curva 
ƒ(t)�cos t desde t�0 hasta t�x. Para x�0, el área es 0 y F(0)�0. Para x�PY2, 
F(PY2) � 1 produce el área acumulada bajo la curva coseno del intervalo completo [0, PY2]. 
Esta interpretación de una integral como una función acumulación se usa a menudo en 
aplicaciones de la integración.

F x

x

a

 f t  dt

b

a

 f x  dx

La integral definida como una función de xLa integral definida como un número  

Constante

ConstanteConstante Constante
ƒ es una función

de x
ƒ es una función

de t

F es una función de x

t

F(0) = 0

x = 0

y

t

F =

x =

P

P

6 2
1

6

( )

y

t

F =

x =

P

P

4 2
2

4

( )

y

t

F =

x �

P

P

3 2
3

3

( )

y

t

F = 1

x =

P

P

2

2

( )

y

cos t dtF x

x

0
 es el área bajo la curva f (t) � cos t desde 0 hasta x

Figura 4.34 

E X P L O R A C I Ó N

Emplear una herramienta de grafica-
ción para representar la función

F x

x

0
 cos t dt

para 0  b x  b P. ¿Reconoce esta 
gráfica? Explicar.



SECCIÓN 4.4  El teorema fundamental del cálculo  289

En el ejemplo 6, advertir que la derivada de F es el integrando original (sólo que con 
la variable cambiada). Esto es,

d

dx
FFSxDG �

d

dx
Fsen xG �

d

dx �%
x

0
 cos t dt� � cos x.

Este resultado se generaliza en el siguiente teorema, denominado el segundo teorema 
fundamental del cálculo.

TEOREMA 4.11 EL SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO

Si ƒ es continua en un intervalo abierto I que contiene a, entonces, para todo x en el 
intervalo,

d

dx �%
x

a

 f StD dt� � f SxD.

DEMOSTRACIÓN  Empezar definiendo F como

FSxD � %x

a

 f StD dt.

Luego, de acuerdo con la definición de la derivada, es posible escribir

 � lím
$xm0

 
1

$x �%
x�$x

x

 f StD dt�.

 � lím
$xm0

 
1

$x �%
x�$x

a

 f StD dt � %a

x

 f StD dt�

 � lím
$xm0

 
1

$x �%
x�$x

a

 f StD dt � %x

a

 f StD dt�

 F�SxD � lím
$xm0

 
FSx � $xD � FSxD

$x

Por el teorema del valor medio para integrales (suponiendo que $x � 0), se sabe que existe 
un número c en el intervalo [x, x�$x] tal que la integral en la expresión anterior es igual a 
ƒ(c)$x. Además, como x  b c  b x �$x se sigue que c m x cuando $x m 0. De tal modo, 
se obtiene

 � f SxD.

 � lím
$xm0

 f ScD

 F�SxD � lím
$xm0

 � 1
$x

  f ScD $x�

Es posible plantear un argumento similar para $x < 0.

NOTA  Utilizando el modelo del área para integrales definidas, considerar la aproximación

f SxD $x � %x�$x

x

 f StD dt

se dice que el área del rectángulo de altura f(x) y anchura $x es aproximadamente igual al área de la 
región que se encuentra entre la gráfica de f y el eje x en el intervalo [x, x � $x], como se muestra en 
la figura 4.35.  

t
x x � $x

f(x)

$x

f(t)

f SxD $x � %x� $x

x

 f StD dt

Figura 4.35
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Nótese que el segundo teorema del cálculo indica que toda ƒ continua admite una an-
tiderivada o primitiva. Sin embargo, ésta no necesita ser una función elemental. (Recordar 
la discusión de las funciones elementales en la sección P.3.)

EJEMPLO 7 Empleo del segundo teorema fundamental del cálculo

Calcular
d

dx
 

x

0
 t2 1 dt .

Solución Advertir que f t t2 1  es continua en toda la recta real. De tal modo, 
empleando el segundo teorema fundamental del cálculo, es posible escribir

d

dx
 

x

0

 t2 1 dt x2 1.
 

La derivación que se muestra en el ejemplo 7 es una aplicación directa del segundo 
teorema fundamental del cálculo. El siguiente ejemplo muestra cómo puede combinarse 
este teorema con la regla de la cadena para encontrar la derivada de una función.

EJEMPLO 8 Empleo del segundo teorema fundamental del cálculo

Encontrar la derivada de F x

x3

2

 cos t dt.

Solución Haciendo u�x3, es factible aplicar el segundo teorema fundamental del cálculo 
junto con la regla de la cadena como se ilustra.

Debido a que la integral del ejemplo 8 se integra con facilidad, se puede verificar la 
derivada del modo siguiente.

sen x3 1sen x3 sen 
2

sen t
x3

2
 F x

x3

2
 cos t dt

En esta forma, se tiene la posibilidad de aplicar la regla de las potencias para verificar que 
la derivada es la misma que la que se obtuvo en el ejemplo 8.

F x cos x3 3x2

Regla de la cadena.

Definición de .

Sustituir por 

Sustituir u por 

Aplicar el segundo teorema fundamental del cálculo.

Reescribir como función de x. cos x3 3x2

 cos u 3x2

x3. 
d

du

u

2

 cos t dt
du

dx

F x .
x3

2
cos t dt 

d

du

x3

2
cos t dt

du

dx

dF

du
 

d

du
F x

du

dx

 F x
dF

du
 
du

dx
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Teorema del cambio neto

El teorema fundamental del cálculo (teorema 4.9) establece que si f es continua en el intervalo 
cerrado [a, b] y F es una antiderivada de f en [a, b], entonces

 
b

a

 f x  dx F b F a .

Pero dado que F�(x) � f (x), este enunciado se puede reescribir como

 
b

a

 F� x  dx � F b � F a

donde la cantidad F(b) � F(a) representa el cambio neto de F sobre el intervalo [a, b].

TEOREMA 4.12 EL TEOREMA DEL CAMBIO NETO

La integral definida de la razón de cambio de una cantidad F�(x) proporciona el cambio 
total, o cambio neto, en esa cantidad sobre el intervalo [a, b].

b

a

 F� x  dx � F b � F a      Cambio neto de F.

EJEMPLO 9 Uso del teorema del cambio neto

Una sustancia química fluye en un tanque de almacenamiento a una razón de 180 � 3t litros 
por minuto, donde 0  b t  b 60. Encontrar la cantidad de la sustancia química que fluye en 
el tanque durante los primeros 20 minutos.

Solución Sea c(t) la cantidad de la sustancia química en el tanque en el tiempo t. Entonces 
c�(t) representa la razón a la cual la sustancia química fluye dentro del tanque en el tiempo 
t. Durante los primeros 20 minutos, la cantidad que fluye dentro del tanque es

 

 � 3600 � 600 � 4200.

 � 180t �
3

2
t2

20

0

 
20

0

 c� t  dt �

20

0

 180 � 3t  dt

Así, la cantidad que fluye dentro del tanque durante los primeros 20 minutos es de 4 200 
litros.

Otra forma de ilustrar el teorema del cambio neto es examinar la velocidad de una 
partícula que se mueve a lo largo de una línea recta, donde s (t) es la posición en el tiempo t. 
Entonces, su velocidad es v(t) � s �(t) y 

 
b

a

 v t  dt � s b � s a .

Esta integral definida representa el cambio neto en posición, o desplazamiento, de la 
partícula.

Cuando se calcula la distancia total recorrida por la partícula, se deben considerar los 
intervalos donde v(t) b 0 y los intervalos donde v(t) r 0. Cuando v(t) b 0, la partícula se 
mueve a la izquierda, y cuando v(t) r 0, la partícula se mueve hacia la derecha. Para calcu-
lar la distancia total recorrida, se integra el valor absoluto de la velocidad v(t) . Así, el 

� 3 600 � 600 � 4 200.
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desplazamiento de una partícula y la distancia total recorrida por una partícula sobre [a, b], 
se puede escribir como

Desplazamiento sobre [a, b] �
b

a

 v t  dt � A1 � A2 � A3

Distancia total recorrida sobre [a, b] �
b

a

 v t  dt � A1 � A2 � A3

(ver la figura 4.36).

EJEMPLO 10 Solución de un problema de movimiento de partícula

Una partícula está moviéndose a lo largo de una línea, así, su velocidad es v t � t3 � 10t2 
� 29t � 20 pies por segundo en el tiempo t.

 a) ¿Cuál es el desplazamiento de la partícula en el tiempo 1 b t b 5?

 b) ¿Cuál es la distancia total recorrida por la partícula en el tiempo 1 b t b 5?

Solución

 a) Por definición, se sabe que el desplazamiento es

 

 �
32

3
.

 �
128

12

 �
25

12
� �

103

12

 �
t4

4
�

10

3
t3 �

29

2
t2 � 20t

5

1

 
5

1

 v t  dt �

5

1

 t3 � 10t2 � 29t � 20  dt

Así, la partícula se mueve �<. pies hacia la derecha.

 b) Para encontrar la distancia total recorrida, calcular 5

1  v t  dt. Usando la figura 4.37 y 
el hecho de que v(t) pueda factorizarse como t � 1 t � 4 t � 5 , se puede determinar 
que v(t) r 0 en [1, 4] y v(t) b 0 en [4, 5]. Así, la distancia total recorrida es

 �
71

6
 feet.

 �
45

4
� �

7

12

 �
t4

4
�

10

3
t3 �

29

2
t2 � 20t

4

1
�

t4

4
�

10

3
t3 �

29

2
t2 � 20t

5

4

 �
4

1

 t3 � 10t2 � 29t � 20  dt �
5

4

 t3 � 10t2 � 29t � 20  dt

5

1

 v t  dt �

4

1

 v t  dt �

5

4

 v t  dt

A1, A2 y A3 son las áreas de las regiones 
sombreadas
Figura 4.36

t

v(t)

v

1 2 3 4 5

2

�2

4

6

8

t

A1

A2

A3

a

v(t)

b

v

Figura 4.37 pies.
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Razonamiento gráfico En los ejercicios 1 a 4, utilizar una herra-
mienta de graficación para representar el integrando. Emplear la 
gráfica para determinar si la integral definida es positiva, negativa 
o cero.

 1.  2.

 3.  4.

En los ejercicios 5 a 26, hallar la integral definida de la función 
algebraica. Utilizar una herramienta de graficación para verificar 
el resultado.

 5.  6.

 7.  8.

 9.  10.

 11.  12.

 13.  14.

 15.  16.

 17.  18.

 19.  20.

 21.  22.

 23.  24.

 25.  26.

En los ejercicios 27 a 34, hallar la integral definida de la función 
trigonométrica. Emplear una herramienta de graficación para 
verificar el resultado.

 27.  28.

 29.  30.

 31.

 32.

33.

34.

En los ejercicios 35 a 38, determinar el área de la región indicada.

 35.  36.

 37.  38.

En los ejercicios 39 a 44, encontrar el área de la región delimitada 
por las gráficas de las ecuaciones.

 39. 

 40.

 41. 

 42.

43.   44.

En los ejercicios 45 a 50, determinar el (los) valor(es) de c cuya 
existencia es garantizada por el teorema del valor medio para 
integrales de la función en el intervalo indicado.

 45.  46.

 47.  48.

 49.

 50.

En los ejercicios 51 a 56, encontrar el valor medio de la función 
sobre el intervalo dado y todos los valores de x en el intervalo para 
los cuales la función sea igual a su valor promedio.

 51.

 52.

 53.

 54.

 55.

 56.

%2

�2
 x�2 � x dx%2

�2
 x�x2 � 1 dx

%P

0
 cos x dx%P

0
 

4
x2 � 1

 dx

%4

0
 \x2 � 4x � 3\ dx%3

0
\x2 � 9\ dx

%4

1
S3 � \x � 3\D dx%5

0
 \2x � 5\ dx

%�1

�8
 
x � x2

2 3�x
   dx%0

�1
 St 1Y3 � t 2Y3D dt

%2

0
 S2 � tD�t dt%1

0
 
x � �x

3
 dx

%8

1
�2

x
 dx%1

�1
 S3�t � 2D dt

%3

�3
 v1Y3 dv%4

1
 
u � 2
�u

du

%�1

�2

 �u �
1
u2� du%2

1

 � 3
x2 � 1� dx

%1

�1
 St3 � 9tD dt%1

0
 S2t � 1D2 dt

%7

1

S6x2 � 2x � 3D dx%1

�1

 St2 � 2D dt

%5

2
 S�3v � 4D dv%0

�1
 S x �2 1D dx

%9

4
 5 dv%2

0
 6x dx

%PY2

�PY2
 S2t � cos tD dt

%PY3

�PY3
 4 sec Utan UdU

%PY2

PY4
 S2 � csc2 xD dx

%PY6

�PY6

 sec2 x dx

%PY4

0
 
1 � sen2 U

cos2 U
 dU

%P

0
 S1 � sen xD dx

y � x � x2 y �
1
x2

y � x � sen xy � cos x

x

1

1
4

y

x

1 2

1

y

x
PP
24

1

y

x
P

2

3

4

1

P
2

y

Ejercicios4.4

4

0

 
sec2 

tan2 1
 d

0

 2 cos x  dx

44. y 1y 0y x2 4x,

y 0y 3 x x,

y 0x 8,x 0,y 1 3 x,

y 0x 2,y x3 x,

y 0x 2,x 0,y 5x2 2,

y 0y 1 x4,

4

4

3, 3f x cos x,

4, 4f x 2 sec2 x,

4, 9f x x,

0, 3f x x3,

0, 2f x x 2 x,

1, 3f x
9

x3
,

0, 2f x cos x,

0, 

1, 2]f x 4x3 3x2,

0, 1f x x3,

1, 3f x
4 x2 1

x2
,

3, 3f x 9 x2,

f x sen x,
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 57. Velocidad La gráfica muestra la velocidad, en pies por se-
gundo, de un automóvil que acelera desde el reposo. Emplear 
la gráfica para estimar la distancia que el automóvil recorre en 
8 segundos.

Figura para 57 Figura para 58

 58. Velocidad La gráfica muestra la velocidad de un automóvil tan 
pronto como el conductor aplica los frenos. Emplear la gráfica 
para estimar qué distancia recorre el auto antes de detenerse.

Desarrollo de conceptos

 59. La gráfica de ƒ se muestra en la figura.

 a) Calcular E7

1ƒ(x) dx.

 b) Determinar el valor medio de f en el intervalo [1, 7].
 c) Determinar las respuestas a los apartados a) y b) si la 

gráfica se desplaza dos unidades hacia arriba.

 60. Si r�(t) representa la razón de crecimiento de un perro en li-
bras por año, ¿qué representa r(t)? ¿Qué representa 

6

2  r t  dt 
en el perro?

 61. Fuerza La fuerza F (en newtons) de un cilindro hidráulico en 
una prensa es proporcional al cuadrado de sec x, donde x es la 
distancia (en metros) que el cilindro se desplaza en su ciclo. El 
dominio de F es [0, PY3] y F(0) � 500.

 a) Encontrar F como una función de x.
 b) Determinar la fuerza media ejercida por la prensa sobre el 

intervalo [0, PY3].

 62. Flujo sanguíneo La velocidad v del flujo de sangre a una 
distancia r del eje central de cualquier arteria de radio R es

v � kSR2 � r 2D

  donde k es la constante de proporcionalidad. Determinar el flujo 
medio de sangre a lo largo de un radio de la arteria. (Usar 0 y R 
como los límites de integración.)

 63. Ciclo respiratorio El volumen V en litros de aire en los pulmo-
nes durante un ciclo respiratorio de cinco segundos se aproxima 
mediante el modelo V � 0.1729t � 0.1522t2 � 0.0374t3 donde 
t es el tiempo en segundos. Aproximar el volumen medio de aire 
en los pulmones durante un ciclo.

 64. Promedio de ventas Una compañía ajusta un modelo a los datos 
de ventas mensuales de un producto de temporada. El modelo es

0 b t b 24SStD �
t

4
� 1.8 � 0.5 sen�P t

6 �,

  donde S son las ventas (en miles) y t es el tiempo en meses.

 a) Utilizar una herramienta de graficación para representar 
ƒ(t) � 0.5 sen(PtY6) para 0 b t b 24. Emplear la gráfica 
para explicar por qué el valor medio de ƒ(t) es cero sobre 
el intervalo.

 b) Recurrir a una herramienta de graficación para representar 
S(t) y la recta g(t) � tY4 � 1.8 en la misma ventana de 
observación. Utilizar la gráfica y el resultado del apartado 
a) para explicar por qué g recibe el nombre recta de ten-

dencia.

 65. Modelado matemático Se prueba un vehículo experimental en 
una pista recta. Parte del reposo y su velocidad v (metros por segun-
do) se registra en la tabla cada 10 segundos durante un minuto.

t 0 10 20 30 40 50 60

v 0 5 21 40 62 78 83

 a) Emplear una herramienta de graficación para determinar un 
modelo de la forma v � at3 � bt2 � ct � d para los datos.

 b) Utilizar una herramienta de graficación para dibujar los 
datos y hacer la gráfica del modelo.

 c) Emplear el teorema fundamental del cálculo para aproximar 
la distancia recorrida por el vehículo durante la prueba.
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1
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y

f

6

0

 2 � f x  dx �

2

0

 �2 f x  dx �

6

0

 f x  dx �

6

2

 f x  dx �

x

2 3 4 5 6

A
B

y

f

2

0

 f x  dx �

Para discusión

 66. La gráfica de f se muestra en la figura. La región sombreada 
A tiene un área de 1.5, y 6

0   f x  dx � 3.5. Usar esta infor-
mación para completar los espacios en blanco.

 a)

 b)

 c)

 d)

 e)

 f) El valor promedio de f sobre el intervalo [0, 6] es     
.

En los ejercicios 67 a 72, encontrar F como una función de x y 
evaluar en x � 2, x � 5 y x � 8.

67.   68.F x �

x

0

 4t � 7  dt F x �

x

2

 t3 � 2t � 2  dt
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 69.  70.

 71.  72.

 73. Sea g(x) � Ex

0ƒ(t)dt, donde f es la función cuya gráfica se muestra 
en la figura.

 a) Estimar g(0), g(2), g(4), g(6) y g(8).
 b) Determinar el intervalo abierto más grande en el cual g está 

creciendo. Encontrar el intervalo abierto más grande en el 
que g decrezca.

 c) Identificar cualesquiera extremos de g.
 d) Dibujar una gráfica sencilla de g.

Figura para 73 Figura para 74

 74. Sea g(x) � Ex

0ƒ(t)dt, donde ƒ es una función cuya gráfica se 
muestra en la figura.

 a) Estimar g(0), g(2), g(4), g(6) y g(8).
 b) Encontrar el intervalo abierto más grande en el cual g esté 

creciendo. Determinar el intervalo abierto más grande en 
el que g decrezca.

 c) Identificar cualesquiera extremos de g.
 d) Dibujar una gráfica sencilla de g.

En los ejercicios 75 a 80, a) integrar para determinar F como una 
función de x y b) demostrar el segundo teorema fundamental del 
cálculo derivando el resultado del apartado a).

 75.  76.

 77.  78.

 79.  80.

En los ejercicios 81 a 86, utilizar el segundo teorema fundamental 
del cálculo para encontrar F�(x).

 81.  82.

 83.  84.

 85.  86.

En los ejercicios 87 a 92, encontrar F�(x).

 87.  88.

 89.  90.

 91.  92.

 93. Análisis gráfico Aproximar la gráfica de g en el intervalo  
0 b x b 4, donde g(x) � Ex

0 ƒ(t)dt. Identificar la coordenada x de 
un extremo de g.

 94. Utilizar la gráfica de la función ƒ que se muestra en la figu- 
ra y la función g definida por g(x) � Ex

0ƒ(t)dt.

 a) Completar la tabla.

 b) Dibujar los puntos de la tabla en el apartado a) y graficar g.

 c) ¿Dónde tiene g un mínimo? Explicar.

 d) ¿Dónde tiene g un máximo? Explicar.

 e) ¿En qué intervalo g crece a la mayor velocidad? Explicar.

 f) Identificar los ceros de g.

 95. Costo El costo total C (en dólares) de compra y mantenimien-
to de una pieza de equipo durante x años es

  CSxD � 5 000�25 � 3%x

0

 t1Y4 dt�.

 a) Efectuar la integración para escribir C como una función 
de x.

 b) Encontrar C(1), C(5) y C(10).

 96. Área El área A entre la gráfica de la función g(t) � 4 � 4Yt2 
y el eje t sobre el intervalo [1, x] es

ASxD � %x

1
 �4 �

4
t2� dt.

 a) Determinar la asíntota horizontal de la gráfica de g.
 b) Integrar para encontrar A como una función de x. 

¿La gráfica de A tiene una asíntota horizontal? Explicar.

FSxD � %x

0
sen U dUFSxD � %x

1
 cos U dU

FSxD � %x

2

�
2
t3 dtFSxD � %x

1

 
20
v2  dv

y

t

21 3 7 84

2
1

6
5
4
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2
1

f

y

t

21 3 7 84 5 6

2
3
4

1

4
3
2
1

f

FSxD � %x

PY3
 sec t tan t dtFSxD � %x

PY4
 sec2 t dt

FSxD � %x

4
 �t dtFSxD � %x

8
   

3�t dt

FSxD � %x

0
 tSt2 � 1D dtFSxD � %x

0
 St � 2D dt

FSxD � %x

0
 sec3 t dtFSxD � %x

0
 t cos t dt

FSxD � %x

1
   

4�t dtFSxD � %x

�1
 �t 4 � 1 dt

FSxD � %x

1
 

t2

t2 � 1
 dtFSxD � %x

�2
 St2 � 2tD dt

FSxD � %x2

0
sen U2 dUFSxD � %x3

0
sen t2 dt

FSxD � %x2

2
 
1
t 3 dt FSxD � %sen x

0
 �t dt
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En los ejercicios 97 a 102, la función velocidad, en pies por segundo, 
está dada para una partícula que se mueve a lo largo de una línea 
recta. Encontrar a) el desplazamiento y b) la distancia total que 
la partícula recorre en el intervalo dado.

 97. 

 98. 

 99. 

 100. 

 101. 

 103. Una partícula se mueve a lo largo del eje x. La posición de la 
partícula en el tiempo t está dada por x(t) � t3 – 6t2 � 9t – 2,  
0 b t b 5. Encontrar el desplazamiento total que la partícula 
recorre en 5 unidades de tiempo.

 104. Repetir el ejercicio 103 para la función posición dada por 
0 � t � 5.x t � t � 1 t � 3 2,

 105. Flujo de agua Fluye agua a través de un tanque de almace-
namiento a una razón de 500 � 5t litros por minuto. Encontrar 
la cantidad de agua que fluye hacia afuera del tanque durante 
los primeros 18 minutos.

 106. Filtración de aceite A la 1:00 p.m., empieza a filtrarse aceite 
desde un tanque a razón de 4 � 0.75t galones por hora. 

 a) ¿Cuánto aceite se pierde desde la 1:00 p.m. hasta las  
4:00 p.m.?

 b) ¿Cuánto aceite se pierde desde las 4:00 p.m. hasta las  
7:00 p.m.?

 c) Comparar los resultados de los apartados a) y b). ¿Qué se 
observa?

En los ejercicios 107 a 110, describir por qué el enunciado es incorrecto.

 107.

 108.

 109.

 110.

 111. Experimento de la aguja de Buffon Sobre un plano horizontal 
se trazan rectas paralelas separadas por una distancia de 2 pul-
gadas. Una aguja de 2 pulgadas se lanza aleatoriamente sobre 
el plano. La probabilidad de que la aguja toque una recta es

P �
2
P

 %PY2

0

 sen UdU

  donde Q es el ángulo agudo entre la aguja y cualquiera de las 
rectas paralelas. Determinar esta probabilidad.

112. Demostrar que 
d

dx �%
vSxD

uSxD
 f StD dt� � f SvSxDDv�SxD � f SuSxDDu�SxD.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 113 y 114, determinar si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o 
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

 113. Si Fa(x) � Ga(x) en el intervalo [a, b], entonces F(b) � F(a) � 
G(b) � G(a).

 114. Si f es continua en [a, b], entonces f es integrable en [a, b].

 115. Demostrar que la función

  f SxD � %1Yx

0
 

1
t 2 � 1

 dt � %x

0
 

1
t 2 � 1

 dt

  es constante para x > 0.

 116. Encontrar la función f (x) y todos los valores de c, tal que

  
x

c

 f t  dt � x2 � x � 2.

 117. Sea GSxD � %x

0
 �s%s

0
 f StDdt� ds,  donde ƒ es continua para todo 

t real. Determinar a) G(0), b) Ga(0), c) Gaa(x) y d) Gaa(0).

Q

Utilizar una herramienta de graficación para representar la función  
y1 � sen2t en el intervalo 0 b t b P. Sea F(x) la siguiente función  
de x.

FSxD � %x

0
sen2 t dt

 a) Completar la tabla. Explicar por qué los valores de ƒ están cre-
ciendo.

 b) Utilizar las funciones de integración de una herramienta de gra-
ficación para representar F.

 c) Emplear las funciones de derivación de una herramienta de gra-
ficación para hacer la gráfica de F �(x). ¿Cómo se relaciona esta 
gráfica con la gráfica de la parte b)?

 d) Verificar que la derivada de y � (1Y2)t � (sen 2t)Y4 es sen2t. 
Graficar y y escribir un pequeño párrafo acerca de cómo esta 
gráfica se relaciona con las de los apartados b) y c).

PROYECTO DE TRABAJO

Demostración del teorema fundamental

0

FXxC

P5PY62PY3PY2PY3PY6x

0 � t � 5v t � t3 � 8t2 � 15t,

1 � t � 7v t � t3 � 10t2 � 27t � 18,

1 � t � 5v t � t2 � t � 12,

0 � t � 3v t � 5t � 7,

3� 2

� 2

 csc x cot x dx � �csc x
3� 2

� 2 � 2

3� 4

� 4

 sec
2
 x dx � tan x

3� 4

� 4 � �2

1

�2

 
2

x3
dx � �

1

x2

1

�2
� �

3

4

1

�1

 x�2 dx � �x�1
1

�1 � �1 � 1 � �2

102. 0 � t � 3�v t � cos t,1 � t � 4v t �
1

t
,



■ Utilizar el reconocimiento de patrones para encontrar una integral indefinida.

■ Emplear un cambio de variable para determinar una integral indefinida.

■ Utilizar la regla general de las potencias para la integración con el fin de determinar una 

integral indefinida.

■ Utilizar un cambio de variable para calcular una integral definida.

■ Calcular una integral definida que incluya una función par o impar.

Reconocimiento de patrones

En esta sección se estudiarán técnicas para integrar funciones compuestas. La discusión se 
divide en dos partes: reconocimiento de patrones y cambio de variables. Ambas técnicas 
implican una u-sustitución. Con el reconocimiento de patrones se efectúa la sustitución 
mentalmente, y con el cambio de variable se escriben los pasos de la sustitución.

El papel de la sustitución en la integración es comparable al de la regla de la cadena 
en la derivación. Recordar que para funciones derivables dadas por y � F(u) y u � g(x), la 
regla de la cadena establece que

d

dx
 FFSgSxDDG � F�SgSxDDg�SxD.

De acuerdo con la definición de una antiderivada o primitiva, se sigue

 %F�SgSxDDg�SxD dx � FSgSxDD � C

Estos resultados se resumen en el siguiente teorema.

TEOREMA 4.13 ANTIDERIVACIÓN DE UNA FUNCIÓN COMPUESTA

Sea g una función cuyo recorrido o rango es un intervalo I, y sea ƒ una función con-
tinua en I. Si g es derivable en su dominio y F es una antiderivada o primitiva de ƒ 
en I, entonces

%fSgSxDDg�SxD dx � FSgSxDD � C.

Si u � g(x), entonces du � g�(x) dx y

%f SuD du � FSuD � C.

Los ejemplos 1 y 2 muestran cómo aplicar directamente el teorema 4.13, reconociendo 
la presencia de ƒ(g(x)) y g�(x). Notar que la función compuesta en el integrando tiene una 
función exterior ƒ y una función interior g. Además, la derivada g�(x) está presente como 
un factor del integrando.

NOTA  El enunciado del teorema  
4.13 no dice cómo distinguir entre  
ƒ(g (x)) y g�(x) en el integrando. A me-
dida que se tenga más experiencia en la 
integración, la habilidad para efectuar 
esta operación aumentará. Desde luego, 
parte de la clave es la familiaridad con 
las derivadas.  

4.5 Integración por sustitución

f g x g� x  dx � F g x � C

Función exterior

Función interior Derivada de la

función interior
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EJEMPLO 1 Reconocimiento del patrón de ƒ(g(x))g�(x)

Determinar x2 � 1 2 2x  dx.

Solución Tomando g(x) � x2 � 1, se obtiene

g� x � 2x

y

f g x � f x2 � 1 � x2 � 1 2.

A partir de esto, se puede reconocer que el integrando sigue el patrón ƒ(g(x))g�(x). Utilizando 
la regla de la potencia para la integración y el teorema 4.13, es posible escribir

x2 � 1 2 2x  dx �
1

3
 x2 � 1 3 � C.

g� xf g x

Es fácil comprobar, mediante la regla de la cadena, que la derivada de  ,< (x2 � 1)3 � C es, 
en efecto, el integrando de la integral original.

EJEMPLO 2 Reconocimiento del patrón ƒ(g(x))g�(x)

Determinar 5 cos 5x dx.

Solución Tomando g(x) � 5x, se obtiene

g� x � 5

y
f g x � f 5x � cos 5x.

A partir de esto, se puede reconocer que el integrando sigue el patrón ƒ(g(x))g�(x). Utilizando 
la regla del coseno para la integración y el teorema 4.13, puede escribirse

cos (5x 5  dx � sen 5x � C.

g� xf g x

Lo anterior se verifica derivando sen 5x � C para obtener el integrando original.

TECNOLOGÍA Usar un 
sistema algebraico computarizado, 
tal como Maple, Mathematica o 
TI-89, para resolver las integrales 
dadas en los ejemplos 1 y 2. ¿Se 
obtienen las mismas antiderivadas 
o primitivas que las que se citan en 
los ejemplos?

E X P L O R A C I Ó N

Reconocimiento de patrones El integrando en cada una de las siguientes integrales 
corresponde al patrón ƒ(g(x))g�(x). Identificar el patrón y utilizar el resultado para 
calcular la integral.

 a)  b) c)  

Las siguientes tres integrales son similares a las primeras tres. Mostrar cómo se puede 
multiplicar y dividir por una constante para calcular estas integrales.

 d)  e)   f )

% sec2 xStan x � 3D dx%3x2�x3 � 1 dx%2xSx2 � 1D4 dx

%2 sec2 x(tan x � 3D dx%x2�x3 � 1 dx%xSx2 � 1D4 dx
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Los integrandos en los ejemplos 1 y 2 corresponden exactamente al patrón ƒ(g(x))
g�(x) (sólo se tiene que reconocer el patrón). Es posible extender esta técnica de manera 
considerable utilizando la regla del múltiplo constante.

Muchos integrandos contienen la parte esencial (la parte variable) de g�(x), aunque está fal-
tando un múltiplo constante. En tales casos, es posible multiplicar y dividir por el múltiplo 
constante necesario, como se muestra en el ejemplo 3.

EJEMPLO 3 Multiplicar y dividir por una constante

Solución  Esto es similar a la integral dada en el ejemplo 1, salvo porque al integrando le 
falta un factor 2. Al reconocer que 2x es la derivada de x2 � 1, se toma g(x) � x2 � 1 y se 
incluye el término 2x de la manera siguiente.

 Multiplicar y dividir entre 2.

 Regla del múltiplo constante.

 Integrar.

 Simplificar.

 

En la práctica, la mayoría de la gente no escribiría tantos pasos como los que se muestran 
en el ejemplo 3. Por ejemplo, podría calcularse la integral escribiendo simplemente

%kfSxD dx � k%fSxD dx.

Determinar %xSx2 � 1D2 dx.

 �
1
6

 Sx2 � 1D3 � C

 �
1
2�

Sx2 � 1D3

3 � � C

 �
1
2%Sx2 � 1D2 S2xD dx

%xSx2 � 1D2 dx � %Sx2 � 1D2 �1
2�S2xD dx

g�SxDf SgSxDD

 �
1
6

 Sx2 � 1D3 � C.

 �
1
2�

Sx2 � 1D3

3 � � C

 %xSx2 � 1D2 dx �
1
2

 %Sx2 � 1D2 2x dx

%Sx2 � 1D2 dx p
1
2x

 %Sx2 � 1D2 S2xD dx.

NOTA  Asegurarse de ver que la regla del múltiplo constante se aplica sólo a constantes. No se 
puede multiplicar y dividir por una variable y después mover la variable fuera del signo integral. Por 
ejemplo,

Después de todo, si fuera legítimo mover cantidades variables fuera del signo de la integral, se 
podría sacar el integrando completo y simplificar el proceso completo. Sin embargo, el resultado 
sería incorrecto.  
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Cambio de variables

Con un cambio de variables formal se puede reescribir por completo la integral en términos 
de u y du (o cualquier otra variable conveniente). Aunque este procedimiento puede implicar 
más pasos escritos que el reconocimiento de patrones ilustrado en los ejemplos 1 a 3, resulta 
útil para integrandos complicados. La técnica del cambio de variable utiliza la notación de 
Leibniz para la diferencial. Esto es, si u � g(x), entonces du � g�(x) dx, y la integral en el 
teorema 4.13 toma la forma

EJEMPLO 4 Cambio de variable

Encontrar %�2x � 1 dx.

Solución Primero, sea u la función interior, u � 2x � 1. Calcular después la diferencial 
du de manera que du � 2 dx. Ahora, utilizando �2x � 1 � �u  y dx � duY2, sustituir 
para obtener

 Integrar en términos de u.

 Regla del múltiplo constante.

 Antiderivada en términos de u.

 Simplificar.

 Antiderivada en términos de x.

EJEMPLO 5 Cambio de variables

Encontrar %x�2x � 1 dx.

Solución Como en el ejemplo previo, considerar que u � 2x � 1 para obtener dx �  
duY2. Como el integrando contiene un factor de x, se tiene que despejar x en términos de 
u, como se muestra.

x � Su � 1DY2u � 2x � 1  Resolver para x en términos de u.

Después de esto, utilizando la sustitución, se obtiene

%fSgSxDDg�SxD dx � %fSuD du � FSuD � C.

 �
1
3

 S2x � 1D3Y2 � C.

 �
1
3

 u3Y2 � C

 �
1
2 �

u3Y2

3Y2� � C

 �
1
2

 %u1Y2 du

 %�2x � 1 dx � %�u �du

2 �

 �
1

10
 S2x � 1D5Y2 �

1
6

 S2x � 1D3Y2 � C.

 �
1
4 �

u5Y2

5Y2
�

u3Y2

3Y2� � C

 �
1
4%Su3Y2 � u1Y2D du

 %x�2x � 1 dx � %�u � 1
2 � u1Y2 �du

2 �

AYUDA DE ESTUDIO  Como la inte-
gración suele ser más difícil que la 
derivación, verificar la respuesta en 
un problema de integración mediante 
la derivación. Así, en el ejemplo 4 
debe derivarse  ,< (2x � 1)3Y2 � C para 
verificar que se obtiene el integrando 
original.
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Para completar el cambio de variable en el ejemplo 5, debe resolverse para x en térmi-
nos de u. Algunas veces esto es muy difícil. Por fortuna no siempre es necesario, como se 
ilustra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 6 Cambio de variables

Determinar %sen2 3x cos 3x dx.

Solución Debido a que sen2 3x � (sen 3x)2, podemos tomar u � sen 3x. Entonces

du � Scos 3xDS3D dx.

Luego, debido a que cos 3x dx es parte de la integral original, puede escribirse

du

3
� cos 3x dx.

Sustituyendo u y duY3 en la integral original, se obtiene

Es posible verificar lo anterior derivando.

Como la derivación produce el integrando original, se ha obtenido la antiderivada o primitiva 
correcta. 

Los pasos que se utilizan para la integración por sustitución se resumen en la siguiente 
guía.

Estrategia para realizar un cambio de variable

1. Elegir una sustitución u � g(x). Usualmente, es mejor elegir la parte interna de 
una función compuesta, tal como una cantidad elevada a una potencia.

2. Calcular du � g�(x)dx.

3. Reescribir la integral en términos de la variable u.

4. Encontrar la integral resultante en términos de u.

5. Reemplazar u por g(x) para obtener una antiderivada o primitiva en términos 
de x.

6. Verificar la respuesta por derivación.

 �
1
9

 sen3 3x � C.

 �
1
3 �

u3

3 � � C

 �
1
3%u2 du

 %sen2 3x cos 3x dx � %u2 
du

3

 � sen2 3x cos 3x

 
d

dx
 �1

9
 sen3 3x� � �1

9�S3DSsen 3xD2Scos 3xDS3D

AYUDA DE ESTUDIO  Cuando se realiza 
un cambio de variable, cerciorarse de 
que la respuesta se escriba utilizando 
las mismas variables que en el integran-
do original. Así, en el ejemplo 6, no 
debe dejarse la respuesta como

1
9 u3 � C

sino más bien, reemplazar u por sen 3x.
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La regla general de la potencia para integrales

Una de las sustituciones de u más comunes incluye cantidades en el integrando que se 
elevan a una potencia. Debido a la importancia de este tipo de sustitución, se le da un 
nombre especial: la regla general de la potencia para integrales. Una prueba de esta 
regla sigue directamente de la regla (simple) de la potencia para la integración, junto 
con el teorema 4.13.

TEOREMA 4.14 LA REGLA GENERAL DE LA POTENCIA PARA INTEGRALES

Si g es una función derivable de x, entonces

De manera equivalente, si u � g(x), entonces

EJEMPLO 7 Sustitución y regla general de la potencia

 a) 

 b) 

 c) 

 d) 

 e)  

Algunas integrales cuyos integrandos incluyen cantidades elevadas a potencias no pueden 
determinarse mediante la regla general de la potencia. Considerar las dos integrales

La sustitución u � x2 � 1 funciona en la primera integral pero no en la segunda. En la 
segunda, la sustitución falla porque al integrando le falta el factor x necesario para formar 
du. Por fortuna, esta integral particular puede hacerse desarrollando el integrando como 
(x2 � 1)2 � x4 � 2x2 � 1 y utilizando la regla (simple) de la potencia para integrar cada 
término.

n p �1.%un du �
un�1

n � 1
� C,

n p �1.%FgSxDGn g�SxD dx �
FgSxDGn�1

n � 1
� C,

%cos2 x sen x dx � �%Scos xD2 S�sen xD dx � �
Scos xD3

3
� C

u3Y3duu2

% �4x

S1 � 2x2D2 dx � %S1 � 2x2D�2 S�4xD dx �
S1 � 2x2D�1

�1
� C � �

1
1 � 2x2 � C

u�1YS�1Dduu�2

%3x2�x3 � 2 dx � %Sx3 � 2D1Y2S3x2D dx �
Sx3 � 2D3Y2

3Y2
� C �

2
3

Sx3 � 2D3Y2 � C

u3Y2YS3Y2Dduu1Y2

%S2x � 1DSx2 � xD dx � %Sx2 � xD1 S2x � 1D dx �
Sx2 � xD2

2
� C

u2Y2duu1

%3S3x � 1D4 dx � %S3x � 1D4S3D dx �
S3x � 1D5

5
� C

u5Y5duu4

y %Sx2 � 1D2 dx.%xSx2 � 1D2 dx

E X P L O R A C I Ó N

Suponer que se pide encontrar una 
de las siguientes integrales. ¿Cuál 
elegiría? Explicar la respuesta.

 a) 

 b)

o

o

%tanS3xD dx

%tanS3xD sec2S3xD dx

%x2�x3 � 1 dx

%�x3 � 1 dx
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Cambio de variable para integrales definidas

Cuando se usa la sustitución de u en una integral definida, muchas veces es conveniente 
determinar los límites de integración para la variable u en vez de convertir la antiderivada 
o primitiva de nuevo a la variable x y calcularla en los límites originales. Este cambio de 
variable se establece explícitamente en el siguiente teorema. La demostración sigue del 
teorema 4.13 en combinación con el teorema fundamental del cálculo.

TEOREMA 4.15 CAMBIO DE VARIABLE PARA INTEGRALES DEFINIDAS

Si la función u � g(x) tiene una derivada continua en el intervalo cerrado [a, b] y ƒ 
es continua en el recorrido o rango de g, entonces

EJEMPLO 8 Cambio de variables

Calcular  
1

0

x x2 � 1 3 dx .

Solución Para calcular esta integral, sea u � x2 � 1. Después, 

u � x2 � 1    du � 2x dx.

Antes de sustituir, determinar los nuevos límites superior e inferior de integración.

Ahora, es posible sustituir para obtener

Intentar reescribir la antiderivada o primitiva  N,(u4Y4) en términos de la variable x y calcular 
la integral definida en los límites originales de integración, como se muestra.

Notar que se obtiene el mismo resultado. 

 �
1

2
4 �

1

4
�

15

8

 
1

2

u4

4

2

1

�
1

2

x2 � 1 4

4

1

0

Cuando Cuando u � 12 � 1 � 2.x � 1,u � 02 � 1 � 1.x � 0,

Límite superior                      Límite inferior

Límites de integración para x.

Límites de integración para u.

 �
15

8
.

 �
1

2
4 �

1

4

 �
1

2

u4

4

2

1

 �
1

2

2

1

u3 du

 

1

0

x x2 � 1 3 dx �
1

2
 

1

0

x2 � 1 3 2x  dx

%b

a
 fSgSxDDg�SxDdx � %gSbD

gSaD
 f SuD du.
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EJEMPLO 9 Cambio de variables

Calcular A �

5

1

 
x

2x � 1 
 dx.

Solución Para calcular esta integral, considerar que u � 2x � 1. Después, obtener

 Diferenciar cada lado.

Antes de sustituir, determinar los nuevos límites superior e inferior de integración.

Ahora, sustituir para obtener

 

Geométricamente, es posible interpretar la ecuación

en el sentido de que las dos regiones diferentes que se ilustran en las figuras 4.38 y 4.39 
tienen la misma área.

Al calcular integrales definidas por cambio de variable (sustitución), es posible que el 
límite superior de integración correspondiente a la nueva variable u sea más pequeño que 
el límite inferior. Si esto ocurre, no hay que reordenar los límites. Simplemente se calcula la 
integral de la manera usual. Por ejemplo, después de sustituir u � 1 � x  en la integral

se obtiene u � 1 � 1 � 0 cuando x � 1, y u � 1 � 0 � 1 cuando x � 0. De tal 
modo, la forma correcta de esta integral en la variable u es

 u du � dx.

 
u2 � 1

2
� x

 u2 � 1 � 2x

 u2 � 2x � 1

Cuando Cuando u � 10 � 1 � 3.x � 5,u � 2 � 1 � 1.x � 1,

Límite superiorLímite inferior  

 �
16

3
.

 �
1

2
9 � 3 �

1

3
� 1

 �
1

2

u3

3
� u

3

1

 �
1

2
 

3

1

 u2 � 1  du

 

5

1

 
x

2x � 1
 dx �

3

1

 
1

u

u2 � 1

2
 u du

5

1

 
x

2x � 1
 dx �

3

1

 
u2 � 1

2
 du

1

0

 x2 1 � x 1 2 dx

�2

0

1

 1 � u2 2u2 
du.

La región antes de la sustitución tiene 
un área de  ,;4

Figura 4.38 

La región después de la sustitución tiene 
un área de  ,;4

Figura 4.39 

x

y 
x

2x  1

5, 5
3( )(1, 1)

1 1 2 3 4 5

5

4

3

2

1

y

u

f(u)
f(u) =

(1, 1)

(3, 5)

1

1

1 2 3 4 5

5

4

3

2

1

2
u2  1
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Integración de funciones pares e impares

Incluso con un cambio de variable, la integración puede ser difícil. En ocasiones se puede 
simplificar el cálculo de una integral definida (en un intervalo que es simétrico respecto al 
eje y o respecto al origen) reconociendo que el integrando es una función par o impar (ver 
la figura 4.40).

TEOREMA 4.16 INTEGRACIÓN DE FUNCIONES PARES E IMPARES

Sea f integrable en el intervalo cerrado [�a, a].

1. Si f es una función par, entonces

2. Si f es una función impar, entonces

DEMOSTRACIÓN  Como f es par, se sabe que ƒ(x) � ƒ(�x). Utilizando el teorema 4.13 con 
la sustitución u � �x, se obtiene

Por último, utilizando el teorema 4.6, se llega a

Esto demuestra la primera propiedad. La demostración de la segunda propiedad se deja al 
lector (ver el ejercicio 137). 

EJEMPLO 10 Integración de una función impar

Calcular %PY2

�PY2

 Ssen3 x cos x � sen x cos xD dx.

Solución Haciendo ƒ(x) � sen3x cos x � sen x cos x se obtiene

De tal modo, f es una función impar, y debido a que ƒ es simétrica respecto al origen en 
[�PY2, PY2], es posible aplicar el teorema 4.16 para concluir que

%a

�a

 f SxD dx � 0.

%a

�a

 fSxD dx � 2 %a

0
 f SxD dx.

 � %a

0
 fSxD dx � %a

0
 fSxD dx � 2 %a

0
 fSxD dx.

 %a

�a

 fSxD dx � %0

�a

 fSxD dx � %a

0
 fSxD dx

 %0

�a

 fSxD dx � %0

a

 fS�uDS�duD � �%0

a

 f SuD du � %a

0
 f SuD du � %a

0
 f SxD dx.

NOTA  De acuerdo con la figura 4.41 puede verse que las dos regiones a cualquier lado del eje tienen 
la misma área. Sin embargo, como una se encuentra por debajo del eje x y otra está por encima del 
mismo, la integración produce un efecto de cancelación. (Se verá más al respecto en la sección 7.1.)
 

 � �sen3 x cos x � sen x cos x � �fSxD.
 fS�xD � sen3S�xD cosS�xD � senS�xD cosS�xD

%PY2

�PY2
 Ssen3 x cos x � sen x cos xD dx � 0.

a a
x

y

a a
x

y

x

y

1

1

44 2

f (x) = sen3 x  cos x + sen x cos x

Función par

Función impar
Figura 4.40

Como f es una función impar,

Figura 4.41

%PY2

�PY2
 f SxD dx � 0
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En los ejercicios 1 a 6, completar la tabla identificando u y du 
para la integral.

 1. 

 2.

 3.

 4.

 5.

 6.

En los ejercicios 7 a 10, determinar qué se necesita para usar 
sustitución para calcular la integral. (No calcular la integral.)

En los ejercicios 11 a 38, encontrar la integral indefinida y verificar 
el resultado por derivación.

En los ejercicios 39 a 42, resolver la ecuación diferencial.

 39.  40. 

 41.  42. 

Campos de pendientes En los ejercicios 43 a 46, se indican una 
ecuación diferencial, un punto y un campo de pendientes. Un 
campo de pendientes consiste en segmentos de recta con pendien-
tes dadas por la ecuación diferencial. Estos segmentos de recta 
proporcionan una perspectiva visual de las direcciones de las 
soluciones de la ecuación diferencial. a) Dibujar dos soluciones 
aproximadas de la ecuación diferencial en el campo de pendientes, 
una de las cuales pase por el punto dado. b) Utilizar la integración 
para encontrar la solución particular de la ecuación diferencial y 
usar una herramienta de graficación para representar la solución. 
Comparar el resultado con los dibujos del apartado a).

 43.  44.

 45.  46.

cos x

sen2 x
 dx

tan2 x sec2 x  dx

sec 2x tan 2x dx

x

x2 � 1
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� x2Sx3 � 1D2dy
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Ejercicios4.5

7.

9.

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

8.

10. x 3 1 � x2 dx

x 6 � x  dx

1

2x
 dx

1 �
1

t

3 1

t2
 dt

x

1 � x2
 dx

x2

1 � x3 2
 dx

x

1 � x2 3
 dx

5x 3 1 � x2 dx

t t2 � 2 dt

x2 x3 � 1 4 dx
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1 � 6x 4 6  dx
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1

2 x
 dx

x2 �
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3x 2
 dx

x3
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x2
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 dx
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1 � x4 2
 dx

u2 u3 � 2 du

t3 t4 � 5 dt

x 5x2 � 4 3 dx

x2 x3 � 5 4 dx

3 3 � 4x2 �8x  dx

x2 � 9 3 2x  dx12.

14.

16.

18.

20.

22.

24.

26.

28.

30

32.
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En los ejercicios 47 a 60, encontrar la integral indefinida.

 47.  48.

 49.  50.

 51.  52.

 53. 

 54. 

 55.  56.

 57.  58.

 59.  60.

En los ejercicios 61 a 66, encontrar una ecuación para la función 
ƒ que tiene la derivada dada y cuya gráfica pasa por el punto 
indicado.

 61. 

 62. 

 63. 

 64. 

 65. 

 66. 

En los ejercicios 67 a 74, encontrar la integral indefinida mediante 
el método que se muestra en el ejemplo 5.

 67.  68.

 69.  70.

 71.  72.

 73.  74.

En los ejercicios 75 a 86, calcular la integral definida. Utilizar una 
herramienta de graficación para verificar el resultado.

 75.  76.

 77.  78.

 79.  80.

 81.  82.

 83.  84.

 85. 

 86. 

Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 87 a 90, se muestra 
la gráfica de una función ƒ. Emplear la ecuación diferencial y el 
punto dado para determinar una ecuación de la función.

 87.  88.

 89.  90.

En los ejercicios 91 a 96, encontrar el área de la región. Emplear 
una herramienta de graficación para verificar el resultado.

 91.  92. 
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�2x � 1
 dx%2

1
 Sx � 1D�2 � x dx

%2

0
 x 3�4 � x2 dx%9

1
 

1
�x S1 � �x D2

 dx

%2

0
 

x

�1 � 2x2
 dx%4

0
 

1
�2x � 1

 dx

dy

dx
�

�48
S3x � 5D3

dy

dx
� 18x2S2x3 � 1D2

dy

dx
� 4x �

9x2

S3x3 � 1DS3Y2D
dy

dx
�

2x

�2x2 � 1

%6

�2
 x

2 3�x � 2 dx%7

0
 x 3�x � 1 dx

y

x

234 1 2 3 4

1
2

4
5
6
7

(0, 4)

f

y

x

2 13456 1 2

2

4
5
6

( 1, 3)

f

y

x

468 4 6 8

4
6
8

4
2

6
8

(5, 4)

f

y

x

123 54321

5
4
3

6
7

(0, 2)

f

2 4 6 8

16

12

8

4

x

y

x

2 2 4 6

80

60

40

20

y

%csc2�x

2� dx%cot2 x dx

% sen x
cos3 x

 dx%csc2 x

cot3 x
 dx

%�tan x sec2 x dx%tan4 x sec2 x dx

%secS1 � xD tanS1 � xD dx

%sen 2x cos 2x dx

%x sen x2 dx% 1
U2 cos 

1
U

 dU

%cos 8x dx%sen 4x dx

% 4x3 sen x4 dx%Psen Px dx

S2, 7Df�SxD � �2x�8 � x2

S2, 10Df�SxD � 2xS4x2 � 10D2

�P

2
, 2�f�SxD � sec2S2xD

�P

4
, �

1
2�f�SxD � sen 4x

S1
3, 1Df�SxD � Psec Px tan Px

S0, 6Df�SxD � sen
x

2

Punto      Derivada                       

�

2

%t 3�t 10 dt% �x

Sx � 1) � �x � 1
 dx

% 2x � 1
�x � 4

 dx% x2 � 1
�2x � 1

 dx

%Sx � 1D�2 � x dx%x2�1 � x dx

%x�4x � 1 dx%x�x � 6 dx

�

%1

0
  x�1 � x2 dx%2

1
2x2�x3 � 1 dx

%4

�2
x2Sx3 � 8D2 dx%1

�1
 xSx2 � 1D3 dx



308  CAPÍTULO 4  Integración

 93. y � 2 sen x � sen 2x 94. y � sen x � cos 2x

 95.  96.

En los ejercicios 97 a 102, utilizar una herramienta de graficación 
para evaluar la integral. Hacer la gráfica de la región cuya área 
está dada por la integral definida.

 97.  98.

 99.  100.

 101.  102.

En los ejercicios 103 a 106, calcular la integral utilizando las pro-
piedades de las funciones pares e impares como una ayuda.

 103.  104.

 105.  106.

 107. Usar 4
0  x2 dx �

64
3  para calcular cada integral indefinida sin usar 

el teorema fundamental del cálculo.

 a)  b)

 c)  d)

108. Emplear la simetría de las gráficas de las funciones seno y coseno 
como ayuda para el cálculo de cada integral definida.

 a)  b)

 c)  d)

En los ejercicios 109 y 110, escribir la integral como la suma de 
la integral de una función impar y la integral de una función par. 
Utilizar esta simplificación para calcular la integral.

 109.  110.

Desarrollo de conceptos

 111. Describir por qué

donde u � 5 �x2.

 112. Sin integrar, explicar por qué

113. Si f es continua y 
8

0

 f x  dx � 32, encontrar 
4

0

 f 2x  dx.
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Para discusión

 114. Escribir Encontrar la integral indefinida en dos formas. 
Explicar alguna diferencia en las formas de la respuesta.

  a) b)

  c)

sin x cos x dxsen

115. Flujo de efectivo La tasa de desembolso de dQYdt de una 
donación federal de 2 millones de dólares es proporcional al 
cuadrado de 100 � t. El tiempo t se mide en días (0  t  100) y 
Q es la cantidad que queda para ser desembolsada. Determinar 
la cantidad que queda para desembolsarse después de 50 días. 
Suponer que todo el dinero se gastará en 100 días.

 116. Depreciación La tasa de depreciación dVYdt de una máquina 
es inversamente proporcional al cuadrado de t � 1, donde V es 
el valor de la máquina t años después de que se compró. El valor 
inicial de la máquina fue de 500 000 dólares, y su valor decreció 
100 000 dólares en el primer año. Estimar su valor después de 
4 años.

 117. Precipitación La precipitación mensual normal en el aeropuer-
to de Seattle-Tacoma puede aproximarse mediante el modelo

R � 2.876 � 2.202 sen(0.576 t � 0.847)

donde R se mide en pulgadas y t es el tiempo en meses, con  
t � 0 correspondiente al 1 de enero. (Fuente: U.S. National 

Oceanic and Atmospheric Administration)

 a) Determinar los extremos de la función en el periodo de un 
año.

 b) Emplear integración para aproximar la precipitación anual 
normal. (Sugerencia: Integrar sobre el intervalo [0, 12].)

 c) Aproximar el promedio de la precipitación mensual durante 
los meses de octubre, noviembre y diciembre.
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 118. Ventas Las ventas S (en miles de unidades) de un producto de 
temporada están dadas por el modelo

donde t es el tiempo en meses, con t � 1 correspondiente a enero. 
Determinar las ventas medias para cada periodo.

 a) El primer trimestre (0  t  3)
 b) El segundo trimestre (3  t  6)
 c) El año completo (0  t  12)

 119. Suministro de agua Un modelo para la tasa de flujo de agua 
en una estación de bombeo en un día determinado es

donde 0  t  24. R es la tasa de flujo en miles de galones por 
hora y t es el tiempo en horas.

 a) Utilizar una herramienta de graficación para representar 
la función de la tasa de flujo y aproximar la tasa de flujo 
máximo en la estación de bombeo.

 b) Aproximar el volumen total del agua bombeada en un 
día.

 120. Electricidad La intensidad de corriente alterna en un circuito 
eléctrico es

donde I se mide en amperes y t se mide en segundos. Determinar 
la intensidad media para cada intervalo de tiempo.

 a) 

 b) 

 c) 

Probabilidad En los ejercicios 121 y 122, la función

donde n  0, m  0 y k es una constante, puede utilizarse para 
representar diversas distribuciones de probabilidad. Si k se elige 
de manera tal que

la probabilidad de que x caerá entre a y b (0  a  b  1) es

 121. La probabilidad de que una persona recuerde entre 100a% y 
100b% del material aprendido en un experimento es

donde x representa el porcentaje recordado. (Ver la figura.)

 a) ¿Cuál es la probabilidad de que un individuo elegido al azar 
recuerde entre 50 y 75% del material?

 b) ¿Cuál es el porcentaje medio de lo que se recuerda? Esto 
es, ¿para qué valor de b es cierto que la probabilidad de 
recordar de 0 a b es 0.5?

 122. La probabilidad de que se tomen muestras de un mineral de una 
región que contiene entre 100a% y 100b% de hierro es

donde x representa el porcentaje de hierro. (Ver la figura.) ¿Cuál 
es la probabilidad de que la muestra contendrá entre

 a) 0 y 25% de hierro?
 b) 50 y 100% de hierro?

 123. Temperatura La temperatura en grados Fahrenheit en una 
casa es

donde t es el tiempo en horas, con t � 0 representando la media 
noche. El costo horario de refrigeración de una casa es de 0.10 
dólares por grado.

 a) Encontrar el costo C de refrigeración de la casa si el ter-
mostato se ajusta en 72°F calculando la integral

S � 74.50 � 43.75 sen
P t

6
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 139. Si a0, a1, . . . , an son números reales que satisfacen

demostrar que la ecuación a0 � a1x � a2x
2 � · · · � anxn � 

0 tiene al menos un cero real.

 140. Encontrar todas las funciones continuas positivas ƒ(x), para 
0  x  1, tales que

donde  es un número real.

 b) Encontrar el ahorro al reajustar el termostato en 78 �F 
calculando la integral

(Ver la figura.)

 124. Manufactura Un fabricante de fertilizantes encuentra que las 
ventas nacionales de fertilizantes siguen el patrón estacional

donde F se mide en libras y t representa el tiempo en días, con t 
� 1 correspondiente al 1 de enero. El fabricante desea establecer 
un programa para producir una cantidad uniforme de fertilizante 
cada día. ¿Cuál debe ser esta cantidad?

 125. Análisis gráfico Considerar las funciones ƒ y g, donde

 a) Emplear una herramienta de graficación para representar 
ƒ y g en la misma ventana de observación.

 b) Explicar por qué g es no negativa.
 c) Identificar los puntos sobre la gráfica de g que corresponden 

a los extremos de f.
 d) ¿Cada uno de los ceros de ƒ corresponden a un extremo de 

g? Explicar.
 e) Considerar la función

Utilizar una herramienta de graficación para representar  
h. ¿Cuál es la relación entre g y h? Verificar la suposi-
ción.

 126. Determinar lím
n �@ O

n

i�1

senSiPYnD
n

 evaluando una integral defi-

nida apropiada sobre el intervalo [0, 1].

 127.  a) Demostrar que 

  b) Demostrar que 

 128. a) Demostrar que 
  b)    Demostrar que EPY2

0  senn x dx � E PY2
0  cosn x dx,  donde n 

es un entero positivo.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 129 a 134, determinar si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o 
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

129. 

130. 

131. 

132. 

133. 

134. 

 135. Suponer que ƒ es continua en todos lados y que c es una cons-
tante. Demostrar que

 136. a) Verificar que sen u � u cos u � C � Eu sen u du.

 b) Utilizar el apartado a) para demostrar que 

  

 137. Completar la prueba del teorema 4.16.

 138. Demostrar que si f es continua en la recta numérica real completa, 
entonces
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■ Aproximar una integral definida utilizando la regla de los trapecios.

■ Aproximar una integral definida utilizando la regla de Simpson.

■ Analizar los errores de aproximación en la regla de los trapecios y en la regla de Simpson.

La regla de los trapecios

Algunas funciones elementales simplemente no tienen antiderivadas o primitivas que sean 
funciones elementales. Por ejemplo, no hay función elemental que tenga alguna de las 
siguientes funciones como su derivada.

Si se ha de calcular una integral definida cuyo integrando no admite primitiva (antiderivada), 
el teorema fundamental del cálculo no es de utilidad y hay que recurrir a una técnica de 
aproximación. Dos de estas técnicas se describen en esta sección.

Una forma de aproximar una integral definida consiste en utilizar n trapecios, como se 
muestra en la figura 4.42. En la formulación de este método, se supone que ƒ es continua y 
positiva en el intervalo [a, b]. De tal modo, la integral definida

representa el área de la región delimitada por la gráfica de ƒ y el eje x, desde x � a hasta  
x � b. Primero, se divide el intervalo [a, b] en n subintervalos, cada uno de ancho $x �  
(b � a)Yn, de modo tal que

Luego se forma un trapecio para cada subintervalo (ver la figura 4.43). El área del i-ésimo  
trapecio es

Esto implica que la suma de las áreas de los n trapecios es

Haciendo $x � (b � a)Yn, puede tomarse el límite cuando n m @ para obtener

El resultado se resume en el siguiente teorema.
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Área del i-ésimo trapecio � � f Sxi�1D � f SxiD
2

 ��b � a

n �.

 � 0 � %b

a

 f SxD dx.

 � lím
nm@

 
F f SaD � fSbDGSb � aD

2n
� lím

nm@
  O

n

i�1
  fSxiD $ x

 � lím
nm@

 �F fSaD � f SbDG $x

2
� O

n

i�1
 f SxiD $x�

lím
nm@

 �b � a

2n � F fSx0D � 2fSx1D � .  .  . � 2fSxn�1D � fSxnDG

 � �b � a

2n � F f Sx0D � 2 f Sx1D � 2 f Sx2D � .  .  . � 2 f Sxn�1D � f SxnDG.

 � �b � a

2n � F f Sx0D � f Sx1D � f Sx1D � f Sx2D � .  .  . � f Sxn�1D � f SxnDG

Área � �b � a

n �� f Sx0D � f Sx1D
2

� .  .  . �
f Sxn�1D � f SxnD

2 �

� f Sx0D � f Sx1D
2 ��b � a

n �

x

f

x1 x2 x3x0 � a x4 � b

y

x
x0 x1

b  a
n

f(x1)

f(x0)

y

El área de la región puede aproximarse 
utilizando cuatro trapecios
Figura 4.42

El área del primer trapecio es 

Figura 4.43

4.6 Integración numérica
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TEOREMA 4.17 LA REGLA DE LOS TRAPECIOS

Sea f continua en [a, b]. La regla de los trapecios para aproximar Eb
a  f SxD dx  está dada 

por

Además, como n m d, el lado derecho se aproxima a Eb

a  f SxD dx.

NOTA  Observar que los coeficientes en la regla de los trapecios siguen el siguiente patrón.

1  2  2  2  .  .  .  2  2  1 

EJEMPLO 1 Aproximación con la regla de los trapecios

Utilizar la regla de los trapecios para aproximar

Comparar los resultados para n � 4 y n � 8, como se muestra en la figura 4.44.

Solución Cuando n � 4, $x � PY4, y se obtiene

Cuando n � 8, $x � PY8, y se obtiene

Para esta integral particular, se podría haber encontrado una antiderivada y determinado que 
el área exacta de la región es 2. 

TECNOLOGÍA La mayoría de las herramientas de graficación y de los sistemas 
algebraicos computarizados cuenta con programas incorporados que es posible utilizar 
para aproximar el valor de una integral definida. Utilizar un programa de este tipo para 
aproximar la integral del ejemplo 1. ¿Qué tan precisa es su aproximación?

Cuando se usa uno de estos programas, debe tenerse cuidado con sus limitaciones. 
Muchas veces, no se le da una indicación del grado de exactitud de la aproximación. 
Otras, se le puede dar una aproximación por completo equivocada. Por ejemplo, utilizar 
un programa de integración numérica incorporada para calcular

La herramienta de graficación producirá un mensaje de error, ¿no es así?
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Es interesante comparar la regla de los trapecios con la regla del punto medio que se dio 
en la sección 4.2 (ejercicios 73 a 76). En la regla de los trapecios, se promedian los valores 
de la función en los puntos extremos de los subintervalos, pero la regla del punto medio 
toma los valores de la función de los puntos medios de los subintervalos.

 Regla del punto medio.

 Regla de los trapecios.

NOTA  Hay dos puntos importantes que deben señalarse respecto a la regla de los trapecios (o a la 
regla del punto medio). Primero, la aproximación tiende a volverse más exacta a medida que n au-
menta. Así, en el ejemplo 1, si n � 16, la regla de los trapecios produce una aproximación de 1.994. 
Segundo, aunque podría utilizarse el teorema fundamental para calcular la integral en el ejemplo 1, 
este teorema no puede utilizarse para calcular una integral tan simple como E0

P
 sen x2dx debido a que 

sen x2 no tiene una antiderivada elemental. Sin embargo, es posible aplicar con facilidad la regla de 
los trapecios a esta integral. 

Regla de Simpson

Una manera de ver la aproximación que permite la regla de trapecios de una integral definida 
consiste en decir que en cada subintervalo se aproxima ƒ por medio de un polinomio de 
primer grado. En la regla de Simpson, que recibe ese nombre en honor del matemático inglés 
Thomas Simpson (1710-1761), se lleva este procedimiento un paso adelante y aproxima ƒ 
mediante polinomios de segundo grado.

Antes de presentar la regla de Simpson, enunciamos un teorema sobre las integrales de 
polinomios de grado 2 (o menor).

TEOREMA 4.18 INTEGRAL DE p(x) Ax2  Bx  C

Si p(x) � Ax2 � Bx � C, entonces

DEMOSTRACIÓN

Mediante la expansión y la agrupación de términos, la expresión dentro de los corchetes 
se convierte en
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Para formular la regla de Simpson con el fin de aproximar una integral definida, se 
divide el intervalo [a, b] en n subintervalos, cada uno de ancho $x � (b � a)Yn. Esta vez, 
sin embargo, se requiere que n sea par, y los subintervalos se agrupan en pares tales que

En cada subintervalo (doble) [xi � 2, xi] puede aproximarse ƒ por medio de un polinomio 
p de grado menor que o igual a 2. (Ver el ejercicio 56.) Por ejemplo, en el subintervalo  
[x0, x2], elegir el polinomio de menor grado que pasa a través de los puntos (x0, y0), (x1, y1) 
y (x2, y2) como se muestra en la figura 4.45. Ahora, utilizando p como una aproximación de 
ƒ en este subintervalo, se tiene, por el teorema 4.18,

Repitiendo este procedimiento en el intervalo completo [a, b] se produce el siguiente teo-
rema.

TEOREMA 4.19 LA REGLA DE SIMPSON

Sea f continua en [a, b] y sea n un entero par. La regla de Simpson para aproximar 
Ea

b ƒ(x) dx es

Además, cuando n m d, el lado derecho tiende a Ea

b ƒ(x) dx.

NOTA  Observar que los coeficientes en la regla de Simpson tienen el siguiente patrón.

1 4 2 4 2 4 .  .  . 4 2 4 1 

En el ejemplo 1, la regla de los trapecios se utilizó para estimar E0
P sen x dx. En el si-

guiente ejemplo, se aplica la regla de Simpson a la misma integral.

EJEMPLO 2 Aproximación con la regla de Simpson

Emplear la regla de Simpson para aproximar

Comparar los resultados para n � 4 y n � 8.

Solución Cuando n � 4, se tiene

Cuando n � 8, se tiene 
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NOTA  En el ejemplo 1, la regla de 
los trapecios con n � 8 aproxima 
E0

P
 sen x dx como 1.974. En el ejem-

plo 2, la regla de Simpson con n � 8 
produjo una aproximación de 2.0003. 
La antiderivada o primitiva produciría 
el valor verdadero de 2. 
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Análisis de errores

Al usar una técnica de aproximación, es importante conocer la precisión del resultado. El 
siguiente teorema, que se enuncia sin demostración, proporciona las fórmulas para estimar 
los errores que implican en el uso de la regla de Simpson y de la regla de los trapecios. En 
general, cuando se realiza una aproximación se piensa en el error E como la diferencia 
entre Ea

b ƒ(x) dx y la aproximación.

TEOREMA 4.20 ERRORES EN LA REGLA DE LOS TRAPECIOS Y EN LA DE SIMPSON

Si ƒ tiene una segunda derivada continua en [a, b], entonces el error E al aproximar 
Ea

b ƒ(x) dx por medio de la regla de los trapecios es

Además, si tiene cuarta derivada continua en [a, b], entonces el error E al aproximar 
Ea

b ƒ(x) dx mediante la regla de Simpson es

El teorema 4.20 establece que los errores generados por la regla de los trapecios y la 
regla de Simpson tienen cotas superiores dependientes de los valores extremos de ƒ�(x) y 
ƒ(4)(x) en el intervalo [a, b]. Además, estos errores pueden hacerse arbitrariamente peque-
ños incrementando n, siempre que ƒ� y ƒ(4) sean continuas y, en consecuencia, acotadas 
en [a, b].

EJEMPLO 3 El error aproximado en la regla de los trapecios

Determinar un valor de n tal que la regla de los trapecios se aproximará al valor de 

1

0  �1 � x2 dx   con un error menor que 0.01.

Solución Primero se hace f �x� �1 � x2  y se halla la segunda derivada de f.

El valor máximo de \ƒ�(x)\ en el intervalo [0, 1] es \ƒ�(0)\ � 1. De tal modo, por el teo-
rema 4.20, puede escribirse

Para obtener un error E menor que 0.01, debe elegirse n tal que 1Y(12n2) b 1Y100.

Así, basta tomar n � 3 (debido a que n debe ser mayor o igual a 2.89) y aplicar la regla de 
los trapecios, como se ilustra en la figura 4.46, para obtener

De tal modo que, al sumar y restar el error de esta estimación se sabe que
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TECNOLOGÍA Si se tiene 
acceso a un sistema algebraico por 
computadora, utilizarlo para calcu-
lar la integral definida del ejemplo 
3. Obtener un valor de

(“ln” representa la función logarít-
mica natural, la cual se estudiará en 
la sección 5.1.)

Figura 4.46
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En los ejercicios 1 a 10, usar la regla de los trapecios y la regla de 
Simpson para aproximar el valor de la integral definida para un 
valor dado de n. Redondear la respuesta hasta cuatro decimales 
y comparar los resultados con el valor exacto de la integral de-
finida.

 1.  2. 

 3.  4. 

 5.  6. 

 7.  8. 

 9.  10. 

En los ejercicios 11 a 20, aproximar la integral definida utilizando 
la regla de los trapecios y la regla de Simpson con n � 4. Comparar 
estos resultados con la aproximación de la integral utilizando una 
herramienta de graficación.

 11.  12. 

 13.  14. 

 15.  16. 

 17.  18. 

 19. 

 20. 

Desarrollo de conceptos

 21.  La regla de los trapecios y la regla de Simpson producen 
aproximaciones de una integral definida Ea

b
 ƒ(x) dx basadas 

en aproximaciones polinomiales de ƒ. ¿Qué grado de polino-
mio se usa para cada una?

 22. Describir la dimensión del error cuando la regla de los trape-
cios se utiliza para aproximar �b

a  f �x� dx cuando f (x) es una 
función lineal. Explicar el resultado con una gráfica. 

En los ejercicios 23 a 28, utilizar las fórmulas de error del teore-
ma 4.20 para estimar el error en la aproximación de la integral, 
con n � 4, utilizando a) la regla de los trapecios y b) la regla de 
Simpson.

 23.  24. 

 25.  26. 

 27.  28. 

En los ejercicios 29 a 34, utilizar las fórmulas del error en el teo-
rema 4.20 con el fin de encontrar n tal que el error en la aproxi-
mación de la integral definida sea menor que 0.00001 utilizando 
a) la regla de los trapecios y b) la regla de Simpson.

 29.  30. 

 31.  32. 

 33.  34. 

En los ejercicios 35 a 38, emplear un sistema algebraico por  
computadora y las fórmulas del error para determinar n de ma-
nera tal que el error en la aproximación de la integral definida 
sea menor que 0.00001 utilizando a) la regla de los trapecios y  
b) la regla de Simpson.

 35.  36. 

 37.  38. 

 39. Aproximar el área de la región sombreada utilizando a) la regla 
de los trapecios y b) la regla de Simpson con n � 4.

 40. Aproximar el área de la región sombreada utilizando a) la regla 
de los trapecios y b) la regla de Simpson con n � 8.

 41. Programación Escribir un programa para una herramienta de 
graficación con el fin de aproximar una integral definida utili-
zando la regla de los trapecios y la regla de Simpson. Empezar 
con el programa escrito en la sección 4.3, ejercicios 61 a 64, y 
advertir que la regla de los trapecios puede escribirse como T(n) 
�  ,N [I(n) � D(n)] y la regla de Simpson, como

SSnD �
1
3 FT SnY2D � 2MSnY2DG.

[Recordar que I(n), M(n) y D(n) representan las sumas de 
Riemann utilizando los puntos terminales del lado izquierdo, 
los puntos medios y los puntos terminales del lado derecho de 
subintervalos con igual ancho.]
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 47. Circunferencia La integral elíptica

proporciona la circunferencia de una elipse. Emplear la regla de 
Simpson con n = 8 para aproximar la circunferencia.

 48. Trabajo Para determinar el tamaño del motor requerido en 
la operación de una prensa, una compañía debe conocer la 
cantidad de trabajo realizado cuando la prensa mueve un objeto 
linealmente 5 pies. La fuerza variable para desplazar el objeto 
es FSxD � 100x�125 � x3 , donde F está dada en libras y x 
produce la posición de la unidad en pies. Emplear la regla de 
Simpson con n  � 12 para aproximar el trabajo W (en pies-libras) 
realizado a través de un ciclo si W � E5

0
 FSxD dx.

 49. La tabla presenta varias mediciones recopiladas en un expe-
rimento para aproximar una función continua desconocida  
y � ƒ(x).

Programación En los ejercicios 42 a 44, emplear el programa 
en el ejercicio 41 para aproximar la integral definida y completar 
la tabla.

 42.  43. 44.

 45. Área Emplear la regla de Simpson con n � 14 para aproximar 
el área de la región acotada por las gráficas de y � qix cos x,  
y � 0, x � 0 y x � PY2.

 a) Aproximar la integral E0
2
 ƒ(x) dx utilizando la regla de los 

trapecios y la regla de Simpson.

 b) Utilizar una herramienta de graficación para encontrar un 
modelo de la forma y � ax3 � bx2 � cx � d para los datos. 
Integrar el polinomio resultante en [0, 2] y comparar el 
resultado con el apartado a).

Aproximación de Pi En los ejercicios 50 y 51, utilizar la regla de 
Simpson con n � 6 para aproximar P utilizando la ecuación dada. 
(En la sección 5.7, se podrán calcular las integrales utilizando 
funciones trigonométricas inversas.)

 50.  51.

Área En los ejercicios 52 y 53, utilizar la regla de los trapecios 
para estimar el número de metros cuadrados de tierra en un lote 
donde x y y se miden en metros, como se muestra en las figuras. 
La tierra es acotada por un río y dos caminos rectos que se juntan 
en ángulos rectos.

 52.  

Figura para 52 Figura para 53

 53.

 54. Demostrar que la regla de Simpson es exacta cuando aproxima 
la integral de una función polinomial cúbica, y demostrar el 
resultado para E0

1
 x3 dx, n � 2.

 55. Usar la regla de Simpson con n � 10 y un sistema algebraico 
por computadora para aproximar t en la ecuación integral

 56. Demostrar que se puede encontrar un polinomio p(x) � Ax2 � 
Bx � C que pasa por cualesquiera tres puntos (x1, y1), (x2, y2) y 
(x3, y3), donde las xi son distintas.
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Para discusión

 46. Considerar una función f(x) que es cóncava hacia arriba 
sobre el intervalo [0, 2] y la función g(x) que es cóncava 
hacia abajo sobre [0, 2].

 a) Usando la regla trapezoidal, ¿qué integral sería sobre-
estimada? ¿Qué integral sería subestimada? Suponer 
n = 4. Usar gráficas para explicar su respuesta.

 b) ¿Qué regla se usaría para mayor aproximación pre-
cisa de 

y
2

0  f x  dx  y 2

0  g x  dx,  la regla trapezoidal o 
la regla de Simpson? Explicar su razón.

x 0 10 20 30 40 50 60

y 75 81 84 76 67 68 69

x 70 80 90 100 110 120

y 72 68 56 42 23 0

x 0 100 200 300 400 500

y 125 125 120 112 90 90

x 600 700 800 900 1000

y 95 88 75 35 0

1 000

CAS
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En los ejercicios 1 y 2, utilizar la gráfica de f  para dibujar una 
gráfica de ƒ.

 1.  2. 

En los ejercicios 3 a 8, encontrar la integral indefinida.

  3.   4.

 5.   6.

 7.  8.

 9. Encontrar la solución particular de la ecuación diferencial  
ƒa(x) � �6x cuya gráfica pasa por el punto (1, �2).

 10. Encontrar la solución particular de la ecuación diferencial  
ƒaa(x) � 6(x � 1) cuya gráfica pasa por el punto (2, 1) y es 
tangente a la recta 3x � y � 5 � 0 en ese punto.

Campos de pendientes En los ejercicios 11 y 12 se da una ecuación 
diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Dibujar dos 
soluciones aproximadas de la ecuación diferencial en el campo 
de pendiente, una de las cuales pase a través del punto indicado.  
b) Utilizar la integración para encontrar la solución particular de 
la ecuación diferencial y utilizar una herramienta de graficación 
para representar la solución.

 11.  12.

 13. Velocidad y aceleración Un avión que está despegando de una 
pista recorre 3 600 pies antes de elevarse. El avión parte desde 
el reposo, se desplaza con aceleración constante y efectúa el 
recorrido en 30 segundos. ¿A qué velocidad despega?

 14. Velocidad y aceleración La velocidad de un automóvil que 
viaja en línea recta se reduce de 45 a 30 millas por hora en  

x

f a

y

x

f a

y

una distancia de 264 pies. Encontrar la distancia en la cual 
el automóvil puede llegar al reposo a partir de una velocidad 
de 30 millas por hora, suponiendo la misma desaceleración 
constante.

 15. Velocidad y aceleración Se lanza una pelota hacia arriba 
verticalmente desde el nivel del suelo con una velocidad inicial 
de 96 pies por segundo.

 a) ¿Cuánto tardará la pelota en alcanzar su altura máxima? 
¿Cuál es la altura máxima?

 b) ¿Cuándo la velocidad de la pelota es la mitad de la velocidad 
inicial?

 c) ¿A qué altura está la pelota cuando su velocidad es la mitad 
de la velocidad inicial?

 16. Modelado matemático La tabla muestra las velocidades (en 
millas por hora) de dos carros sobre una rampa de acceso a una 
carretera interestatal. El tiempo t está en segundos.

 a) Reescribir las velocidades en pies por segundo.
 b) Usar las capacidades de regresión de una herramienta de 

graficación para encontrar los modelos cuadráticos para los 
datos en el apartado a).

 c) Aproximar la distancia recorrida por cada carro durante los 
30 segundos. Explicar la diferencia en las distancias.

En los ejercicios 17 y 18, utilizar la notación sigma para escribir 
la suma.

 17.

 18.

En los ejercicios 19 a 22, utilizar las propiedades de las sumas y 
el teorema 4.2 para calcular las sumas.

 19.  20.

 21.  22.

 23. Escribir en notación sigma a) la suma de los primeros diez en-
teros impares positivos, b) la suma de los cubos de los primeros 
n enteros positivos y c) 6 � 10 � 14  � 18 � · · · � 42.

 24. Calcular cada suma para x1 � 2, x2 � �1, x3 � 5, x4 � 3 y  
x5 � 7.

 a)  b)

 c)  d)
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En los ejercicios 25 y 26, utilizar sumas superiores e inferiores para 
aproximar el área de la región utilizando el número indicado de 
subintervalos de igual ancho.

 25.  26. 

En los ejercicios 27 a 30, recurrir al proceso de límite para deter-
minar el área de la región entre la gráfica de la función y el eje x 
sobre el intervalo dado. Dibujar la región.

 27.  28.

 29.  30.

 31. Emplear el proceso de límite para encontrar el área de la región 
acotada por x � 5y � y2, x � 0, y � 2 y y � 5.

 32. Considerar la región acotada por y = mx, y = 0, x = 0 y x = b.

 a) Determinar la suma superior e inferior para aproximar el 
área de la región cuando $x � bY4.

 b) Determinar la suma superior e inferior para aproximar el 
área de la región cuando $x � bYn.

 c) Encontrar el área de la región dejando que n tienda a infinito 
en ambas sumas en el apartado b). Demostrar que en cada 
caso se obtiene la fórmula para el área de un triángulo.

En los ejercicios 33 y 34, escribir el límite común integral definido 
en el intervalo [a, b], donde ci es cualquier punto en el i-ésimo 
subintervalo.

 33. 

 34.

En los ejercicios 35 y 36, formular una integral definida que pro-
duzca el área de la región. (No calcular la integral.)

En los ejercicios 37 y 38, dibujar la región cuya área está dada 
por la integral definida. Utilizar después una fórmula geométrica 
para calcular la integral.

 37.  38.

 39. 

 a)  b)

 c)  d)

 40. 

 a)  b)

 c)  d)

En los ejercicios 41 a 48, emplear el teorema fundamental del 
cálculo para calcular la integral definida.

 41.  42.

 43.  44.

 45.  46.

 47.  48.

En los ejercicios 49 a 54, dibujar la gráfica de la región cuya área 
está dada por la integral, y encontrar el área.

 49.  50.

 51.  52.

 53.  54.

En los ejercicios 55 y 56, determinar el área de la región dada.

 55.  56.
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En los ejercicios 57 y 58, dibujar la región acotada por las gráficas 
de las ecuaciones y determinar su área.

 57. 

 58. 

En los ejercicios 59 y 60, encontrar el valor medio de la función 
sobre el intervalo indicado. Determinar los valores de x a los cuales 
la función toma su valor medio, y graficar la función.

 59.  60.

En los ejercicios 61 a 64, emplear el segundo teorema fundamental 
del cálculo para encontrar Fa(x).

 61.  62.

 63.  64.

En los ejercicios 65 a 76, encontrar la integral definida.

En los ejercicios 77 a 84, calcular la integral definida. Utilizar una 
herramienta de graficación para verificar el resultado.

 77.  78.

 79.  80.

 81.  82.

 83.  84.

Campos de pendientes En los ejercicios 85 y 86, se dan una 
ecuación diferencial y un campo de pendientes. a) Dibujar dos 
soluciones aproximadas de la ecuación diferencial sobre el cam-
po de pendientes, una de las cuales pase por el punto indicado.  
b) Utilizar la integración para determinar la solución particular de 
la ecuación diferencial y emplear una herramienta de graficación 
para representar la solución.

 85.  86.

En los ejercicios 87 y 88, encontrar el área de la región. Utilizar 
una herramienta de graficación para verificar el resultado.

 87.  88.

 89. Precipitación La precipitación normal mensual en Portland, 
Oregón, puede aproximarse mediante el modelo

  donde R está medida en pulgadas y t es el tiempo en meses, con 
t � 0 correspondiendo al 1 de enero. (Fuente: U.S. National 
Oceanic and Atmospheric Administration)

 a) Escribir una integral y aproximar la precipitación normal 
anual.

 b) Aproximar la precipitación promedio mensual durante los 
meses de septiembre y octubre.

 90. Ciclo respiratorio Después de ejercitarse durante unos minu-
tos, una persona tiene un ciclo respiratorio para el cual la tasa 
de admisión de aire es

Determinar el volumen, en litros, del aire inhalado durante un 
ciclo, integrando la función sobre el intervalo [0, 2].

En los ejercicios 91 a 94, emplear la regla de los trapecios y la 
regla de Simpson con n  4, y utilizar las capacidades de integra-
ción de una herramienta de graficación, para aproximar la integral 
definida. Comparar los resultados.

 91.  92.

 93.  94.
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 1. Sea

 a) Encontrar L(1).
 b) Encontrar La(x) y La(1).
 c) Utilizar una herramienta de graficación para aproximar el va-

lor de x (hasta tres lugares decimales) para el cual L(x) � 1.
 d) Demostrar que L(x1 x2) � L(x1) � L(x2) para todos los 

valores positivos de x1 y x2.

 2. Sea 

 a) Utilizar una herramienta de graficación para completar la 
tabla.

 b) Sea F x �
1

x � 2
 

x

2
 sen t2 dt.G x �

1
x � 2

 Utilizar una 

herramienta de graficacón para completar la tabla y estimar 
lím
xm2

  G x .

 c) Utilizar la definición de la derivada para encontrar el valor 
exacto del límite lím

xm2
  G x .

En los ejercicios 3 y 4, a) escribir el área bajo la gráfica de la 
función dada definida sobre el intervalo indicado como un límite. 
Después b) calcular la suma del apartado a) y c) calcular el límite 
utilizando el resultado del apartado b).

 3. 

 4. 

 5. La función de Fresnel S se define mediante la integral

 a) Hacer la gráfica de la función � sen
P

2
 dt.

x 2

 sobre el 
intervalo [0, 3].

 b) Utilizar la gráfica del apartado a) para dibujar la gráfica de 
S en el intervalo [0, 3].

 c) Ubicar todos los extremos relativos de S en el intervalo (0, 3).
 d) Localizar todos los puntos de inflexión de S en el intervalo  

(0, 3).

 6. La aproximación gaussiana de dos puntos para f es

 a) Utilizar esta fórmula para aproximar  
1

�1
  cos x dx. Encontrar 

el error de la aproximación.

 b) Utilizar esta fórmula para aproximar 
1

�1
 

11

�1
 

1
1 � x2 dx.

1

�1
 

1
1 � x2 dx.

 c) Probar que la aproximación gaussiana de dos puntos es 
exacta para todos los polinomios de grado 3 o menor.

 7. Arquímedes demostró que el área de un arco parabólico es igual 
a  2<  del producto de la base y la altura (ver la figura).

 a) Graficar el arco parabólico delimitado por y � 9 � x2 y  
el eje x. Utilizar una integral apropiada para encontrar el 
área A.

 b) Encontrar la base y la altura del arco y verificar la fórmula 
de Arquímedes.

 c) Demostrar la fórmula de Arquímedes para una parábola 
general.

 8. Galileo Galilei (1564-1642) enunció la siguiente proposición 
relativa a los objetos en caída libre:

El tiempo en cualquier espacio que se recorre por un cuerpo 

acelerado uniformemente es igual al tiempo en el cual ese 

mismo espacio se recorrería por el mismo cuerpo movién-

dose a una velocidad uniforme cuyo valor es la media de la 

velocidad más alta del cuerpo acelerado y la velocidad justo 

antes de que empiece la aceleración.

Utilizar las técnicas de este capítulo para verificar esta propo-
sición.

 9. La gráfica de una función f consta de tres segmentos de recta 
que unen a los puntos (0, 0), (2, �2), (6, 2) y (8, 3). La función 
F se define por medio de la integral.

 a) Dibujar la gráfica de f.
 b) Completar la tabla.

 c) Encontrar los extremos de F en el intervalo [0, 8].
 d) Determinar todos los puntos de inflexión de F en el intervalo 

(0, 8).
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 10. Un automóvil se desplaza en línea recta durante una hora. Su 
velocidad v en millas por hora en intervalos de seis minutos se 
muestra en la tabla.

 a) Elaborar una gráfica razonable de la función de velocidad 
v graficando estos puntos y conectándolos con una curva 
uniforme.

 b) Encontrar los intervalos abiertos sobre los cuales la acele-
ración a es positiva.

 c) Encontrar la aceleración media del automóvil (en millas 
por hora cuadrada) sobre el intervalo [0, 0.4].

 d) ¿Qué significa la integral dt
1
0v t  ? Aproximar esta integral 

utilizando la regla de los trapecios con cinco subintervalos.
 e) Aproximar la aceleración en t � 0.8.

 11. Demostrar que

 12. Demostrar que

 13. Utilizar una suma de Riemann apropiada para calcular el límite

 14. Utilizar una suma de Riemann apropiada para calcular el límite

 15. Suponer que f es integrable en [a, b] y 0 � m b ƒ(x) b M para 
todo x en el intervalo [a, b]. Demostrar que

Utilizar este resultado para estimar 
1

0
1 x 4 dx.

 16. Sea f continua en el intervalo [0, b] donde ƒ(x) � ƒ(b � x) x 0 
en [0, b].

 a) Demostrar que 
b

0

 
f x

f x f b x
 dx

b

2
.

 b) Utilizar el resultado del apartado a) para calcular

 c) Utilizar el resultado del apartado a) para calcular

 17. Verificar que
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demostrando lo siguiente.

 a) 

 b)

 c)

 18. Demostrar que si ƒ es una función continua en un intervalo 
cerrado [a, b], entonces

 19. Sea

donde ƒ se muestra en la figura. Considerar que I(n) y D(n) re-
presentan las sumas de Riemann utilizando los puntos extremos 
del lado izquierdo y los puntos terminales del lado derecho de n 
subintervalos de igual ancho. (Suponer que n es par.) Sean T(n) 
y S(n) los valores correspondientes de la regla de los trapecios 
y la regla de Simpson.

 a) Para cualquier n, listar I(n), D(n), T(n) e I en orden cre-
ciente.

 b) Aproximar S(4).

 20. La función integral seno

se utiliza a menudo en la ingeniería. La función ƒ t
sen t

t
  

no está definida en t  0, pero su límite es 1 cuando t m 0. De 
tal modo, definir ƒ(0)  1. En ese caso ƒ es continua en todos 
lados.

 a) Emplear una herramienta de graficación para representar 
Si(x).

 b) ¿En qué valores de x Si(x) tiene máximos relativos?
 c) Encontrar las coordenadas del primer punto de inflexión 

donde x � 0.
 d) Decidir si Si(x) tiene alguna asíntota horizontal. Si es así, 

identificar cada una.

 21. Determinar los límites de integración donde a b b, tal que

   

b

a

x2 � 16  dx

  tiene valor mínimo.
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Funciones logarítmica, 
exponencial y otras 
funciones trascendentes

Hasta ahora en este texto, se han estudiado 
dos tipos de funciones elementales: funcio-
nes algebraicas y funciones trigonométricas. 
Este capítulo concluye la introducción de 
funciones elementales. Como cuando se 
introduce un nuevo tipo, se estudiarán sus 
propiedades, su derivada y su antiderivada.

En este capítulo, se aprenderá:

Las propiedades de la función logarit- n
mo natural. Cómo encontrar la derivada 
y antiderivada de la función logaritmo 
natural. (5.1, 5.2)

Cómo determinar si una función tiene  n
una función inversa. (5.3)

Las propiedades de la función exponen- n
cial natural. Cómo encontrar la derivada 
y antiderivada de la función exponen-
cial natural. (5.4)

Las propiedades, derivadas y antide- n
rivadas de las funciones logarítmica y 
exponencial con base diferente de e. 
(5.5)

Las propiedades de las funciones trigo- n
nométricas inversas. Cómo encontrar 
derivadas y antiderivadas de funciones 
trigonométricas inversas. (5.6, 5.7)

Las propiedades de las funciones hiper- n
bólicas. Cómo encontrar derivadas 
y antiderivadas de funciones hiperbóli-
cas. (5.8)

■

■

El arco de entrada en San Luis, Missouri, tiene más de 600 pies de alto y está 
cubierto con 886 toneladas de acero inoxidable de un cuarto de pulgada. 
¿Qué función se involucra en la ecuación matemática usada para construir el 
arco? (Ver la sección 5.8, Proyecto de trabajo.)

En la sección 5.1 se verá cómo la función f (x) � 1Yx puede usarse para definir la función logaritmo natural. Para 

hacer esto, considerar la integral definida 
x

11Yt dt. Cuando x < 1, el valor de esta integral definida es negativa. Cuando  

x � 1, el valor es cero. Cuando x > 1, el valor es positivo.

5
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■ Desarrollar y usar propiedades de la función logaritmo natural.

■ Comprender la definición del número e.

■ Derivar funciones que involucran la función logaritmo natural.

La función logaritmo natural

Recordar que en la regla general de la potencia

n p �1%xn dx �
xn�1

n � 1
� C,  Regla general de la potencia.

tiene una restricción importante, no se aplica al caso n � �1. De hecho, todavía no se ha 
encontrado una antiderivada o primitiva para la función ƒ(x) � 1Yx. En esta sección se 
usará el segundo teorema fundamental del cálculo para definir esa antiderivada o primitiva. 
Ésta es una función que no ha aparecido previamente en este libro. No es algebraica ni 
trigonométrica, sino que está incluida en una nueva clase de funciones, llamadas funciones 
logarítmicas. Esta función particular es la función logaritmo natural.

DEFINICIÓN DE LA FUNCIÓN LOGARITMO NATURAL

La función logaritmo natural se define como

x > 0.ln  x �%x

1

 
1
t
 dt,

El dominio de la función logaritmo natural es el conjunto de todos los números reales 
positivos.

A partir de la definición se deduce que ln x es positiva para x  1 y negativa para 0  x  1 
(figura 5.1). Además, ln(1) � 0, ya que los límites inferior y superior de integración son 
iguales cuando x � 1.

Si x  1, entonces ln x  0 Si 0  x  1, entonces ln x  0
Figura 5.1

E X P L O R A C I Ó N

Representación de la función logaritmo natural Usando sólo la definición de la 
función logaritmo natural, trazar una gráfica. Explicar el razonamiento.
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JOHN NAPIER (1550-1617)
El matemático escocés John Napier inventó 
los logaritmos. Napier formó el término 
logaritmo con dos palabras griegas: 
logos (razón) y arithmos (número), para 
denominar la teoría que desarrolló a lo largo 
de veinte años y que apareció por primera 
vez en el libro Mirifici Logarithmorum 

canonis descriptio (Una descripción de la 
maravillosa regla de los algoritmos). Aunque 
no introdujo la función logaritmo natural, 
algunas veces se llama función logaritmo 
napieriana.

5.1 La función logaritmo natural: derivación
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Para dibujar la gráfica de y � ln x, se puede pensar en la función logaritmo natural como 
una antiderivada o primitiva dada por la ecuación diferencial

dy
dx

�
1
x
.

La figura 5.2 es una gráfica generada por computadora; llamada campo de pendientes o 
campo de direcciones, que consta de pequeños segmentos de pendiente 1Yx. La gráfica de 
y � ln x es la solución que pasa por el punto (1, 0). Se estudiarán campos de pendientes en 
la sección 6.1.

El siguiente teorema resume varias propiedades básicas de la función logaritmo  
natural.

TEOREMA 5.1 PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN LOGARITMO NATURAL

La función logaritmo natural tiene las siguientes propiedades.

1. El dominio es (0, @) y el recorrido o rango es (�@, @).
2. La función es continua, creciente e inyectiva.
3. La gráfica es cóncava hacia abajo.

DEMOSTRACIÓN  El dominio de ƒ(x) � ln x es (0, @) por definición. Además, la función es 
continua, por ser derivable. Y es creciente porque su derivada

f�SxD �
1
x

 Primera derivada.

es positiva para x  0, como se muestra en la figura 5.3. Es cóncava hacia abajo porque

f�SxD � �
1
x2

 Segunda derivada.

es negativa para x  0. La prueba de que f es inyectiva se presenta en el apéndice A. Los 
siguientes límites implican que el recorrido o rango es toda la recta real.

y lím
x @

 ln x � @lím
x 0�

 ln x � �@

La justificación de ambos límites se encuentra en el apéndice A. 

Utilizando la definición de la función logaritmo natural, se pueden probar importan-
tes propiedades de las operaciones con logaritmos naturales. Si ya está familiarizado con 
los logaritmos, el lector reconocerá que estas propiedades son características de todos los 
logaritmos.

TEOREMA 5.2 PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

Si a y b son números positivos y n es racional, se satisfacen las siguientes propie-
dades.

1. 

2. 

3. 

4. ln �a
b� � ln a � ln b

ln SanD � n ln a

ln SabD � ln a � ln b

ln S1D � 0

Cada pequeño segmento recto tiene una 
pendiente de 1Yx

Figura 5.2
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La función logaritmo natural es creciente, y 
su gráfica es cóncava hacia abajo
Figura 5.3
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DEMOSTRACIÓN  La primera propiedad ya se ha discutido. La segunda se deduce del hecho 
de que dos antiderivadas o primitivas de una misma función difieren en una constante. Del 
segundo teorema fundamental del cálculo y la definición de la función logaritmo natural, 
se sabe que

d

dx
ln x �

d

dx

x

1
 
1
t
 dt �

1
x
.

Así pues, se consideran las dos derivadas

d

dx
ln ax �

a

ax
�

1
x

y

d

dx
ln a � ln x � 0 �

1
x

�
1
x
.

Como ln(ax) y (ln a � ln x) son antiderivadas o primitivas de 1 x, deben diferir a lo más 
en una constante.

ln ax � ln a � ln x � C

Tomando x � 1, se puede ver que C � 0. La tercera propiedad se demuestra de manera aná-
loga comparando las derivadas de ln(xn) y n lnx. Por último, al utilizar la segunda y tercera 
propiedades, se puede comprobar la cuarta.

� ln a � ln b� ln a � ln b�1ln
a

b
� ln a b�1

 

El ejemplo 1 muestra cómo usar propiedades de los logaritmos para desarrollar expre-
siones logarítmicas.

EJEMPLO 1 Desarrollo de expresiones logarítmicas

 a)  Propiedad 4.

 b)  Reescribir con exponente racional.

   Propiedad 3.

 c)  Propiedad 4.

   Propiedad 2.

 d) 

Cuando se usan las propiedades de los logaritmos para reexpresar funciones logarít-
micas, hay que analizar si el dominio de la función reescrita es el mismo que el de la función 
original. Así, el dominio de ƒ(x) � ln x2 son todos los números reales salvo x � 0, mientras 
que el de g(x) � 2 ln x son todos los números reales positivos (ver la figura 5.4).

 � 2 ln x2 � 3 � ln x �
1
3

 ln x2 � 1

 � 2 ln x2 � 3 � ln x � ln x2 � 1 1 3

 � 2 ln x2 � 3 � ln x � ln x2 � 1 1 3

 ln 
x2 � 3 2

x 3 x2 � 1
� ln x2 � 3 2 � ln x 3 x2 � 1

 � ln 6 � ln x � ln 5

 ln
6x
5

� ln 6x � ln 5

 �
1
2

 ln 3x � 2

 ln 3x � 2 � ln 3x � 2 1 2

ln
10
9

� ln 10 � ln 9

5

5

5

5
f (x) � ln x2

5

5

5

5
g(x) � 2 ln x

Figura 5.4
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El número e

Es muy probable que ya se hayan estudiado los logaritmos en cursos anteriores de álge-
bra. Ahí, sin las ventajas del cálculo, suelen definirse en términos de un número base. Por 
ejemplo, los logaritmos comunes tienen base 10 porque log1010 � 1. (Volveremos a esto 
en la sección 5.5.)

Para definir la base de los logaritmos naturales, se aprovecha que la función logaritmo 
natural es continua, inyectiva y con recorrido o rango de (�@, @). Por tanto, debe existir 
un único número real x tal que ln x � 1, como muestra la figura 5.5. Este número se denota 
por la letra e. Puede demostrarse que e es irracional y que tiene un valor aproximado.

e 2.71828182846

DEFINICIÓN DE e

La letra e denota el número real positivo tal que

ln e �

e

1
 
1
t
 dt � 1.

PARA MAYOR INFORMACIÓN Para aprender más sobre el número e, se recomienda ver el ar-
tículo “Unexpected Occurrences of the Number e”, de Harris S. Shultz y Bill Leonard en la revista 
Mathematics Magazine.

Sabiendo que ln e � 1, usar las propiedades logarítmicas para calcular los logaritmos 
naturales de otros números. Por ejemplo, usando la propiedad

 � n

 � n 1

 ln en � n ln e

se puede evaluar ln(en) para diversos valores de n, como se muestran en la tabla y en la 
figura 5.6.

0 1 2�1�2�3ln x

e2 7.389e 2.718e0 � 1
1
e

0.368
1
e2 0.135

1
e3 0.050x

Los logaritmos de esta tabla son fáciles de calcular de esa forma porque los valores de 
x son potencias enteras de e. Sin embargo, la mayoría de las expresiones logarítmicas se 
pueden evaluar mejor con una calculadora.

EJEMPLO 2 Evaluación de expresiones con logaritmos naturales

 a) 

 b) 

 c) ln 0.1 �2.303

ln 32 3.466

ln 2 0.693

t

1

1

2

2

3

3

y = t
1

Área = dt = 1

e z 2.72

1
t

e

1°

y

x

1

1

2

3

1

2

2 3 4 5 6 7 8

y = ln x

(e3, 3)

(e�, 2)

(e1, 1)

(e0, 0)

(e�, 2)

(e, 1)

y

e es la base de los logaritmos naturales 
porque ln e = 1
Figura 5.5

Si x � en, entonces ln x � n
Figura 5.6
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La derivada de la función logaritmo natural

La derivada de la función logaritmo natural se da por el teorema 5.3. La primera parte del 
teorema proviene de la definición de la función logaritmo natural como una antiderivada o 
primitiva. La segunda parte del teorema es simplemente la versión de la regla de la cadena 
de la primera parte.

TEOREMA 5.3 DERIVADA DE LA FUNCIÓN LOGARITMO NATURAL

Sea u una función derivable en x.

1. x > 0
d

dx
ln x

1
x

,  2. u > 0
d

dx
ln u

1
u

  
du

dx

u

u
,

EJEMPLO 3 Derivación de funciones logarítmicas

 a) 

 b) 

 c)        Regla del producto.

 d)        Regla de la cadena.

Napier utilizaba las propiedades de los logaritmos para simplificar cálculos con pro-
ductos, cocientes y potencias. Por supuesto, actualmente con las calculadoras a nuestra 
disposición hay poco lugar para esas aplicaciones de los logaritmos. No obstante, es de gran 
valor el uso de las propiedades de los logaritmos para simplificar la derivada de productos, 
cocientes y potencias.

EJEMPLO 4 Propiedades de los logaritmos como ayuda en la derivación

Derivar f x ln x 1.

Solución Como

f x ln x 1 ln x 1 1 2 1
2

ln x 1   Reescribir antes de derivar.

se puede escribir

f x
1
2

1
x 1

1
2 x 1

. Derivar.

E X P L O R A C I Ó N

Usar una herramienta de graficación 
para representar

y1
1
x

y

y2
d

dx
 ln x

en la misma pantalla, con 0.1 b 
x b 5 y �2 b y b 8. Explicar por 
qué las gráficas aparentemente son 
idénticas.

 3 ln x 2 
1
x

 
d

dx
ln x 3 3 ln x 2 

d
dx

ln x

 x
1
x

ln x 1 1 ln x

d
dx

x ln x x
d

dx
ln x ln x

d

dx
x

u x 2 1.
d

dx
ln x2 1

u

u

2x

x2 1

u 2x.
d

dx
ln 2x

u

u

2
2x

1
x
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EJEMPLO 5 Propiedades de los logaritmos como ayuda en la derivación

Derivar f x � ln 
x x2 � 1 2

2x3 � 1
.

Solución

 Escribir la función original.

 Reescribir antes de derivar.

 Derivar.

 Simplificar.

NOTA  En los ejemplos 4 y 5 se puede ver la ventaja de aplicar las propiedades de los logaritmos antes 
de derivar. Considérese, por ejemplo, la dificultad de derivar directamente la función del ejemplo 5.

En ocasiones, es conveniente usar los logaritmos como ayuda en la derivación de fun-
ciones no logarítmicas. Este procedimiento se llama derivación logarítmica.

EJEMPLO 6 Derivación logarítmica

Encontrar la derivada de

y �
x � 2 2

x2 � 1
,  x p 2.

Solución Notar que y � 0 para todo x p 2. Así, ln y está definido. Iniciar aplicando el loga-
ritmo natural en los dos miembros de la ecuación. Y a continuación aplicar las propiedades 
de los logaritmos y la derivación implícita. Por último, despejar ya.

 Escribir la ecuación original.

 Aplicar logaritmo natural en ambos lados.

 Propiedades de los logaritmos.

 Derivar.

 Simplificar.

 Despejar ya.

 Sustituir y.

 Simplificar.

 �
1
x

�
4x

x2 � 1
�

3x2

2x3 � 1

 f� x �
1
x

� 2
2x

x2 � 1
�

1
2

6x2

2x3 � 1

 � ln x � 2 ln x2 � 1 �
1
2

 ln 2x3 � 1

 f x � ln 
x x2 � 1 2

2x3 � 1

 
x 2 x2 2x 2

x2 1 3 2

 
x 2 2

x2 1

x2 2x 2

x 2 x2 1

 y y
x2 2x 2

x 2 x2 1

 
x2 2x 2

x 2 x2 1

 
y

y
2

1

x 2

1

2

2x

x2 1

 ln y 2 ln x 2
1

2
 ln x2 1

 ln y ln 
x 2 2

x2 1

 y
x 2 2

x2 1
,� � x 2
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Puesto que el logaritmo natural no está definido para números negativos, encontraremos 
con frecuencia expresiones como ln u . El siguiente teorema afirma que se pueden derivar 
funciones de la forma y � ln u  ignorando el signo del valor absoluto.

TEOREMA 5.4 DERIVADAS CON VALORES ABSOLUTOS

Si u es una función derivable de x tal que u p 0, entonces

.
d
dx

ln u �
u�

u

DEMOSTRACIÓN  Si u � 0, entonces u  � u, y el resultado se obtiene aplicando el teorema 
5.3. Si u � 0, entonces u  � �u, y se tiene

 �
u�

u
.

 �
�u�

�u

 
d

dx
ln u �

d
dx

ln �u

EJEMPLO 7 Derivadas con valores absolutos

Encontrar la derivada de

f x � ln cos x .

Solución Según el teorema 5.4, tomar u � cos x y escribir

 � �tan x.

u

Simplificar.

� cos x �
�sen x

cos x

d
dx

ln u �
u�

u
 
d

dx
ln cos x �

u�

u

EJEMPLO 8 Localización de extremos relativos

Localizar los extremos relativos de

y � ln(x2 � 2x � 3).

Solución Al derivar y, se obtiene

dy
dx

�
2x � 2

x2 � 2x � 3
.

Como dy dx � 0 para x � �1, se puede aplicar el criterio de la primera derivada y concluir 
que el punto (�1, ln 2) es un mínimo relativo. Como no hay más puntos críticos, ése es el 
único extremo relativo (ver la figura 5.7).

 

x

2

12

Mínimo relativo

(1, ln 2)

y � ln (x2 � 2x � 3)

y

La derivada de y cambia de negativo a 
positivo en x � 1
Figura 5.7
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 1. Completar la tabla usando la herramienta de graficación y la regla 
de Simpson con n � 10, aproximar la integral 1

x (1 t) dt.

  

0.5 1.5 2 2.5 3 3.5 4

x

1
1 / t  dt

x

 2. a) Dibujar los puntos generados en el ejercicio 1 y conectarlos 
con una curva suave. Comparar el resultado con la gráfica 
de y � ln x.

 b) Usar la herramienta de graficación para representar y � 1
x 

(1 t) dt para 0.2 � x � 4. Comparar los resultados con la 
gráfica de y � ln x.

En los ejercicios 3 a 6, usar la herramienta de graficación para 
evaluar la función logaritmo a) usando la tecla logaritmo natural 
y b) usando la función de integración para evaluar la integral  

1
x (1 t) dt.

 3. ln 45 4. ln 8.3

 5. ln 0.8 6. ln 0.6

En los ejercicios 7 a 10, comparar la función con los gráficos. [Las 
gráficas están etiquetadas a), b), c) y d).]

 a)  b)

 c)  d) 

 7.  8. 

 9.  10. 

En los ejercicios 11 a 18, trazar la gráfica de la función y su 
dominio.

 11.  12. 

 13.  14. 

 15.  16. 

17.   18.

En los ejercicios 19 y 20, usar las propiedades de los logaritmos 
para aproximar el logaritmo indicado, teniendo que ln 2  0.6931 
y ln 3  1.0986.

 19. 

 20. 

En los ejercicios 21 a 30, usar las propiedades de los logaritmos 
para desarrollar las expresiones.

 21.  22. 

 23.  24. 

 25.  26. 

 27.  28. 

 29.  30. 

En los ejercicios 31 a 36, escribir la expresión como el logaritmo 
de una sola cantidad.

 31.  32. 

 33. 

 34. 

 35. 

 36. 

En los ejercicios 37 y 38, a) verificar que ƒ  g usando una herra-
mienta de graficación para representar ƒ y g en la misma pantalla. 
b) Entonces verificar que f  g algebraicamente.

 37. 

 38. 

En los ejercicios 39 a 42, calcular el límite.

 39.  40. 

 41.  42. 

En los ejercicios 43 a 46, escribir la ecuación de la recta tangente 
a la gráfica de la función logarítmica en el punto (1, 0).

 43. y � ln x3 44. y � ln x3 2

 45. y � x4 46. y � ln x1 2

En los ejercicios 47 a 76, hallar la derivada de la función.

 47.  48. 

 49.  50. 

 51.  52. 

f x � �ln �xf x � ln x � 1

f x � �ln xf x � ln x � 1

g x � 2 � ln xf x � ln x � 1

f x � ln xf x � ln 2x

f x � �2 ln xf x � 3 ln x

x

1

2

1

3

2

2 3 4 5

y

x

2

1
134

2

y

x

1

2

1

3

2

31 4 5

y

a) b) c) d)

a) b) c) d) ln 1
72ln 3 12ln 24ln 0.25

ln 3ln 81ln 23ln 6

3
2 ln x 2 � 1 � ln x � 1 � ln x � 1

2 ln 3 �
1
2 ln x 2 � 1

2 ln x � ln x � 1 � ln x � 1

1
3 2 ln x � 3 � ln x � ln x 2 � 1

3 ln x � 2 ln y � 4 ln zln x � 2 � ln x � 2

g x �
1
2 ln x � ln x 2 � 1f x � ln x x 2 � 1 ,

g x � 2 ln x � ln 4x > 0,f x � ln  
x 2

4
,

lím
xm5�

 ln 
x

x � 4
lím

xm2�
 ln x 2 3 � x

lím
xm6�

 ln 6 � xlím
xm3�

 ln x � 3

Ejercicios5.1

f x ln x 2) 1h x) ln x 2)

ln z z 1 2

ln
x 1

x

ln x x2 5

ln 
xy

z

ln 
x

4

ln  
1

e

ln 3e2

ln a 1

ln xyz

ln x5

�
y x  ln xy �ln x 4 2

h�x ln�2x2 1g�x ln x2

f x ln x 1f x ln 3x

x

1

2

3 

4

y

1 2 3 4 5
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 53.  54. 

 55.  56. 

 57.  58. 

 59.  60. 

 61.  62. 

 63.  64. 

 65.  66. 

 67.

 68. 

 69.  70. 

71.   72.

73.   74.

75.   76.

En los ejercicios 77 a 82, a) encontrar una ecuación para la recta 
tangente a la gráfica de ƒ en el punto indicado, b) usar una he-
rramienta de graficación para representar la función y la recta 
tangente en el punto y c) usar la función derivada de la herramienta 
de graficación para confirmar los resultados.

 77. 

 78. 

 79. 

 80. 

 81. 

 82. 

En los ejercicios 83 a 86, usar derivación implícita para encontrar 
dy dx.

 83.  84.

 85.  86.

En los ejercicios 87 y 88, usar la derivación implícita para encontrar 
la ecuación de la recta tangente a la gráfica en el punto dado.

 87. 

 88. 

En los ejercicios 89 y 90, mostrar que la función es una solución 
de la ecuación diferencial.

Función Ecuación diferencial 

 89. 

 90. 

En los ejercicios 91 a 96, hallar los extremos relativos y los puntos 
de inflexión. Usar una herramienta de graficación para confirmar 
los resultados.

 91.  92. 

 93.  94. 

 95.  96. 

Aproximaciones lineal y cuadrática En los ejercicios 97 y 98, usar 
una herramienta de graficación para representar la función. A 
continuación, representar

P1 x f 1 f 1 x 1

y

P2 x f 1 f 1 x 1 1
2 f 1 x 1 2

en la misma pantalla. Comparar los valores de ƒ, P1 y P2 y sus 
primeras derivadas en x � 1.

 97.  98. 

En los ejercicios 99 y 100, usar el método de Newton para aproxi-
mar, con tres cifras decimales, la coordenada x del punto de inter-
sección de las gráficas de las dos ecuaciones. Usar una herramienta 
de graficación para verificar el resultado.

 99.  100. 

En los ejercicios 101 a 106, usar derivación logarítmica para 
encontrar dy dx.

101.

 102.

 103.             104.

105.

 106.

Desarrollo de conceptos

 107. Con sus propias palabras, enunciar las propiedades de la 
función logaritmo natural.

 108. Definir la base de la función logaritmo natural.

 109. Suponer que ƒ es una función positiva y derivable en toda la 
recta real. Sea g(x) � ln ƒ(x).

 a) Si g es decreciente, ¿debe ƒ ser decreciente necesaria-
mente? Explicar la respuesta.

 b) Si la gráfica de ƒ es cóncava hacia arriba, ¿lo es nece-
sariamente la de g? Explicar la respuesta.

 110. Considerar la función ƒ(x) � x � 2 ln x sobre [1, 3].

 a) Explicar por qué el teorema de Rolle (sección 3.2) no 
se aplica.

 b) ¿Piensa que la conclusión del teorema de Rolle es 
verdadera para f ? Explicar.

g x

ln x

1
 t 2 3  dtf x

ln 2x

2
 t 1  dt

y ln 2 cos2 xy ln
1 sen x

2 sen x

y ln sec x tan xy ln
cos x

cos x 1

y ln csc xy ln sen x

y
x2 4
2x2

1
4

 ln 
2 x2 4

x

y
x2 1
x

ln x x2 1

f x ln x 4 x 2f x ln
4 x2

x

y ln 3 x 1
x 1

y ln
x 1
x 1

y ln ln xy ln ln x2

h t
ln t

t
g t

ln t
t 2

f x ln
2x

x 3
f x ln

x

x2 1

1, 0f x
1
2

x ln x2 ,

1, 0f x x3 ln x,

1, 0f x sen 2x  ln x2,

4
, ln

3
2

f x ln 1 sen2 x,

0, 4f x 4 x2 ln 1
2 x 1 ,

1, 3f x 3x2 ln x,

e, 1y2 ln xy 2,

1, 0x y 1 ln x2 y2 ,

x y xy 0y x ln x 4x

xy y 0y 2 ln x 3

y x2 ln 
x

4
y

x

ln x

y
ln x

x
y x ln x

y x ln xy
x2

2
ln x

f x x ln xf x ln x

y 3 xy ln x,y xy ln x,

y � ln t t2 � 3 3]

y � ln x2 � 4

y � ln x x2 � 1

y � ln t � 1 2

4x3 � ln y2 � 2y � 2x

x2 � 3 ln y � y2 � 10

4xy � ln x2y � 7

ln xy � 5x � 30

104.

y �
x � 1 x � 2

x � 1 x � 2
,� � x > 2

y �
x x � 1 3 2

x � 1
,� � x > 1

y �
x2 3x � 2

x � 1 2
,� � x >

2

3

y � x2 x � 1 x � 2 ,� � x > 0

y � x x2 � 1,� � x > 0

y �
x2 � 1

x2 � 1
,� � x > 1
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¿Verdadero o falso? En los ejercicios 111 a 114, determinar si las 
ecuaciones son verdaderas o falsas. Si son falsas, explicar por qué 
o proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

111.

112.

113.

114.

115.  Hipoteca de casa El término t (en años) de una hipoteca de 
casa de $200 000 al 7.5% de interés puede aproximarse me-
diante

   donde x es el pago mensual en dólares.

 a) Usar una herramienta de graficación para representar el 
modelo.

 b) Usar el modelo para aproximar el término de una hipoteca 
de casa, para la cual el pago mensual es de $1 398.43. ¿Cuál 
es la cantidad de pago total?

 c)  Usar el modelo para aproximar el término de una hipoteca 
de casa para la cual el pago mensual es de $1 611.19. ¿Cuál 
es la cantidad de pago total?

 d) Encontrar la razón de cambio instantánea de t con respecto 
a x cuando x � $1 398.43 y x � $1 611.19.

 e) Escribir un párrafo corto que describa el beneficio del pago 
mensual más alto.

 116. Intensidad del sonido La relación entre el número de deci-
beles B y la intensidad del sonido I en watts por cm2 es

  
B � 10log10� I

10�16�.

  Usar las propiedades de los logaritmos para simplificar la 
fórmula y determinar el número de decibeles de un sonido con 
intensidad de 10�10 watts por cm2.

 117. Modelo matemático La tabla muestra las temperaturas T (°F) 
de ebullición del agua a ciertas presiones p (libras por pulgada 
cuadrada). (Fuente: Standard Handbook of Mechanical Engi-
neers)

  Un modelo que ajusta los datos es

  T � 87.97 � 34.96 ln p � 7.91�p.

 a) Usar una herramienta de graficación para representar los 
datos y el modelo.

 b) Encontrar la razón de cambio de T respecto de p cuando 
p � 10 y p � 70.

 c) Usar una herramienta de graficación para representar 
T �. Encontrar lím

p
T p( )  e interpretar el resultado en el 

contexto del problema.

 118. Modelado matemático La presión de la atmósfera decrece 
con el incremento de la altitud. A nivel del mar, el promedio 
de la presión del aire es una atmósfera (1.033227 kilogramos 
por centímetro cuadrado). La tabla muestra la presión p (en 
atmósferas) para algunas altitudes h (en kilómetros).

0 5 10 15 20 25

1 0.55 0.25 0.12 0.06 0.02p

h

 a) Usar una herramienta de graficación para ajustar un modelo 
de la forma p � a � b ln h a esos datos. Explicar por qué 
el resultado es un mensaje de error.

 b) Usar una herramienta de graficación para ajustar el modelo 
logarítmico de h � a �  b ln p a esos datos.

 c) Usar una herramienta de graficación para representar los 
datos y el modelo.

 d) Usar el modelo para estimar la altitud cuando p � 0.75.
 e) Usar el modelo para estimar la presión cuando h � 13.
 f) Usar el modelo para encontrar el ritmo o velocidad de 

cambio de la presión cuando h � 5 y h �  20. Interpretar 
los resultados.

 119. Tractriz Una persona que camina por un muelle recto, tira de 
un bote por medio de una cuerda de 10 metros. El bote viaja a 
lo largo de un camino conocido como tractriz (ver la figura). 
La ecuación de esta ruta es

  
y � 10 ln�10 � �100 � x2

x � � �100 � x2.

 a) Usar una herramienta de gra-
ficación para representar la 
función.

 b) ¿Cuál es la pendiente de la 
curva cuando x � 5 y x � 9?

 c) ¿Cuál es la pendiente de la 
curva cuando el camino se 
aproxima a x  10?

 120. Dado que f (x) � ln x a, donde a es un número real tal 
que a > 0, determinar la razón de cambio de f cuando 
a) x � 10 y b) x � 100.

 121. Conjetura Usar una herramienta de graficación para represen-
tar ƒ y g en la misma pantalla y determinar cuál de ellas crece a 
mayor ritmo para valores “grandes” de x. ¿Qué se puede concluir 
del ritmo de crecimiento de la función logaritmo natural?

 a) b) gSxD � 4�xf SxD � ln x,gSxD � �xf SxD � ln x,

 122. Para aproximar ex puede usarse una función de la forma pp

f x �
a � bx

1 � cx
. (Esta función se conoce como una aproxi-

mación de Padé.) Los valores de f (0), f �(0) y f  � (0) son iguales 
al valor correspondiente de e x. Mostrar que esos valores son 
iguales a 1 y encontrar los valores de a, b y c, tal que f (0) � 
f �(0) � f  � (0) � 1. Después, usar una herramienta de graficación 
para comparar las gráficas de f y e x.

5 10 14.696 (1 atm) 20

227.96�212.00�193.21�162.24�T

p

30 40 60 80 100

327.81�312.03�292.71�267.25�250.33�T

p

x

5

5

10

10

Tractriz

y

� � 1.

y� � 1 �.�,

ln xy � ln x ln y

ln x � 25 � ln x � ln 25

 entoncesSi y � ln 

 ySi y � ln e, entonces

t � 13.375 ln
x

,
x � 1 250

x > 1 250

Para discusión



■ Usar la regla de logaritmo de integración para integrar una función racional.

■ Integrar funciones trigonométricas.

Regla de logaritmo para integración

Las reglas de derivación

y
d

dx
ln u �

u�

u

d

dx
ln x �

1
x

que se estudiaron en la sección anterior producen las siguientes reglas de integración.

TEOREMA 5.5 REGLA DE LOGARITMO PARA INTEGRACIÓN

Sea u una función derivable de x.

1.  2.

Como du = u  dx, la segunda fórmula también puede expresarse como

u�

u
 dx � ln u � C.  Forma alternativa para la regla de logaritmo.

EJEMPLO 1 Uso de la regla de logaritmo para integración

 Regla del múltiplo constante. 

 Regla de logaritmo para integración.

 Propiedad de los logaritmos.

Como x2 no puede ser negativa, el valor absoluto no es necesario en la forma final de la 
primitiva o antiderivada.

EJEMPLO 2 Uso de la regla de logaritmo con cambio de variables

Hallar 
1

4x � 1
 dx.

Solución Si se toma u � 4x � 1, entonces du � 4 dx.

 Multiplicar y dividir entre 4.

 Sustituir u � 4x � 1.

 Aplicar la regla de logaritmo.

 Sustitución regresiva.

1
u

 du � ln u � C
1
x
 dx � ln x � C

 � ln x2 � C

 � 2 ln x � C

 
2
x
 dx � 2

1
x
 dx

 �
1

4
 ln 4x � 1 � C

 �
1

4
 ln u � C

 �
1

4

1

u
 du

 
1

4x � 1
 dx �

1

4

1

4x � 1
4 dx

5.2 La función logaritmo natural: integración
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E X P L O R A C I Ó N

Integración de funciones raciona-
les En el capítulo 4 se estudiaron 
las reglas a seguir para integrar cual-
quier función polinomial. La regla 
de logaritmo presentada en esta 
sección facilita la integración de 
funciones racionales. Por ejemplo, 
cada una de las siguientes funciones 
puede ser integrada con la regla de 
logaritmo.

 Ejemplo 1

 Ejemplo 2

 Ejemplo 3

 Ejemplo 4a

 Ejemplo 4c

 Ejemplo 4d

 Ejemplo 5

 Ejemplo 6

Hay todavía muchas funciones 
racionales que no pueden ser inte-
gradas usando la regla de logaritmo. 
Dar ejemplos de estas funciones y 
explicar el razonamiento.

2x

x � 1 2

x2 � x � 1
x2 � 1

1
3x � 2

x � 1
x2 � 2x

3x2 � 1
x3 � x

x

x2 � 1

1
4x � 1

2
x



SECCIÓN 5.2  La función logaritmo natural: integración  335

En el ejemplo 3 usar la forma alternativa de la regla de logaritmo. Para aplicar esta regla, 
buscar cocientes en los que el numerador sea la derivada del denominador.

EJEMPLO 3 Cálculo de un área con la regla de logaritmo

Encontrar el área de la región limitada por la gráfica de

y �
x

x2 � 1

el eje x y la recta x � 3.

Solución En la figura 5.8 se puede observar que el área está dada por la integral definida

%3

0

x
x2 � 1

 dx.

Si se toma u � x2 � 1, entonces u   � 2x. Para aplicar la regla de logaritmo, se debe mul-
tiplicar y dividir entre 2 como se muestra.

 Multiplicar y dividir entre 2.

 

 ln 1 � 0

EJEMPLO 4 Integración de cocientes para la regla de logaritmo

 a)  u � x3 � x

 b)  u � tan x

 c)  u � x2 � 2x

 d)  u � 3x � 2

Con antiderivadas o primitivas que contienen logaritmos es fácil obtener formas que 
parecen diferentes, pero que son equivalentes. Por ejemplo, las siguientes son equivalentes 
a la antiderivada o primitiva que aparece en el ejemplo 4d.

y

Área �  %3

0

x

x2 � 1
 dx

 � 1.151

 �
1
2

 ln 10

 �
1
2

Sln 10 � ln 1D

 �
1
2�lnSx2 � 1D�

3

0

 %3

0

x
x2 � 1

 dx �
1
2%

3

0

2x
x2 � 1

 dx

%u�

u
 dx � ln\u\ � C

 �
1
3

 ln\3x � 2\ � C

 % 1
3x � 2

 dx �
1
3% 3

3x � 2
 dx

 �
1
2

 ln\x2 � 2x\ � C

 % x � 1
x2 � 2x

 dx �
1
2% 2x � 2

x2 � 2x
 dx

%sec2 x
tan x

 dx � ln\tan x\ � C

%3x2 � 1
x3 � x

 dx � ln\x3 � x\ � C

x

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

1 2 3

xy  
x2  1

y

El área de la región limitada por la gráfica 
de y, el eje x y x � 3 es  ,N  ln 10
Figura 5.8

ln\3x � 2\1Y3 � Cln\S3x � 2D1Y3\ � C
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Las integrales a las que se aplica la regla de logaritmo aparecen a menudo disfrazadas. 
Por ejemplo, si una función racional tiene un numerador de grado mayor o igual que el 
del denominador, la división puede revelar una forma a la que se pueda aplicar la regla de 
logaritmo. Esto se muestra en el ejemplo 5.

EJEMPLO 5 Usar división larga antes de integrar

Hallar 
x2 x 1

x2 1
 dx.

Solución Primero se utiliza la división larga para reescribir el integrando.

1
x

x2 1

x2 x 1

x2 1

1

x2 1 )  x2 x 1

x2        1

x        

Ahora, se puede integrar para obtener

 Reescribir usando la división larga.

 Reescribir como dos integrales.

 Integrar.

Verificar este resultado por derivación para obtener el integrando original. 

El siguiente ejemplo presenta otro caso en que el uso de la regla de logaritmo está dis-
frazado. En este caso, un cambio de la variable ayuda a reconocer la regla de logaritmo.

EJEMPLO 6 Cambio de variable con la regla de logaritmo

Hallar 
2x

x 1 2
 dx.

Solución Si se toma u � x � 1, entonces du � dx y x � u �1.

 Sustituir.

 Reescribir como dos fracciones.

 Reescribir como dos integrales.

 Integrar.

 Simplificar.

 Sustitución regresiva.

Comprobar este resultado por derivación para obtener el integrando original. 

 x
1

2
 ln x2 1 C.

 dx
1

2

2x

x2 1
 dx

 
x2 x 1

x2 1
 dx 1

x

x2 1
 dx

 2 ln x 1
2

x 1
C

 2 ln u
2

u
C

 2 ln u 2
u 1

1
C

 2
du

u
2 u 2 du

 2
u

u2

1

u2
 du

 
2x

x 1 2
 dx

2 u 1

u2
 du

TECNOLOGÍA Si se tiene 
acceso a un sistema algebraico por 
computadora, se puede usar para 
resolver las integrales indefinidas 
de los ejemplos 5 y 6. Comparar 
las formas de las primitivas dadas 
con los resultados obtenidos en los 
ejemplos 5 y 6.



SECCIÓN 5.2  La función logaritmo natural: integración  337

Al estudiar los métodos mostrados en los ejemplos 5 y 6, está claro que ambos métodos 
involucran reescribir el integrando disfrazado ajustándolo a una o más fórmulas básicas 
de integración. En las próximas secciones del capítulo 5 y en el capítulo 8, se estudiarán 
ampliamente las técnicas de integración. Para dominar estas técnicas, se requiere reconocer 
la naturaleza de “probar y errar” de la integración. En este sentido, la integración no es tan 
directa como la derivación. La derivación se plantea así:

“He aquí la pregunta; ¿cuál es la respuesta?”

La integración viene a ser más bien

“He aquí la respuesta; ¿cuál es la pregunta?”

Las siguientes son estrategias que se pueden usar para la integración.

Estrategias para la integración

1. Memorizar una lista básica de fórmulas de integración. (Incluyendo las dadas en 
esta sección, ya disponemos de 12 fórmulas: la regla de la potencia, la regla de 
logaritmo y 10 reglas trigonométricas. Al final de la sección 5.7 la lista se ampliará 
a 20 reglas básicas.)

2. Buscar una fórmula de integración que se parezca total o parcialmente al inte-
grando, y por prueba y error elegir una u que ajuste el integrando a la fórmula.

3. Si no se puede hallar una sustitución u adecuada, intentar transformar el integran-
do, mediante identidades trigonométricas, multiplicación y división por la misma 
cantidad, o suma y resta de una misma cantidad. Se requiere ingenio.

4. Si se tiene acceso a un software de computadora que resuelva antiderivadas, es 
conveniente usarlo.

EJEMPLO 7 Sustitución u y la regla de logaritmo

Resolver la ecuación diferencial 
dy
dx

�
1

x ln x
.

Solución La solución se puede escribir como una integral indefinida.

y � % 1
x ln x

 dx

Como el integrando es un cociente con denominador de potencia 1, se puede intentar utilizar 
la regla de logaritmo. Hay tres formas posibles para u. La forma u �  x y u � x ln x, no logra 
ajustarse a la forma u Yu de la regla de logaritmo, sin embargo, la tercera forma sí se ajusta. 
Si u � ln x, entonces u  � 1Yx, se obtiene lo siguiente.

 Dividir numerador y denominador por x.

 Sustituir u � ln x.

 Aplicar regla de logaritmo.

 Sustitución regresiva.

Por tanto, la solución es y � lnUln xU � C.

 � ln\ln x\ � C

 � ln\u\ � C

 � %u�

u
 dx

 % 1
x ln x

 dx � %1Yx
ln x

 dx

AYUDA DE ESTUDIO  Tener en cuenta 
que se puede comprobar la respuesta de 
un problema de integración al derivar la 
respuesta. Como se ve en el ejemplo 7, 
la derivada de y � lnUln xU � C es  
y� � 1Y(x ln x).
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Integrales de funciones trigonométricas

En la sección 4.1 se estudiaron seis reglas de integración trigonométrica, las seis que corres-
ponden directamente a reglas de derivación. Con la regla de logaritmo, se puede completar 
el conjunto de reglas básicas de integración trigonométrica.

EJEMPLO 8 Uso de identidad trigonométrica

Hallar % tan x dx.

Solución Esta integral no parece ajustarse a ninguna de las reglas básicas de la lista. Sin 
embargo, al utilizar una identidad trigonométrica se tiene

%tan x dx � %sen x
cos x

 dx.

Sabiendo que Dx [cos x] � �sen x, tenemos u � cos x y escribimos

 Identidad trigonométrica.

 Sustituir u = cos x.

 Aplicar regla de logaritmo.

 Sustitución regresiva.

En el ejemplo 8 se usó una identidad trigonométrica para derivar una regla de inte-
gración de la función tangente. En el siguiente ejemplo, se efectúa un paso algo inusual 
(multiplicar y dividir entre una misma cantidad) para llegar a una fórmula de integración 
para la función secante.

EJEMPLO 9 Obtención de la fórmula para secante

Hallar %sec x dx.

Solución Considerar el siguiente procedimiento.

 � %sec2 x � sec x tan x
sec x � tan x

 dx

 %sec x dx � %sec x�sec x � tan x
sec x � tan x� dx

Al tomar u como el denominador de este cociente se obtiene

u� � sec x tan x � sec2 x.u � sec x � tan x

Así, se puede concluir que

 Reescribir el integrando.

 Sustituir u � sec x � tan x.

 Aplicar regla de logaritmo.

 Sustitución regresiva.

 � �ln\cos x\ � C.

 � �ln\u\ � C

 � �%u�

u
 dx

 %tan x dx � �%�sen x
cos x

 dx

 � ln\sec x � tan x\ � C. 

 � ln\u\ � C

 � %u�

u
 dx

 %sec x dx � %sec2 x � sec x tan x
sec x � tan x

 dx



SECCIÓN 5.2  La función logaritmo natural: integración  339

Con los resultados de los ejemplos 8 y 9, se dispone de las fórmulas de integración de 
sen x, cos x, tan x y sec x. Las seis reglas trigonométricas se resumen a continuación. (Las 
demostraciones de cot u y csc u se dejan como ejercicios 91 y 92.)

Integrales de las seis funciones trigonométricas básicas

EJEMPLO 10 Integración de funciones trigonométricas

Evaluar 
4

0

1 tan2 x dx.

Solución Si 1 � tan2 x � sec2 x, se puede escribir

EJEMPLO 11 Encontrar un valor promedio

Encontrar el valor promedio de ƒ(x) � tan x en el intervalo �0, 
P

4�.

Solución

Valor promedio 

 Simplificar.

 Integrar.

El valor promedio está alrededor de 0.441, como se muestra en la figura 5.9.

csc u du ln csc u cot u Csec u du ln sec u tan u C

cot u du ln sen u Ctan u du ln cos u C

cos u du sen u Csen u du cos u C

para 

 0.881.

 ln 2 1 ln 1

 ln sec x tan x
4

0

0 x
4

.sec x 0 
4

0

sec x dx

4

0

1 tan2 x dx

4

0

sec2 x dx

0.441

4
 ln

2

2

4
ln

2

2
ln 1

4
ln cos x

4

0

4 4

0

tan x dx

Valor promedio
1

b a

b

a

 f x  dx.
1

4 0
 

4

0

tan x dx

NOTA  Al utilizar las identidades 
trigonométricas y las propiedades de 
los logaritmos, se pueden reescribir 
esas seis reglas de integración de otras 
maneras. Por ejemplo, 

csc u du ln csc u cot u C.

(Ver los ejercicios 93 a 96.) 

x

1

2

4

Valor promedio  0.441

y

f (x) = tan x

Figura 5.9
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En los ejercicios 1 a 26, encontrar la integral indefinida.

 1.  2. 

 3.  4. 

 5.  6. 

 7.  8. 

 9.  10. 

 11.  12. 

 13.  14. 

 15.  16. 

 17.  18. 

 19.  20. 

 21.  22. 

 23.  24. 

 25.  26. 

En los ejercicios 27 a 30, hallar la integral indefinida por 
sustitución u. (Sugerencia: Tomar u como el denominador del 
integrando.)

 27.  28. 

 29.  30. 

En los ejercicios 31 a 40, encontrar la integral indefinida.

 31.  32. 

 33.  34. 

 35.  36. 

 37.  38. 

 39. 

 40. 

En los ejercicios 41 a 46, resolver la ecuación diferencial. Usar una 
herramienta de graficación para representar tres soluciones, una 
de las cuales tiene que pasar por el punto indicado.

 41.  42. 

 43.  44.

 45.  

 46.  

 47. Determinar la función ƒ si f S1D � 1,f�SxD �
2
x2,  f�S1D � 1, 

x > 0.

 48. Determinar la función ƒ si f S2D � 3f�SxD � �
4

Sx � 1D2 � 2, , 

f�S2D � 0, x > 1.

Campos de pendientes En los ejercicios 49 a 52, se da una ecuación 
diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Trazar dos 
soluciones aproximadas de la ecuación diferencial del campo de 
pendientes, una de las cuales pase por el punto indicado. b) Hallar 
por integración la solución particular de la ecuación diferencial 
y representarla en una herramienta de graficación. Comparar el 
resultado con los trazos del apartado a).

 49. S0, 1Ddy
dx

�
1

x � 2
,  50. S1, �2Ddy

dx
�

ln x
x

,

 51. S1, 4Ddy
dx

� 1 �
1
x
,  52. S0, 1Ddy

dx
� sec x,

% 3�x
3�x � 1

 dx

% 1

1 � �3x
 dx

% �x

�x � 3
 dx

% 1

1 � �2x
 dx

SP,4Ddr
dt

�
sec2 t

tan t � 1
,

S0, 2Dds
dU

� tan 2U,

S0, 4Ddy
dx

�
2x

x2 � 9
,S1, 0Ddy

dx
�

3
2 � x

,

x

3

42

3

y

x

1

2

3

−1

−2

−1

−3

y

5

x

y

6
1

2

1

2

3

4

x

y

4

4

22

Ejercicios5.2

x x � 2

x � 1 3
 dx

1

x2 3 1 x1 3
 dx

1

x ln x3
 dx

x3 � 3x2 4x � 9

x2 3
 dx

x3 � 6x � 20

x 5
 dx

2x2 7x � 3

x � 2
 dx

x x 2

x3 3x2 � 4
 dx

x

9 � x2
 dx

 
x2 � 2x

x3 � 3x2
 dx

x2

5 � x3
 dx

1

4 � 3x
 dx

1

x � 5
 dx

10

x
 dx

2x

x � 1 2
 dx

1

x 1
 dx

ln x 2

x
 dx

x 4 x � 4

x2 2
 dx

x3 � 3x2 5

x � 3
 dx

x2 � 3x 2

x 1
 dx

x2 2x 3

x3 3x2 9x
 dx

x2 � 4

x
 dx

4x3 3

x4 3x
 dx

x

x2 � 3
 dx

1

2x 5
 dx

1

x 1
 dx

5

x
 dx

sec 2x tan 2x  dx

sec x tan x

sec x � 1
 dx

cos t

1 sin t
 dt

 cos 3 � 1  d

csc 2x dx

 cot 
3

 d

csc2 t

cot t
 dt

2 � tan 
4

 d

sec 
x

2
 dx

tan 5 �d

sen

1, 2
dy

dx
�

4

x
, �1, 0

dy

dx
�

x � 2

x
,
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En los ejercicios 53 a 60, calcular la integral. Verificar el resultado 
con una herramienta de graficación.

 53.  54. 

 55.  56. 

 57.  58. 

 59.  60. 

En los ejercicios 61 a 66, usar un sistema algebraico por compu-
tadora para hallar o evaluar la integral.

 61.  62. 

 63.  64. 

 65.  66. 

En los ejercicios 67 a 70, encontrar F (x).

 67.  68. 

 69.  70. 

Aproximación En los ejercicios 71 y 72, determinar el valor que 
mejor aproxima el área de la región entre el eje x y la gráfica de 
la función en el intervalo dado. (Basar la elección en un esbozo de 
la región y no en cálculos.)

 71. 0, 1f x � sec x,

 a) 6  b) 6  c)  ,N   d) 1.25  e) 3

 72. 0, 4f x �
2x

x2 � 1
,

 a) 3  b) 7   c) 2  d) 5   e) 1

Área En los ejercicios 73 a 76, calcular el área de la región dada. 
Verificar el resultado con una herramienta de graficación.

 73. y �
6
x

 74. y �
2

x ln x

 75. y � tan x  76. y �
sen x

1 � cos x

Área En los ejercicios 77 a 80, calcular el área de la región deli-
mitada por la gráfica de las ecuaciones. Verificar el resultado con 
una herramienta de graficación.

 77. 

 78. 

 79. 

 80. 

Integración numérica En los ejercicios 81 a 84 usar la regla de los 
trapecios y la regla de Simpson para aproximar el valor de la inte-
gral definida. Tomar n  4 y redondear la respuesta a 4 decimales. 
Verificar el resultado con una herramienta de graficación.

 81.  82. 

 83.  84. 

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 85 a 88, especificar la fórmula de integración 
adecuada. No integrar.

 85.  86. 

 87.  88. 

 89.  Encontrar un valor de x, tal que 
x

1

 
3

t
 dt �

x

1 4

 
1

t
 dt.

 90.  Encontrar un valor de x tal que

  
x

1

 
1

t
 dt

  es igual a a) ln 5 y b) 1.

0.2

0.1
csc 2 cot 2 2 d

1

0

x 1
x 1

 dx

e2

e

1
x ln x

 dx

1

1
 

1
x 2

 dx

2

1
 
1 cos 

sen 
 d

2

0

 
x2 2
x 1

 dx

e

1
 

1 ln x 2

x
 dx

4

0

5
3x 1

 dx

4

4
 
sen2 x cos2 x

cos x
 dx

 
x2

x 1
 dx

 
1 x

1 x
 dx

F x

3x

1
 
1
t
 dt

F x

x

1

 
1
t
 dt

y

x
1 2 3 4

1

2

3

4

2

4
 csc x sen x  dx

 
x

x 1
 dx

 
1

1 x
 dx

F x

x2

1
 
1
t
 dt

F x

x

0

 tan t dt

y 0x 4,x 1,y
x2 4

x
,

5

1
 
12
x

 dx

y

x

1

22

y

x

1

1

2

2

x

x2 4
 dx

1

�1

 
1

2x � 3
 dx

CAS

y

x

2 2 4 6
2

2

4

6

y 0x 4,x 1,y 2x tan 0.3x,

y 0x 2,x 0,y 2 sec 
x

6
,

y � 0x � 5,x � 1,y �
x � 6

x
,

4

0
 

8x

x2 4
 dx

6

2
 ln x dx

3

3

 sec x dx

3 x dx

x

x2 4
 dx

sec2 x
tan x

 dx

Para discusión
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 91.  Mostrar que  cot u du ln sin u C.

 92.  Mostrar que  csc u du ln csc u cot u C.

En los ejercicios 93 a 96, mostrar que las dos fórmulas son equi-
valentes.

 93. 

 

 94. 

 

 95. 

 

 96. 

 

En los ejercicios 97 a 100, encontrar el valor promedio de la función 
sobre el intervalo dado.

 97. 2, 4f x
8
x2,  98. 2, 4f x

4 x 1
x2 ,

 99. 1, ef x
2 ln x

x
,  100. 0, 2f x sec 

x

6
,

 101. Crecimiento de una población Una población de bacterias 
cambia a una razón

dP

dt

3 000
1 0.25t

donde t es el tiempo en días. La población inicial (cuando t � 0) 
era 1 000. Escribir una ecuación que describa la población en 
cualquier instante t y calcular la población cuando t � 3 días.

 102. Transferencia de calor Calcular el tiempo requerido para 
enfriar un objeto de 300 a 250° F al evaluar

t
10

ln 2

300

250
 

1
T 100

 dT

donde t es el tiempo en minutos.

 103. Precio promedio La ecuación para la demanda de un producto 
es

p
90 000

400 3x
.

Calcular su precio promedio en el intervalo 40 � x � 50.

 104. Ventas La razón de cambio en las ventas S es inversamente 
proporcional al tiempo t (t  1) medido en semanas. Encontrar 
S en función de t, si las ventas después de 2 y 4 semanas son 
200 y 300 unidades, respectivamente.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 105 a 108, determinar si 
la afirmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o 
dar un ejemplo que confirme que es falsa.

 105. 

 106. 

 107. 

 108. 

 109.  Trayectoria ortogonal

 a) Usar una herramienta de graficación para la ecuación  
2x2 � y2 � 8. 

 b) Evaluar la integral para encontrar y2 en términos de x.

  y2 � e� 1 x  dx

  Para un valor particular de la constante de integración, 
graficar el resultado en la misma ventana usada en el 
apartado a).

 c) Verificar que las tangentes para las gráficas en los apartados 
a) y b) son perpendiculares a los puntos de intersección.

 110. Graficar la función

f x
x

1 x2

en el intervalo [0 , @).

 a) Encontrar el área delimitada por la gráfica de ƒ y la recta

y
1
2 x.

 b) Determinar los valores de la pendiente m en los que la 
recta y � mx y la gráfica de f están incluidos en la región 
finita.

 c) Calcular el área de esta región como una función de m.

 111.  Desigualdad de Napier Para 0  x  y, mostrar que

  
1

y
<

ln y � ln x

y � x
<

1

x
.

 112. Probar que la función

F x

2x

x

 
1
t
 dt

es constante en el intervalo (0, @).

csc x dx ln csc x cot x C

csc x dx ln csc x cot x C

sec x dx ln sec x tan x C

sec x dx ln sec x tan x C

cot x dx ln csc x C

cot x dx ln sen x C

tan x dx ln sec x C

tan x dx ln cos x C

y

x
2 134 1 2 3 4

1
2

3
4
5
6
7

Valor 
promedio

y

x
1 2 3 4

2
1

Valor 
promedio

2

1
 
1
x
 dx ln x

2

1
ln 2 ln 1 ln 2

c 0
1
x
 dx ln cx ,

ln x dx 1 x C

ln x 1 2 1
2 ln x

sen
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5.3 Funciones inversas
■ Verificar que una función es la inversa de otra.

■ Determinar si una función tiene una función inversa.

■ Encontrar la derivada de una función inversa.

Funciones inversas

Recordar de la sección P.3 que una función se puede representar por un conjunto de pares 
ordenados. Por ejemplo, la función ƒ(x) � x � 3 de A � {1, 2, 3, 4} en B � {4, 5, 6, 7}, 
se puede escribir como

ƒ : {(1, 4), (2, 5), (3, 6), (4, 7)}.

Por el intercambio de la primera y segunda coordenadas de cada par ordenado se puede 
formar la función inversa de ƒ. Esta función se denota por ƒ�1. Ésta es una función de B 
en A, y se escribe como

ƒ�1 : {(4, 1), (5, 2), (6, 3), (7, 4)}.

Notar que el dominio de ƒ es el recorrido o rango de ƒ�1, y viceversa, como se ilustra en la 
figura 5.10. Las funciones ƒ y ƒ�1 tienen el efecto de “deshacer” cada una a la otra. Esto es, 
al componer f con ƒ�1 o la composición de ƒ�1 con ƒ, se obtiene la función identidad.

ƒ(ƒ–1(x)) � x y ƒ�1(ƒ(x)) � x

DEFINICIÓN DE FUNCIÓN INVERSA

Una función g es la función inversa de la función ƒ si

ƒ(g(x)) = x para todo x en el dominio de g

y

g(ƒ(x)) � x para todo x en el dominio de ƒ.

La función g se denota por ƒ�1 (se lee como “inversa de f ”).

NOTA  Aunque la notación utilizada para la función inversa se parece a la notación exponencial, es 
un uso distinto del �1 como superíndice. Esto es, en general, ƒ�1 (x) p 1 ƒ(x). 

He aquí algunas observaciones relevantes acerca de las funciones inversas.

 1. Si g es la función inversa de ƒ, entonces ƒ es la función inversa de g.
 2. El dominio de ƒ�1 es igual al recorrido o rango de ƒ y el recorrido o rango ƒ�1 es 

igual que el dominio de ƒ.
 3. Una función puede no tener función inversa, pero si la tiene, la función inversa es 

única (ver el ejercicio 108).

Se puede pensar en ƒ�1 como una operación que deshace lo hecho por ƒ. Por ejemplo, 
la resta deshace lo que la suma hace, y la división deshace lo que hace la multiplicación.

Usar la definición de función inversa para comprobar:

ƒ(x) � x � c  y  ƒ�1(x) � x � c son funciones inversas una de la otra.

ƒ(x) � cx  y  f�1 x �
x

c
,� c  0, son funciones inversas una de la otra.

Dominio de ƒ � recorrido o rango de ƒ�1

Dominio de ƒ�1 � recorrido o rango de ƒ
Figura 5.10

f

f 1

E X P L O R A C I Ó N

Cálculo de las funciones inversas 
Explicar cómo “deshacer” lo que 
hace cada una de las siguientes 
funciones. Usar la explicación para 
escribir la función inversa de ƒ.

 a) 

 b)

 c)

 d)

 e)

 f)

Usar una herramienta de graficación 
para representar cada función junto 
con su inversa. ¿Qué observación se 
puede hacer acerca de cada par de 
gráficas?

f x � 4 x � 2

f x � x3

f x � 3x � 2

f x �
x
2

f x � 6x

f x � x � 5

SECCIÓN 5.3  Funciones inversas  343



344  CAPÍTULO 5  Funciones logarítmica, exponencial y otras funciones trascendentes

EJEMPLO 1 Comprobación de funciones inversas

Demostrar que las funciones siguientes son mutuamente inversas.

y g x � 3 x � 1
2

f x � 2x3 � 1

Solución Como el dominio y el recorrido o rango de ƒ y g son todos los números reales, 
se puede concluir que las dos funciones compuestas existen para todo x. La composición 
de ƒ con g se da por

La composición de g con f es

Puesto que ƒ(g(x)) � x y g (ƒ(x)) � x, se puede concluir que ƒ y g son inversas una de otra 
(ver la figura 5.11).

AYUDA DE ESTUDIO  En el ejemplo 1, comparar las funciones ƒ y g en forma verbal.

Para ƒ: Primero elevar x al cubo, luego multiplicar por 2, y después restar 1.

Para g: Primero sumar 1, después dividir entre 2, y luego sacar raíz cúbica.

¿Se ve cómo se “deshace el proceso”? 

En la figura 5.11, las gráficas de ƒ y g � ƒ�1 parecen el reflejo una de la otra respecto 
a la recta y � x. La gráfica de ƒ�1 se obtiene reflejando la de ƒ en la línea y � x. Esta idea 
generaliza el siguiente teorema.

TEOREMA 5.6 PROPIEDAD DE REFLEXIÓN DE LAS FUNCIONES INVERSAS

La gráfica de ƒ contiene el punto (a, b) si y sólo si la gráfica de ƒ�1 contiene el punto 
(b, a).

DEMOSTRACIÓN  Si (a, b) está en la gráfica de ƒ, entonces es ƒ(a) � b y se puede escribir

f�1 b � f�1 f a � a.

De forma que (b, a) está en la gráfica de ƒ�1, como se muestra en la figura 5.12. Un argu-
mento similar demuestra el teorema en la otra dirección.

 � x.

 � x � 1 � 1

 � 2
x � 1

2
� 1

 f g x � 2 3 x � 1
2

3

� 1

 � x.

 � 3 x3

 � 3 2x3

2

 g f x �   3
2x3 � 1 � 1

2x

2

2

1

1

2

2

y = x

f(x) = 2x3  1

g(x) = 3
x + 1

2

y

x

(b, a)

(a, b)

y = f (x)

y = x
y

y = f 1(x)

f y g son funciones inversas una de la otra
Figura 5.11

La gráfica de ƒ�1 es un reflejo de la gráfica 
de ƒ en la recta y � x
Figura 5.12
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Existencia de una función inversa

No todas las funciones tienen función inversa; el teorema 5.6 sugiere un criterio gráfico 
para aquellas que lo son: el criterio de la recta horizontal para una función inversa. Esta 
prueba establece que la función f tiene inversa si y sólo si toda recta horizontal corta a la 
gráfica de ƒ a lo más en sólo un punto (figura 5.13). El siguiente teorema explica por qué 
la prueba de la recta horizontal es válida. (Recordar de la sección 3.3 que la función es 
estrictamente monótona si ésta es creciente o decreciente en todo su dominio.)

TEOREMA 5.7 EXISTENCIA DE LA FUNCIÓN INVERSA

1. Una función tiene función inversa si y sólo si es inyectiva.
2. Si f es estrictamente monótona en todo su dominio, entonces ésta es inyectiva y, 

por tanto, tiene inversa.

DEMOSTRACIÓN  Para demostrar la segunda parte del teorema, recordar de la sección P.3 
que f es inyectiva si para x

1
 y x

2
 en su dominio

f x1 p f x2x1 p x2

Ahora, se escoge x
1
 y x

2
 en el dominio de ƒ. Si x

1
 p x

2
, entonces, como ƒ es estrictamente 

monótona, se deduce que

o f x1 > f x2 .f x1 < f x2

En cualquier caso, ƒ(x
1
) p ƒ(x

2
). Por tanto, ƒ es inyectiva en el intervalo. La demostración 

de la primera parte del teorema se deja como ejercicio (ver el ejercicio 109). 

EJEMPLO 2 Existencia de la función inversa

¿Cuál de las funciones tiene inversa?

 a)  b) 

Solución

 a) En la figura 5.14a se observa una gráfica de ƒ, que aparenta que ƒ es creciente en todo 
su dominio. Para verificar esto, notar que su derivada, ƒ�(x) � 3x2 � 1, es positiva 
para todos los valores reales de x. Por tanto, ƒ es estrictamente monótona y debe 
tener una función inversa.

 b) En la figura 5.14b se observa una gráfica de ƒ, en la que se puede ver que la función 
no satisface el criterio de la recta horizontal. En otras palabras, no es inyectiva. Por 
ejemplo, ƒ toma el mismo valor cuando x � �1, 0 y 1.

ƒ(�1) � ƒ(1) � ƒ(0)� 1 No inyectiva.

  En consecuencia, por el teorema 5.7, ƒ no admite inversa. 

NOTA  Suele ser más fácil probar que una función tiene función inversa que hallarla. Por ejemplo,  
sería algebraicamente difícil hallar la función inversa del ejemplo 2a. 

x

y = f (x)

a b

f (a) = f(b)

y

x

3

2

2

1

1

1

1

2

2

3

f (x) = x3 + x 1

y

x
2 1

1

1 2

2

3

f (x) = x3 x + 1

(0, 1)(1, 1)

(1, 1)

y

 b) Dado que ƒ no es inyectiva, no tiene 
una función inversa

Figura 5.14

Si una recta horizontal corta dos veces la 
gráfica de ƒ, entonces ƒ no es inyectiva
Figura 5.13

 a) Dado que ƒ es creciente en todo su 
dominio, tiene función inversa f x � x3 � x � 1f x � x3 � x � 1
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A continuación se sugiere un procedimiento para encontrar la función inversa de una 
función.

Estrategia para hallar la inversa de una función

1. Utilizar el teorema 5.7 para determinar si la función dada y � ƒ(x) tiene inversa.

2. Despejar x como función de y: x = g(y) = ƒ�1(y).

3. Intercambiar x y y. La ecuación resultante es y � ƒ�1(x).

4. Definir como dominio de f –1 el recorrido de f.

5. Verificar que ƒ(ƒ�1(x)) = x y ƒ� 1(ƒ(x)) � x.

EJEMPLO 3 Cálculo de la inversa de una función

Hallar la función inversa de

f x � 2x � 3.

Solución De la gráfica de f en la figura 5.15, aparece que f se incrementa sobre su dominio 

entero 
3

2
, 
 . Para verificar esto, observar que f	 x �

1

2x � 3
 es positivo sobre el 

dominio de f. Así, f es estrictamente monótona y debe tener una función inversa. Para en-
contrar una ecuación para la función inversa, sea y � f x  y despejar x en términos de y.

 Hacer y � ƒ(x).

 Elevar al cuadrado.

 Despejar x.

 Intercambiar x y y.

 Sustituir y por ƒ�1(x).

El dominio de ƒ�1 es el recorrido o rango de ƒ, que es [0, @). Se puede verificar este re-
sultado como sigue.

NOTA  Recordar que se puede utilizar cualquier letra para representar la variable independiente. 
Así,

representan la misma función. 

 f�1 x �
x2 � 3

2

 y �
x2 � 3

2

 x �
y2 � 3

2

 2x � 3 � y2

2x � 3 � y

x r
3
2

f�1 f x �
2x � 3

2
� 3

2
�

2x � 3 � 3
2

� x,

x r 0f f�1 x � 2
x2 � 3

2
� 3 � x2 � x,

 f�1 s �
s2 � 3

2

 f�1 x �
x2 � 3

2

 f �1 y �
y 2 � 3

2

x
1

1

2

2

3

3

4

4

y = x

f (x) �    2x 3

f 1(x) �
2

x2 + 3

(2, 1)

(1, 2)

0, )( 3
2

, 0 )( 3
2

y

El dominio de ƒ�1, [0, @) es el recorrido o 
rango de ƒ
Figura 5.15
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El teorema 5.7 es útil en el siguiente tipo de problemas. Supóngase una función que 
no es inyectiva en su dominio. Al restringir el dominio a un intervalo en que la función sea 
estrictamente monótona, se obtiene una nueva función que ya es inyectiva en el dominio 
restringido.

EJEMPLO 4 Analizar si una función es inyectiva

Demostrar que la función

ƒ(x) � sen x

no es inyectiva en toda la recta real. Después demostrar que [�P 2, P 2] es el intervalo 
más grande, centrado en el origen, en el que ƒ es estrictamente monótona.

Solución Es claro que ƒ no es inyectiva, ya que muchos valores diferentes de x dan un 
mismo valor de y. Por ejemplo,

sen(0) � 0 � sen(P).

Además, ƒ es creciente en el intervalo abierto (�P 2, P 2), porque su derivada

f� x � cos x

es positiva en él. Por último, como en los puntos terminales a la derecha y a la izquierda 
hay extremos relativos de la función seno, se puede concluir que la función ƒ es creciente 
en el intervalo cerrado [�P 2, P 2] y que en cualquier otro intervalo mayor, la función no 
es estrictamente monótona (ver la figura 5.16). 

Derivada de la función inversa

Los dos teoremas siguientes discuten la derivada de las funciones inversas. El razonamiento 
del teorema 8 se sigue de la propiedad reflexiva de la función inversa, como se muestra en 
la figura 5.12. En el apéndice A pueden verse las demostraciones de los dos teoremas.

TEOREMA 5.8 CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD DE LAS FUNCIONES INVERSAS

Sea f una función cuyo dominio es un intervalo I. Si ƒ tiene una función inversa, 
entonces los siguientes enunciados son verdaderos.

1. Si ƒ es continua en su dominio, entonces ƒ�1 es continua en su dominio.

2. Si ƒ es creciente en su dominio, entonces ƒ�1 es creciente en su dominio.

3. Si ƒ es decreciente en su dominio, entonces ƒ�1 es decreciente en su dominio.

4. Si ƒ es derivable en c y ƒ�(c) p 0, entonces f�1 es derivable en ƒ(c).

TEOREMA 5.9 LA DERIVADA DE UNA FUNCIÓN INVERSA

Sea ƒ una función derivable en un intervalo I. Si ƒ tiene una función inversa g, entonces 
g es derivable para todo x tal que ƒ�(g(x)) p 0. Además,

f� g x p 0.g� x �
1

f� g x
,

E X P L O R A C I Ó N

Graficar las funciones inversas

f x � x3

y

g x � x1 3.

Calcular la pendiente de f en (1, 1), 
(2, 8) y (3, 27), y la pendiente de g 
en (1, 1), (8, 2) y (27, 3). ¿Qué se 
observa? ¿Qué ocurre en (0, 0)?

x

1

1

P P

(

(

, 1

, 1

)

)

P

P

2

2





f (x) = sen x

y

f es inyectiva en el intervalo [�P 2, P 2]
Figura 5.16
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EJEMPLO 5 Cálculo de la derivada de una función inversa

Sea f x
1
4x3 x 1.

 a) ¿Cuál es el valor de ƒ�1 (x) para x � 3?
 b) ¿Cuál es el valor de (ƒ�1)�(x) para x � 3?

Solución Notar que ƒ es una función inyectiva, así que tiene una función inversa.

 a) Como ƒ(x) � 3 cuando x � 2, se sabe que ƒ�1(3) � 2.
 b) Como la función ƒ es derivable y tiene inversa, se puede aplicar el teorema 5.9 (con 

g � ƒ�1) y se escribe

f 1 3
1

f f 1 3

1

f 2
.

Además, usando ƒ�(x) =   I  x2 � 1, se concluye que

f 1 3
1

f 2

1
3
4 22 1

1

4
.

En el ejemplo 5, notar que la pendiente en el punto (2, 3) de la gráfica de ƒ es 4 y la 
pendiente de ƒ�1 en el punto (3, 2) es  ,I  (ver la figura 5.17). Esta relación recíproca (que se 
sigue del teorema 5.9) puede escribirse como se muestra.

Si y g x f 1 x , entonces y f y
dx

dy
f y x . El teorema 5.9 dice que

g x
dy

dx

1

f g x

1

f y

1

dx dy
.

Así que, 
dy

dx

1

dx dy
.

EJEMPLO 6 Las gráficas de las funciones inversas tienen pendientes
recíprocas

Sea ƒ(x) � x2 (para x � 0) y f�1SxD � �x . Probar que las pendientes de las gráficas de f y 
f �1 son recíprocas en los puntos siguientes.

 a) (2, 4) y (4, 2) b) (3, 9) y (9, 3)

Solución Las derivadas de ƒ y ƒ�1 están dadas por

y f 1 x
1

2 x
.f x 2x

 a) En (2, 4), la pendiente de la gráfica de ƒ es ƒ�(2) � 2(2) � 4. En (4, 2) la pendiente 
de la gráfica de ƒ�1 es

f 1 4
1

2 4

1

2 2

1

4
.

 b) En el punto (3, 9), la pendiente de la gráfica de ƒ es ƒ�(3) � 2(3) � 6. En (9, 3), la 
pendiente de la gráfica de ƒ�1 es

f 1 9
1

2 9

1

2 3

1

6
.

Así, en ambos casos, las pendientes son recíprocas, como ilustra la figura 5.18.

x
2

2

1

1

1

1

2

2

3

3

m = 4

m = 1
4

(2, 3)

(3, 2)

y

f 1(x)

f (x)

x
2

2

4

4

(4, 2)

(2, 4)

(3, 9)

6

6

8

8

10

10

(9, 3)

m = 4

m = 6

m = 1
4

m = 1
6

f 1(x) =    x

f (x) = x2

y

Las gráficas de las funciones inversas ƒ y 
ƒ�1 tienen pendientes recíprocas en los 
puntos (a, b) y (b, a)
Figura 5.17

En (0, 0), la derivada de ƒ es 0, y la deriva-
da de ƒ�1 no existe
Figura 5.18
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En los ejercicios 1 a 8, mostrar que ƒ y g son funciones inversas 
a) analíticamente y b) gráficamente.

 1. 

 2.

 3.

 4.

 5.

 6.

 7.

 8.

En los ejercicios 9 a 12, relacionar la gráfica de la función con la 
gráfica de su inversa. [Las gráficas de las funciones inversas están 
rotuladas a), b), c) y d).]

 a)  b) 

 c)  d)

 9.  10.

 11.  12.

En los ejercicios 13 a 22, usar una herramienta de graficación 
para representar la función. Entonces, usar la prueba de la recta 
horizontal para determinar si la función es inyectiva en su dominio 
entero y así tiene una función inversa.

 13.   14. 

 15.   16. 

 17.   18. 

 19.   20. 

 21.   22. 

En los ejercicios 23 a 30, a) encontrar la función inversa de f, b) 
graficar f y f�1 sobre la misma configuración de ejes coordenados, 
c) describir la relación entre las gráficas y d) establecer el dominio 
y el rango de f y f�1.

 23. 

 24. 

 25. 

 26.

 27. 

 28.

 29.

 30.

En los ejercicios 31 a 36, a) encontrar la función inversa de ƒ. 
b) Usar una herramienta de graficación para representar ƒ y ƒ�1 
en la misma pantalla. c) Describir la relación entre las gráficas 
y d) establecer el dominio así como el recorrido o rango de ƒ y 
ƒ�1.

 31.  32. 

 33.  34.

 35. 

 36. 

En los ejercicios 37 y 38, usar la gráfica de la función f para hacer 
una tabla de valores para los puntos dados. Entonces, hacer una 
segunda tabla que pueda usarse para encontrar f �1 y bosquejar 
la gráfica de f �1.

 37.  38. 

1

2

3

4

5

1

2 32 13
x

y

2

4

4

6

6

8

4

x
24

y

x

2

3

4

211

2

24

y

1

2

3

1

2 323

3

x

2

y

1

2

2 3 41

2

2

4

x

y

42

4

6

6

8

8

4

x
24

y

1

2

3

1

2 32 13

3

x

2

y

1

2

3

1

2 323
x

y

Ejercicios5.3

gx
 � x � 5
3

f x
 � ln x

hs
 �
1

s � 2
� 3

f �
 � sin �

f x
 �
3
4x � 6

hx
 � �x � 4� � �x � 4�
f x
 � 5x�x � 1

gt
 �
1

�t2 � 1

f x
 �
x2

x2 � 4

f x
 � 5x � 3

x � 2f x
 � �x2 � 4,

0 � x � 2f x
 � �4 � x2 ,

x � 0f x
 � x2,

f x
 � �x

f x
 � x3 � 1

f x
 � x5

f x
 � 3x

f x
 � 2x � 3

x
1

1

4

4

3

3

2

2

y

f

x
1

1

4 5 6

6

4

3

3

2

2

y

f

f x
 �
x � 2

x

f x
 �
x

�x2 � 7

x  �  0f x
 � x2�3,

f x
 � 3�x � 1

f x
 � x3�5

f x
 � 3 5�2x � 1

sen

0 < x � 1gx
 �
1 � x

x
,x � 0,f x
 �

1

1 � x
,

gx
 �
1

x
f x
 �

1

x
,

gx
 � �16 � xx � 0,f x
 � 16 � x2,

x � 0gx
 � x2 � 4,f x
 � �x � 4,

gx
 � 3�1 � xf x
 � 1 � x3,

gx
 � 3�xf x
 � x3,

gx
 �
3 � x

4
f x
 � 3 � 4x,

gx
 �
x � 1

5
f x
 � 5x � 1,
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 39. Costo Supóngase que se necesitan 50 libras de dos productos 
que cuestan $1.25 y $1.60 por libra.

 a) Verificar que el costo total es y � 1.25x � 1.60(50 � x), 
donde x es el número de libras del producto más barato.

 b) Encontrar la función inversa de la función costo. ¿Qué 
representa cada variable en la función inversa?

 c) ¿Cuál es el dominio de la función inversa? Validar o explicar 
el resultado a partir del contexto del problema.

 d) Determinar el número de libras del producto más barato si 
el costo total es de $73.

 40. Temperatura La temperatura C �  /F (F � 32), donde F �  
�459.6, representa la temperatura C en grados Celsius como 
una función de la temperatura F en grados Fahrenheit.

 a) Encontrar la función inversa de C.

 b) ¿Qué representa la función inversa?

 c) Determinar el dominio de la función inversa. Validar o 
explicar el resultado con el contexto del problema.

 d) La temperatura es de 22° C. ¿Cuál es la temperatura co-
rrespondiente en grados Fahrenheit?

En los ejercicios 41 a 46, usar la derivada para determinar si la 
función es estrictamente monótona en su dominio completo y, por  
tanto, tiene una función inversa.

 41.  42. 

 43.  44.

 45.  46.

En los ejercicios 47 a 52, mostrar que ƒ es estrictamente monótona 
en el intervalo dado y, por tanto, tiene una función inversa en ese 
intervalo.

 47.  48. 

 49.  50.

 51.  52.

En los ejercicios 53 y 54, encontrar la inversa de ƒ en el intervalo 
indicado. Usar una herramienta de graficación para representar 
ƒ y ƒ�1 en una misma pantalla. Describir la relación entre ambas 
gráficas.

 53.  54. 

Razonamiento gráfico En los ejercicios 55 a 58, a) usar una  
herramienta de graficación para representar la función, b) repre-
sentar su función inversa utilizando la herramienta de graficación 
y c) determinar si la gráfica de la relación inversa es una función 
inversa. Explicar la respuesta.

 55.  56. 

 57.  58.

En los ejercicios 59 a 62, determinar si la función es inyectiva. Si 
lo es, encontrar su función inversa.

 59.  60. 

 61.  62. 

En los ejercicios 63 a 66, desechar la parte del dominio con el fin 
de que la función restringida sea inyectiva. Encontrar la función 
inversa de la función resultante y dar su dominio. (Nota: Hay más 
de una respuesta correcta.)

 63.  64. 

 65.  66.

Para pensar En los ejercicios 67 a 70, determinar si la función 
admite inversa. Si es así, ¿cuál es la función inversa?

 67. g(t) es el volumen de agua que ha pasado por una tubería a t 
minutos de abrir la llave de paso.

 68. h(t) es el nivel de la marea t horas pasada la medianoche, donde 
0 b t � 24.

 69. C(t) es el costo de una llamada telefónica de t minutos.

 70. A(r) es el área de un círculo de radio r.

En los ejercicios 71 a 80, verificar si f tiene una inversa. Entonces 
usar la función f y el número real dado a para encontrar (f�1)� (a). 
(Sugerencia: Ver el ejemplo 5.)

 71.  72.

 73. 

 74. 

 75. 

 76. 

 77. 

S0, 10Df SxD � 2 �
3
x2 ,S�2, 2Df SxD �

x
x2 � 4

,

f SxD �
4x

�x2 � 15
gSxD �

3x2

x2 � 1

a p 0f SxD � ax � b,x b 2f SxD � \x � 2\,
f SxD � �3f SxD � �x � 2

f SxD � 16 � x4f SxD � Sx � 3D2

x
1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

y

f SxD � \x � 3\f SxD � \x � 3\

4

8

12

20

x
1 313

y

x

1

12345

2

3

4

5

y

x
1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

y

f x
 � cos 
3x

2

f x
 � x � a
3 � b

f x
 � x3 � 6x2 � 12x

f x
 � lnx � 3


f x
 �
x4

4
� 2x2

f x
 � 2 � x � x3

hSxD � x�4 � x2f SxD � x3 � x � 4

a � 26f x
 � x3 � 1,

a � 3x > 2,f x
 �
x � 6

x � 2
,

a � 10 � x �
�

2
,f x
 � cos 2x,

a �
1

2
�

�

2
� x �

�

2
,f x
 � sin x,

a � �11f x
 �
1

27x5 � 2x3
,
a � 2f x
 � x3 � 2x � 1,

a � 7f x
 � 5 � 2x3,

sen

�0, 
P

2 �f SxD � sec x,F0, PGf SxD � cos x,

S0, PDf SxD � cot x,S0, @Df SxD �
4
x2 ,

F�2, @Df SxD � \x � 2\,F4, @Df SxD � Sx � 4D2,
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 78.

 79. 

 80. 

En los ejercicios 81 a 84, a) hallar el dominio de ƒ y de ƒ�1,  
b) encontrar los recorridos o rangos de ƒ y ƒ�1, c) graficar ƒ y ƒ�1, 
y d) demostrar que las pendientes de las gráficas de ƒ y ƒ�1 son 
recíprocas en los puntos dados.

 81. 

 82.

 83.

 84.

En los ejercicios 85 y 86, encontrar dyYdx en los puntos dados 
para la ecuación.

 85. x � y3 � 7y2 � 2, (�4, 1) 86. x � 2 ln(y2 � 3), (0, 2)

En los ejercicios 87 a 90, usar las funciones ƒ(x) �  ,@  x � 3 y  
g(x) � x3 para encontrar los valores dados.

 87.  88. 

 89.  90. 

En los ejercicios 91 a 94, usar las funciones f(x) � x � 4 y  
g(x) � 2x � 5 para encontrar las funciones dadas.

 91.  92. 

 93.  94.

Desarrollo de conceptos

 95. Describir cómo encontrar la función inversa de una función 
inyectiva dada por una ecuación en x y y. Dar un ejemplo.

 96. Describir la relación entre la gráfica de una función y la 
gráfica de su función inversa.

En los ejercicios 97 y 98, la derivada de la función tiene el 
mismo signo para todo x en su dominio, pero la función no es 
inyectiva. Explicar.

 97.  98. 

 99. Para pensar La función ƒ(x) � k(2 � x � x3) es inyectiva y 
ƒ�1 (3) � �2. Encontrar k.

 100.  Para pensar El punto (1, 3) se encuentra en la gráfica 
de f, y la pendiente de la recta tangente por este punto es  
m � 2. Suponer que f �1 existe. ¿Cuál es la pendiente de la 
recta tangente para la gráfica de f �1 en el punto (3, 1)?

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 101 a 104, determinar cuál 
de las sentencias es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué 
o dar un ejemplo que muestre que es falsa.

 101. Si ƒ es una función par entonces ƒ�1 existe.

 102. Si la función inversa de f existe, entonces la intersección en y 
de ƒ es una intersección en x de ƒ�1.

 103. Si ƒ(x) � x n donde n es impar, entonces ƒ�1 existe.

 104. No existe ninguna función f tal que ƒ � ƒ�1.

 105. a) Mostrar que ƒ(x) � 2x3 � 3x2 � 36x no es inyectiva en 
(�@, @).

  b) Determinar el mayor valor de c de forma que ƒ sea inyectiva 
en (�c, c).

 106. Sean ƒ y g funciones inyectivas. Probar que a) ƒ  g es inyectiva 
y b) (ƒ  g)–1(x) � (g�1  ƒ�1)(x).

 107. Probar que si ƒ tiene una función inversa, entonces (ƒ�1)�1 
� ƒ.

 108. Demostrar que si una función tiene una función inversa, la 
función inversa es única.

 109. Demostrar que una función tiene inversa si y sólo si es inyectiva.

 110. ¿Es cierto el recíproco de la segunda parte del teorema 5.7? 
Esto es, si una función es inyectiva (y tiene una función inver-
sa), entonces ¿debe ser, por tanto, una función estrictamente 
monótona? Si es cierto, demostrarlo. Si no lo es, dar un contra-
ejemplo.

 111. Sea ƒ dos veces derivable e inyectiva en un intervalo abierto I. 
Probar que su función inversa g satisface

g� SxD � �
f �SgSxDD

F f�SgSxDDG3 .

Si ƒ es creciente y cóncava hacia abajo, ¿cómo es la concavidad 
de ƒ�1 � g?

 112. Si encontrar S f �1D�S0D.f SxD � %x

2
 

dt

�1 � t4
,

 113. Demostrar que f SxD � %x

2

�1 � t2 dt es inyectiva y encontrar 

(ƒ�1)� (0).

 114. Sea y �
x � 2
x � 1

. Demostrar que y es su propia función inversa. 

  ¿Qué se puede concluir acerca de la gráfica de ƒ? Explicar.

 115.  Sea f x
 �
ax � b

cx � d
.

 a)  Mostrar que f es inyectiva si y sólo si bc � ad  0.

 b)  Dado bc � ad  0, encontrar f �1.

 c)  Determinar los valores de a, b, c y d tal que f � f �1.

S2, 1Df �1SxD ��4 � x
x

S1, 2Dx  r  0f SxD �
4

1 � x2 ,

S1, 5Dx r 0f �1SxD � x2 � 4,

S5, 1Df SxD � �x � 4

S�1, 1Df �1SxD �
3 � x

4

S1, �1Df SxD � 3 � 4x

S1
8, 12Df �1SxD � 3�x

S1
2, 18Df SxD � x3

PuntoFunciones

Sg�1
� g�1DS�4D

Sg�1
� f �1DS�3D

Sg � f D�1

f �1
� g�1

S f �1
� f �1DS6D

S f �1
� g�1DS1D

S f � gD�1

g�1
� f �1

f SxD �
x

x2 � 4
f SxD � tan x

a � 2f x
 � �x � 4,

a � 6x > 0,f x
 � x3 �
4

x
,

a � 2x > �1,f x
 �
x � 3

x � 1
, Para discusión
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5.4 Funciones exponenciales: derivación e integración
■ Desarrollar las propiedades de la función exponencial natural.

■ Derivar las funciones exponenciales naturales.

■ Integrar las funciones exponenciales naturales.

La función exponencial natural

La función ƒ(x) � ln x es creciente en todo su dominio, y por tanto tiene una función in-
versa f –1. El dominio de ƒ�1 es el conjunto de todos los reales, y el recorrido o rango es el 
conjunto de todos los reales positivos, como se muestra en la figura 5.19. Así pues, para 
cualquier número real x,

f S f �1SxDD � lnF f�1SxDG � x. x es cualquier número real.

Si x es racional, entonces

lnSexD � x ln e � xS1D � x. x es un número racional.

Como la función logaritmo natural es inyectiva, se puede concluir que ƒ�1(x) y ex son iguales 
en valores racionales de x. La siguiente definición extiende el significado de ex para incluir 
todos los valores reales de x.

DEFINICIÓN DE LA FUNCIÓN EXPONENCIAL NATURAL

La función inversa de la función logaritmo natural ƒ(x) � ln x se llama función ex-
ponencial natural y se denota por

f�1SxD � ex.

Esto es,

y � ex si y sólo si  x � ln y.

La relación inversa entre las funciones logaritmo natural y exponencial natural se puede 
resumir como sigue:

y eln x � xlnSexD � x  Relación inversa.

EJEMPLO 1 Resolución de ecuaciones exponenciales

Resolver 7 � e x�1.

Solución Se puede pasar de la forma exponencial a la forma logarítmica con sólo aplicar 
el logaritmo natural en ambos miembros de la ecuación.

 Ecuación original.

 Aplicar logaritmo natural a cada lado.

 Aplicar la propiedad de inversa.

 Despejar x.

 Usar la calculadora.

Verificar esta solución en la ecuación original.

0.946 � x

�1 � ln 7 � x

 ln 7 � x � 1

 ln 7 � lnSex�1D
 7 � ex�1

EL NÚMERO e

El símbolo e fue utilizado por primera 
vez para representar la base de los 
logaritmos naturales por el matemático 
Leonhard Euler en una carta a otro 
matemático, Christian Goldbach, en 
1731.

3

2

1

2

3212 1

y

x

f (x) � ln x

f 1(x) � ex

La función inversa de la función logaritmo 
natural es la función exponencial natural
Figura 5.19
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EJEMPLO 2 Resolución de una ecuación logarítmica

Resolver ln(2x � 3) � 5.

Solución Para convertir la forma logarítmica en la forma exponencial aplicar la función 
exponencial de ambos miembros de la ecuación logarítmica.

 Ecuación original.

 Aplicar exponenciales a cada lado.

 Aplicar la propiedad inversa.

 Despejar x.

 Usar la calculadora.

Las reglas usuales para operar con exponentes racionales pueden ser extendidas a la 
función exponencial natural, como se muestra en el siguiente teorema.

TEOREMA 5.10 OPERACIONES CON FUNCIONES EXPONENCIALES

Sean a y b dos números reales arbitrarios.

1. 

2.

DEMOSTRACIÓN  Para demostrar la propiedad 1, se puede escribir

 � lnSea�bD.
 � a � b

 lnSeaebD � lnSeaD � lnSebD

Como la función logaritmo natural es inyectiva, se puede concluir como

eaeb � ea�b.

La demostración de la segunda propiedad se da en el apéndice A.

En la sección 5.3 se aprendió que una función inversa ƒ�1 comparte muchas propiedades 
con ƒ. Así, la función exponencial natural hereda las siguientes propiedades de la función 
logaritmo natural (ver la figura 5.20).

PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN EXPONENCIAL NATURAL

1. El dominio de ƒ(x) � ex es (�@, @), y el rango es (0, @).

2. La función ƒ(x) � ex es continua, creciente e inyectiva en todo su dominio.

3. La gráfica de ƒ(x) � ex es cóncava hacia arriba en todo su dominio.

4. y lím
xm@

 e
x � @lím

xm�@
 e

x � 0 .

 x � 75.707

 x �
1
2Se5 � 3D

 2x � 3 � e5

 elnS2x�3D � e5

 lnS2x � 3D � 5

ea

eb � ea�b

eaeb � ea�b

x
12

1

1

2

3

(0, 1)(
(

)
)

1,
2, 1

e2

1
e

y = ex

(1, e)

y

La función exponencial natural es creciente 
y su gráfica es cóncava hacia arriba
Figura 5.20
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Derivadas de las funciones exponenciales

Una de las características más intrigantes (y más útiles) de la función exponencial natural 
es que su derivada es ella misma. En otras palabras, es solución de la ecuación diferencial 
y� � y. Este resultado se enuncia en el siguiente teorema.

TEOREMA 5.11 DERIVADA DE LA FUNCIÓN EXPONENCIAL NATURAL

Si u es una función derivable de x.

1.

2.

DEMOSTRACIÓN  Para probar la propiedad 1, usar el hecho de que ln e x � x, y derivar cada 
lado de la ecuación.

 Definición de la función exponencial.

 Derivar ambos lados con respecto a x.

La derivada eu se deduce de la regla de la cadena.

NOTA  Se puede interpretar este teorema geométricamente diciendo que la pendiente de la gráfica 
de ƒ(x) � ex en cualquier punto (x, ex) es igual a la coordenada y del punto. 

EJEMPLO 3 Derivación de funciones exponenciales

 a)

 b)

EJEMPLO 4 Localización de extremos relativos

Encontrar los extremos relativos de ƒ(x) � xex.

Solución La derivada de ƒ está dada por

 Regla del producto.

Como ex nunca es 0, la derivada es 0 sólo cuando x � �1. Además, el criterio de la primera 
derivada permite determinar que en ese punto hay un mínimo relativo, como se muestra en 
la figura 5.21. Como la derivada ƒ�(x) � ex(x � 1) está definida para todo x, no hay otros 
puntos críticos.

x

1

1

2

3

f (x) = xex

Mínimo relativo
(1, e1)

y

d
dx

FeuG � eu du
dx

d
dx

FexG � ex

 
d
dx

FexG � ex

 
1
ex

d
dx

FexG � 1

 
d
dx

Fln exG �
d
dx

FxG

 ln ex � x

u � �
3
x

d
dx

Fe�3YxG � eu du
dx

� � 3
x2�e�3Yx �

3e�3Yx

x2

u � 2x � 1
d
dx

Fe2x�1G � eu du
dx

� 2e2x�1

 � exSx � 1D.
 f�SxD � xSexD � exS1D

La derivada de ƒ cambia de negativo a 
positivo en x � �1
Figura 5.21

PARA MAYOR INFORMACIÓN  
Para encontrar más información acerca 
de derivadas de funciones exponen-
ciales de orden  ,N , ver el artículo “A 
Child’s Garden of Fractional Deriva-
tes”, de Marcia Kleinz y Thomas J. 
Osler en The College Mathematics 
Journal.
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EJEMPLO 5 La función densidad de probabilidad normal estándar

Probar que la función densidad de probabilidad normal estándar

f SxD �
1

�2P
e�x2Y2

tiene puntos de inflexión cuando x � �1.

Solución Para localizar los posibles puntos de inflexión, se deben buscar los valores de x 
para los cuales la segunda derivada es cero.

 Función original.

 Primera derivada.

 Regla del producto.

 Segunda derivada.

Por tanto, ƒ�(x) � 0 cuando x � �1, y se pueden aplicar las técnicas del capítulo 3 para 
concluir que estos valores son los dos puntos de inflexión mostrados en la figura 5.22.
 

NOTA  La forma general de una función de densidad de probabilidad normal (cuya media es 0) 
está dada por

f SxD �
1

S�2P
e�x2Y2S2

donde S es la desviación estándar (S es la letra griega minúscula sigma). Esta “curva en forma de 
campana” tiene puntos de inflexión cuando x � �S. 

EJEMPLO 6 Transacciones comerciales

El número y de transacciones comerciales (en millones) en la bolsa de valores de Nueva 
York desde 1990 hasta 2005 puede ser modelado por

y � 39 811e0.1715t

donde t representa el año, t � 0 corresponde a 1990. ¿A qué ritmo o velocidad cambió el 
número de transacciones comerciales en 2000? (Fuente: New York Stock Exchange, Inc.)

Solución La derivada del modelo dado es

y� � (0.1715)(39 811)e0.1715t 

 y 6 828e0.1715t.

Al evaluar la derivada cuando t � 10, se puede concluir que el ritmo o velocidad de cambio 
en 2000 fue cerca de

37 941 millones de transacciones por año.

La gráfica de este modelo se muestra en la figura 5.23. 

 �
1

�2P
Se�x2Y2DSx2 � 1D

 f � SxD �
1

�2P
FS�xDS�xDe�x2Y2 � S�1De�x2Y2G

 f�SxD �
1

�2P
S�xDe�x2Y2

 f SxD �
1

�2P
e�x2Y2

x
1 212

0.1

0.2

0.3

Dos puntos 
de inflexión

1
2P

f(x) = ex2/2

y

La curva en forma de campana dada por 
una función de densidad de probabilidad 
estándar normal
Figura 5.22

Figura 5.23
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Integrales de funciones exponenciales

Cada fórmula de derivación en el teorema 5.11 tiene su correspondiente fórmula de inte-
gración.

TEOREMA 5.12 REGLAS DE INTEGRACIÓN PARA FUNCIONES EXPONENCIALES

Si u es una función derivable de x.

1.  2.

EJEMPLO 7 Integración de funciones exponenciales

Encontrar 

�
 e

3x�1
dx.

Solución Si u � 3x � 1, entonces du � 3 dx.

 Multiplicar y dividir entre 3.

 Sustituir u � 3x � 1.

 Aplicar la regla exponencial.

 Sustituir nuevamente.

NOTA  En el ejemplo 7, el factor constante faltante 3 se ha introducido para crear du � 3 dx. Sin 
embargo, recordemos que no se puede introducir un factor variable faltante en el integrando. Por 
ejemplo,�

 e�x2
 dx

1

x
 

�
 e�x2

 �x dx .
 

EJEMPLO 8 Integración de funciones exponenciales

Encontrar 
 

5xe�x2
 dx.

Solución Si se tiene u � �x 2, entonces du � �2x dx o x dx � �duY2.

 Reagrupar el integrando.

 Sustituir u � �x2.

 Regla del múltiplo constante.

 Aplicar la regla exponencial.

 Sustitución regresiva.

 eu du � eu � C ex dx � ex � C

 �
e3x�1

3
� C

 �
1

3
eu � C

 �
1

3  e
u du

 e3x�1dx �
1

3
 e3x�1 3  dx

 � �
5

2
e�x2

�C

 � �
5

2
eu � C

 � �
5

2
  eu du

 �  5eu �
du

2

  5xe�x 2
dx �  5e�x2

x dx
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EJEMPLO 9 Integración de funciones exponenciales

 a) 

 b)

EJEMPLO 10 Cálculo de áreas acotadas o delimitadas 
por funciones exponenciales

Evaluar cada una de las integrales definidas.

 a)  b)  c) 

Solución

 a)  Ver la figura 5.24a.

 b)  Ver la figura 5.24b.

 c)  Ver la figura 5.24c.

 � �ecos x � C

u � cos x % sen x ecos x dx � �% ecos x S�sen x dxD

dueu

 � �e1Yx � C

u �
1
x

 % 
e1Yx

x2  dx � �% e1Yx�� 1
x2� dx

dueu

%0

�1
Fex cosSexDG dx%1

0
 

ex

1 � ex dx%1

0
e�x dx

 � 0.620

 � lnS1 � eD � ln 2

%1

0
 

ex

1 � ex dx � lnS1 � exD�
1

0

 � 0.632

 � 1 �
1
e

 � �e�1 � S�1D

 %1

0
 e�x dx � �e�x�

1

0

x
1

1 y = ex

y

x
1

1

ex

1 + exy =

y

x

1

1

y = ex cos(ex)

y

a) b) c)
Figura 5.24

 � 0.482

 � sen 1 � senSe�1D

%0

�1
 Fex cosSexDG dx � senSexD�

0

�1
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En los ejercicios 1 a 16, calcular x redondeando a tres decimales.

 1.  2. 

 3.  4. 

 5.  6. 

 7.  8. 

 9.  10. 

 11.  12. 

 13.  14. 

 15.  16. 

En los ejercicios 17 a 22, dibujar la gráfica de la función

 17.  18. 

 19.  20. 

 21.  22. 

 23. Usar una herramienta de graficación para representar ƒ(x) � ex 
y la función dada en la misma pantalla. ¿Cómo es la relación 
de las dos gráficas?

 a)  b)  c)

 24. Usar una herramienta de graficación para representar la función. 
Usar la gráfica para determinar las asíntotas de la función.

 a) 

 b)

En los ejercicios 25 a 28, asociar cada ecuación con su gráfica. 
Suponer que a y C son números reales positivos. [Las gráficas 
están etiquetadas con a), b), c) y d).]

 a)  b) 

 c)  d)

 25.  26.

 27.  28.

En los ejercicios 29 a 32, confirmar que las funciones son inversas 
una de la otra al representar ambas funciones sobre el mismo 
sistema de coordenadas.

 29.  30. 

 31.  32.

 33. Análisis gráfico Usar una herramienta de graficación para 
representar

y gSxD � e0.5f SxD � �1 �
0.5
x �

x

en la misma pantalla. ¿Cuál es la relación entre f y g cuando 
x m @?

 34. Conjetura Usar el resultado del ejercicio 33 para hacer una 
conjetura acerca del valor de

como x m@.

�1 �
r
x�

x

En los ejercicios 35 y 36, comparar los números dados con el 
número e. ¿Es el número mayor o menor que e?

 35. 

 36.

En los ejercicios 37 y 38, encontrar una ecuación de la recta tan-
gente a la gráfica de la función en el punto (0, 1).

 37. a)  b) 

 38. a)  b) 

lnSx � 2D2 � 12ln�x � 2 � 1

ln 4x � 1lnSx � 3D � 2

ln x2 � 10ln x � 2

qSxD � e�x � 3hSxD � �
1
2exgSxD � ex�2

gSxD �
8

1 � e�0.5Yx

f SxD �
8

1 � e�0.5x

x

1

1

2

2
1

12

y

x

1

1

2

2
1

12

2

y

x
1

2

1

12

y

x
1

1

2

2

1

1

y

y �
C

1 � e�axy � CS1 � e�axD

y � Ce�axy � Ceax

gSxD � 1 � ln xgSxD � lnSx � 1D
f SxD � ex�1f SxD � ex � 1

gSxD � ln x3gSxD � ln�x

f SxD � exY3f SxD � e2x

y � e�3xy � e3x

y � e�2xy � e2x

x
1

1

1

2

(0, 1)

y

x
1

1

1

(0, 1)

y

x
1

1

2

1

(0, 1)

y

x
1

1

2

1

(0, 1)

y

Ejercicios5.4

200e�4x � 1550e�x � 30

�6 � 3e x � 89 � 2ex � 7

4ex � 83ex � 12

eln 2x � 12eln x � 4

800

100 � ex�2
� 50

y � e�x�2

y � ex�1

y �
1
2ex

y � e�x2

y � ex � 2

y � e�x

5000

1 � e2x
� 2

5 000

(ver el ejercicio 34.)

1 � 1 �
1
2

�
1
6

�
1

24
�

1
120

�
1

720
�

1
5 040

1 �
1

1 000 000

1 000 000
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En los ejercicios 39 a 60, encontrar la derivada.

 39.  40. 

 41.  42. 

 43.  44. 

 45.  46. 

 47.  48. 

 49.  50. 

 51.  52. 

 53.  54. 

 55.  56. 

 57.  58. 

 59.  60. 

En los ejercicios 61 a 68, encontrar la ecuación de la recta tangente 
a la gráfica de la función en el punto dado.

 61.  62. 

 63.  64. 

 65. 

 66. 

 67.  68. 

En los ejercicios 69 y 70, hallar dyYdx por derivación implícita.

 69.  70. 

En los ejercicios 71 y 72, encontrar la ecuación de la recta tangente 
a la gráfica de la función en el punto dado.

 71.  72. 

En los ejercicios 73 y 74, encontrar la segunda derivada de la función.

 73.  74. 

En los ejercicios 75 a 78, probar que la función y � ƒ(x) es una 
solución de la ecuación diferencial.

 75.  76.

 77.  78.

En los ejercicios 79 a 86, encontrar los extremos y puntos de 
inflexión (si existen) de la función. Utilizar una herramienta 
de graficación para representar la función y confirmar los re-
sultados.

 79.  80. 

 81.  82. 

 83.  84. 

 85.  86. 

 87. Área Calcular el área del rectángulo más grande que puede ser 
inscrito bajo la curva y � e�x2 en el primer y segundo cuadrantes.

 88. Área Efectuar los pasos siguientes para encontrar el área 
máxima del rectángulo mostrado en la figura.

 a) Despejar c en la ecuación ƒ(c) � ƒ(c � x).

 b) Usar el resultado del apartado a), para expresar el área A 
como función de x. [Sugerencia: A � xƒ(c).]

 c) Usar una herramienta de graficación para representar la fun-
ción área. Usar la gráfica para aproximar las dimensiones del 
rectángulo de área máxima. Determinar el área máxima.

 d) Usar una herramienta de graficación para representar 
la expresión de c encontrada en a). Usar la gráfica para 
aproximar.

  y lím
xm@

 c.lím
xm0�

 c

Usar este resultado para describir los cambios en las dimen-
siones y posición del rectángulo para 0 � x � @.

 89. Encontrar un punto en la gráfica de la función ƒ(x) � e2x tal que 
la recta tangente a la gráfica en este punto pase por el origen. 
Usar una herramienta de graficación para representar ƒ y la recta 
tangente en la misma pantalla.

 90. Localizar el punto en la gráfica de y � e�x donde la recta normal a 
la curva pasa por el origen. (Usar el método de Newton o cálculo 
de raíces en la herramienta de graficación.)

 91. Depreciación El valor V de un objeto a t años de su adquisición 
es V � 15 000e�0.6286t, 0 � t � 10.

 a) Usar una herramienta de graficación para representar la 
función.

 b) Encontrar la razón de cambio de V respecto de t cuando  
t � 1 y t � 5.

 c) Usar una herramienta de graficación para representar la 
recta tangente a la función cuando t � 1 y t � 5.

 92. Movimiento armónico El desplazamiento desde el equili-
brio de una masa que oscila en el extremo de un resorte suspen-
dido del techo es y � 1.56e�0.22t cos 4.9t, donde y es el desplaza-
miento en pies y t el tiempo en segundos. Representar la función 
de desplazamiento en el intervalo [0, 10] con la herramienta de 
graficación. Hallar el valor de t en el que el desplazamiento es 
menor que 3 pulgadas desde la posición de equilibrio.

S1, 0Df SxD � e3 ln x,S1, 0Df SxD � e�x ln x,

S1, 0Dy � xex � ex,

S1, eDy � x2ex � 2xex � 2ex,

S0, 0Dy � ln
ex � e�x

2
,S�2, 4Dy � lnSe x2D,

S2, 1Dy � e�2x�x2
,S1, 1Df SxD � e1�x,

exy � x2 � y 2 � 10xey � 10x � 3y � 0

1 � ln xy � ex�y,  S1, 1Dxe y � yex � 1,  S0, 1D

gSxD � �x � ex ln xf SxD � S3 � 2xDe�3x

f SxD �
ex � e�x

2
f SxD �

ex � e�x

2

x
1

1

2

3

4

4

5 6c c + x

f (x) = 10xex

y

Fx	 � �e2x

0

 lnt � 1	 dt

y � ln ex

y �
e2x

e2x � 1

y �
ex � e�x

2

y � ln�1 � ex

1 � ex�
gt	 � e�3�t2

y � x2 e�x

y � xex

f x	 � 3e1�x2

y � e�x2

y � e�5x

Fx	 � �ln x

�

 cos e t dt

x

y �
ex � 1

ex � 1

y �
2

ex � e�x

y � ln 1 � e2x	

gt	 � e�t � e t	3

y � x3 ex

y � ex ln x

y � ex�4

y � e�x

f x	 � e2x

y � e sen x � cos x	

y� � 2y� � 5y � 0y� � 2y� � 3y � 0

xy � excos � �2 x	
y� � 9y � 0y� � y � 0

y � e3x � e�3xy � 4e�x

2 x � sen y � e 3 cos 2x � 4 sen 2x	

f SxD � �2 � e3xS4 � 2xDgStD � 1 � S2 � tDe�t

f SxD � xe�xf SxD � x2e�x

gSxD �
1

�2P
e�Sx�3D2Y2gSxD �

1
�2P

e�Sx�2D2Y2
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 93. Modelado matemático Un meteorólogo mide la presión atmos-
férica P (en kg por m2) a la altitud h (en km). La tabla muestra 
los resultados.

 a) Utilizar una herramienta de graficación para representar los 
puntos (h, ln P), y usar la función de regresión de la misma 
para encontrar un modelo lineal para los puntos.

 b) La recta en a) tiene la forma ln P � ah � b. Escribir la 
ecuación en forma exponencial.

 c) Usar una herramienta de graficación para representar los 
datos originales y representar el modelo exponencial de b).

 d) Calcular la razón de cambio de la presión cuando h � 5 y 
h � 18.

 94.  Modelado matemático La tabla muestra los valores aproxi-
mados V de un sedán de tamaño mediano para los años 2003 
a 2009. La variable t representa el tiempo en años, con t � 3 
correspondiendo a 2003.

 a) Usar la función de regresión de una herramienta de grafi-
cación para encontrar los modelos lineal y cuadrático para 
los datos. Representar el modelo.

 b) ¿Qué representa la pendiente en el modelo lineal en a)?

 c) Usar la función de regresión de una herramienta de grafica-
ción para encontrar un modelo exponencial de los datos.

 d) Determinar la asíntota horizontal del modelo exponencial 
del apartado c). Interpretar su significado en el contexto 
del problema.

 e) Hallar el ritmo de depreciación en el valor del vehículo 
cuando t � 4 y t � 8 usando el modelo exponencial.

Aproximaciones lineal y cuadrática En los ejercicios 95 y 96, 
usar una herramienta de graficación para representar la función. 
Después, trazar la gráfica

P
1
(x) � ƒ(0) � ƒ�(0)(x � 0)  y

P
2
(x) � ƒ(0) � ƒ�(0)(x � 0) �   ,N   ƒ��(0)(x � 0)2

en la misma pantalla. Comparar los valores de ƒ, P
1
 y P

2
 y de sus 

primeras derivadas en x � 0.

 95. ƒ(x) � ex 96. ƒ(x) � exY2

Fórmula de Stirling Para grandes valores de n,

n! � 1 	 2 	 3 	 4 .  .  . �n � 1� 	 n

puede aproximarse mediante la fórmula de Stirling, n! y �n

e�
n

� 

�2�n.

En los ejercicios 97 y 98, encontrar el valor exacto de n! y entonces 
aproximar n!, utilizando la fórmula de Stirling.

 97. n � 12 98. n � 15

En los ejercicios 99 a 116, hallar la integral indefinida.

 99.  100. 

 101.  102. 

 103.  104. 

 105.  106. 

 107.  108. 

 109.  110. 

 111.  112. 

 113.  114. 

 115.  116. 

En los ejercicios 117 a 126, evaluar la integral definida. Usar una 
herramienta de graficación para verificar el resultado.

 117.  118. 

 119.  120. 

 121.  122. 

 123.  124.

 125.  126.

Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 127 y 128, resolver la 
ecuación diferencial.

 127.  128. 

Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 129 y 130, encontrar la 
solución particular que satisface las condiciones iniciales.

 129.  130. 

dy

dx
ex e x 2dy

dx
xeax2

f 0 1
4, f 0 1

2f 0 1, f 0 0

f x sen x e2xf x
1
2 ex e x ,

h 0 5 10 15 20

P 10 332 2 3765 583 5171 240

t 3 4 5 6

V

t 7 8 9

V

$23 046 $20 596 $18 851 $17 001

$12 841$14 101$15 226

� e�x tane�x	 dx

� 
5 � ex

e2x
 dx

� 
ex � e�x

ex � e�x
 dx

� ex�1 � ex dx

�  
e�x

1 � e�x
 dx

� 
e�x

�x
 dx

� x2 ex3

 dx

� e 2x�1 dx

� e5x5	 dx

� lne2x�1	 dx

� 
e2x � 2ex � 1

ex
 dx

� 
2ex � 2e�x

ex � e�x	2
 dx

� 
ex � e�x

ex � e�x
 dx

� 
e2x

1 � e2x
 dx

� 
e1�x2

x3
 dx

� exex � 1	2 dx

� e1�3x dx

� e�x 4
 �4x3	 dx

���2

0

 e � x cos � x dx

�3

0

 
2e2x

1 � e2x
 dx

�3

1

 
e3�x

x2
 dx

�1

0

 xe�x2
 dx

�1

0

 e�2x dx

sen ���2

��3

 esec 2x sec 2x tan 2x dx

�1

0

ex

5 � ex
 dx

��2

0

 xe�x2�2	 dx

�0

�2

 x2 ex3�2 dx

�4

3

e3�x dx
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Campos de pendientes En los ejercicios 131 y 132 se da una ecua-
ción diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Esbozar 
dos soluciones de la ecuación diferencial en el campo de pendientes, 
una de las cuales pase por el punto indicado. b) Por integración 
encontrar la solución particular de la ecuación diferencial y usar 
una herramienta de graficación para representarla. Comparar el 
resultado con los esbozos del apartado a).

 131. S0, 1Ddy
dx

� 2e�xY2,  132. �0, �
3
2�

dy
dx

� xe�0.2x2
,

Área En los ejercicios 133 a 136, calcular el área de la región deli-
mitada por las gráficas de las ecuaciones. Usar una herramienta de 
graficación para representar la región y verificar los resultados.

 133. 

 134. 

 135. 

 136. 

Integración numérica En los ejercicios 137 y 138, aproximar la 
integral usando la regla del punto medio, la de los trapecios y la 
regla de Simpson con n � 12. Usar una herramienta de graficación 
para verificar los resultados.

 137.  138. 

 139.  Probabilidad Ciertas baterías para automóvil tienen una vida 
media de 48 meses con una desviación estándar de 6 meses. 
Las vidas de las baterías siguen una distribución normal. La 
probabilidad de que una batería dure entre 48 y 60 meses es 
0.0665 
60

48  e 0.0139t 48	2
 dt. Usar la función de integración 

de una herramienta de graficación para aproximar la integral. 
Interpretar los resultados.

 140. Probabilidad El tiempo medio de espera (en minutos) 
en una tienda está dado por la solución de la ecuación 

x

0 0.3e 0.3t dt
1
2.  Resolver la ecuación.

 141.  Movimiento horizontal La función posición de una partícula 
que se mueve a lo largo del eje x es xt) Aekt Be kt  donde 
A, B y k son constantes positivas.

 a) ¿Durante qué tiempo t la partícula está más cercana al 
origen?

 b) Mostrar que la aceleración de la partícula es proporcional a 
la posición de la partícula. ¿Cuál es la constante de propor-
cionalidad?

 142. Modelado matemático Una válvula de un depósito se abre 
durante 4 horas para dejar salir un producto químico en un 
proceso de manufactura. El ritmo o velocidad de flujo de salida 
R (en litros por hora) en el instante t (en horas) está dado en la 
siguiente tabla.

Tabla para 142

 a) Usar la función de regresión en la herramienta de graficación 
para calcular un modelo lineal para los puntos (t, ln R). 
Escribir la ecuación resultante de la forma ln R � at � b, 
de manera exponencial.

 b) Usar una herramienta de graficación para representar los 
datos y el modelo exponencial.

 c) Usar la integral definida para aproximar el número de litros 
del producto químico que han salido durante esas cuatro 
horas.

Desarrollo de conceptos

 143. Con sus propias palabras, enunciar las propiedades de la 
función exponencial natural.

 144. ¿Existe una función ƒ tal que ƒ(x) � ƒ�(x)? Si es así, ¿cuál es?

 145. Sin integrar, enunciar la fórmula que podría utilizarse para 
efectuar las integrales siguientes.

 a) % e x

e x � 1
 dx  b) %xex2

 dx

 146. Considerar la función n f x	 �
2

1 � e1�x
.

 a) Usar una herramienta de graficación para graficar f.

 b) Escribir un párrafo corto explicando por qué la gráfica 
tiene una asíntota horizontal en y � 1 y por qué la 
función tiene una discontinuidad no desmontable en 
x � 0.

 147. Al ser ex � 1 para x � 0, se tiene que � x

0
 et dt � �x

0
 1 dt.  Efectuar 

  esta integración para deducir la desigualdad ex � 1 � x para  
x � 0.

 148.  Describir la relación entre las gráficas de f x	 � ln x  y 
gx	 � e x.

 149. Encontrar, con tres decimales, el valor de x tal que e�x � x. (Usar 
el método de Newton.)

 150. Encontrar el valor de a del área comprendida entre y � e�x, el 
eje x, x� �a y x � a es  $< .

 151.  Verificar que la función

  a > 0,� � b > 0,� � L > 0y �
L

1 � ae�x�b
,

  se incrementa a una razón máxima cuando y � LY2.

 152. Sea f SxD �
ln x

x
.

 a) Representar gráficamente ƒ en (0, @) y probar que ƒ es 
estrictamente decreciente en (e, @).

 b) Demostrar que si e � A � B, entonces AB � BA.

 c) Usar el apartado b) para demostrar que eP > Pe.

x
2

2

5

5

y

x

4

4 4

4

y

y � e�2x � 2, y � 0, x � 0, x � 2

y � xe�x2Y4, y � 0, x � 0, x � �6

y � e�x, y � 0, x � a, x � b

y � ex, y � 0, x � 0, x � 5

%4

0

 �x ex dx

t 0 1 2 3 4

R 425 240 118 71 36

%2

0
 2xe�x dx

Para discusión
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5.5 Otras bases distintas de e y aplicaciones
■ Definir funciones exponenciales con bases distintas de e.

■ Derivar e integrar funciones exponenciales con bases distintas de e.

■ Usar las funciones exponenciales como modelos para el interés compuesto y el crecimiento 

exponencial.

Otras bases de e

La base de la función exponencial natural es e. Esta base “natural” se puede utilizar para 
dar el significado de cualquier base general a.

DEFINICIÓN DE UNA FUNCIÓN EXPONENCIAL BASE a

Si a es un número real positivo (a p 1) y x es cualquier número real, entonces la 
función exponencial base a se denota por ax y se define como

ax � e�ln a�x.

Si a � 1, entonces y � 1x � 1 es una función constante.

Estas funciones obedecen las leyes usuales de los exponentes. Éstas son algunas pro-
piedades familiares.

1. 2. 

3. 4. 

Cuando se desea plantear un modelo exponencial para la semivida o vida media de un 
elemento radiactivo, por ejemplo, es conveniente usar  ,N  como base del modelo. (La vida 
media es el número de años requerido para que la mitad de los átomos en una muestra de 
material radiactivo decaigan.)

EJEMPLO 1 Modelo de la semivida (o vida media) de un elemento 
radiactivo

La semivida o vida media del carbono-14 es aproximadamente 5 715 años. Si se tiene una 
muestra de 1 g de carbono-14, ¿qué cantidad existirá dentro de 10 000 años?

Solución Sean t � 0 el momento actual y y la cantidad de carbono-14 (en gramos) en la 
muestra. Al usar como base  ,N , se puede plantear el modelo y dado mediante la ecuación

Notar que cuando t � 5 715, la cantidad se ha reducido a la mitad de la original.

Cuando t � 11 430, se ha reducido a un cuarto de la cantidad inicial y así sucesivamente. Para 
hallar la cantidad de carbono-14 que queda después de 10 000 años, sustituir t � 10 000.

La gráfica de y se muestra en la figura 5.25. 

�ax�y � axy
ax

ay
� ax�y

axay � ax�ya0 � 1

y �
1
2

t 5 715

.

gramoy �
1
2

5 715 5 715

�
1
2

gramo 0.30

 y �
1
2

10 000 5 715

t

C
ar

bo
no

-1
4 

(e
n 

gr
am

os
)

Tiempo (en años)

2 000 4 000 6 000 8 000 10 000

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

(5 715, 0.50)

(10 000, 0.30)

y = 1
2

t/5 715( )

y

La vida media del carbono-14 es de aproxi-
madamente 5 715 años
Figura 5.25
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Las funciones logarítmicas con base diferente de e se definen de manera muy similar 
a las funciones exponenciales con otras bases.

DEFINICIÓN DE LA FUNCIÓN LOGARÍTMICA DE BASE a

Si a es un número real positivo (a p 1) y x es cualquier número real positivo, entonces 
la función logarítmica base a se denota loga x y se define como

Las funciones logarítmicas base a tienen las mismas propiedades que la función lo-
garitmo natural, dadas en el teorema 5.2. (Suponer que x y y son números positivos y n es 
un racional.)

1.   Logaritmo de 1.

2.  Logaritmo de un producto.

3.  Logaritmo de una potencia.

4.  Logaritmo de un cociente.

De las definiciones de funciones exponenciales y logarítmicas base a, se sigue que  
ƒ(x) � ax y g(x) � loga x son funciones inversas una de otra.

PROPIEDADES DE FUNCIONES INVERSAS

1. y � ax si y sólo si x � logay

2. aloga
x
 � x, para x � 0

3. loga a
x � x, para todo x

La función logaritmo base 10 se llama función logarítmica común o decimal. Así,  
y � 10x si y sólo si x � log10 y.

EJEMPLO 2 Otras bases distintas de e

Despejar x en las siguientes ecuaciones.

 a)  b) 

Solución

 a) Resolver la ecuación aplicando la b) Resolver la ecuación aplicando la  
función logaritmo base 3 en ambos  función exponencial base 2 en ambos  
lados de la ecuación.  lados de la ecuación.

 � x.

 � e ln x

 � e Sln aYln aDln x

 � Se ln aDS1Yln aDln x

 a loga x � aS1Yln aDln x loga x �
1

ln a
ln x.

loga 
x
y

� loga x � loga y

loga x
n � n loga x

loga xy � loga x � loga y

loga 1 � 0

log2 x � �43x �
1

81

 x �
1

16

 x �
1
24

2log2 x � 2�4

log2 x � �4

 x � �4

 x � log3 3
�4

log3 3
x � log3 

1
81

 3x �
1

81

NOTA  En los cursos previos de 
cálculo, se ha aprendido que loga x es el 
valor al que hay que elevar a para obte-
ner x. Esto concuerda con la definición 
dada ya que
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Derivación e integración

Para derivar funciones exponenciales y logarítmicas de base arbitraria, existen tres opciones: 
1) usar las definiciones de ax y loga x y obtener la derivada mediante las reglas válidas para 
las funciones exponencial natural y logarítmica, 2) usar derivación logarítmica o 3) usar las 
siguientes reglas de derivación para bases diferentes de e.

TEOREMA 5.13 DERIVADAS PARA OTRAS BASES DE e

Sean a un número real positivo (a p 1) y u una función derivable de x.

1.  2. 

3.  4. 

DEMOSTRACIÓN  Por definición, ax � e(ln a)x. Por tanto, se puede demostrar la primera regla 
si u � (ln a) x, y al derivar con base e se obtiene

Para demostrar la tercera regla, se puede escribir

La segunda y la cuarta fórmulas simplemente son versiones de la regla de la cadena de la 
primera y la tercera reglas. 

NOTA  Estas reglas de derivación son análogas a las de la función exponencial natural y logaritmo 
natural. De hecho, sólo difieren en los factores constantes ln a y 1/ln a. He aquí una de las razones 
que hacen de e la base más conveniente para el cálculo. 

EJEMPLO 3 Derivación de funciones de base distinta

Encontrar la derivada de cada una de estas funciones.

 a) 

 b) 

 c) 

Solución

 a) 

 b) 

Escribir 23x como 8x y derivar para comprobar que se obtiene el mismo resultado.

 c) 

d
dx

Floga uG �
1

Sln aDu 
du
dx

d
dx

Floga xG �
1

Sln aDx

d
dx

FauG � Sln aDau du
dx

d
dx

FaxG � Sln aDax

d
dx

Floga xG �
d
dx �

1
ln a

ln x� �
1

ln a �1
x� �

1
Sln aDx.

d
dx

FaxG �
d
dx

FeSln aDxG � eu du
dx

� eSln aDxSln aD � Sln aDax.

y � log10 cos x

y � 23x

y � 2x

y� �
d
dx

F23xG � Sln 2D23xS3D � S3 ln 2D23x

y� �
d
dx

F2xG � Sln 2D2x

y� �
d
dx

Flog10 cos xG �
�sen x

Sln 10Dcos x
� �

1
ln 10

 tan x
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En ocasiones, un integrando contiene una función exponencial en una base distinta de 
e. En tal caso, hay dos opciones: 1) pasar a base e usando la fórmula ax � e(ln a)x y entonces 
integrar, o 2) integrar directamente, usando la fórmula de integración

(que se deduce del teorema 5.13).

EJEMPLO 4 Integración de una función exponencial 
en una base distinta

Hallar E2x dx.

Solución

Cuando fue introducida la regla de la potencia Dx[x
n] � nxn � 1 en el capítulo 2, se exigió 

que n fuese racional. Ahora la regla se extiende a cualquier valor real de n. Intentar probar 
este teorema usando derivación logarítmica.

TEOREMA 5.14 REGLA DE LA POTENCIA PARA EXPONENTES REALES

Sea n cualquier número real y sea u una función derivable de x.

1. 

2. 

El siguiente ejemplo compara las derivadas de cuatro tipos de funciones. Cada función 
requiere una fórmula de derivación diferente para la obtención de la derivada, dependiendo 
de si la base y el exponente son constantes o variables.

EJEMPLO 5 Comparación de variables y constantes

 a)  Regla de la constante.

 b)  Regla exponencial.

 c)  Regla de la potencia.

 d)  Derivación logarítmica.

%ax dx � � 1
ln a�ax � C

%2x dx �
1

ln 2
2x � C

d
dx

FunG � nun�1 
du
dx

d
dx

FxnG � nxn�1

 y� � yS1 � ln xD � xxS1 � ln xD

 
y�

y
� x�1

x� � Sln xDS1D � 1 � ln x

 ln y � x ln x

 ln y � ln x x

 y � xx

d
dx

FxeG � exe�1

d
dx

FexG � ex

d
dx

FeeG � 0

NOTA  Asegurarse de ver que no 
existe una regla sencilla de derivación 
para y � xx. En general, si  
y � u(x)v(x), se necesita recurrir a la 
derivación logarítmica.  
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Aplicaciones de las funciones exponenciales

Si se depositan P dólares en una cuenta a una tasa anual de interés r (en forma decimal) y 
los intereses se acumulan en la cuenta, ¿cuál es el balance en la cuenta al cabo de 1 año? 
La respuesta depende del número n de veces que el interés se compone de acuerdo con la 
fórmula

Por ejemplo, el resultado para un depósito de $1 000 a 8% de interés compuesto n veces al 
año se muestra en la tabla de la izquierda.

Al crecer n, el balance A tiende a un límite. Para hallarlo, utilizar el siguiente teorema. 
Para comprobar las razones de su contenido, calcular [(x � 1)Yx]x para varios valores de x, 
como se puede ver en la tabla inferior izquierda. (Una demostración del teorema se puede 
consultar en el apéndice A.)

TEOREMA 5.15 UN LÍMITE QUE INVOLUCRA AL NÚMERO e

Ahora, regresar a la fórmula del balance A en una cuenta con interés compuesto n veces 
por año. Al tomar el límite cuando n tiende a infinito, se obtiene

 Tomar el límite cuando n m @.

 Reescribir.

 Hacer x � nYr. Entonces x m @ cuando n m @.

  Aplicar el teorema 5.15.

Este límite produce el balance después de 1 año de interés compuesto continuo. Así, para 
un depósito inicial de $1 000 a 8% de interés compuesto continuo, el balance al fin de año 
sería

A � 1 000e0.08

y $1 083.29

Estos resultados se resumen a continuación.

Resumen de las fórmulas de interés compuesto

Sea P � cantidad a depositar, t � número de años, A � balance después de t años,  
r � tasa de interés anual (forma decimal) y n � número de veces que se compone 
por año.

1. Compuesto n veces por año: A � P�1 �
r
n�

nt

2. Compuesto continuamente: A � Pert

A � P�1 �
r
n�

n

.

lím
xm@

 �1 �
1
x�

x

� lím
xm@

 �x � 1
x �

x

� e

 � Per.

 � P� lím
xm@

 �1 �
1
x�

x

�
r

 � P lím
nm@

 ��1 �
1

nYr�
nYr

�
r

 A � lím
nm@

 P�1 �
r
n�

n

n A

1

2

4

12

365

x �x 1 1

x �
x

10 2.59374

100 2.70481

2.71692

2.71815

2.71827

2.71828

$1 080.00

$1 083.28

$1 083.00

$1 082.43

$1 081.60

1 000

10 000

100 000

1 000 000
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EJEMPLO 6  Comparación de interés compuesto continuo, mensual  
y trimestral

Se hace un depósito de $2 500 en una cuenta que paga un interés anual de 5%. Calcular el 
balance en la cuenta al final de 5 años si el interés se compone a) trimestralmente, b) men-
sualmente y c) continuamente.

Solución

 a)  Compuesto trimestralmente.

 b)  Compuesto mensualmente.

 c)  Compuesto continuamente.

La figura 5.26 muestra cómo se incrementa el balance durante el periodo de 5 años. Notar 
que se debe hacer constar que la escala de la figura no distingue gráficamente entre los tres 
tipos de crecimiento exponencial en a), b) y c).

EJEMPLO 7 Crecimiento de un cultivo de bacterias

Un cultivo de bacterias crece según la función logística de crecimiento

donde y es el peso del cultivo en gramos y t es el tiempo en horas. Calcular el peso del 
cultivo después de a) 0 horas, b) 1 hora y c) 10 horas. d) ¿Cuál es el límite cuando t tiende 
a infinito?

Solución

 a) Cuando  t � 0, 

 b) Cuando  t � 1, 

 c) Cuando  t � 10, 

 d) Por último, al tomar el límite para t tendiendo a infinito, se obtiene

La figura 5.27 muestra la gráfica de la función. 

$3 210.06 � 2 500e0.25

 A � Pert � 2 500 e0.05 5

 $3 208.40

 2 500 1.0041667 60

 A � P 1
r

n

nt

� 2 500 1
0.05
12

12 5

 $3 205.09

 � 2 500 1.0125 20

 A � P 1
r

n

nt

� 2 500 1
0.05

4

4 5

t � 0y �
1.25

1 0.25e 0.4t
,

 1.244 gramos.

y �
1.25

1 0.25e 0.4 10

 1.071 gramos.

y �
1.25

1 0.25e 0.4 1

 � 1 gramo...

y �
1.25

1 0.25e 0.4 0

lím
t�

 
1.25

1 0.25e 0.4t
�

1.25

1 0
� 1.25 gramos.

B
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a 
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s)

Tiempo (en años)

1 2 3 4 5

1 000

2 000

3 000

4 000

5 000

t

A

A

P
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o 
de

l c
ul

ti
vo

 (
en

 g
ra

m
os

)

Tiempo (en horas)

1 2 3 4 5 7 8 9 106

1.05

1.00

1.10

1.15

1.20

1.25

t

y = 1.25
1 + 0.25e0.4t

y

El balance en una cuenta de ahorros crece 
exponencialmente
Figura 5.26

El límite de peso del cultivo cuando t m @ 
es 1.25 gramos
Figura 5.27
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En los ejercicios 1 a 4, evaluar la expresión sin usar calculadora.

 1.  2. 

 3.  4. 

En los ejercicios 5 a 8, escribir la ecuación exponencial en forma 
logarítmica o viceversa.

 5. a) 6. a)

 b)  b)

 7. a) 8. a)

 b)  b)

En los ejercicios 9 a 14, dibujar a mano la gráfica de la función.

 9.  10. 

 11.  12. 

 13.  14. 

En los ejercicios 15 a 18, encontrar la función de la gráfica. [Las 
gráficas son marcadas como a), b), c) y d).]

 a)  b)

 c)  d)

 15.   16.  

 17.   18. 

En los ejercicios 19 a 24, despejar x o b.

 19. a) 20. a)

 b)  b)

 21. a) 22. a)

 b)  b)

 23. a) 

 b)  

 24. a) 

 b) 

En los ejercicios 25 a 34, resolver la ecuación y aproximarla a 
tres decimales.

 25.  26. 

 27.  28. 

 29.  30. 

 31.  32. 

 33.  34. 

En los ejercicios 35 a 38, usar una herramienta de graficación 
para representar la función y aproximar su(s) cero(s) hasta tres 
decimales.

 35. 

 36. 

 37. 

 38. 

En los ejercicios 39 y 40 ilustrar cuáles de las funciones son in-
versas una de otra al dibujar sus gráficas en unos mismos ejes de 
coordenadas.

 39.  40. 

En los ejercicios 41 a 62, encontrar las derivadas de la función. 
(Sugerencia: En algunos ejercicios, puede ser de ayuda aplicar las 
propiedades de los logaritmos antes de derivar.)

 41.  42. 

 43.  44. 

 45.  46. 

 47.  48. 

 49.  50.

 51.  52.

 53.  54.

 55.  56. 

 57.  58.

 59.  60.

 61.  62.

En los ejercicios 63 a 66, encontrar la ecuación de la recta tangente 
a la gráfica de la función en los puntos dados.

 63.   64. 

 65.   66. 

491 2 � 7log0.5 8 � �3

log3 
1
9 � �2log10 0.01 � �2

163 4 � 83�1 �
1
3

272 3 � 923 � 8

loga 
1

a
log7 1

log27 9log2 
1
8

g x � 1 � 2 log10 x x � 3

h s � 32 log10 s � 2 � 15

f t � 300 1.007512t � 735.41

g x � 6 21�x � 25

y � 3� xh x � 5x�2

y � 2x2
y �

1
3

x

y � 3x�1y � 3x

3x � 5 � log2 64

x2 � x � log5 25

logb 125 � 3log2 x � �4

logb 27 � 3log3 x � �1

log6 36 � xlog10 0.1 � x

log3 
1
81 � xlog10 1 000� x

log5 x � 4 � 3.2log3 x
2 � 4.5

log10 t � 3 � 2.6log2 x � 1 � 5

1 �
0.10

365

365t

� 21 �
0.09

12

12t

� 3

3 5x�1 � 8623�z � 625

56x � 8 32032x � 75

g x � log3 xg x � log4 x

f x � 3xf x � 4x

�1, 2y � 2�x,

Ejercicios5.5
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log10 x � 3 � log10 x � 1

log3 x � log3 x � 2 � 1

g t
10 log4 t

t

h x log3 
x x 1

2

f x log2 
x2

x 1

y log5 x2 1

h t log5 4 t 2

y log4 5x 1)

h 2  cos 

g t t 22t

f x x 9x

y 5 4x

f x 4x

f t t 3 2 log2 t 1

g x log5 
4

x2 1 x

y log10 
x2 1

x

f x log2
3 2x 1

g t log2 t2 7 3

y log3 x2 3x

g 5 2

f t
32t

t

y x 6 2x

y 72x 1

f x 32x

 sen 2

S2, 1Dy 5x 2,

S27, 3Dy log3 x, S5, 1Dy log10 2x,

x

y

24 2 4

2

4

6

x

y

24 2 4

2

4

2

6

f x 3x 1

f x 3x

f x) 3x 1

f x) 3 x



SECCIÓN 5.5  Otras bases distintas de e y aplicaciones  369

En los ejercicios 67 a 70, usar derivación logarítmica para hallar 
dyYdx.

 67.  68. 

 69.  70. 

En los ejercicios 71 a 74, encontrar la ecuación de la recta tangente 
a la gráfica de la función en los puntos siguientes.

 71. 

 72. 

 73. 

 74. 

En los ejercicios 75 a 82, hallar la integral.

 75.  76. 

 77.  78.

 79.  80.

 81.  82. 

En los ejercicios 83 a 86, evaluar la integral.

 83.  84.

 85.  86. 

Área En los ejercicios 87 y 88, calcular el área de la región deli-
mitada por las gráficas de la ecuación.

 87. 

 88.

Campos de pendientes En los ejercicios 89 y 90, se proporcionan 
una ecuación diferencial, un punto y un campo de pendientes. 
a) Esbozar dos soluciones aproximadas de la ecuación diferen-
cial sobre el campo de pendientes, una de las cuales pase por el 
punto indicado. b) Usar la integración para encontrar la solución 
particular de la ecuación diferencial y con una herramienta de 
graficación representar la solución. Comparar el resultado con 
los esbozos del apartado a).

 89.  90. 

Desarrollo de conceptos

 91. Considerar la función ƒ(x)  log10 x.

 a) ¿Cuál es el dominio de ƒ?
 b) Encontrar ƒ 1.
 c) Si x es un número real entre 1 000 y 10 000, deter-

minar el intervalo en el cual ƒ(x) puede ser encon- 
trado.

 d) Determinar el intervalo en el cual se encuentra x si ƒ(x) 
es negativo.

 e) Si ƒ(x) aumenta en una unidad, ¿por qué factor hay que 
multiplicar x?

 ƒ) Hallar el cociente entre x1 a x2 sabiendo que ƒ(x1)  3n 
y ƒ(x2)  n.

 92. Ordenar las funciones

desde la que tiene mayor ritmo de crecimiento hasta la que 
tiene el menor, para valores grandes de x.

 93. Calcular la derivada de cada función, para a constante.

 a)  b) 

 c)  d) 

 94.  La tabla de valores se obtuvo para evaluación de una función. 
Determinar cuáles de los enunciados pueden ser ciertos o 
falsos y explicar la razón.

 a)  y es una función exponencial de x.
 b)  y es una función logarítmica de x.
 c)  x es una función exponencial de y.
 d)  y es una función lineal de x.

 95. Inflación Si el ritmo o tasa de inflación anual es, en promedio, 
de 5% para los próximos 10 años, el costo aproximado C de 
bienes o servicios durante una década es

donde t es el tiempo en años y P es el costo actual.

 a) Si el cambio de aceite del automóvil cuesta hoy $24.95, 
estimar el precio dentro de 10 años.

 b) Calcular el ritmo o velocidad de cambio de C respecto a t 
para t  1 y t  8.

 c) Verificar que el ritmo de cambio de C es proporcional a C. 
¿Cuál es la constante de proporcionalidad?
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 96. Depreciación Después de t años, el valor de un automóvil 
adquirido por $25 000 es

 a) Usar una herramienta de graficación para representar la 
función y determinar el valor del automóvil 2 años después 
de su compra.

 b) Calcular la razón de cambio de V respecto a t para t  1 y 
t  4.

 c) Usar una herramienta de graficación para representar Va(t) y 
determinar la asíntota horizontal. Interpretar su significado 
en el contexto del problema.

Interés compuesto En los ejercicios 97 a 100, completar la tabla 
al determinar el balance A para P dólares invertidos a una tasa 
de interés r, durante t años, n veces al año.

 97.   

 98. 

 99.   

 100. 

Interés compuesto En los ejercicios 101 a 104, completar la tabla 
al determinar la cantidad de dinero P (valor presente) que debe ser 
depositada a una tasa r de interés anual para producir un balance 
de $100 000 en t años.

 101. r  5%

Interés compuesto continuo

 102. r  6%

Interés compuesto continuo

 103. r  5%

Interés compuesto mensual

 104. r  7%

Interés compuesto diario

 105. Interés compuesto Se tiene una inversión de una renta de 
6% compuesto diariamente. ¿Cuál de las siguientes opciones 
produciría un balance mayor después de 8 años?

 a) $20 000 ahora
 b) $30 000 después de 8 años
 c) $8 000 ahora y $20 000 después de 4 años
 d) $9 000 ahora, $9 000 después de 4 años y $9 000 después 

de 8 años.

 106. Interés compuesto Considerar un depósito de $100 a r% de in-
terés compuesto continuo durante 20 años. Usar una herramienta 
de graficación para representar las funciones exponenciales que 
describen el crecimiento del capital en los siguientes veinte años 
para cada una de las tasas de interés que se especifican. Comparar 
los balances finales de cada una de las tasas.

 a) r  3%

 b) r  5%

 c) r  6%

 107. Producción de madera El rendimiento V (en millones de pies 
cúbicos por acre) de un bosque de t años de edad es

donde t es medido en años.

 a) Calcular el volumen límite de madera por acre cuando t 
tiende a infinito.

 b) Encontrar el ritmo o velocidad de cambio de V cuando  
t  20 años y cuando t  60 años.

 108. Teoría del aprendizaje Un modelo matemático para la propor-
ción P de respuestas correctas tras n ensayos, en un experimento 
sobre aprendizaje, resultó seguir el modelo

 a) Calcular la proporción límite de respuestas correctas cuando 
n tiende a infinito.

 b) Calcular el ritmo de cambio P después de n  3 pruebas y 
de n  10 pruebas.

 109. Defoliación forestal Para estimar la defoliación producida 
por las lagartas durante un año, un ingeniero forestal cuenta el 
número de montones de huevos en  I � G  de acre en el otoño ante-
rior. El porcentaje de defoliación y está dado aproximadamente 
por

donde x es el número de montones en miles. (Fuente: USDA 
Forest Service.)

 a) Usar una herramienta de graficación para representar la 
función.

 b) Estimar el porcentaje de defoliación si se cuentan 2 000 
montones de huevos.

 c) Estimar el número de montones de huevos que existen 
si se observa que aproximadamente 2<  del bosque se han 
defoliado.

 d) Mediante el cálculo, estimar el valor de x para el que y crece 
más rápidamente.
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 110. Crecimiento poblacional Un lago se repuebla con 500 peces, 
y su población crece de acuerdo con la curva logística

donde t se mide en meses.

 a) Usar la función de regresión de una herramienta de grafi-
cación para representar la función.

 b) ¿Cuál es el tamaño límite de la población de peces?
 c) ¿A qué ritmo o velocidad crece la población de peces al 

final de 1 mes y al final del décimo mes?
 d) ¿Después de cuántos meses crece más de prisa la pobla-

ción?

 111. Modelado matemático La tabla muestra la resistencia B (en 
toneladas) a la ruptura de un cable de acero de varios diámetros 
d (en pulgadas).

 a) Usar la función de regresión de la herramienta de graficación 
para ajustar un modelo exponencial a los datos.

 b) Usar una herramienta de graficación para representar los datos 
y el modelo.

 c) Calcular el retorno o la tasa de crecimiento del modelo cuando 
d  0.8 y d  1.5.

 112.  Comparación de modelos Los números y (en miles) de 
trasplantes de órganos en Estados Unidos de 2001 a 2006 se 
muestran en la tabla, con x = 1 correspondiendo a 2001. (Fuente: 
Organ Procurement and Transplantation Network)

 a) Usar la habilidad de regresión de una herramienta de grafica-
ción para encontrar los siguientes modelos para los datos.

 b) Usar una herramienta de graficación para representar los 
datos y graficar cada uno de los modelos. ¿Qué modelo se 
ajusta mejor a los datos?

 c) Interpretar la pendiente del modelo lineal en el contexto 
del problema.

 d) Encontrar la razón de cambio de cada uno de los modelos 
para el año 2004. ¿Qué modelo se incrementa a la más 
grande razón en 2004?

 113. Conjetura

 a) Usar una herramienta de graficación que aproxime las 
integrales de las funciones

en el intervalo [0, 4].
 b) Usar una herramienta de graficación para representar las 

tres funciones.

 c) Usar los resultados de los apartados a) y b) para formular 
una conjetura acerca de las tres funciones. ¿Podría haber 
realizado una conjetura usando sólo el apartado a)? Expli-
car. Demostrar la conjetura analíticamente.

 114. Completar la tabla para demostrar que e puede definirse también 
como lím

x�0�

 1 � x 1 x.

En los ejercicios 115 y 116, encontrar una función exponencial 
que se ajuste a los datos experimentales tomados en los tiempos 
t indicados.

 115. 

 116. 

En los ejercicios 117 a 120, encontrar el valor exacto de la ex-
presión.

 117.   118.  

 119.   120.  

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 121 a 126, determinar si 
la afirmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar la razón o 
dar un ejemplo que muestre su falsedad.

 121. e �
271 801
99 900

 122. Si ƒ(x)  ln x, entonces ƒ(e n  1)  ƒ(e n)  1 para cualquier 
valor de n.

 123. Las funciones ƒ(x)  2  ex y g(x)  ln (x  2) son inversas 
una de otra.

 124. La función exponencial y  Cex es la solución de la ecuación 
diferencial dny dxn  y, n  1, 2, 3, …

 125. Las gráficas ƒ(x)  ex y g(x)  e x se cortan en ángulo recto.

 126. Si ƒ(x)  g(x) ex, los únicos ceros de ƒ son los ceros de g.

 127.   a) Mostrar que �23�2 2�32�.

 b)  ¿Son  f �x� �xx�x  y g�x) x�xx�  la misma función? ¿Por 
qué sí o por qué no?

 c)  Encontrar f �x�  y g �x�.

 128.  Sea f �x�
ax 1

ax 1
 para a 1.a > 0,  Mostrar que f tiene 

  una función inversa. Entonces encontrar f 1.

 129. Demostrar que al resolver la ecuación diferencial logística

se obtiene la función de crecimiento logístico del ejemplo 7.

p t
10 000

1 19e t 5

y h t � 4e�0.653886tf t � 4
3
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2t 3
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x 1 2 3 4 5 6
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y4 � axby3 � abx

y2 � a � b ln xy1 � ax � b

d 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75

B 9.85 21.8 38.3 59.2 84.4 114.0

t 0 1 2 3 4

y 720.00 432.00 259.20 155.52

t 0 1 2 3 4

y 600.00 630.00 661.50 694.58 729.30

1 200.00

x 1 10�1 10�2 10�4 10�6

1 1 x 1/x

91 ln 3

51 ln 5

321 ln 2

6ln 10 ln 6
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 130. Dada la función exponencial ƒ(x) � ax, demostrar que

 a) ƒ(u � v) � ƒ(u) · ƒ(v)

 b) ƒ(2x) � [ƒ(x)]2.

 131. a) Determinar y� dado yx � xy.

 b) Encontrar la pendiente de la recta tangente a la gráfica de 
yx � xy en cada uno de los siguientes puntos.

 i) (c, c)
 ii) (2, 4)
 iii) (4, 2)

 c) En cuáles puntos de la gráfica de yx � xy no existe la recta 
tangente?

 132. Considerar la función ƒ(x) � 1 � x y g(x) � bx, b � 1.

 a) Sea b � 2, usar la herramienta de graficación para repre-
sentar ƒ y g en la misma pantalla. Identificar los puntos de 
intersección.

 b) Repetir el apartado a) usando b � 3.

Sea f x �
x x,      

1,
x p 0
x � 0.

 a) Usar una herramienta de graficación para representar ƒ en la 
ventana �3 � x � 3, �2 � y � 2. ¿Cuál es el dominio de ƒ?

 b) Usar las funciones trace y zoom de la herramienta de graficación 
para estimar

 c) Explicar brevemente por qué la función ƒ es continua en todos 
los números reales.

 d) Estimar a simple vista la pendiente de ƒ en el punto (0, 1).
 e) Explicar por qué la derivada de una función se puede aproximar 

mediante la fórmula.

 c) Calcular todos los valores de b tales que g(x) � ƒ(x) para 
todo x.

 133. ¿Cuál es mayor

  n n�1   o  n � 1 n

  donde n � 8?

 134. Demostrar que si x es positivo, entonces

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Competi-
tion. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

PROYECTO DE TRABAJO

Estimación gráfica de pendientes

  para valores pequeños de $x. Usar esta fórmula para aproximar 
la pendiente de ƒ en el punto (0, 1).

  ¿Cuál es la pendiente de ƒ en (0, 1)?
 ƒ) Hallar una fórmula para la derivada de ƒ y determinar ƒ�(0). Ex-

plicar por escrito por qué una herramienta de graficación puede 
proporcionar un valor incorrecto de la pendiente de una gráfica.

 g) Usar esa fórmula para la derivada de ƒ con el fin de encontrar los 
extremos relativos de ƒ. Verificar su respuesta con la herramienta 
de graficación.

PARA MAYOR INFORMACIÓN Para saber más sobre el uso de 
herramientas de graficación para estimar pendientes, ver el artículo 
“Computer-Aided Delusions”, de Richard L. Hall en The College 
Mathematics Journal.

lím
xm0

 f x .

f x � $x � f x � $x
2$x

Preparación del examen Putnam
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1

1 x
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f 0 x f 0 x

2 x

f x f x

2 x
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5.6 Funciones trigonométricas inversas: derivación
■ Desarrollar propiedades de las seis funciones trigonométricas inversas.

■ Derivar las funciones trigonométricas inversas.

■ Repasar las reglas básicas de derivación de las funciones elementales.

Funciones trigonométricas inversas

Esta sección comienza con una afirmación sorprendente: ninguna de las seis funciones 
trigonométricas tienen inversa. Y es cierto, ya que las seis funciones trigonométricas son 
periódicas y, en consecuencia, no son inyectivas. En esta sección se analizan esas seis funcio-
nes para ver si es posible redefinir su dominio de manera tal que, en el dominio restringido, 
tengan funciones inversas.

En el ejemplo 4 de la sección 5.3 se vio que la función seno es creciente (y por tanto 
inyectiva) en el intervalo [ 2, 2] (ver la figura 5.28). En ese intervalo se puede definir 
la inversa de la función seno restringida como

y  arcsen x  si y sólo si  sen y  x

donde 1  x  1 y 2  arcsen x  2.
Bajo restricciones adecuadas, cada una de las seis funciones trigonométricas es inyectiva 

y admite inversa, como se muestra en las siguientes definiciones.

DEFINICIÓN DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS

Función Dominio Recorrido o rango

y  arcsen x si y sólo si sen y  x 

y  arccos x si y sólo si cos y  x

y  arctan x si y sólo si tan y  x

y  arccot x si y sólo si cot y  x

y  arcsec x si y sólo si sec y  x

y  arccsc x si y sólo si csc y  x

NOTA  El término “arcsen x” se lee “el arco seno de x” o algunas veces “el ángulo cuyo seno es x”. 
Una notación alternativa de la función inversa del seno es “sen 1 x”. 

E X P L O R A C I Ó N

La función inversa de la secante En la definición anterior, la función inversa de la 
secante se ha definido restringiendo el dominio de la función secante a los intervalos 

0, 
2

�
2

, . La mayoría de los libros coincide en la restricción elegida, pero 

algunos discrepan. ¿Qué otros dominios podrían adoptarse? Explicar el razonamiento 
gráficamente. La mayoría de las calculadoras no dispone de la función inversa de la se-
cante. ¿Cómo se puede evaluar la función inversa de la secante con la calculadora?

y 0
2

b y b
2

,x r 1

y
2

0 b y b ,x r 1

0 < y << x <

2
< y <

2
< x <

0 b y b1 b x b 1
2

b y b
2

1 b x b 1

x

y

1

−1

−−
2 2

y x sen
Dominio: 2,   2]
Recorrido o rango: [ 1, 1]

[−
−

La función seno es inyectiva en  
[ 2, 2]
Figura 5.28
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Las gráficas de las seis funciones trigonométricas inversas se muestran en la figura 
5.29.

EJEMPLO 1 Evaluación de las funciones trigonométricas inversas

Evaluar cada una de las funciones.

 a) arcsen 
1
2  b) arccos 0 c) arctan 3 d) arcsen(0.3)

Solución

 a) Por definición, y  arcsen (  ,N ) implica que sen y   ,N . En el intervalo [ 2, 2] 
el valor correcto de y es 6.

arcsen
1
2 6

 b) Por definición y  arccos 0 implica que cos y  0. En el intervalo [0, ] se tiene  
y  2.

arccos 0
2

 c) Por definición, y  arctan 3  implica que tan y  3 . En el intervalo ( 2, 2), 
se tiene y  3.

arctan 3
3

 d) Al utilizar la calculadora en modo radianes se obtiene

arcsen 0.3 0.305.

x

�

�

2

2

�1 1 2

�

y = arccsc x

y

x

�
2

�2 �1 1 2

y = arcsec x

�

y

x

P
2

2 1 1 2

y = arccot x

P

y

Dominio: 
Recorrido o rango: 2, 0 � 0, 2

, 1 � 1, Dominio: 
Recorrido o rango: 0, 2 � 2, 

, 1 � 1, Dominio: 
Recorrido o rango: 0, 

, 

x

�

�

2

2

�2 �1 1 2

�
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y

x

P

P

2

2
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y = arctan x

y

x

�
2

�2 �1 1 2

y = arccos x

�

y

Dominio: 
Recorrido o rango: 2, 2

1, 1 Dominio: 
Recorrido o rango: 0, 

1, 1 Dominio: 
Recorrido o rango: 2, 2

, 

Figura 5.29

NOTA  Al evaluar funciones trigo-
nométricas inversas es importante 
recordar que los ángulos están medidos 
en radianes.  
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Las funciones inversas tienen las propiedades

ƒ(ƒ 1(x))  x  y  ƒ 1(ƒ(x))  x

Cuando se aplican estas relaciones a las funciones trigonométricas inversas, debe tenerse 
en cuenta que las funciones trigonométricas tienen inversas sólo en dominios restringidos. 
Para valores de x fuera de esos dominios, esas dos propiedades no son válidas. Por ejemplo, 
arcsen (sen ) es 0, no .

PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS

Si 1  x  1 y 2  y  2, entonces

sen(arcsen x)  x y arcsen(sen y)  y.

Si 2 � y � 2, entonces

tan(arctan x)  x y arctan(tan y)  y.

Si x   1 y 0  y < 2 o 2 � y  , entonces

sec(arcsec x)  x y arcsec(sec y)  y.

Propiedades análogas son válidas para otras funciones trigonométricas inversas.

EJEMPLO 2 Resolución de una ecuación

 Ecuación original.

 Tomar tangentes en ambos lados.

 tan(arctan x)  x.

 Despejar x.

Algunos problemas de cálculo requieren la evaluación de expresiones del tipo  
cos(arcsen x), como se muestra en el ejemplo 3.

EJEMPLO 3 Uso de triángulos rectángulos

 a) Dado y  arcsen x, donde 0 � y � 2, encontrar cos y.
 b) Dado y  arcsec( 5 2), encontrar tan y.

Solución

 a) Como y  arcsen x, se sabe que sen y  x. Esta relación entre x y y puede representarse 
en un triángulo rectángulo, como se muestra en la figura 5.30.

cos y cos arcsen x
adj.
hip.

1 x2

(Este resultado es también válido para 2 � y � 0.)

 b) Al utilizar el triángulo rectángulo mostrado en la figura 5.31 se obtiene

tan y tan arcsec
5

2
op.
adj.

1
2

 x 2

 2x 3 1

 tan arctan 2x 3 tan 
4

arctan 2x 3
4

E X P L O R A C I Ó N

Graficar y  arccos (cos x) para 
4   x  4 . ¿Por qué la gráfica 

no es la misma que la gráfica de  
y  x?

1 x

y

1 x2

1

y

2

5

y  arcsen x
Figura 5.30

y arcsec 
5

2
Figura 5.31
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Derivadas de las funciones trigonométricas inversas

En la sección 5.1 se vio que la derivada de la función trascendente ƒ(x)  ln x es la función 
algebraica ƒ (x)  1 x. A continuación se verá que las derivadas de las funciones trigono-
métricas inversas son también algebraicas (aunque las funciones trigonométricas inversas 
son trascendentes).

El próximo teorema presenta las derivadas de las seis funciones trigonométricas inversas. 
En el apéndice A se presentan las demostraciones para arcsen u y arccos u, y el resto se deja 
como ejercicio (ver el ejercicio 104). Notar que las derivadas de arccos u, arccot u y arccsc 
u son las negativas de la derivada de arcsen u, arctan u y arcsec u, respectivamente. 

TEOREMA 5.16 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS

Si u es una función derivable de x.

EJEMPLO 4 Derivación de funciones trigonométricas inversas

 a) 

 b)

 c)

 d)

El signo de valor absoluto no es necesario, porque e2x � 0.

EJEMPLO 5 Una derivada que puede ser simplificada

d
dx

 arccsc u
u

u u2 1

d
dx

 arcsec u
u

u u2 1

d
dx

 arccot u
u

1 u2

d
dx

 arctan u
u

1 u2

d
dx

 arccos u
u

1 u2

d
dx

 arcsen u
u

1 u2

d
dx

 arcsec e2x 2e2x

e2x e2x 2 1

2e2x

e2x e4x 1

2

e4x 1

d
dx

 arcsen x
1 2  x 1 2

1 x

1

2 x 1 x

1

2 x x2

d
dx

 arctan 3x
3

1 3x 2

3
1 9x2

d
dx

 arcsen 2x
2

1 2x 2

2

1 4x2

NOTA  No hay acuerdo universal 
sobre la definición de arcsec x (o de 
arccsc x) para valores negativos de x. 
Cuando se definió aquí el recorrido o 
rango de arco secante, se eligió preser-
var la identidad recíproca.

arcsec x arccos 
1
x
.

Por ejemplo, para evaluar arcsec ( 2), 
se puede escribir

arcsec 2 arccos 0.5 2.09.

Una de las consecuencias de la 
definición de la inversa de la función 
secante dada en este texto es que su 
gráfica tiene pendiente positiva en todo 
valor de x de su dominio. (Ver la figura 
5.29.) Ello se refleja en el signo de 
valor absoluto en la fórmula de la 
derivada de arcsec x. 

TECNOLOGÍA Si la herramienta 
de graficación no tiene la función arco 
secante, se puede obtener la gráfica 
usando

f x arcsec x arccos 
1
x
.

NOTA  En el ejemplo 5, se aprecia una de las ventajas de las funciones trigonométricas inversas: 
pueden utilizarse para integrar funciones algebraicas comunes. Por ejemplo, del resultado mostrado 
en el ejemplo se desprende que

1 x2 dx
1
2

arcsen x x 1 x2 .
 

 2 1 x2

 1 x2 1 x2

 
1

1 x2

x2

1 x2
1 x2

y
1

1 x2
x 

1
2

2x 1 x2 1 2 1 x2

x x 1 x2y  arcsen
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EJEMPLO 6 Análisis de la gráfica de una función trigonométrica 
inversa

Analizar la gráfica de y  (arctan x)2.

Solución De la derivada

 
2 arctan x

1 x2

y 2 arctan x
1

1 x2

se puede observar que el único punto crítico es x  0. Por el criterio de la primera derivada, 
este valor corresponde a un mínimo relativo. De la segunda derivada se obtiene

 
2 1 2x arctan x

1 x2 2

y
1 x2 2

1 x2 2 arctan x 2x

1 x2 2

se concluye que los puntos de inflexión se presentan donde 2x arctan x  1. Al utilizar el 
método de Newton, esos puntos son x  0.765. Por último, como

lím
xmp

 arctan x 2
2

4

se concluye que la gráfica tiene a y   2 4 como asíntota horizontal. La figura 5.32 muestra 
la gráfica.

EJEMPLO 7 Obtener un ángulo máximo

Un fotógrafo está fotografiando un cuadro de 4 pies de altura colgado en una pared de una 
galería de arte. La lente de la cámara está a 1 pie bajo el extremo inferior del cuadro como 
se muestra en la figura 5.33. ¿A qué distancia de la pared debe colocarse la cámara para 
conseguir que el ángulo subtendido por la lente de la cámara sea máximo?

Solución En la figura 5.33, sea  el ángulo que se desea maximizar

 arccot 
x
5

arccot x

 

Al derivar se obtiene

 
4 5 x2

25 x2 1 x2 .

 
5

25 x2

1
1 x2

d
dx

1 5
1 x2 25

1
1 x2

como d dx  0 cuando x  5, se puede concluir por el criterio de la primera derivada 
que esta distancia hace maximizar el ángulo . Así pues, la distancia es x  2.236 pies y el 
ángulo máximo es   0.7297 radianes  41.81 .

x
2

1

1

1

1

2

3

2

y = (arctan x)2

y = P
4

2

Puntos de
inflexión

y

A
B Q

x

No está dibujado a escala

4 
pies

1 
pie

La gráfica de y  (arctan x)2 tiene una 
asíntota horizontal a y  2 4
Figura 5.32

La cámara debe estar a 2.236 pies de la 
pared para maximizar el ángulo 
Figura 5.33
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Resumen de las reglas básicas de derivación

A principios del siglo XVII, Europa se vio inmersa en una era científica representada por 
grandes pensadores como Descartes, Galileo, Huygens, Newton y Kepler. Estos hombres 
creían en una naturaleza gobernada por leyes básicas, expresables en gran parte en términos 
matemáticos. Una de las publicaciones más influyentes de la época —el Dialogo soprai die 
massimi sistemi del mondo de Galileo Galilei— se ha convertido en una descripción clásica 
del pensamiento científico moderno.

Conforme las matemáticas se han ido desarrollando en los siglos posteriores, se ha visto 
que unas cuantas funciones elementales son suficientes para modelar la mayoría* de los 
fenómenos de la física, la química, la biología, la ingeniería, la economía y otros campos. 
Una función elemental es una función de la lista siguiente o una que puede obtenerse con 
éstas mediante sumas, productos, cocientes o composiciones.

Funciones algebraicas  Funciones trascendentes

Funciones polinomiales Funciones logarítmicas

Funciones racionales Funciones exponenciales

Funciones con radicales Funciones trigonométricas

 Funciones trigonométricas inversas

Con las reglas de derivación introducidas hasta ahora en el texto es posible derivar cualquier 
función elemental. Por conveniencia, se resumen esas reglas a continuación.

GALILEO GALILEI (1564-1642)

La visión de la ciencia de Galileo difería 
de la aceptada perspectiva aristotélica 
de que la Naturaleza tiene magnitudes 
susceptibles de descripción, tales como 
“fluidez” o “potencialidad”. Él quiso 
describir el mundo físico en términos de 
cantidades medibles, como el tiempo, la 
distancia, la fuerza y la masa.

Reglas básicas de derivación de funciones elementales

1. 2. 3.

4. 5. 6.

7. 8. 9.

10. 11. 12.

13. 14. 15.

16. 17. 18.

19. 20. 21.

22. 23. 24.
d
dx

arccsc u
u

u u2 1

d
dx

arcsec u
u

u u2 1

d
dx

arccot u
u

1 u2

d
dx

arctan u
u

1 u2

d
dx

arccos u
u

1 u2

d
dx

arcsen u
u

1 u2

d
dx

csc u csc u cot u u
d
dx

sec u sec u tan u u
d
dx

cot u csc2 u u

d
dx

tan u sec2 u u
d
dx

cos u sen u u
d
dx

sen u cos u u

d
dx

au ln a auu
d
dx

loga u
u

ln a u
d
dx

eu eu u

d
dx

ln u
u
u

d
dx

u
u
u

u ,  u 0
d
dx

x 1

d
dx

un nun 1u
d
dx

c 0
d
dx

u
v

vu uv
v2

d
dx

uv uv vu
d
dx

u p v u p v
d
dx

cu cu

* Algunas funciones importantes usadas en ingeniería y ciencias (como las funciones de Bessel y la 
función gamma) no son funciones elementales.

T
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 C
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Análisis numérico y gráfico En los ejercicios 1 y 2, a) usar una 
herramienta de graficación para completar la tabla, b) representar 
a mano los puntos de la tabla y la función, c) usar una herramien-
ta de graficación para representar la función y comparar con el 
dibujo del apartado b) y d) hallar las intersecciones con los ejes y 
las simetrías de la gráfica.

 1. y  arcsen x 2. y  arccos x

En los ejercicios 3 y 4, determinar las coordenadas faltantes de 
los puntos sobre la gráfica de la función.

En los ejercicios 5 a 12, evaluar la expresión sin usar calculadora.

 5.  6. 

 7.  8. 

 9.  10. 

 11.  12. 

En los ejercicios 13 a 16, usar la calculadora para aproximar el 
valor. Redondear la respuesta a dos decimales.

 13.  14. 

 15.  16. 

En los ejercicios 17 a 20, evaluar la expresión sin usar calculadora. 
(Sugerencia: Ver el ejercicio 3.)

 17. a)  18. a)

  b)   b)

 19. a)  20. a) 

  b)   b)

En los ejercicios 21 a 26, usar la figura para escribir la expresión 
en forma algebraica dada y � arccos x, donde 0 < y < P 2.

 21.  cos y

 22.  sen y

 23.  tan y

 24.  cot y

 25.  sec y

 26.  csc y

En los ejercicios 27 a 34, escribir la expresión en la forma alge-
braica. [Sugerencia: Trazar un triángulo rectángulo, como se 
demostró en el ejemplo 3.]

 27.  28. 

 29.  30. 

 31.  32. 

 33.  34. 

En los ejercicios 35 y 36, a) utilizar una herramienta de graficación 
para representar ƒ y g en la misma pantalla para verificar si son 
iguales, b) usar álgebra para verificar que ƒ y g son iguales y c) 
identificar las asíntotas horizontales de las gráficas.

 35. 

 36. 

En los ejercicios 37 a 40, despejar x.

 37.  38. 

 39.  40. 

En los ejercicios 41 y 42, verificar cada identidad.

 41. a) 

  b)

 42. a) 

  b)

En los ejercicios 43 a 62, hallar la derivada de la función.

 43.  44. 

 45.  46. 

 47.  48. 

 49.  50. 

 51.  52. 

arctan 5arcsec 1.269

arcsen 0.39arccos 0.8

arccsc 2

arctan 
3

3

arccos 12

arcsen 12

tan arcsen
5
6

sec arctan
3
5

cos arcsen 
5
13

tan arccos 
2

2

csc arctan
5

12

cot arcsen
1
2

sec arcsen 
4
5

sen arctan 
3
4

cos arcsen 
x h

r
csc arctan 

x

2

sec arcsen x 1tan arcsec 
x

3

cos arccot xsen arcsec x

sec arctan 4xcos arcsen 2x

f x tan arccos 
x

2
,    g x

4 x2

x

f x sen arctan 2x ,    g x
2x

1 4x2

arccos x arcsec xarcsen 2x arccos x

arctan 2x 5 1arcsen 3x ) 1
2

arccos x arccos x,  x 1

arcsen x arcsen x,  x 1

arctan x arctan 
1
x 2

,  x > 0

arccsc x arcsen 
1
x
,  x 1

Ejercicios5.6

x 1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y

3. 4.

       , 

y

x
4

3,

))       , 
6 ))

) )

2

2

3 2 1 2 3

y = arctan x

       ,        ,

y

x

3

1

2

4

y = arccos x

1 11

2

1

2

3

2

       ,

) )))
) )

x

1

y

f x arcsen x arccos xh t sen arccos t

h x x2 arctan 5xg x
arcsen 3x

x

f x arctan xf x arctan ex

f x arcsec 2xg x 3 arccos 
x

2

f t arcsen t2f x 2 arcsen x 1

arccot 3

arccos 1

arcsen 0

arcsec 2
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 53.  

54. 

 55. 

 56. 

 57. 

 58. 

 59. 

 60. 

 61. 

 62. 

En los ejercicios 63 a 68, encontrar una ecuación de la recta tan-
gente a la gráfica de la función en un punto dado.

 63. 

 64. 

 65.

 67. 

 68. 

Aproximación lineal y cuadrática En los ejercicios 69 a 72, usar un 
sistema algebraico por computadora para hallar la aproximación 
lineal P1 x f a f a x a  y la aproximación cuadrática 
P2 x f a f a) x a

1
2 f a x a 2 de la función ƒ en 

x � a. Dibujar la gráfica de la función y sus aproximaciones lineal 
y cuadrática.

 69.  70. 

 71.  72. 

En los ejercicios 73 a 76, encontrar los extremos relativos de la 
función.

 73. 

 74. 

 75. 

 76. 

En los ejercicios 77 a 80, analizar y bosquejar una gráfica de la 
función. Identificar algún extremo relativo, puntos de inflexión, 
y asíntotas. Usar una herramienta de graficación para verificar 
sus resultados.

 77.  78.

 79.  80.

Derivación implícita En los ejercicios 81 a 84, encontrar la 
ecuación de la recta tangente a la gráfica de la ecuación en el 
punto dado.

 81. 

 82. 

 83. 

 84. 

Desarrollo de conceptos

 85. Explicar por qué los dominios de las funciones trigonomé-
tricas están restringidos cuando se calcula la función trigo-
nométrica inversa.

 86. Explicar por qué tan P � 0 no implica que arctan 0 � P.

 87. Explicar cómo dibujar y � arccot x en una herramienta de 
graficación que no tiene la función arco cotangente.

 88. ¿Son las derivadas de las funciones trigonométricas inversas 
algebraicas o trascendentales? Mencionar las derivadas de 
las funciones trigonométricas inversas.

 89.  a)   Usar una herramienta de graficación para evaluar arcsen 
(arcsen 0.5) y arcsen (arcsen 1).

 b)  Sea f(x) � arcsen(arcsen x). Hallar el valor de x en el in-
tervalo −1 � x � 1 tal que f(x) es un número real.

90.  El punto 
3

2
, 0  está en la gráfica de y � cos x. ¿ 0, 

3

2
 

  se encuentra en la gráfica de y � arccos x? Si no es así, ¿esto 
contradice la definición de la función inversa?

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 91 a 96, determinar si la 
expresión es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o dar 
un ejemplo que lo demuestre.

 91. Dado que cos �
P

3
�

1
2

,, se tiene que arccos 
1
2

� �
P

3
..

 92. arcsen 
P

4
�

2
2

.

 93. La pendiente de la gráfica de la función tangente inversa es 
positiva para todo x.

 94. El dominio de y � arcsen x es [0, P].

 95. 
d
dx

[arctan(tan x)] � 1 para todo x en su dominio.

 96. arcsen2x � arccos2x � 1.

 97. Razón de cambio angular Un aeroplano vuela a una altitud 
de 5 millas hacia un punto directamente sobre un observador. 
Considerar U y x como se muestra en la figura siguiente.

y arctan 
x

2
1

2 x2 4

y arctan x
x

1 x2

y 25 arcsen 
x

5
x 25 x2

y 8 arcsen 
x

4
x 16 x2

2

y x arctan 2x
1
4

 ln 1 4x2

y x arcsen x 1 x2

y
1
2

x 4 x2 4 arcsen
x

2

y
1
2

1
2

 ln 
x 1
x 1

arctan x

y ln t 2 4
1
2

 arctan 
t

2

y 2x arccos x 2 1 x2

a 1f x arctan x,a
1
2f x arcsen x,

a 0f x arccos x,a 0f x arctan x,

h x arcsen x 2 arctan x

f x arctan x arctan x 4

f x arcsen x 2x

f x arcsec x x

1, 0arctan x y y2

4
,

2
2

, 
2

2
arcsen x arcsen y

2
,

0, 0arctan xy arcsen x y ,

4
, 1x2 x arctan y y 1,

66.

1

2
, 



4

1, 2)y � 4x arccos x � 1 ,

2

4
, 



4
y � arcsec 4x,2, 



4
y � arctan 

x

2
,

�
2

2
, 

3

8
y �

1

2
 arccos x,

1

2
, 



3
y � 2 arcsen x,

y � 3x arcsen x,

f x � arccos 
x

4

f x � arctan x �


2

f x � arcsec 2x

f x) � arcsen x � 1

Para discusión

CAS
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Figura para 97

 a) Escribir U como una función de x.

 b) La velocidad del aeroplano es 400 millas por hora. Encon-
trar dU dt cuando x � 10 millas y cuando x � 3 millas.

 98. Redactar Repetir el ejercicio 97 si la altitud del aeroplano es 
3 millas y describir cómo la altitud afecta la razón de cambio 
de U.

 99. Ritmo o velocidad de cambio angular En un experimento 
sobre caída libre, se deja caer un objeto desde una altura de 256 
pies. Una cámara situada en el suelo y distante 500 pies del punto 
de impacto, toma imágenes de la caída (ver la figura).

 a) Hallar la función posición que describe la altura del objeto 
en cada instante t, suponer que se deja caer en t � 0. ¿En 
qué momento el objeto llega al suelo?

 b) Calcular la razón de cambio del ángulo de elevación de la 
cámara cuando t � 1 y t � 2.

 100. Razón de cambio angular Una cámara de televisión a nivel del 
suelo graba el despegue vertical de un cohete desde un punto a 
800 metros del punto de lanzamiento. Sea U el ángulo de eleva-
ción del cohete y s la distancia entre la cámara y el cohete (ver 
la figura). Expresar U como función de s durante el ascenso del 
cohete. Diferenciar el resultado para hallar dU dt en términos de 
s y de ds dt.

 101.  Maximización de un ángulo Una cartelera de 85 pies de dis-
tancia de separación es perpendicular a un camino recto y está 
a 40 pies del camino (ver la figura). Encontrar el punto sobre el 
camino en el cual el ángulo U subtendido por la carretera es un 
máximo.

Figura para 101 Figura para 102

 102.  Velocidad angular Un carro patrulla está estacionado a 50 
pies de un almacén grande (ver la figura). La luz giratoria en la 
parte superior del carro gira a una razón de 30 revoluciones por 
minuto. Escribir U como una función de x. ¿Qué tan lejos está 
el rayo de luz moviéndose a lo largo de la pared cuando el rayo 
hace un ángulo de U � 45� con la línea perpendicular desde la 
luz hasta la pared?

 103. a) Demostrar que arctan x � arctan y � arctan 
x � y

1 � xy
,

xy p 1.

  b) Usar la fórmula del apartado a) para probar que 

arctan 
1
2

� arctan 
1
3

�
P

4
.

 104. Verificar las siguientes fórmulas de derivación.

 a) 

 b) 

 c) 

 d) 

 105. Existencia de una inversa Determinar los valores de k para 
los que la función ƒ(x) � kx � sen x tiene función inversa.

 106. Para pensar Usar una herramienta de graficación para repre-
sentar ƒ(x) � sen x y g(x) � arcsen (sen x).

 a) ¿Por qué la gráfica de g no es la recta y � x?

 b) Hallar los extremos de g.

 107. a) Representar la función ƒ(x) � arccos x � arcsen x sobre el 
intervalo [�1, 1]. 

  b)  Describir la gráfica de ƒ. 

  c)  Comprobar el resultado del apartado b) analíticamente.

 108. Comprobar que arcsen x < 1.x � arctan
x

1 � x2 ,

 109. Calcular el valor de c en el intervalo [0, 4] sobre el eje x que 
maximiza el ángulo U.

 110. Encontrar PR tal que 0 � PR � 3 y m �Usea un máximo.

 111. Algunos textos de cálculo definen la inversa de la función secante 
usando el dominio [0, P 2) � [P, 3P 2).

 a) Hacer un boceto de la gráfica y � arcsec x usando este 
rango.

 b) Mostrar que y� �
1

x x2 � 1
.

x

5 millas

Q

No está dibujado a escala

256 pies

500 pies

h
s

800 m

Figura para 99 Figura para 100

y

x
c

(0, 2) (4, 2)

Q

R

Q

P

3

2

5

Q

Figura para 109 Figura para 110

No está dibujado a escalaNo está dibujado a escala

�

x

�
x

40 pies 

50 pies

85 pies

P
O

L
IC

IA

No está dibujado a escala

d

dx
arccsc u

u

u u2 1

d

dx
arcsec u

u

u u2 1

d

dx
arccot u

u

1 u2

d

dx
arctan u

u

1 u2
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5.7 Funciones trigonométricas inversas: integración

■ Integrar funciones cuyas primitivas o antiderivadas contienen funciones trigonométricas 

inversas.

■ Integrar funciones completando un cuadrado.

■ Resumir las reglas básicas de integración de funciones elementales.

Integrales que contienen funciones trigonométricas inversas

Las derivadas de las seis funciones trigonométricas inversas se agrupan en tres pares. En 
cada par, la derivada de una es la negativa de la otra. Por ejemplo,

d
dx

 Farcsen xG �
1

�1 � x2

y

d
dx

 Farccos xG � �
1

�1 � x2
.

Cuando se hace una lista de las antiderivadas o primitivas que corresponden a cada una de 
las funciones trigonométricas inversas, es suficiente citar una de cada par. Es conveniente 
usar arcsen x como primitiva de 1Y 1 � x2  , en lugar de �arccos x. El siguiente teorema 
da una fórmula para la primitiva de cada una de las tres parejas. La demostración de estas 
reglas de integración se deja como ejercicio (ver ejercicios 87 a 89).

TEOREMA 5.17  INTEGRALES QUE INVOLUCRAN FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS  
INVERSAS

Sea u una función derivable de x, y sea a � 0.

1.  2. 

3. 

EJEMPLO 1 Integrales con funciones trigonométricas inversas 

 a) 

 b) 

 c) 

Las integrales del ejemplo 1 son aplicaciones a simple vista de las fórmulas de integra-
ción. Desafortunadamente, no es lo frecuente. Las fórmulas de integración que involucran 
funciones trigonométricas inversas pueden aparecer de muy diversas formas.

% du

u�u2 � a2
�

1
a

 arcsec \u\
a

� C

% du
a2 � u2 �

1
a

 arctan 
u
a

� C% du
�a2 � u2

� arcsen 
u
a

� C

 �
1
3

 arcsec \2x\
3

� C

a � 3u � 2x, % dx

x�4x2 � 9
� % 2 dx

2x�S2xD2 � 32

 �
1

3�2
 arctan 

3x
�2

� C

a � �2u � 3x, % dx
2 � 9x2 �

1
3

 % 3 dx

S�2 D2
� S3xD2

% dx
�4 � x2

� arcsen 
x
2

� C

PARA MAYOR INFORMACIÓN  
En el artículo “A Direct Proof of the 
Integral Formula for Arctangent”, 
de Arnold J. Insel, en The College 
Mathematics Journal, se puede 
encontrar una detallada demostración 
de la parte 2 del teorema 5.17.
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EJEMPLO 2 Integración por sustitución

Encontrar % dx
�e2x � 1

.

Solución Tal como está, la integral no se ajusta a ninguna de las tres fórmulas para las 
funciones trigonométricas inversas. Pero haciendo la sustitución de u � e x, se obtiene 

dx �
du
ex �

du
u

.du � ex dxu � ex

Con esta sustitución, ya se puede integrar como sigue:

 Escribir e2x como (ex)2.

 Sustituir.

 Reescribir para que se ajuste a la regla arcsec.

 Aplicar la regla arcsec.

 Sustitución regresiva.

EJEMPLO 3 Reescribir como suma de dos cocientes

Hallar % x � 2
�4 � x2

 dx.

Solución Esta integral tampoco parece ajustarse a las fórmulas. Sin embargo, desdoblando 
el integrando en dos partes, la primera es integrable por la regla de la potencia y la segunda 
da una función seno inversa.

Completar el cuadrado

Cuando hay funciones cuadráticas en el integrando, completar el cuadrado ayuda a resolver la 
integral. Por ejemplo, la expresión cuadrática x2 � bx � c puede escribirse como diferencia 
de dos cuadrados al sumar y restar (bY2)2.

 � arcsec ex � C

 � arcsec \u\
1

� C

 � % du

u�u2 � 1

 � % duYu
�u2 � 1

% dx
�e2x � 1

� % dx
�SexD2 � 1

 � ��4 � x2 � 2 arcsen 
x
2

� C

 � �
1
2

 �S4 � x2D1Y2

1Y2 � � 2 arcsen 
x
2

� C

 � �
1
2

 %S4 � x2D�1Y2S�2xD dx � 2 % 1
�4 � x2

 dx

% x � 2
�4 � x2

 dx � % x
�4 � x2

 dx � % 2
�4 � x2

 dx

 � �x �
b
2�

2

� �b
2�

2

� c

 x2 � bx � c � x2 � bx � �b
2�

2
� �b

2�
2

� c

CONFUSIÓN 
TECNOLÓGICA Integrales 
como la del ejemplo 2 son fáciles 
con ayuda de programas de inte-
gración simbólica en computadora. 
No obstante, al usarlos hay que 
recordar que pueden no ser capaces 
de encontrar una primitiva debido 
a dos razones. En primer lugar, 
algunas funciones elementales 
tienen primitivas no elementales. En 
segundo lugar, todos esos progra-
mas tienen limitaciones, así que 
puede darse una función para cuya 
integración no está preparado el pro-
grama. Recordar, asimismo, que las 
primitivas o antiderivadas que invo-
lucran funciones trigonométricas o 
logarítmicas se pueden expresar de 
maneras muy diversas. Por ejemplo, 
al utilizar uno de esos programas 
para la integral del ejemplo 2 se 
obtiene

% dx

�e2x � 1
� arctan �e2x � 1 � C.

Demostrar que esta antiderivada 
es equivalente a la obtenida en el 
ejemplo 2.
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EJEMPLO 4 Completar el cuadrado

Encontrar % dx
x2 � 4x � 7

.

Solución Se puede escribir el denominador como la suma de dos cuadrados como se 
muestra.

 � Sx � 2D2 � 3 � u2 � a2

 x2 � 4x � 7 � Sx2 � 4x � 4D � 4 � 7

En esta forma de cuadrados completados, al tomar u � x � 2 y a � 3.

% dx
x2 � 4x � 7

� % dx
Sx � 2D2 � 3

�
1
�3

 arctan 
x � 2
�3

 � C

Si el coeficiente dominante no es 1, conviene sacarlo como factor común del cuadrado. 
Por ejemplo, se puede completar el cuadrado en la expresión 2x2 � 8x � 10 factorizando 
primero.

 � 2FSx � 2D2 � 1G
 � 2Sx2 � 4x � 4 � 4 � 5D

 2x2 � 8x � 10 � 2Sx2 � 4x � 5D

Para completar el cuadrado cuando el coeficiente de x2 es negativo, el mismo proceso de 
factorización sirve. Por ejemplo, se puede completar el cuadrado en la expresión 3x � x2 
como se muestra.

 � S3
2D2

� Sx �
3
2D2

 � �Fx2 � 3x � S3
2D2

� S3
2D2G

 3x � x2 � �Sx2 � 3xD

EJEMPLO 5 Completar el cuadrado (coeficiente dominante negativo)

Calcular el área de la región delimitada por la gráfica de

f SxD �
1

�3x � x2

el eje x, y las rectas x �  N  y x � *I .

Solución En la figura 5.34 se ve que el área está dada por

Área � %9Y4

3Y2
 

1
�3x � x2

 dx.

Al utilizar la expresión con el cuadrado completo antes obtenido, se puede integrar como sigue:

� 0.524

 �
P

6

 � arcsen 
1
2

 �arcsen 0

 � arcsen 
x � S3Y2D

3Y2 �
9Y4

3Y2

 %9Y4

3Y2
 

dx
�3x � x2

� %9Y4

3Y2
 

dx
�S3Y2D2 � Fx � S3Y2DG2

TECNOLOGÍA Ante integra-
les como la del ejemplo 5 siempre 
queda el recurso de una solución 
numérica. Así, aplicando la regla de 
Simpson (con n � 12) a la integral 
de este ejemplo, se obtiene

%9Y4

3Y2
 

1
�3x � x2

 dx � 0.523599.

Este valor difiere del valor exacto 
de la integral (PY6 y 0.5235988) en 
menos de una millonésima.

El área de la gráfica en la región delimitada 
por la gráfica de f, el eje x,  

y x �
9
4x �

3
2,  es PY6

Figura 5.34

x
1

1

2 3

2

3

x = 3
2 x = 9

4

f(x) = 1
3x x2

y
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Repaso a las reglas básicas de integración 

Ya se ha terminado la introducción a las reglas básicas de integración. Si se quiere llegar a 
un uso eficaz de tales fórmulas, es conveniente practicarlas hasta que se consiga aprenderlas 
de memoria.

Se aprende mucho acerca de la naturaleza de la integración comparando esta lista con 
la de las reglas de derivación dadas en la sección anterior. Se dispone ya de suficientes 
reglas de derivación para derivar cualquier función elemental. Sin embargo, la situación en 
la integración no es la misma.

Las reglas recogidas en la lista de arriba son esencialmente las que se han podido de-
ducir de las reglas de derivación. Hasta ahora, no se han desarrollado reglas para integrar 
un producto o un cociente general, o la función logaritmo natural o las funciones trigono-
métricas inversas. Lo que es más importante, ninguna de las reglas de la lista es aplicable 
si no se logra dar el du apropiado correspondiente a la u de la fórmula. La cuestión es que 
se necesita trabajar más sobre técnicas de integración, lo cual se hará en el capítulo 8. Los 
dos ejemplos siguientes dan una idea más clara de lo que se puede y de lo que no se puede 
hacer con las técnicas disponibles hasta este momento.

Reglas básicas de integración 

1. 2.

3. 4.

5. 6.

7. 8.

9. 10.

11. 12.

13. 14.

15. 16.

17. 18.

19. 20. % du

u�u2 � a2
�

1
a

 arcsec \u\
a

� C% du
a2 � u2 �

1
a

 arctan 
u
a

� C

% du
�a2 � u2

� arcsen 
u
a

� C%csc u cot u du � �csc u � C

%sec u tan u du � sec u � C%csc2 u du � �cot u � C

%sec2 u du � tan u � C%csc u du � �ln\csc u � cot u\ � C

%sec u du � ln\sec u � tan u\ � C%cot u du � ln\sen u\ � C

%tan u du � �ln\cos u\ � C%cos u du � sen u � C

%sen u du � �cos u � C%au du � � 1
ln a�au � C

%eu du � eu � C%du
u

� ln\u\ � C

n p �1%un du �
un�1

n � 1
� C,%du � u � C

%F fSuD p gSuDG du � %fSuD du p %gSuD du%k fSuD du � k%fSuD du

Xa > 0C
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EJEMPLO 6 Comparación de problemas de integración

De las siguientes integrales encontrar tantas como sea posible, al utilizar las fórmulas y 
técnicas estudiadas hasta ahora en este texto.

 a)  b) c)

Solución

 a) Se puede encontrar la integral (se emplea la regla del arco secante).

% dx

x�x2 � 1
� arcsec\x\ � C

 b) Se puede encontrar la integral (se emplea la regla de la potencia).

 c) No se pueden integrar con las técnicas estudiadas. (Verificar esta conclusión revisando 
las fórmulas de la lista.)

EJEMPLO 7 Comparación de problemas de integración

Hallar tantas de las integrales siguientes como sea posible mediante las técnicas y fórmulas 
estudiadas hasta ahora en este texto.

 a)  b) c)

Solución

 a) Se puede calcular la integral (se emplea la regla para el logaritmo).

 � ln\ln x\ � C

 % dx
x ln x

� %1Yx
ln x

 dx

 b) Se puede calcular la integral (se emplea la regla de la potencia).

 �
Sln xD2

2
� C

 %ln x dx
x

� %�1
x�Sln xD1 dx

 c) No se puede integrar con las técnicas estudiadas.

 � �x2 � 1 � C

 �
1
2

 �Sx2 � 1D1Y2

1Y2 � � C

% x dx
�x2 � 1

�
1
2%Sx2 � 1D�1Y2S2xD dx

% dx

x�x2 � 1
% x dx
�x2 � 1

% dx
�x2 � 1

% dx
x ln x %ln x dx

x %ln x dx

NOTA  Observar que en los ejemplos 6 y 7 son precisamente las funciones más simples las que no 
se pueden integrar todavía.  
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En los ejercicios 1 a 24, hallar la integral.

 1.  2. 

 3.  4. 

 5.  6. 

 7.  8. 

 9.  10. 

 11.  12. 

 13.  14. 

 15.  16. 

 17.  18. 

 19.  20. 

 21.  22. 

 23.  24. 

En los ejercicios 25 a 38, evaluar la integral.

 25.  26. 

 27.  28. 

 29.  30. 

 31.  32. 

 33.  34. 

 35.  36. 

 37.  38. 

En los ejercicios 39 a 50, calcular o evaluar la integral (comple-
tando el cuadrado cuando sea necesario).

 39.  40. 

 41.  42. 

 43.  44. 

 45.  46. 

 47.  48. 

 49.  50. 

En los ejercicios 51 a 54, hallar o evaluar la integral mediante 
sustitución especificada.

 51.  52. 

 53.  54. 

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 55 a 57, determinar cuáles de las integrales 
pueden hallarse usando las reglas básicas estudiadas hasta 
ahora en el texto.

 55. a) b) c)

 56. a) b) c)

 57. a) b) c)

 58. Determinar qué valor aproxima mejor el área de la región 
entre el eje x y la función.

f SxD �
1

�1 � x2

en el intervalo [�0.5, 0.5]. (Basar la elección en un dibujo 
de la región, no en cálculos.)

a) 4  b) �3  c) 1  d) 2  e) 3

 59. Decidir si se puede calcular la integral

% 
2 dx

�x2 � 4

al utilizar las fórmulas y técnicas estudiadas. Explicar el 
razonamiento.

%2

�2
  

dx
x2 � 4x � 13

 %2

0
 

dx
x2 � 2x � 2

% x

�9 � 8x2 � x 4
 dx% x

x 4 � 2x2 � 2
 dx

u � �x � 1u � �x

%1

0
 

dx

2�3 � x�x � 1
%3

1
 

dx

�xS1 � xD

u � �x � 2u � �et � 3

% 
�x � 2
x � 1

 dx%�et � 3 dt

%�x � 1 dx

%ex2
 dx

% 1
�1 � x2

 dx

%x�x � 1 dx

%xex2
 dx

% x

�1 � x2
 dx

% x

�x � 1
 dx

% 1
x2 e1Yx dx

% 1

x�1 � x2
 dx

Ejercicios5.7

� x � 5

�9 � x � 3
2
 dx

� x � 3

x2 � 1
 dx

� 1

�x�1 � x
 dx

� x3

x2 � 1
 dx

� sec2 x

�25 � tan2 x
 dx

� e2x

4 � e4x
 dx

� t

t4 � 25
 dt

� t

�1 � t4
 dt

� 1

�1 � x � 1
2
 dx

� 1

x�4x2 � 1
 dx

� 7

16 � x2
 dx

� dx

�9 � x2

� x � 2

x � 1
2 � 4
 dx

� 4x � 3

�1 � x2
 dx

� 3

2�x1 � x

 dx

�x 4 � 1

x2 � 1
 dx

�7 � cos2 x
 dx

� 1

3 � x � 2
2
 dx

� 1

x�1 � ln x
2
 dx

� 1

x�x 4 � 4
 dx

� t

t4 � 16
 dt

� 1

4 � x � 3
2
 dx

� 12

1 � 9x2
 dx

� dx

�1 � 4x2
 

sen x

�1��2

0

 

�1 � x2

 
dx

��

��2

�
1 � cos2 x

�dx

�ln 5

0

ex

1 � e2x
 dx

�6

3

1

25 � x � 3
2
 dx

�0

�1�2

 
x

�1 � x2
 dx

��3�2

0

 1

1 � 4x2

 
dx

�1�6

0

 
3

�1 � 9x2
 dx

sen x

arcsen x �1��2

0

 arccos x

�1 � x2

 dx

���2

0

cos x
2

 dx

�ln 4

ln 2

e�x

�1 � e�2x
 dx

�4

1

1

x�16x2 � 5
 dx

�0

��3
  

x

1 � x2 dx

�3

�3
 

6

9 � x2 dx

�1

0

 
dx

�4 � x2

1 � sen  x

% 1

Sx � 1D�x2 � 2x
 dx%3

2
 

2x � 3
�4x � x2

 dx

% x � 1
�x2 � 2x

 dx% x � 2
��x2 � 4x

 dx

% 2
��x2 � 4x

 dx% 1
��x2 � 4x

 dx

% 2x � 5
x2 � 2x � 2

 dx% 2x
x2 � 6x � 13

 dx
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Para discusión

60.  Determinar cuál de las integrales puede encontrarse usando 
las fórmulas de integración básicas que se han estudiado 
hasta ahora en el texto.

  a) � 1

1 � x 4
 dx  b) � x

1 � x 4
 dx  c) � x3

1 � x 4
 dx

Ecuación diferencial En los ejercicios 61 y 62, usar la ecuación 
diferencial y las condiciones especificadas para encontrar y.

 61.  62. 

Campos de pendientes En los ejercicios 63 a 66 se dan una ecua-
ción diferencial, un punto y un campo de pendientes.  a) Dibujar 
dos soluciones aproximadas de la ecuación diferencial sobre el 
campo de pendientes, una de las cuales pase por el punto especifi-
cado. b) Usar la integración para encontrar la solución particular 
de la ecuación diferencial y usar una herramienta de graficación 
para representar la solución. Comparar los resultados con los 
dibujos del apartado a).

 63. 0, 0
dy

dx
�

3
1 � x2,  64. 0, 2

dy

dx
�

2
9 � x2,

 65. 2, 1
dy

dx
�

1

x x2 � 4
,  66. 5, �

dy

dx
�

2

25 � x2
,

Campo de pendientes En los ejercicios 67 a 70, usar un sistema 
algebraico por computadora para graficar el campo de pendientes 
de la ecuación diferencial y representar la solución que satisface 
la condición inicial.

 67.  68.

 69.  70.

Área En los ejercicios 71 a 76, encontrar el área de la región.

 71.  72. 

 73. y �
1

x2 � 2x � 5
 74. y �

2
x2 � 4x � 8

 75. y �
3 cos x

1 � sen2 x
 76. y �

4ex

1 � e2x

En los ejercicios 77 y 78, a) verificar la fórmula de integración, 
después b) usar ésta para encontrar el área de la región.

 77.  
arctan x

x2  dx � ln x �
1
2

 ln 1 � x2 �
arctan x

x
� C

 78.

x

y

5

5

−5

−5

x

y

4−4

5

−3

x

y

414 1

4

3

2

1

4

3

2

x

y

5

5

5 5

� x arcsen x 2 � 2x � 2 1 � x2 arcsen x � C

 arcsen x 2 dx

y

x
12 1 2 3 4

0.2

0.2

0.3

0.4

y

x
12345 1

0.1

0.2

0.5

y

x
P
2

P
4


P
4

2

3

1

3

y

x

2

1

1

1 2

x =    3

y = arctan x
x2

y

x

1

2

11
2


1

2
1

2
3

2
1

y = (arcsen x)2

Figura para 77 Figura para 78

y 2 � Py 0 � P

dy
dx

�
1

4 � x2

dy

dx
�

1

4 � x2

y 0 � 2
dy

dx
�

2y

16 � x2
,

y 3 � 0
dy

dx
�

10

x x2 � 1
,

y 0 � 4
dy

dx
�

y

1 � x2
,

y 4 � 2
dy

dx
�

1

12 � x2
,

CAS

y

x
1 2

1

2

2
2

x =

y �
2

4 � x2
y �

1

x x2 � 1

y

x

x = ln    3

�1�2 1 2

�1

1

3

y

x

2

3

�1

�1�2 1 2
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 79. a) Dibujar la región representada por

1

0
 arcsen x dx.

  b) Usar la función de integración de una herramienta de gra-
ficación para aproximar el área.

  c) Encontrar analíticamente el área exacta.

 80. a) Mostrar que 
1

0
 

4
1 � x2 dx � P.

  b) Estimar el número P usando la regla de Simpson (con  
n � 6) y la integral en el apartado a).

  c) Estimar el número P usando la capacidad de integración 
de una herramienta de graficación.

 81. Investigación  Considerar la función F x �
1
2

x�2

x

 
2

t2 � 1
 dt.

 a) Escribir una breve interpretación geométrica de F(x) con 

relación a la función f x �
2

x2 � 1
. Empleando la expli-

  cación, estimar el valor de x donde F es máxima.
 b) Efectuar la integración para hallar una forma alternativa de 

F(x). Usar el cálculo para localizar el valor de x que hace 
a F máxima y comparar los resultados con lo estimado en 
el apartado a).

 82. Considerar la integral 
1

6x � x2
 dx.

 a) Hallar la integral completando el cuadrado en el radicando.
 b) Hallarla al sustituir u � x.
 c) Las primitivas o antiderivadas obtenidas en a) y b) parecen 

muy diferentes. Usar una herramienta de graficación para 
representar cada primitiva en la misma pantalla y determi-
nar la relación entre ellas. Determinar sus dominios.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 83 a 86, determinar si la 
expresión es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o dar 
un ejemplo que lo demuestre.

 83. 

 84. 

 85. 

 86. Una forma de hallar  
2e2x

9 � e 2x dx es mediante la regla del 
arcoseno.

Verificación de las reglas de integración En los ejercicios 87 a 89, 
verificar cada regla por diferenciación. Sea a > 0.

 87. 

 88. 

 89. 
du

u u2 � a2
�

1
a

 arcsec 
u
a

� C

 90. Integración numérica a) Escribir una integral que represente 
el área de la región. b) Después usar la regla de los trapecios 
con n � 8 para estimar el área de la región. c) Explicar cómo 
se pueden usar los resultados de los apartados a) y b) para 
estimar P.

 91. Movimiento vertical Un objeto es lanzado desde el suelo 
hacia arriba con velocidad inicial de 500 pies por segundo. En 
este ejercicio, el objetivo es analizar el movimiento mientras 
asciende.

 a) Despreciando la resistencia al aire, expresar la velocidad 
en función del tiempo. Representar esta función en la he-
rramienta de graficación.

 b) Usando los resultados del apartado a) encontrar la función 
posición y determinar la altura máxima alcanzada por el 
objeto.

 c) Si la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la 
velocidad, la ecuación obtenida es

dv
dt

� � 32 � kv2

donde �32 pies s2 en la aceleración de la gravedad y k 
una constante. Hallar la velocidad en función del tiempo 
al resolver la ecuación.

dv
32 � kv2 � � dt.

 d) Usar una herramienta de graficación para representar la 
función velocidad v(t) del apartado c) si k � 0.001. Usar 
la gráfica para estimar el instante t

0
 en el que el objeto 

alcanza la máxima altura.
 e) Usar la función integración de la herramienta de graficación 

para aproximar el valor de
t0

0
 v t  dt

donde v(t) y t
0
 son los obtenidos en el apartado d). Ésta es 

la aproximación de la máxima altura del objeto.
 ƒ) Explicar la diferencia entre los resultados de los apartados 

b) y e).

PARA MAYOR INFORMACIÓN Para más información sobre este 
tópico, ver el artículo “What Goes Up Must Come Down; Will Air 
Resistance Make It Return Sooner, or Later?”, de John Lekner, en 
Mathematics Magazine.

 92. Representar y2 � arctan xy1 �
x

1 � x2, , y y3 � x sobre [0, 10].

Demostrar que 
x

1 � x2 < arctan x < x para x > 0.

y

x
12 1 2

2

2
1

2
3

y = 1
1 + x2

 
dx

4 � x2 � �arccos 
x
2

� C

 
dx

25 � x2 �
1

25
 arctan 

x
25

� C

 
dx

3x 9x2 � 16
�

1
4

 arcsec 
3x
4

� C

du
a2 � u2 �

1
a

 arctan 
u
a

� C

 
du

a2 � u2 � arcsen
u

a
� C
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5.8 Funciones hiperbólicas
■ Desarrollar las propiedades de las funciones hiperbólicas.

■ Derivar e integrar funciones hiperbólicas.

■ Desarrollar las propiedades de las funciones hiperbólicas inversas.

■ Derivar e integrar funciones que contienen funciones hiperbólicas inversas.

Funciones hiperbólicas

En esta sección se verá brevemente una clase especial de funciones exponenciales llamadas 
funciones hiperbólicas. El nombre de funciones hiperbólicas proviene de la comparación 
entre el área de una región semicircular, como se muestra en la figura 5.35, con el área de 
una región bajo una hipérbola, como se muestra en la figura 5.36. La integral que da el área 
del semicírculo emplea una función trigonométrica (circular) inversa:

1

�1

1 � x2 dx �
1
2

x 1 � x2 � arcsen x 
1

�1
�

P

2
1.571.

La integral que da el área de la región hiperbólica emplea una función hiperbólica in-
versa:

1

�1
1 � x2 dx �

1
2

x 1 � x2 � senh�1
 x 

1

�1
2.296.

Ésta es sólo una de las muchas analogías existentes entre las funciones hiperbólicas y las 
trigonométricas.

DEFINICIÓN DE LAS FUNCIONES HIPERBÓLICAS

NOTA  senh x se lee “seno hiperbólico de x”, cosh x se lee “coseno hiperbólico de x”, etcétera.  

x p 0coth x �
1

tanh x
,tanh x �  

senh x
cosh x

sech x �
1

cosh x
cosh x �  

e x � e�x

2

x p 0csch x �
1

senh x
,senh x �  

e x � e�x

2

x
1 1

2

y =    1 x2

y

Círculo: x2 � y2 � 1
Figura 5.35

x
1 1

2
y =    1 + x2

y

Hipérbola: �x2 � y2 � 1
Figura 5.36

PARA MAYOR INFORMACIÓN Para  
más información sobre el desarrollo de 
funciones hiperbólicas, ver el artícu-
lo “An Introduction to Hyperbolic 
Functions in Elementary Calculus”, 
de Jerome Rosenthal en Mathematics 
Teacher.

JOHANN HEINRICH LAMBERT 
(1728-1777)

La primera persona que publicó un 
estudio acerca de las funciones hiper-
bólicas fue Johann Heinrich Lambert, 
un matemático germano-suizo y colega 
de Euler.
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La figura 5.37 muestra las gráficas de las seis funciones hiperbólicas, así como sus 
dominios y recorridos o rangos. Nótese que la gráfica de senh x se puede obtener al sumar 
la coordenada y que corresponde a las funciones exponenciales ƒ(x) �  ,N  ex y g(x) ��,N e�x. 
De manera semejante, la gráfica de cosh x puede ser obtenida al sumar la coordenada y que 
corresponde a las funciones exponenciales ƒ(x) � ,N ex y h(x) � ,N e�x.

Muchas identidades trigonométricas tienen sus correspondientes identidades hiperbó-
licas. Por ejemplo,

y

 � senh 2x.

 �
e2x � e�2x

2

2 senh x cosh x � 2
e x � e�x

2
e x � e�x

2

 � 1

 �
4
4

 �
e2x � 2 � e�2x

4
�

e2x � 2 � e�2x

4

cosh2 x � senh2 x �
e x � e�x

2

2

�
e x � e�x

2

2

y = senh x
f(x) = ex

2

g(x) = ex

2

2

2

1

12

2

1

1
x

y

f(x) = ex

2

y = cosh x

h(x) = ex

2

2

22

2

1

1 1
x

y

2

212

2

1

1

1

x

y = tanh x

y

y = csch x = 1
senh x2

2

1

1

1 1
x

y

2

21

1

2

2 1
x

y = sech x = 1
cosh x

y

212

1

1

1

x

y = coth x = 1
tanh x

y

Dominio: (�@, @) Dominio: (�@, @) Dominio: (�@, @)
Recorrido o rango: (�@, @) Recorrido o rango: [1, @) Recorrido o rango: (�1, 1)

Dominio: (�@, 0)  (0, @) Dominio: (�@, @) Dominio: (�@, 0)  (0, @)
Recorrido o rango: (�@, 0)  (0, @) Recorrido o rango: (0, 1] Recorrido o rango: (�@, �1)  (1, @)
Figura 5.37

PARA MAYOR INFORMACIÓN  Para 
entender geométricamente la relación 
entre las funciones hiperbólica y expo-
nencial, ver el artículo “A Short Proof. 
Linking the Hyperbolic and Exponen-
tial Functions”, de Michael J. Seery en 
The AMATYC Review.
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Identidades hiperbólicas

Derivación e integración de funciones hiperbólicas

Debido a que las funciones hiperbólicas se expresan en términos de ex y e�x, es fácil obtener 
reglas de derivación para sus derivadas. El siguiente teorema presenta estas derivadas con 
las reglas de integración correspondientes.

TEOREMA 5.18 DERIVADAS E INTEGRALES DE LAS FUNCIONES HIPERBÓLICAS

Sea u una función derivable de x.

DEMOSTRACIÓN

En los ejercicios 122 a 124, se pide la demostración de algunas de las reglas de derivación.

cosh 2x � cosh2 x �senh2 xsenh 2x � 2 senh x cosh x

cosh2 x �
1 � cosh 2x

2
senh2 x �

�1 � cosh 2x
2

cosh x � y � cosh x cosh y � senh x senh y

cosh x � y � cosh x cosh y � senh x senh ycoth2 x � csch2 x � 1

senh x � y � senh x cosh y � cosh x senh ytanh2 x � sech2 x � 1

senh x � y � senh x cosh y � cosh x senh ycosh2 x �senh2 x � 1

csch u coth u du � �csch u � C
d
dx

 csch u � � csch u coth u u�

sech u tanh u du � �sech u � C
d
dx

 sech u � � sech u tanh u u�

csch2 u du � �coth u � C
d
dx

 coth u � � csch2 u u�

sech2 u du � tanh u � C
d
dx

 tanh u � sech2 u u�

senh u du � cosh u � C
d
dx

 cosh u � senh u u�

cosh u du � senh u � C
d
dx

 senh u � cosh u u�

 � sech2 x

 �
1

cosh2 x

 �
cosh x cosh x � senh x senh x

cosh2  x

 
d
dx

tanh x �
d
dx

senh x
cosh x

 �
ex � e�x

2
� cosh x

 
d
dx

senh x �
d
dx

ex � e�x

2
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EJEMPLO 1 Derivación de funciones hiperbólicas

 a)  b)

 c)

EJEMPLO 2 Localización de los extremos relativos

Localizar los extremos relativos de ƒ(x) � (x � 1) cosh x � senh x.

Solución Se comienza por igualar a cero la derivada de ƒ.

 �x 1� senh x 0

 f �x� �x 1� senh x cosh x cosh x 0

Así pues, los puntos críticos son x � 1 y x � 0. Con el criterio de la segunda derivada es fácil 
comprobar que el punto (0, �1) da un máximo relativo y el punto (1, �senh 1) da un mínimo 
relativo, como muestra la figura 5.38. Confirmar este resultado gráficamente usando una 
herramienta de graficación. Si no se dispone de las funciones hiperbólicas en la herramienta 
de graficación, se pueden utilizar funciones exponenciales como a continuación.

 1
2 xe x xe x 2e x

 1
2 xe x xe x e x e x e x e x

f�x� �x 1��1
2��e x e x� 1

2�ex e x�

Cuando un cable flexible uniforme, como un cable telefónico, está suspendido entre 
dos puntos, adopta la forma de una catenaria, que se estudia en el ejemplo 3.

EJEMPLO 3 Cables colgantes

Los cables de un tendido eléctrico están suspendidos entre dos torres, formando la catenaria 
que se muestra en la figura 5.39. La ecuación de la catenaria es

y a cosh 
x

a
.

La distancia entre las dos torres es 2b. Calcular la pendiente de la catenaria en el punto de 
sujeción del cable en la torre de la derecha.

Solución Derivando se obtiene 

y a
1
a

senh 
x

a
senh 

x

a
.

En el punto (b, a cosh(b a)), la pendiente (desde la izquierda) viene dada por m � senh
b
a .

PARA MAYOR INFORMACIÓN En el ejemplo 3, el cable es una curva catenaria entre dos soportes 
de la misma altura. Para aprender acerca de la forma del cable sostenido entre dos soportes de dife-
rente altura, ver el artículo “Reexamining the Catenary”, de Paul Cella en The College Mathematics 
Journal.

x

y

bb

y = a cosh x
a

a

1

31

2

12

3

y

x

(0, 1)

���senh�	

f (x) � (x  1) cosh x  senh x

f �(0) < 0, entonces (0, �1) es un máximo 
relativo. f  �(1) > 0, para (1, �senh 1) es un 
mínimo relativo
Figura 5.38

Catenaria
Figura 5.39

d

dx
 senh x2 3 2x cosh x2 3

senh x x cosh x

d

dx
 ln cosh x

senh x
cosh x

tanh x

d

dx
 x senh x cosh x x cosh x senh x senh x x cosh x



394  CAPÍTULO 5  Funciones logarítmica, exponencial y otras funciones trascendentes

EJEMPLO 4 Integración de una función hiperbólica

Calcular cosh 2x senh2 2x dx.

Solución

Funciones hiperbólicas inversas

A diferencia de las funciones trigonométricas, las funciones hiperbólicas no son periódicas. 
De hecho, volviendo a la figura 5.37 se ve que cuatro de las seis funciones hiperbólicas son 
inyectivas (el seno, la tangente, la cosecante y la cotangente hiperbólicos). Así, se puede 
aplicar el teorema 5.7, el cual afirma que esas cuatro funciones tienen funciones inversas. 
Las otras dos (las funciones coseno y secante hiperbólicas) son inyectivas si se restringe su 
dominio a los números reales positivos, y es en este dominio restringido donde tienen función 
inversa. Debido a que las funciones hiperbólicas se definen en términos de las funciones 
exponenciales, no es de extrañar que las funciones hiperbólicas inversas puedan expresarse 
en términos de funciones logarítmicas, como se muestra en el teorema 5.19.

TEOREMA 5.19 FUNCIONES HIPERBÓLICAS INVERSAS

Función Dominio 

DEMOSTRACIÓN  La demostración de este teorema es una aplicación directa de las propie-
dades de las funciones exponencial y logarítmica. Por ejemplo, si

f x senh x
ex e x

2

y

g x ln x x2 1

se puede ver que ƒ(g(x)) � x y g(ƒ(x)) � x, lo cual implica que g es la función inversa  
de ƒ.

 
senh3 2x

6
C

 
1

2

senh 2x 3

3
C

u senh 2xcosh 2x senh2 2x dx
1

2
senh 2x 2 2 cosh 2x  dx

, 0 0, csch 1 x ln
1

x

1 x2

x
 

0, 1sech 1 x ln 
1 1 x2

x

, 1 1, coth 1 x
1

2
 ln 

x 1

x 1

1, 1tanh 1 x
1

2
 ln 

1 x

1 x

1, cosh 1 x ln x x2 1

, senh 1 x ln x x2 1
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 TECNOLOGÍA Se puede utilizar una herramienta de graficación para verificar grá-
ficamente los resultados del teorema 5.19. Por ejemplo, dibujando las gráficas de las 
funciones siguientes.

 Tangente hiperbólica.

 Definición de la tangente hiperbólica.

 Tangente hiperbólica inversa.

 Definición de la tangente hiperbólica inversa.

Los resultados se muestran en la figura 5.40. En ella se aprecia que y
1
 � y

2
 y y

3
 � y

4
. 

También se puede ver que la gráfica de y
1
 es el reflejo de la de y

3
 en la recta y � x.

Las gráficas de las funciones hiperbólicas inversas se muestran en la figura 5.41.

y4 �
1
2

 ln 
1 � x
1 � x

y3 � tanh�1 x

y2 �
ex � e�x

ex � e�x

y1 � tanh x

La secante hiperbólica inversa se puede utilizar para definir la curva llamada tractriz o 
curva de persecución, que se analiza en el ejemplo 5.

3 3

2

y y1        2=

y y3        4=

2

1

1

2

2

3

3

1
2

2

3

3

y = senh1 x

x

y

1

1

2

2

3

3

1
1

2

2

3

3

y = cosh1 x

x

y

1

1

2

2

3

3

12

2

3

3

y = tanh1 x

x

y

1

1

2

2

3

3

1

3

y = csch1 x

x

y

1

1

2

2

3

3

1
2 1

2

3

3

y = sech1 x

x

y

1

1

2

2

3

3

1

2

3

y = coth1 x

x

y

Dominio: (�@, @) Dominio: [1, @) Dominio: (�1, 1)
Recorrido o rango: (�@, @) Recorrido o rango: [0, @) Recorrido o rango: (�@, @)

Dominio: (�@, 0)  (0, @) Dominio: (0, 1] Dominio: (�@, �1) � (1, @)
Recorrido o rango: (�@, 0)  (0, @) Recorrido o rango: [0, @) Recorrido o rango: (�@, 0) (0, @) 
Figura 5.41

Gráfica de la función tangente hiperbólica 
y la función tangente hiperbólica inversa
Figura 5.40



396  CAPÍTULO 5  Funciones logarítmica, exponencial y otras funciones trascendentes

EJEMPLO 5 Tractriz

Una persona sostiene una cuerda que está atada a un bote, como se muestra en la figura 
5.42. Mientras la persona camina por el muelle, el bote recorre una tractriz, dada por la 
ecuación

y � a sech�1 
x
a

� �a2 � x2

donde a es la longitud de la cuerda. Si a � 20 pies, calcular la distancia que la persona debe 
caminar para llevar el bote a 5 pies del muelle.

Solución En la figura 5.42, notar que la distancia recorrida por la persona se da por 

 � 20 sech�1 
x

20
.

y1 � y � �202 � x2 � �20 sech�1 
x

20
� �202 � x2� � �202 � x2

Cuando x � 5, esta distancia es

pies. � 41.27

 � 20 lnS4 � �15 D

y1 � 20 sech�1 
5
20

� 20 ln 
1 � �1 � S1Y4D2

1Y4

Derivación e integración de funciones hiperbólicas inversas

Las derivadas de las funciones hiperbólicas inversas, que recuerdan las de las funciones 
trigonométricas inversas, se enumeran en el teorema 5.20, junto con las correspondientes 
fórmulas de integración (en forma logarítmica). Se puede comprobar cada una de ellas al 
aplicar las definiciones logarítmicas de las funciones hiperbólicas inversas. (Ver los ejer-
cicios 119 a 121.)

TEOREMA 5.20 DERIVACIÓN E INTEGRACIÓN DE FUNCIONES HIPERBÓLICAS INVERSAS

Sea u una función derivable de x.

x

(0, y1)

(x, y)

10 20

x

20
20

2 


x
2

y = 20 sech1 202 x2x
20

Pe
rs

on
a

y

% du

u�a2 p u2
� �

1
a

 ln 
a � �a2 p u2

\u\ � C

% du
a2 � u2 �

1
2a

 ln\a � u
a � u\ � C

� C% du
�u2 p a2

� lnSu � �u2 p a2 D

d
dx

Fcsch�1  uG �
�u�

\u\�1 � u2

d
dx

Fsech�1  uG �
�u�

u�1 � u2

d
dx

Fcoth�1  uG �
u�

1 � u2

d
dx

Ftanh�1  uG �
u�

1 � u2

d
dx

Fcosh�1  uG �
u�

�u2 � 1

d
dx

Fsenh�1  uG �
u�

�u2 � 1

Una persona tiene que caminar 41.27 pies 
para acercar el bote a 5 pies del muelle
Figura 5.42
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EJEMPLO 6 Más sobre la tractriz

Para la tractriz del ejemplo 5, mostrar que el bote apunta siempre hacia la persona que tira 
de él.

Solución En un punto (x, y) de la tractriz, la pendiente de la gráfica marca la dirección 
del bote, como se muestra en la figura 5.42.

Sin embargo, en la figura 5.42 se puede ver que la pendiente del segmento de recta que une 
el punto (0, y

1
) con el punto (x, y) es también

m � �
�202 � x2

x
.

Así pues, el bote apunta hacia la persona en todo momento. (Por esta razón se llama curva 
de persecución.)

EJEMPLO 7 Integración usando funciones hiperbólicas inversas

Calcular % dx

x�4 � 9x2
.

Solución Sea a � 2 y u � 3x.

�
1
a

 ln 
a � �a2 � u2

\u\ � C � �
1
2

 ln 
2 � �4 � 9x2

\3x\ � C

% du

u�a2 � u2% dx

x�4 � 9x2
� % 3 dx

S3xD�4 � 9x2

EJEMPLO 8 Integración usando funciones hiperbólicas inversas

Calcular % dx
5 � 4x2.

Solución Sea a � 5 y u � 2x.

 � �
�202 � x2

x

 �
�202

x�202 � x2
�

x
�202 � x2

 � �20� 1
20�� 1

SxY20D�1 � SxY20D2� � �1
2�� �2x

�202 � x2�
y� �

d
dx�20 sech�1 

x
20

� �202 � x2�

 �  
1

4�5
 ln\�5 � 2x

�5 � 2x\ � C

1
2a

 ln\a � u
a � u\ � C �

1
2� 1

2�5
 ln\�5 � 2x

�5 � 2x\� � C

% du
a2 � u2 % dx

5 � 4x2 �
1
2% 2 dx

S�5 D2 � S2xD2
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En los ejercicios 1 a 6, evaluar la función. Si el valor no es un 
número racional, dar la respuesta con tres decimales.

 1. a)  2. a) 

  b)   b) 

 3. a)  4. a) 

  b)   b) 

 5. a)  6. a) 

  b)   b) 

En los ejercicios 7 a 16, verificar la identidad.

 7.  8. 

 9.  10. 

 11.  12. 

 13. 

 14. 

 15. 

 16. 

En los ejercicios 17 y 18, usar el valor de la función hiperbólica 
dada para hallar los valores de las otras funciones hiperbólicas 
en x.

 17.  18. 

En los ejercicios 19 a 30, encontrar la derivada de la función.

 19. f(x) � senh 3x 20. f(x) � cosh(x � 2)

 21.  22. 

 23.  24. 

 25.  26. 

 27.  28. 

 29.  30. 

En los ejercicios 31 a 34, encontrar la ecuación de la recta tangente 
a la gráfica de la función en el punto dado.

 31.  32. 

 33.  34. 

En los ejercicios 35 a 38, hallar los extremos relativos de la fun-
ción. Usar una herramienta de graficación para confirmar los 
resultados.

 35. 

 36. 

 37.  38. 

En los ejercicios 39 y 40, demostrar que la función satisface la 
ecuación diferencial.

Función Ecuación diferencial

 39.  

 40.  

Aproximaciones lineal y cuadrática En los ejercicios 41 y 42, 
usar un sistema algebraico por computadora para encontrar 
la aproximación lineal. P1

(x)  ƒ(a)  ƒ�(a)(x  a) y la aproxi-
mación cuadrática P

2
(x)  ƒ(a)  ƒ�(a)(x  a)  , Nƒ�(a)(x  a)2 

de la función ƒ en x  a. Usar una herramienta de graficación 
para representar la función y las aproximaciones lineal y cua-
drática.

 41. a 0f x tanh x,  42. a 0f x cosh x,

Catenarias En los ejercicios 43 y 44, se proporciona un modelo 
de cables de alta tensión suspendidos entre dos torres. a) Repre-
sentar gráficamente el modelo, b) calcular la altura del cable en 
los puntos de sujeción y en el punto medio entre las torres y c) 
encontrar la pendiente del modelo en el punto donde el cable está 
sujeto a la torre de la derecha.

 43. 

 44. 

En los ejercicios 45 a 58, hallar la integral.

 45.  46. 

 47.  48. 

 49.  50. 

 51.  52. 

 53.  54. 

 55.  56. 

 57.  58.

En los ejercicios 59 a 64, evaluar la integral.

 59.  60. 

 61.  62. 

 63.  64. 

coth 1 3

csch 1 2

tanh 1 0

senh 1 0

sech 1

cosh 0

sech 1 23

cosh 1 2

coth ln 5

csch ln 2

tanh 2

senh 3

cosh x cosh y 2 cosh 
x y

2
 cosh 

x y

2

senh 3x 3 senh x 4 senh3 x

senh 2x 2 senh x cosh x

senh x y senh x cosh y cosh x senh y

tanh x
1
2

senh x
3
2

g x sech2 3xf t arctan senh t

h t t coth th x
1
4

 senh 2x
x

2

y x cosh x senh xy ln tanh 
x

2

g x ln cosh xf x ln senh x

y tanh (3  1)xy sech 5x 2 2

h x 2 tanh x x

f x x senh x 1 cosh x 1

4   x   4f x sen x  senh x cos x cosh x,

g x x sech x

y y 0y a cosh x

y y 0y a senh x

senh x
1 senh2 x

 dxcosh2 x 1 senh x 1  dx

cosh x

x
 dxsenh 1 2x  dx

y 18 25 cosh 
x

25
,  25 x 25

y 10 15 cosh 
x

15
,  15 x 15

Ejercicios5.8

cosh2 x �
1 � cosh 2x

2

tanh2 x � sech2 x � 1

ex � senh x � cosh x

2
�1 � cosh 2x

2

coth2 x � csch2 x � 1

e2x � senh 2x � cosh 2x

senh  x �

0, 1)y � e ,2

1, 1)y � xcosh x,2y � senh 1 � x , 1, 0)

senh xy � cosh x � senh x , 0, 1)

 cosh 2x dx  sech2 �x  dx

% 2

x�1 � 4x2
 dx

% cosh x
�9 �senh2 x

 dx

%sech3 x tanh x dx

%sech2S2x � 1D dx

% x
x 4 � 1

 dx

%cschS1YxD cothS1YxD
x2  dx

%x csch2 
x2

2
 dx

% cosh x
senh x

 dx

%ln 2

0
 2e�x cosh x dx

%4

0

1
�25 � x2

 dx

%1

0
 cosh2 x dx

%�2Y4

0

2
�1 � 4x2

 dx

%4

0

1
25 � x2 dx

%ln 2

0
 tanh x dx

CAS
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En los ejercicios 65 a 74, calcular la derivada de la función.

 65.  66. 

 67.  68. 

 69.  70. 

 71. 

 72. 

 73. 

 74. 

Desarrollo de conceptos

 75. Discutir en qué son similares las funciones hiperbólicas y 
las funciones trigonométricas.

 76. Dibujar la gráfica de cada una de las funciones hiperbólicas. 
Después identificar el dominio y el recorrido o rango de cada 
función.

 77.  ¿Cuál de las fórmulas de derivadas hiperbólicas difiere de 
sus contrapartes trigonométricas por un signo menos?

 78.  ¿Qué función hiperbólica toma sólo valores positivos? ¿Qué 
funciones hiperbólicas se incrementan en sus dominios?

Límites En los ejercicios 79 a 86, encontrar los límites.

 79.  80. 

 81.  82. 

 83.  84. 

 85.  86. 

En los ejercicios 87 a 96, calcular la integral indefinida usando las 
fórmulas del teorema 5.20.

 87.  88.  

 89.  90.  

 91.  92.  

 93.  94. 

 95.  96. 

En los ejercicios 97 a 100, evaluar la integral usando las fórmulas 
del teorema 5.20.

 97.  98.

 99.  100.

En los ejercicios 101 a 104, resolver la ecuación diferencial.

 101. 

 102. 

 103.  104. 

Área En los ejercicios 105 a 108, encontrar el área de la región.

 105. y � sech 
x
2

 106. y � tanh 2x

 107. y �
5x

�x 4 � 1
 108. y �

6
�x2 � 4

En los ejercicios 109 y 110, evaluar la integral en términos de 
a) logaritmos naturales y b) funciones hiperbólicas inversas.

 109. %�3

0
 

dx

�x2 � 1
 110. %1Y2

�1Y2
 

dx
1 � x2

 111. Reacciones químicas Las sustancias químicas A y B se com-
binan en razón de 3 a 1 para formar un compuesto. La cantidad x 
de compuesto producida hasta el instante t es proporcional a las 
cantidades que quedan sin transformar de A y B en la disolución. 
Así pues, si se mezclan 3 kilogramos de A con 2 kilogramos de 
B, se tiene

dx
dt

� k�3 �
3x
4 ��2 �

x
4� �

3k
16

Sx2 � 12x � 32D.

Un kilogramo del compuesto se ha formado en 10 minutos. 
Calcular la cantidad formada en 20 minutos y resolver la 
ecuación

%3k
16

 dt � % dx
x2 � 12x � 32

.
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4x � x2

dy
dx

�
x3 � 21x

5 � 4x � x2
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 112. Movimiento vertical Un objeto es arrojado desde una altura 
de 400 pies.

 a) Expresar la velocidad del objeto en función del tiempo 
(despreciando la resistencia al aire sobre el objeto).

 b) Utilizando el resultado del apartado a) encontrar la función 
posición.

 c) Si la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la 
velocidad, entonces dv dt � �32 � kv2, donde �32 pies s2 
es la aceleración de la gravedad y k es una constante. Mos-
trar que la velocidad v es la función del tiempo

v t � �
32
k

 tanh 32k t

al efectuar la siguiente integración y simplificando el 
resultado:

dv

(32 )� kv2 � �  

 d) Usando el resultado del apartado c) calcular lím
tm@

 v t  e 
interpretarlo.

 e) Integrar la función velocidad del apartado c) y hallar la 
posición s del objeto en función de t. Usar una herramien-
ta de graficación para representar la función posición  
k � 0.01 y la función posición del apartado b) en la misma 
pantalla. Estimar el tiempo adicional requerido para que el 
objeto alcance el suelo, cuando se tiene en cuenta la resis-
tencia al aire.

 f) Describir qué sucedería si se aumenta el valor de k. A con-
tinuación, comprobar la afirmación con un valor particular 
de k.

Tractriz En los ejercicios 113 y 114, usar la ecuación de la tractriz 
a > 0.y a sech 1 

x

a
a2 x2,

 113. Encontrar dy dx.

 114. Sea L la recta tangente a la tractriz en el punto P. Si L corta al 
eje y en el punto Q, probar que la distancia entre P y Q es a.

 115. Demostrar que tanh�1 x �
1
2

 ln
1 � x

1 � x
, �1 � x � 1.

 116.  Demostrar que senh�1 t � ln t � t2 � 1 .

 117. Demostrar que arctan (senh x) � arcsen(tanh x).

 118. Sean x � 0 y b � 0. Demostrar que 
b

�b

 ext dt �
2 senh bx

x
.

En los ejercicios 119 a 124, verificar la fórmula de derivación.

 119.  120. 

 121.  122. 

 123. 

 124.

 125. Desde el vértice (0, c) de la catenaria y � c cosh (x c), se 
dibuja una recta L perpendicular a la tangente de la catenaria 
en el punto P. Demostrar que la longitud de L intersecada 
por los ejes es igual a la ordenada y del punto P.

 126. Aprobar o rechazar que existe al menos una recta normal a 
la gráfica de y � cosh x en un punto (a, cosh a) y también 
normal a la gráfica de y � senh x en un punto (c, senh c).

[En un punto de la gráfica, una recta normal es la perpendi-
cular a la recta tangente al punto. También, x � (ex � e�x) 2 
y senh x � (ex � e�x) 2.]

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Competi-
tion. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

PROYECTO DE TRABAJO  

Arco de San Luis

El arco de entrada a San Luis, Missouri, fue diseñada utilizando la 
función coseno hiperbólico. La ecuación utilizada para la construc-
ción del arco es

y � 693.8597 � 68.7672 cosh 0.0100333x,

�299.2239 � x � 299.2239

donde x y y se miden en pies. Las secciones del arco son triángulos 
equiláteros, y (x, y) describe la trayectoria de los centros de masas de 
esos triángulos. Para cada valor de x, el área del triángulo de la sección 
transversal es A � 125.1406 cosh 0.0100333x. (Fuente: Owner’s Ma-
nual for the Gateway Arch, Saint Louis, MO, de William Thayer)

 a) ¿A qué altura sobre el suelo está el centro del triángulo más alto? 
(Al nivel del suelo es y � 0.)

 b) ¿Cuál es la altura del arco? (Sugerencia: En un triángulo equi-
látero, A � 3c2, donde c es la mitad de la base del triángulo 
y el centro de masa del triángulo está situado a dos tercios de la 
altura del triángulo.)

 c) ¿Qué anchura tiene el arco en su base?

d

dx
sech x � �sech x tanh x

d

dx
coth x � �csch2 x

d

dx
�1 x �

1

x2 � 1

d

dx
sech�1 x �

�1

x 1 � x2

senh
d

dx

d

dx
cosh�1 x �

1

x2 � 1

cosh x � senh x
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En los ejercicios 1 y 2, esbozar a mano la gráfica de la función. 
Identificar sus asíntotas.

 1.  2. 

En los ejercicios 3 y 4, usar las propiedades de los logaritmos para 
desarrollar la función logarítmica.

 3.  4. 

En los ejercicios 5 y 6, escribir la expresión como el logaritmo de 
una única cantidad.

 5. 

 6. 

En los ejercicios 7 y 8, despejar x.

 7.  8. 

En los ejercicios 9 a 14, hallar la derivada de la función.

 9.  10. 

 11.  12. 

 13. 

 14. 

En los ejercicios 15 y 16, encontrar la ecuación de la recta tangente 
a la gráfica de la función en el punto dado.

 15. y ln 2 x
2

2 x
 16. y ln 

1 x

x

En los ejercicios 17 a 24, hallar o evaluar la integral.

 17.  18. 

 19.  20. 

 21.  22. 

 23.  24. 

En los ejercicios 25 a 30, a) hallar la inversa de ƒ, b) usar una 
herramienta de graficación para representar ƒ y ƒ 1 en una mis-
ma pantalla, c) comprobar que ƒ 1(ƒ(x))  x y ƒ(ƒ 1 (x))  x y 
d) establecer los dominios y rangos de f y f 1.

 25.  26. 

 27.  28. 

 29.  30. 

En los ejercicios 31 a 34, verificar que f  tiene una inversa. Entonces 
usar la función f del número real dado a para encontrar (  f 1)�(a). 
(Sugerencia: Usar el teorema 5.9.)

 31.  32. 

 33. 

 34. 

En los ejercicios 35 y 36,  a) hallar la función inversa de ƒ,  b) usar 
una herramienta de graficación para representar f y ƒ 1 en una 
misma pantalla, c) comprobar que ƒ 1 (ƒ (x))  x y ƒ (ƒ 1 (x))  x  
y d) establecer los dominios y rangos de f y f 1.

 35. f x ln x  36. f x e1 x

En los ejercicios 37 y 38, dibujar sin ayuda de una herramienta 
de graficación la gráfica de la función.

 37. y e x 2  38. y e x2

En los ejercicios 39 a 44, encontrar la derivada de la función.

 39.  40. 

 41.  42. 

 43.  44. 

En los ejercicios 45 y 46, encontrar una ecuación de la recta tan-
gente a la gráfica de la función en el punto dado.

 45. 2, 4f x ln e x2
,  46. 0, 

1
2

f
1
2

 esen 2 ,

En los ejercicios 47 y 48, hallar dy dx por derivación implícita.

 47. y ln x y 2 0 48. cos x2 xey

En los ejercicios 49 a 56, encontrar o evaluar la integral.

 49.  50. 

 51.  52. 

f x ln x 3f x ln x 3

ln x2 1 x 1ln 5
4x2 1
4x2 1

3 ln x 2 ln x2 1 2 ln 5

ln 3 1
3 ln 4 x2 ln x

ln x ln x 3 0ln x 1 2

y
1
ax

b

a2 ln 
a bx

x

y
1
b2 a bx a ln a bx

f x ln x x2 2 2 3f x x ln x

h x ln 
x x 1

x 2
g x ln 2x

e

1
  

ln x
x

 dx

4

1
 
2x 1

2x
 dx

 
ln x

x
 dx

sen x
1 cos x

 dx

x

x2 1
 dx

1
7x 2

 dx

x

y

(1, 2)

12 1 2

1

2

3

4

(1, ln 2)

1 2 3

1

2

3

x

y

4

0
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4
x  dx

a
3

34
x

4
,f x tan x,

a 4f x x x 3,a 1f x x3 2,

3

0
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e2x e 2x

e2x e 2x
 dx 

e4x e2x 1
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 dx

2

1 2
 
e1 x

x2  dx

1

0
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 dx

x  ≥  0f x x2 5,

f x x3 2
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 53.  54. 

 55.  56. 

 57. Demostrar que y � ex(a cos 3x � b sen 3x) satisface la ecuación 
diferencial y� � 2y� � 10y � 0.

 58. Depreciación El valor V de un artículo después de t años es 
comparado por V � 9 000e�0.6t, 0 � t � 5.

 a) Usar una herramienta de graficación para representar la 
función.

 b) Encontrar la razón de cambio de V respecto de t cuando 
t � 1 y t � 4.

 c) Usar una herramienta de graficación para representar las 
líneas tangentes a la función cuando t � 1 y t � 4.

En los ejercicios 59 y 60, calcular el área de la región limitada por 
las gráficas de las ecuaciones.

 59. 

 60. 

En los ejercicios 61 a 64, dibujar a mano la gráfica de la fun-
ción.

 61.  62. 

 63.  64. 

En los ejercicios 65 a 70, encontrar la derivada de la función.

 65.  66. 

 67.  68. 

 69.  70. 

En los ejercicios 71 y 72, encontrar la integral indefinida.

 71.  72. 

 73. Ritmo o velocidad de ascenso El tiempo t (en minutos) que 
tarda un avión pequeño en subir a una altitud de h pies es

t � 50 log10 
18 000

18 000 � h

donde 18 000 pies es el tope de altitud alcanzable por el avión.

 a) Determinar el dominio de la función apropiada al contexto 
del problema.

 b) Usar una herramienta de graficación para la función tiempo 
e identificar las asíntotas.

 c) Encontrar el instante en el que la altitud crece a mayor ritmo 
o velocidad.

 74. Interés compuesto

 a) ¿Qué capital hay que invertir continuamente a 5% de interés 
compuesto para que, al cabo de 15 años, el balance final 
sea $10 000?

 b) Un depósito a una tasa de r% de interés compuesto continuo 
duplica su valor en 10 años. Calcular r.

En los ejercicios 75 y 76, representar la gráfica de la función.

 75.  76. 

En los ejercicios 77 y 78, evaluar la expresión sin usar una calcu-
ladora. (Sugerencia: Dibujar un triángulo rectángulo.)

 77. a) sen(arcsen  ,N ) 78. a) tan(arccot 2)

  b) cos(arcsen  ,N )  b) cos(arcsec 5 )

En los ejercicios 79 a 84, encontrar la derivada de la función.

 79.  80. 

 81.  82. 

 83. 

 84. 

En los ejercicios 85 a 90, encontrar la integral indefinida.

 85.  86. 

 87.  88. 

 89.  90. 

En los ejercicios 91 y 92, encontrar el área de la región.

 91. y �
4 � x

4 � x2  92. y �
x

16 x2

 93. Movimiento armónico Un peso de masa m está sujeto al extre-
mo de un resorte que oscila con movimiento armónico simple. 
Según la ley de Hooke, se puede determinar que 

 
dy

A2 � y 2
�

k

m
  dt

donde A es el desplazamiento máximo, t el tiempo y k una 
constante. Expresar y en función de t, teniendo que y � 0 
cuando t � 0.

En los ejercicios 94 y 95, encontrar la derivada de la función.

 94.  95. 

En los ejercicios 96 y 97, encontrar la integral indefinida.

 96.  97. 

2
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e2x 1
 dx

3

1
 

ex

e x � 1
 dx

 x2e x 3 1 dxxe1�x2
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x � 4x � 0,y � 0,y � xe�x 2
,

y � log4 x
2y � log2 x � 1

y � 6 2�x2
y � 3 x 2

h x � log5 
x

x � 1
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y � x 4�xy � x2x 1

f x � 4e xf x � 3x�1

2�1 t

t2  dtx 1 5 x 1 2 
dx

h x � �3 arcsen 2xf x � 2 arctan x 3

2 < x < 4y � x2 � 4 � 2 arcsec 
x

2
,

y � x arcsen x 2 � 2x 2 1 � x2 arcsen x

y �
1
2 arctan e2xy � x arcsec x

y � arctan x2 � 1y � tan arcsen x

 
arcsen 2 x

1 4� x2
 dx 

arctan x 2
4 x2  dx

 
1

16 x2 dx 
x
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 dx

 
1
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 1. Encontrar el valor de a que maximiza el ángulo U mostrado en 
la figura. ¿Cuál es el valor aproximado de este ángulo?

 2. Recordar que la gráfica de una función y � ƒ(x) es simétrica 
respecto al origen si (x, y) es un punto de la gráfica, (�x, �y) 
lo es también. La gráfica de la función y � ƒ(x) es simétrica 
respecto al punto (a, b) siempre que (a � x, b � y) es un punto 
de la gráfica, (a � x, b � y) lo es también, como se muestra en 
la figura.

 a) Trazar la gráfica de y � sen x en el intervalo [0, 2P]. Escribir 
un párrafo breve explicando cómo la simetría de la gráfica 
respecto al punto (0, P) permite concluir que

2P

0
sen x dx � 0.

 b) Trazar la gráfica de y � sen x � 2 en el intervalo [0, 2P]. 
Usar la simetría de la gráfica respecto al punto (P, 2) para 
evaluar la integral

2P

0
sen x � 2  dx.

 c) Trazar la gráfica de y � arccos x en el intervalo [�1, 1]. 
Usar la simetría de la gráfica para evaluar la integral

1

�1
arccos x dx

 d) Evaluar la integral 
P 2

0
 

1
1 � tan x 2

 dx.

 3. a) Usar una herramienta de graficación para representar 

f x �
ln x � 1

x
 sobre el intervalo [�1, 1].

  b) Usar la gráfica para estimar  lím
xm0

  f x .

  c) Usar la definición de derivada para justificar la respuesta 
del apartado b).

 4. Sea ƒ(x) � sen (ln x).

 a) Determinar el dominio de la función ƒ.

 b) Encontrar dos valores de x que satisfagan ƒ(x) � 1.

 c) Encontrar dos valores de x que satisfagan ƒ(x) � �1.

 d) ¿Cuál es el recorrido o rango de la función ƒ?

 e) Calcular ƒ�(x) y usar el cálculo para encontrar el valor 
máximo de f en el intervalo [1, 10].

 f ) Usar una herramienta de graficación para representar ƒ en 
la pantalla [0, 5] � [�2, 2] y estimar lím

xm0�
  f x , si es que 

existe.

 g) Determinar lím
xm0�

  f x  analíticamente, si es que existe.

 5. Graficar la función exponencial y � ax para a � 0.5, 1.2 y 2.0. 
¿Cuál de estas curvas interseca la recta y � x? Determinar todos 
los valores positivos de a para los cuales la curva y � a x hace 
intersección con la recta y � x.

 6. a) Sea P(cos t, sen t) un punto sobre el círculo unitario  
x2 � y2 � 1 en el primer cuadrante (ver la figura). Mostrar 
que t es igual a dos veces el área del sector circular sombrea-
do AOP.

  b) Sea P(cosh t, senh t) un punto sobre la hipérbola unitaria 
x2 � y2 � 1 en el primer cuadrante (ver la figura). Mostrar 
que t es igual a dos veces el área de la región sombreada 
AOP. Empezar por mostrar que el área AOP está dada por 
la fórmula

A t �
1
2

 cosh t senh t �

cosh t

1
 x2 � 1  dx.

 7.  Aplicar el teorema del valor medio a la función  f(x) � ln x sobre 
el intervalo cerrado [1, e]. Encontrar el valor de c en el intervalo 
abierto (1, e) tal que

  f c
f e f 1

e 1
.

 8.  Mostrar que f x
ln xn

x
 es una función decreciente para  

x > e y n > 0.

0 10

3

6

Q

a

x

(a, b)

(a  x, b  y)

(a � x, b � y)

y

x

1

1O

P

A(1, 0)t

y

x

1

1O

P

A(1, 0)

y

t
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 9. Considerar las tres regiones A, B y C determinadas por la gráfica 
de ƒ(x) � arcsen x, como se muestra en la figura.

 a) Calcular las áreas de las regiones A y B.
 b) Usar la respuesta del apartado a) para evaluar la integral

2 2

1 2
 arcsen x dx.

 c) Usar la respuesta del apartado a) para evaluar la integral

3

1
ln x dx.

 d) Usar la respuesta del apartado a) para evaluar la integral

3

1
 arctan x dx.

 10. Sea L la recta tangente de la gráfica de la función y � ln x en el 
punto (a, b). Demostrar que la distancia entre b y c siempre es 
igual a uno.

  Figura para 10  Figura para 11

 11. Sea L la línea tangente de la gráfica de la función y � e x en el 
punto (a, b). Demostrar que la distancia entre a y c siempre es 
igual a uno.

 12.  La función gudermanniana de x es gd(x) � arctan(senh x)

 a)  Graficar gd usando una herramienta de graficación.

 b)  Mostrar que gd es una función impar.

 c)  Mostrar que gd es monótona y, por tanto, tiene una in-
versa.

 d)  Encontrar el punto de inflexión de gd.

 e)  Verificar que gd(x) � arcsen(tanh x).

 f )  Verificar que gd x

x

0

dx

cosh t
.

 13. Usar integración por sustitución para encontrar el área bajo la 
curva

y �
1

x � x

entre x � 1 y x � 4.

 14. Usar la integración por sustitución para encontrar el área bajo 
la curva

y �
1

sen2 x � 4 cos2 x

entre x � 0 y x � P 4.

 15. a) Usar una herramienta de graficación para comparar la 
gráfica de la función y � e x con las gráficas de cada una 
de las funciones dadas.

 b) Identificar el patrón de las funciones polinomiales sucesi-
vas en el apartado a), extender el patrón un término más 
y comparar la gráfica de la función polinomial resultante 
con la gráfica de y � e x.

 c) ¿Qué implica este patrón?

 16. Una hipoteca de una casa por $120 000 por 35 años a un 9 ,N % 
tiene un pago mensual de $985.93. Parte de este pago mensual 
va al interés sobre el balance no pagado y el resto del pago se 
utiliza para reducir el capital principal. La cantidad que va para 
el interés es

u � M � M �
Pr
12

 1 �
r

12

12t

y la cantidad que va directamente hacia la reducción del capital 
principal es

v � M �
Pr
12

 1 �
r

12

12t
.

En esas fórmulas P es la cantidad de la hipoteca, r la tasa de 
interés, M el pago mensual y t el tiempo en años.

 a) Usar una herramienta de graficación para representar cada 
función en la misma pantalla. (La pantalla debe mostrar 
los 35 años de pagos de la hipoteca.)

 b) En los primeros años, ¿a qué corresponde la mayor parte 
de la mensualidad? Estimar el momento en que se dedican 
cantidades iguales a los intereses y a la amortización.

 c) Usar las gráficas del apartado a) para formular una conje-
tura acerca de la relación entre las pendientes de las rectas 
tangentes de las dos curvas para un valor específico de t. 
Proporcionar un argumento analítico para verificar la con-
jetura. Encontrar u�(15) y v�(15).

 d) Repetir los apartados a) y b) para un plazo de 20 años 
(M � $1 118.56). ¿Qué se puede concluir?

x

A

CB

y

1
P
4
P
6

11
2 2

2

xa

b

c

L

y

xa

b

c

L

y

y3 � 1 �
x
1!

�
x2

2!
�

x3

3!

y2 � 1 �
x
1!

�
x2

2!

y1 � 1 �
x
1!

i)

ii)

iii)



Ecuaciones  
diferenciales

En este capítulo se estudiará una de las 
más importantes aplicaciones del cálculo: 
las ecuaciones diferenciales. El lector 
aprenderá varios métodos para resolver 
diferentes tipos de ecuaciones diferencia-
les, como las homogéneas, las lineales de 
primer orden y las de Bernoulli. Posterior-
mente aplicará esas reglas para resolver 
ecuaciones diferenciales en problemas 
de aplicación.

En este capítulo, se aprenderá:

Cómo generar un campo de  n
pendientes de una ecuación 
diferencial y encontrar una solución 
particular. (6.1)

Cómo usar una función exponencial  n
para modelos de crecimiento y 
decrecimiento. (6.2)

Cómo usar el método de separación  n
de variables para resolver ecuaciones 
diferenciales. (6.3)

Cómo resolver ecuaciones  n
diferenciales lineales de primer 
orden y la ecuación diferencial de 
Bernoulli. (6.4)

■

■

Según el tipo de bacteria, el tiempo que le toma duplicar su peso al 
cultivo puede variar mucho, desde varios minutos hasta varios días. 
¿Cómo se usaría una ecuación diferencial para modelar la tasa de 
crecimiento del peso del cultivo de una bacteria? (Ver la sección 6.3, 
ejercicio 84.)

Una función y � f (x) es una solución de una ecuación diferencial, si la ecuación se satisface cuando y  y sus derivadas 

se reemplazan por f (x) y sus derivadas. Una manera de resolver una ecuación diferencial es mediante los campos de 

pendientes, los cuales muestran la forma de todas las soluciones de una ecuación diferencial. (Ver la sección 6.1.)

6

405405
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6.1 Campos de pendientes y método de Euler

■ Usar condiciones iniciales para encontrar soluciones particulares de ecuaciones diferen-

ciales.

■ Usar campos de pendientes para aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales.

■ Usar el método de Euler para aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales.

Soluciones general y particular

En este texto se aprenderá que los fenómenos físicos se pueden describir por medio de ecua-
ciones diferenciales. Hay que recordar que una ecuación diferencial en x y y es una ecuación 
que incluye x, y y derivadas de y. En la sección 6.2 se observará que los problemas acerca 
de la descomposición radiactiva, el crecimiento poblacional y las leyes de enfriamiento de 
Newton se pueden formular en términos de ecuaciones diferenciales.

Una función y � f (x) se denomina solución de una ecuación diferencial si la ecuación 
se satisface cuando y y sus derivadas se reemplazan por f (x) y sus derivadas. Por ejemplo, la 
derivación y sustitución demostrarán que y � e�2x es una solución de la ecuación diferencial  
y� � 2y � 0. Esto demuestra que cada solución de esta ecuación diferencial es de la forma

y � Ce�2x Solución general de y� � 2y � 0.

donde C es cualquier número real. La solución se llama solución general. Algunas ecua-
ciones diferenciales tienen soluciones singulares que no se pueden escribir como casos 
especiales de la solución general. Sin embargo, tales soluciones no se consideran en este 
texto. El orden de una ecuación diferencial se determina por la derivada de mayor orden 
en la ecuación. Como ejemplo, y� � 4y es una ecuación diferencial de primer orden. Las 
ecuaciones diferenciales lineales de primer orden se discutirán en la sección 6.4.

En la sección 4.1, ejemplo 8, se observó que la ecuación diferencial de segundo orden 
s�(t) � �32 tiene la solución general

s(t) � �16t2 � C1t � C2 Solución general de s�(t) � �32.

que contiene dos constantes arbitrarias. Se puede mostrar que una ecuación diferencial de 
orden n tiene una solución general con n constantes arbitrarias.

EJEMPLO 1 Verificación de soluciones

Determinar si la función es una solución de la ecuación diferencial y� � y � 0.

 a) y � sen x   b)  y � 4e�x   c)  y � Ce x

Solución

 a) Dado que y � sen x, y� � cos x, y y� � �sen x, se deduce que

y� � y � �sen x � sen x � �2 sen x p 0.

Así, y � sen x no es una solución.

 b) Dado que y � 4e�x, y� � � 4e�x, y y� � 4e�x, se deduce que

 y� � y � 4e�x � 4e�x � 0.

Así, y � 4e�x es una solución.

 c) Dado que y � Ce x, y� � Ce x, y y � � Ce x, se deduce que

 y� � y � Ce x � Ce x � 0.

Así, y � Ce x es una solución para cualquier valor de C. 

406  CAPÍTULO 6  Ecuaciones diferenciales
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Geométricamente, la solución general de una ecuación diferencial de primer orden repre-
senta una familia de curvas conocidas como curvas solución, una para cada valor asignado 
a la constante arbitraria. Por ejemplo, se puede verificar que cada función de la forma

y
C

x
�  Solución general de xy� � y � 0.

es una solución de la ecuación diferencial xy� � y � 0. La figura 6.1 muestra cuatro de las 
curvas solución correspondientes a diferentes valores de C.

Como se discutió en la sección 4.1, las soluciones particulares de la ecuación dife-
rencial se obtienen de las condiciones iniciales que da el valor de la variable dependiente 
o una de sus derivadas para un valor particular de la variable independiente. El término 
“condición inicial” deriva del hecho de que, con frecuencia en problemas que involucran 
tiempo, el valor de la variable dependiente o una de sus derivadas es conocida en el tiempo 
inicial t � 0. Como ejemplo, la ecuación diferencial de segundo orden s�(t) � �32 tiene 
la solución general

s(t) � �16t 2 � C1t � C2 Solución general de s� (t) � �32.

podrá tener las siguientes condiciones iniciales.

s(0) � 80,  s�(0) � 64 Condiciones iniciales.

En este caso, las condiciones iniciales llevan a la solución particular

s(t) � �16t2 � 64t � 80. Solución particular.

EJEMPLO 2 Encontrar una solución particular

Dada la ecuación diferencial xy�� 3y � 0, verificar que y � Cx3 es una solución, y encontrar 
la solución particular determinada por la condición inicial y � 2 cuando x � �3.

Solución Se sabe que y � Cx3 es una solución dado que y� � 3Cx2 y

xy� � 3y � x(3Cx2) �3(Cx3)

� 0.

Además, la condición inicial y � 2 cuando x � �3 lleva a

 Solución general.

 Sustituye la condición inicial.

 Solución para C.

y se puede concluir que la solución particular es

y
x

� �
2

27

3

.  Solución particular.

Verificar esta solución al sustituir y y y� en la ecuación diferencial original. 

NOTA  Para determinar una solución particular, el número de condiciones iniciales debe corresponder 
al número de constantes en la solución general. 

y Cx

C

C

�

�

�

3

32 3

2

27

( )�

�

21

2

1

1

12
x

y

C � 2

C � 1

C � 1

C � 2

xy �
C

C � 2

C � 1

C � 2

C � 1

Solución 
general:

Curvas solución para xy� � y � 0
Figura 6.1
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Campos de pendientes

Resolver una ecuación diferencial analíticamente puede ser difícil o casi imposible. Sin 
embargo, existe una aproximación gráfica que se puede usar para aprender mucho acerca de 
la solución de una ecuación diferencial. Considerar una ecuación diferencial de la forma

y� � F(x, y) Ecuación diferencial.

donde F(x, y) es alguna expresión en x y y. En cada punto (x, y) en el plano xy donde F está 
definida la ecuación diferencial determina la pendiente y� � F(x, y) de la solución en ese 
punto. Si se dibuja una recta corta con pendiente F(x, y) en los puntos seleccionados (x, y) 
en el dominio de F, entonces esos segmentos forman un campo de pendientes o un campo 
de direcciones para la ecuación diferencial y� � F(x, y). Cada segmento tiene la misma 
pendiente que la curva de solución a través de ese punto. Un campo de pendientes muestra 
la forma general de todas las soluciones y puede ser útil en la obtención de una perspectiva 
visual de las direcciones de las soluciones de una ecuación diferencial.

EJEMPLO 3 Representación gráfica de un campo de pendientes

Representar un campo de pendientes de la ecuación diferencial y� � x � y para los puntos 
(�1, 1), (0, 1) y (1, 1).

Solución La pendiente de la curva solución en cualquier punto (x, y) es F(x, y) � x � y. 
Así, la pendiente en el punto (�1, 1) es y� � �1 �1 � �2, la pendiente en (0, 1) es y� � 
0 � 1 � �1, y la pendiente en (1, 1) es y� � 1 � 1 � 0. Dibujar segmentos cortos en los 
tres puntos con sus respectivas pendientes, como se muestra en la figura 6.2.

EJEMPLO 4 Identificar campos de pendientes para ecuaciones 
diferenciales

Asociar a cada campo vectorial su ecuación diferencial.

 a)  b) c) 

 i) y� � x � y ii)  y� � x iii)  y� � y

Solución

 a) En la figura 6.3a se puede observar que la pendiente de cualquier punto a lo largo del 
eje y es 0. La única ecuación que satisface esta condición es y� � x. Así, la gráfica 
corresponde con ii).

 b) En la figura 6.3b se puede observar que la pendiente en el punto (1, �1) es 0. La única 
ecuación que satisface esta condición es y� � x � y. Así, la gráfica corresponde con i).

 c) En la figura 6.3c se puede observar que la pendiente de algún punto a lo largo del eje x es 
0. La única ecuación que satisface esta condición es y� � y. Así, la gráfica corresponde 
con iii).

   

x

y

2

−2

2−2
x

y

2

−2

2−2
x

y

2

−2

2−2

y

x
12 1 2

1

2

Figura 6.2

Figura 6.3
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Una curva solución de una ecuación diferencial y� � F(x, y) es simplemente una curva 
en el plano xy cuya recta tangente en cada punto (x, y) tiene pendiente igual a F(x, y). Esto 
se ilustra en el ejemplo 5.

EJEMPLO 5 Trazado de una solución mediante un campo de pendientes 

Trazar un campo de pendientes para la ecuación diferencial

y� � 2x � y.

Usar un campo de pendientes para representar gráficamente la solución que pasa por el 
punto (1, 1).

Solución Hacer una tabla que muestre las pendientes en varios puntos. La tabla siguiente 
es un pequeño ejemplo. Se deben calcular las pendientes de muchos puntos para obtener 
un campo de pendientes representativo.

A continuación, dibujar segmentos de rectas en los puntos con sus respectivas pendientes, 
como se muestra en la figura 6.4.

Después de dibujar el campo de pendientes, se comienza en el punto inicial (1, 1) y se mueve 
a la derecha en dirección del segmento. A continuación, dibujar la curva solución tal que 
ésta se mueva paralela al segmento más cercano. Hacer lo mismo para la izquierda de (1, 1). 
La solución resultante se muestra en la figura 6.5.
 

Del ejemplo 5, notar que el campo de pendientes muestra que mientras x aumenta, y� lo 
hace hasta el infinito.

NOTA  Dibujar un campo de pendientes a mano es tedioso. En la práctica, los campos de pendientes 
usualmente se dibujan mediante un método gráfico. 

x

2

22

2

y

x

2

22

2

y

Campo de pendientes para y� � 2x � y
Figura 6.4

Solución particular para y� � 2x � y 
que pasa a través de (1, 1)
Figura 6.5

x �2 �2 �1 �1 0 0 1 1 2 2

y �1 1 �1 1 �1 1 �1 1 �1 1

y� 2x 1 y �5 �3 �3 �1 �1 1 1 3 3 5
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Método de Euler

El método de Euler es un método numérico para aproximar la solución particular de la 
ecuación diferencial

y� � F(x, y)

que pasa a través del punto (x0, y0). Con esta información se sabe que la gráfica de esa so-
lución pasa a través del punto (x0, y0) y tiene una pendiente de F(x0, y0) en ese punto. Esto 
da un “punto inicial” para aproximar la solución.

A partir del punto inicial, se sigue en la dirección indicada por la pendiente. Mediante 
un pequeño paso h, se mueve a lo largo de la recta tangente hasta llegar al punto (x1, y1), 
donde

x1 � x0 � h  y  y1 � y0 � hF(x0, y0)

como se muestra en la figura 6.6. Si se considera (x1, y1) como un nuevo punto inicial, se 
puede repetir el proceso para obtener un segundo punto (x2, y2). Los valores de xi y yi son 
los siguientes.

NOTA  Se pueden obtener mejores aproximaciones de la solución exacta si se escogen tamaños de 
paso cada vez más pequeños. 

EJEMPLO 6 Aproximar una solución mediante el método de Euler

Usar el método de Euler para aproximar la solución particular de la ecuación diferencial

y� � x � y

que pasa a través del punto (0, 1). Usar un paso de h � 0.1.

Solución Mediante h � 0.1, x0 � 0, y0 � 1 y F(x, y) � x � y, se tiene x0 � 0, x1 � 0.1, 
x2 � 0.2, x3 � 0.3,…, y

Las primeras diez aproximaciones se muestran en la tabla. Se pueden representar esos valores 
para obtener una gráfica de la solución aproximada, como se muestra en la figura 6.7.

NOTA  Para la ecuación diferencial aplicada en el ejemplo 6, se puede verificar que la solución 
exacta es y � x � 1 � 2e–x. La figura 6.7 compara esta solución exacta con la solución aproximada 
obtenida en el ejemplo 6. 

yn � yn�1 � hF xn�1, yn�1xn � xn�1 � h

  

 y2 � y1 � hF x1, y1x2 � x1 � h

 y1 � y0 � hF x0, y0x1 � x0 � h

y3 � y2 � hF x2, y2 � 0.82 � 0.1 0.2 � 0.82 � 0.758.

y2 � y1 � hF x1, y1 � 0.9 � 0.1 0.1 � 0.9 � 0.82

y1 � y0 � hF x0, y0 � 1 � 0.1 0 � 1 � 0.9

x

y

Curva de solución 
exacta

Aproximación 
de Euler

(x1, y1)

(x2, y2)

hF(x0, y0)

x0

y0

x0 + h

Pendiente F(x0, y0)
h

y

x
1.00.80.60.40.2

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

Solución 
exacta

Solución 
aproximada

Figura 6.6

Figura 6.7

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

xn 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

yn 1 0.900 0.820 0.758 0.712 0.681 0.663 0.657 0.661 0.675 0.697
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En los ejercicios 1 a 8, verificar la solución de la ecuación diferencial.

 1. 

 2.

 3.

 4.

 5.

 6.

 7.

 8.

En los ejercicios 9 a 12, verificar la solución particular de la 
ecuación diferencial.

 9.

 10.

 11.

 12.

En los ejercicios 13 a 20, determinar si la función es una solución 
de la ecuación diferencial y(4)  16y  0.

 13.

 14.

 15.

 16.

 17.

 18.

 19.

 20.

En los ejercicios 21 a 28, determinar si la función es una solución 
de la ecuación diferencial xy   2y  x3ex.

 21.  22.

 23.  24.

 25.  26.

 27.  28.

En los ejercicios 29 a 32 se dan algunas de las curvas correspon-
dientes a los diferentes valores de C en la solución general de la 
ecuación diferencial. Encontrar la solución particular que pasa a 
través del punto mostrado en la gráfica.

 29. 

 30. 

 31. 

32. 

Figura para 29 Figura para 30

Figura para 31 Figura para 32

En los ejercicios 33 y 34, la solución general de la ecuación diferen-
cial está dada. Usar una herramienta de graficación para graficar 
las soluciones particulares para los valores dados de C.

 33.  34.

En los ejercicios 35 a 40, verificar que la solución general satisface 
la ecuación diferencial. Después encontrar la solución particular 
que satisface la condición inicial.

 35.  36.

 37.   38.

y
�

2
� 1

y� � y sen xy � e�cos x

y 0 � 4

y� � �12xyy � 4e�6x
2

y 0 � �5

y� � x � 2 sen xy �
1
2 x2 � 2 cos x � 3

y
�

4
� 0

2y � y� � 2 sen 2x � 1y � sen x cos x � cos2 x

 Solución                         
Ecuación diferencial

y condición inicial

y� � 4y� � 2e xy �
2
5 e�4x � e x

y� � y � tan xy � �cos x ln sec x � tan x

y� � 2y� � 2y � 0y � C1e
�x cos x � C2e

�x sen x

y� � y � 0y � C1 sen x � C2 cos x

dy

dx
�

xy

y2 � 1
y2 � 2 ln y � x2

y� � 2xy x2 � y2x2 � y2 � Cy

3y� � �5y � e�2xy � e � x

y� � 4yy � Ce4x

Ecuación diferencialSolución

2

y � 3e2x � 4 sen 2x

y � C1e
2x � C2e

�2x � C3 sen 2x � C4 cos 2x

y � 5 ln x

y � e�2x

y � 3 cos 2x

y � 3 sen 2x

y � 3 cos x

y � 2 sen x

C � 4C � 1,C � 0,C � p4C � p1,C � 0,

x2 � y2 � C4y2 � x2 � C

yy� � x � 04yy� � x � 0

x
2 1 1 2 3

2

(0, 3)

y

x

(0, 2)
4

2 44 2

y

x
3 4 5 6 71

4

3

2

1

2

3

4

(4, 4)

y

x
3 434

4

3

2

2

3

4

(3, 4)

y

yy� � 2x � 02x2 � y2 � C

2xy� � 3y � 0y2 � Cx3

2xy � x2 � 2y y� � 0y x2 � y � C

2y� � y � 0y � Ce�x 2

Ecuación diferencial    Solución          

cuando cuando

cuando cuando

cuando cuando x � 2y� �
1
2x � P 6y� � 1

x � 2y � 0x � P 6y � 2

xy� � y� � 0y� � 9y � 0

y � C1 � C2 ln xy � C1 sen 3x � C2 cos 3x

x � 1y � 3x � 0y � 3

3x � 2yy� � 0y� � 2y � 0

3x2 � 2y2 � Cy � Ce�2x

Ejercicios6.1

y � x2ex � 5x2y � ln x

y � sen x y � cos x

y � x2 2 � exy � x2ex

y � x2 y � x3
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 39.   40.

En los ejercicios 41 a 52, encontrar la solución general de la ecua-
ción diferencial por integración.

 41.   42.

 43.   44.

 45.   46.

 47.   48.

 49.   50.

 51.   52.

Campos de pendientes En los ejercicios 53 a 56, se dan una 
ecuación diferencial y su campo de pendientes. Determinar las 
pendientes (si es posible) en el campo de pendientes en los puntos 
dados en la tabla.

En los ejercicios 57 a 60, ubicar la ecuación diferencial con su 
respectivo campo de pendientes. [Los campos de pendientes se 
etiquetaron como a), b), c) y d).]

 a)  b)

 c)  d)

 57.   58.

 59.   60.

Campos de pendientes En los ejercicios 61 a 64, a) trazar la grá-
fica del campo de pendientes para la ecuación diferencial, b) usar 
el campo de pendientes para trazar la gráfica de la función que 
pasa a través del punto dado, y c) discutir la gráfica de la solución 
cuando x m  y x m . Usar una herramienta de graficación 
para verificar los resultados.

 61. 

 62. 

 63. 

 64. 

 65. Campo de pendientes Usar el campo de pendientes para la 
ecuación diferencial y�  1 x, donde x > 0, para representar 
la gráfica de la solución que satisface cada condición inicial. 
Entonces realizar una conjetura acerca del comportamiento  
de una solución particular de y�  1 x cuando x m .

 a) (1, 0) b) (2, �1)

cuando cuando

cuando cuando x � 3y � 0x � 2y� � 4

x � 0y � 4x � 2y � 0

9y� � 12y� � 4y � 0x2y� � 3xy� � 3y � 0

y � e2x 3 C1 � C2xy � C1x � C2x3

dy

dx
� 5e�x 2

dy

dx
� xe x 2

dy

dx
� 2x 3 � x

dy

dx
� x x � 6

dy

dx
� tan2 x

dy

dx

dy

dx
� x cos x2

dy

dx
�

x � 2

x

dy

dx
�

ex

4 � ex

dy

dx
�

x

1 � x2

dy

dx
� 2x3 � 3x

dy

dx
� 6x2

� sen 2x

x �4 �2 0 2 4 8

y 2 0 4 4 6 8

dy/dx

53. 54.

55. 56.

y

8

8

�8

�8

x

�10 10

�6

14

y

dy

dx
� tan

�y

6

dy

dx
� x cos 

�y

8

y

8�8

10

�6

x

10

�6

14

y

�10

dy

dx
� y � x

dy

dx
�

2x

y

dy

dx
�

1

x

dy

dx
� e�2x

dy

dx
�

1

2
 cos x

dy

dx
� sen 2x

0, �4y� � y � xy,

2, 2y� � y � 4x,

1, 1y� �
1
3 x2 �

1
2 x,

4, 2y� � 3 � x,

x

y

3

2

1

−3

−2

−1
6

x

y

2

�1

�
3
2

3
2

x

y

3

�3

3�3

x

y

3

�3

3�3

x

y

2�2

2

�2
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 66. Campo de pendientes Usar el campo de pendientes para 
la ecuación diferencial y�  1Yy, donde y > 0, para esbozar la 
gráfica de la solución que satisface cada condición inicial. 
Entonces realizar una conjetura acerca del comportamien-
to de una solución particular de y�  1Yy cuando x m .

 a) (0, 1) b) (1, 1)

Campos de pendientes En los ejercicios 67 a 72, usar un sistema 
algebraico por computadora para a) trazar la gráfica del campo 
de pendientes para la ecuación diferencial y b) trazar la gráfica de 
la solución que satisface la condición inicial especificada.

 67. 

 68. 

 69. 

 70. 

 71. 

 72. 

Método de Euler En los ejercicios 73 a 78, usar el método de 
Euler para hacer una tabla de valores para la solución aproximada 
de la ecuación diferencial con un valor inicial específico. Usar n 
pasos de tamaño h.

 73. 

 74. 

 75. 

 76. 

 77. 

78.  

En los ejercicios 79 a 81, completar la tabla mediante la solución 
exacta de la ecuación diferencial y dos aproximaciones obtenidas 
mediante el método de Euler para aproximar la solución particular 
de la ecuación diferencial. Usar h  0.2 y h  0.1 y calcular cada 
aproximación con cuatro decimales.

 79. 

 80. 

 81. 

 82. Comparar los valores de las aproximaciones en los ejercicios 
79 a 81 con los valores dados por la solución exacta. ¿Cómo 
cambia el error cuando se incrementa h?

 83. Temperatura En el tiempo t � 0 minutos, la temperatura de un 
objeto es 140°F. La temperatura del objeto cambia en un ritmo 
o velocidad dado por la ecuación diferencial

 a) Usar una herramienta de graficación y el método de Euler 
para aproximar las soluciones de esta ecuación diferencial 
en t � 1, 2 y 3. Usar un tamaño de paso de h � 0.1. 

 b) Comparar los resultados con la solución exacta

  y � 72 � 68e�tY2.

 c) Repetir los incisos a) y b) con un tamaño de paso de 
h � 0.05. Comparar los resultados.

 84.  La gráfica muestra una solución de una de las siguientes 
ecuaciones diferenciales. Determinar la ecuación correcta. 
Explicar su razonamiento.

  a) 

  b) 

  c) 

  d) 

x

y

6

31 2−3 −2 −1

y�0� � 2
dy

dx
�

1
2

e�x�8 sen 
�y

4
,

y�0� � 1
dy

dx
� 0.4y�3 � x�,

y�0� � 9
dy

dx
� 0.2x�2 � y�,

y�0� � 2
dy

dx
� 0.02y�10 � y�,

y�0� � 6
dy

dx
� 4 � y,

y�0� � 4
dy

dx
� 0.25y,

h � 0.1n � 10,yS0D � 5,y� � cos x � sen y,

h � 0.1n � 10,yS0D � 1,y� � exy,

h � 0.4n � 5,yS0D � 1,y� � 0.5xS3 � yD,
h � 0.05n � 10,yS0D � 3,y� � 3x � 2y,

h � 0.05n � 20,yS0D � 2,y� � x � y,

h � 0.1n � 10,yS0D � 2,y� � x � y,

y �
1
2 Ssen x � cos x � exDS0, 0Ddy

dx
� y � cosSxD

y � �2x2 � 4S0, 2Ddy
dx

�
2x
y

y � 3exS0, 3Ddy
dx

� y

 
Solución 
exacta

Condición 
inicial 

Ecuación 
diferencial 

dy
dt

� �
1
2

S y � 72D.

CAS

y� � 4 � xy

y� � �4xy

y� �
4x

y

x

yy� � xy

x 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y�x�

�h 0.2�
y�x�

�h 0.1�
y�x�

(exacta)

Tabla para 79 a 81

Para discusión
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Preparación del examen Putnam

Desarrollo de conceptos

 85. Describir la diferencia entre una solución general de una 
ecuación diferencial y una solución particular.

 86. Explicar cómo interpretar un campo de pendientes.

 87. Describir cómo usar el método de Euler para aproximar la 
solución particular de una ecuación diferencial.

 88. Se sabe que y � Ce kx es una solución de la ecuación di-
ferencial y� � 0.07y. ¿Es posible determinar C o k con la 
información dada? Si es posible, encontrar sus valores.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 89 a 92, determinar si los 
enunciados son verdaderos o falsos. Si son falsos, explicar por qué 
o dar un ejemplo que lo demuestre.

 89. Si y � f(x) es una solución de una ecuación diferencial de primer 
orden, entonces y � f (x) � C es también una solución.

 90. La solución general de una ecuación diferencial es y �  
�4.9x2 � C1x � C2. Para encontrar la solución particular se 
deben tener dos condiciones iniciales.

 91. Los campos de pendientes representan las soluciones generales 
de ecuaciones diferenciales.

 92. Un campo de pendientes muestra que la pendiente en el punto 
(1, 1) es 6. Este campo de pendientes representa la familia de 
soluciones para la ecuación diferencial y� � 4x � 2y.

 93. Error y método de Euler La solución exacta de la ecuación 
diferencial 

  

dy
dx

� �2y

   donde y(0) � 4, es y � 4e�2x.

 a) Usar una herramienta de graficación para completar la tabla, 
donde y es el valor exacto de la solución, y1 es la solución 
aproximada que se tiene mediante el método de Euler con 
h � 0.1, y2 es la solución aproximada obtenida mediante 
el método de Euler con h � 0.2, e1 es el error absoluto  

y � y1
, e2 es el error absoluto 
y � y2
, y r es la relación 
e1Ye2.

 b) ¿Qué se puede concluir acerca de la razón r a medida que 
cambia h?

 c) Predecir el error absoluto cuando h � 0.05.

 94. Error y método de Euler Repetir el ejercicio 93 cuya solución 
exacta de la ecuación diferencial
dy
dx

� x � y

donde y(0) � 1, es y � x � 1 � 2e�x.

 95. Circuitos eléctricos El diagrama muestra un circuito eléctrico 
simple que consiste de una fuente de potencia, un resistor y un 
inductor.

Un modelo de la corriente I, en amperes (A), en un tiempo t, está 
dado por la ecuación diferencial de primer orden

L
dI
dt

� RI � EStD

donde E(t) es el voltaje (V) producido por la fuente de potencia, 
R es la resistencia, en ohms (7), y L es la inductancia, en henrys 
(H). Suponer que el circuito eléctrico consiste de una fuente de 
potencia de 24 V, un resistor de 12 7 y un inductor de 4 H.

 a) Trazar la gráfica para el campo de pendientes de la ecuación 
diferencial.

 b) ¿Cuál es el valor limitante de la corriente? Explicar.

 96. Para pensar Se sabe que y � e k t es una solución de la ecuación 
diferencial y� � 16y � 0. Encontrar los valores de k.

 97. Para pensar Se sabe que y � A sen Wt es una solución de la 
ecuación diferencial y� � 16y � 0. Encontrar los valores de W.

 98. Sea f una función de valor real dos veces derivable que sa-
tisfaga

  f(x) � f  �(x) � �xg(x)f �(x)

  donde g(x) r 0 para todo x real. Probar que 
 f (x)
 está aco-
tada.

 99. Probar si la familia de curvas integrales de la ecuación dife-
rencial

  pSxD � qSxD p 0dy
dx

� pSxDy � qSxD,

  es cortada por la recta x � k, las tangentes de los puntos de 
intersección son concurrentes.

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putman Prize 
Competition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos 
reservados.
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6.2 Ecuaciones diferenciales: crecimiento y decrecimiento
■ Usar la separación de variables para resolver una ecuación diferencial simple.
■ Usar funciones exponenciales para modelar el crecimiento y decrecimiento en pro-

blemas de aplicación.

Ecuaciones diferenciales

En la sección anterior se aprendió a analizar de manera visual las soluciones de ecuaciones 
diferenciales mediante los campos de pendientes, y la solución aproximada de forma numéri-
ca mediante el método de Euler. Analíticamente, se aprendió a resolver sólo dos tipos de 
ecuaciones diferenciales, las de las formas y� � f(x) y y� � f(x). En esta sección, se aprenderá 
a resolver un tipo más general de ecuaciones diferenciales. La estrategia es reescribir la ecuación 
de manera tal que cada variable ocurre sólo en un lado de la ecuación. La estrategia se deno-
mina separación de variables. (Se estudiará esa estrategia más a detalle en la sección 6.3.)

EJEMPLO 1 Resolver una ecuación diferencial

 Escribir la ecuación original.

 Multiplicar ambos miembros por y.

 Integrar con respecto a x.

 dy � y�dx.

 Aplicar la regla de la potencia.

 Reescribir, sea C � 2C1.

Así, la solución general está dada por y2 � 2x2 � C. 

Cuando se integran ambos miembros de la ecuación en el ejemplo 1, no se necesita 
agregar una constante de integración a ambos miembros de la ecuación. Si se hace, se ob-
tendrá el mismo resultado que en el ejemplo 1.

 12 y2 � x2 � C1

 12 y2 � x2 � C3 � C2

 12 y2 � C2 � x2 � C3

 y dy � 2x dx

En la práctica, más personas prefieren usar la notación de Leibniz y las diferenciales 
cuando se aplica separación de variables. La solución del ejemplo 1 se muestra abajo por 
medio de esta notación.

 y2 � 2x2 � C

 
1
2

 y2 � x2 � C1

 y dy � 2x dx

 yy� dx � 2x dx

 yy� � 2x

 y� �
2x
y

 y2 � 2x2 � C

 
1
2

 y2 � x2 � C1

 y dy � 2x dx

 y dy � 2x dx

 
dy
dx

�
2x
y

E X P L O R A C I Ó N

En el ejemplo 1, la solución general 
de la ecuación diferencial es

y2 � 2x2 � C.

Usar una herramienta de grafica-
ción para graficar varias soluciones 
particulares, éstas se dan por  
C � ±2, C � ±1 y C � 0. Describir 
las soluciones gráficamente. ¿Es 
verdadero o falso el enunciado de 
cada solución?

La pendiente de la gráfica en el 
punto (x, y) es igual a dos veces 
la razón de x y y.

Explicar el razonamiento. ¿Están 
todas las curvas para las cuales este 
enunciado es verdadero representa-
das por la solución general?

AYUDA DE ESTUDIO  Se puede usar deriva-
ción implícita para verificar la solución 
en el ejemplo 1.

SECCIÓN 6.2  Ecuaciones diferenciales: crecimiento y decrecimiento  415



416  CAPÍTULO 6  Ecuaciones diferenciales

 y � Cekt

 y � ekteC1

 ln y � kt � C1

 
1

y
 dy � k dt

 
y�

y
 dt � k dt

 
y�

y
� k

 y� � ky

Modelos de crecimiento y decrecimiento

En muchas aplicaciones, el ritmo o velocidad de cambio de una variable y es proporcional 
al valor de y. Si y es una función del tiempo t, la proporción se puede escribir como se 
muestra.

La solución general de esta ecuación diferencial se proporciona en el siguiente teorema.

TEOREMA 6.1 MODELO DE CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO EXPONENCIAL

Si y es una función derivable de t tal que y > 0 y y� � ky, para alguna constante k, 
entonces

 y � Ce kt

C es el valor inicial de y, y k es la constante de proporcionalidad. El crecimiento 
exponencial se produce cuando k > 0, y el decrecimiento cuando k < 0.

Demostración

 Escribir la ecuación original.

 Separar variables.

 Integrar con respecto a t.

 dy � y� dt.

 Encontrar la antiderivada de cada miembro.

 Despejar y.

 Sea C � eC1.

Así, todas las soluciones de y� � ky son de la forma y � Ce kt. Diferenciar la función y � Cekt 
con respecto a t, y verificar que y� � ky.  

EJEMPLO 2 Uso de un modelo de crecimiento exponencial

La razón de cambio de y es proporcional a y. Cuando t � 0, y � 2. Cuando t � 2, y � 4. 
¿Cuál es el valor de y cuando t � 3?

Solución Dado que y��ky, se sabe que y y t se relacionan con la ecuación y � Cekt. Al 
aplicar las condiciones iniciales se encuentran los valores de las constantes C y k.

Así, el modelo es y z 2e0.3466t. Cuando t � 3, el valor de y es 2e0.3466(3) z 5.657. (Ver la figura 
6.8.) 

Razón de 

cambio de y proporcional a y.

dy

dt
� ky

es

Cuando 

Cuando t � 2, y � 4.k �
1

2
 ln 2 0.34664 � 2e2k

t � 0, y � 2.C � 22 � Ce0

t
1

1

2

2

3

3

4

4

5

6

7

(0, 2)

(2, 4)

(3, 5.657)

y = 2e0.3466t

y

Si la razón de cambio de y es proporcional a 
y, entonces y sigue un modelo exponencial
Figura 6.8

AYUDA DE ESTUDIO  Mediante propie-
dades logarítmicas, notar que el valor 
de k en el ejemplo 2 puede también 
escribirse como ln 2� 	. Así, el modelo 
se convierte en y e t� 2 2(ln ) , el cual se 
puede reescribir como y

t
� � 	2 2 .
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 TECNOLOGÍA La mayoría de las herramientas de graficación tiene funciones para 
ajustar curvas que se pueden usar para encontrar modelos que representen los datos. Usar la 
función de regresión exponencial y la información del ejemplo 2 para encontrar un modelo 
para los datos. ¿Cómo se podría comparar el modelo obtenido con el modelo dado?

El decrecimiento radiactivo se mide en términos de la vida media que es el número 
de años requeridos para reducir la muestra radiactiva a la mitad. La tasa de desintegración 
es proporcional a la cantidad presente. Las vidas medias de algunos isótopos radiactivos 
comunes muestran:

Uranio (238U) 4 470 000 000 años

Plutonio (239Pu) 24 100 años

Carbono (14C) 5 715 años

Radio (226Ra) 1 599 años

Einstenio (254Es) 276 años

Nobelio (257No) 25 segundos

EJEMPLO 3 Desintegración radiactiva

Suponer que 10 gramos del isótopo 239Pu se liberaron en el accidente nuclear de Chernobyl. 
¿Cuánto tiempo tomará a los 10 gramos disminuir a 1 gramo?

Solución Considerar que y representa la masa (en gramos) del plutonio. Dado que la tasa 
de desintegración es proporcional a y, se sabe que

y � Ce kt

donde t es el tiempo en años. Para encontrar los valores de las constantes C y k, aplicar las 
condiciones iniciales. Con base en que y � 10 cuando t � 0, se puede escribir

10 � Ce k(0) � Ce0

lo cual implica que C � 10. Luego, con base en el hecho de que la vida media de 239Pu es 
de 24 100 años se puede tener y � 10 2 � 5 cuando t � 24 100, se puede escribir

Así, el modelo es

y � 10e�0.000028761t. Modelo de vida media.

Para encontrar el tiempo en que 10 gramos decrecen a 1 gramo, se puede despejar para t 
en la ecuación

1 � 10e�0.000028761t.

La solución es aproximadamente 80 059 años. 

Del ejemplo 3, notar que en un crecimiento o decrecimiento exponencial es fácil obte-
ner el valor de C cuando se da el valor de y para t � 0. El siguiente ejemplo demuestra un 
procedimiento para resolver C y k cuando no se conoce el valor de y en t � 0.

 �0.000028761 k.

 
1

24 100
 ln 

1
2

� k

 
1
2

� e24 100k

 5 � 10ek 24 100

NOTA  El modelo de decrecimiento 
exponencial en el ejemplo 3 se pudo 
escribir como y � 10( ,N )t 24 100. Este mo-
delo es más fácil de derivar, pero para 
algunas aplicaciones no es conveniente 
usarlo.  
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EJEMPLO 4 Crecimiento de población

Suponer que una población experimental de moscas se incrementa conforme a la ley de 
crecimiento exponencial. Había 100 moscas antes del segundo día del experimento y 300 
moscas después del cuarto día. ¿Cuántas moscas, aproximadamente, había en la población 
original?

Solución Sea y � Ce kt el número de moscas al momento t, donde t se mide en días. Notar 
que y es continua donde el número de moscas es discreto. Dado que y � 100 cuando t � 2 
y y � 300 cuando t � 4, se puede escribir

100 � Ce2k  y  300 � Ce4k

Por la primera ecuación, se sabe que C � 100e –2k. Al sustituir este valor en la segunda 
ecuación, se obtiene lo siguiente.

Así, el modelo de crecimiento exponencial es

y � Ce0.5493t.

Para resolver C, reaplicar la condición y � 100 cuando t � 2 y obtener

Así, la población original (cuando t � 0) consistía en aproximadamente y � C � 33 moscas, 
como se muestra en la figura 6.9.

EJEMPLO 5 Ventas decrecientes

Cuatro meses después de que se detuviera la publicidad, una compañía fabricante notifi-
ca que sus ventas han caído de 100 000 unidades por mes a 80 000. Si las ventas siguen  
un patrón de decrecimiento exponencial, ¿qué unidades habrá después de los siguientes 
dos meses?

Solución Usar el modelo de decrecimiento exponencial y � Ce kt, donde t se mide 
en meses. De la condición inicial (t � 0), se sabe que C � 100 000. Además, dado que  
y � 80 000 cuando t � 4, se tiene

Así, después de 2 meses más (t � 6), se puede especular que la tasa de ventas mensuales 
será

Ver la figura 6.10. 

 0.5493 k
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 ln 3 � k

 ln 3 � 2k

 300 � 100e2k

 300 � 100e�2ke4k

 �0.0558 k.
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 0.8 � e4k

 80 000 � 100 000e4k

 C � 100e�1.0986 33.

 100 � Ce0.5493 2
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En los ejemplos 2 al 5, en realidad no se tuvo que resolver la ecuación diferencial

y� � ky.

(Esto se hizo una vez en la prueba del teorema 6.1.) El siguiente ejemplo ilustra un problema 
cuya solución involucra la técnica de separación de variables. El ejemplo concierne a la ley 
de enfriamiento de Newton, la cual establece que la razón de cambio en la temperatura de 
un objeto es proporcional a la diferencia entre la temperatura del objeto y la temperatura 
del medio circundante.

EJEMPLO 6 Ley de enfriamiento de Newton

Sea y la temperatura (en °F) de un objeto en una habitación cuya temperatura se conserva 
constante a 60°. Si la temperatura del objeto baja de 100° a 90° en 10 minutos, ¿cuánto 
tiempo se requerirá para bajar la temperatura a 80°?

Solución Por la ley de enfriamiento de Newton, se sabe que la razón de cambio en y es 
proporcional a la diferencia entre y y 60. Esto se puede escribir como

y� � k(y � 60),  80 b y b 100.

Para resolver esta ecuación diferencial, usar la separación de variables, como se muestra.

 Ecuación diferencial.

 Separar variables.

 Integrar cada miembro.

 Encontrar la antiderivada o primitiva de cada miembro.

Dado que y > 60, |y � 60| � y � 60, se pueden omitir los signos del valor absoluto. Mediante 
notación exponencial, se tiene

Mediante y � 100 cuando t � 0, se obtiene 100 � 60 � Cek(0) � 60 � C, lo cual implica 
que C � 40. Dado que y � 90 cuando t � 10,

Así, el modelo es

y � 60 � 40e�0.02877t Modelo de enfriamiento.

y finalmente, cuando y � 80, se obtiene

Así, se requerirán alrededor de 14.09 minutos más para enfriar el objeto a una temperatura 
de 80° (ver la figura 6.11). 

 ln y � 60 � kt � C1

 
1

y � 60
 dy � k dt

 
1

y � 60
 dy � k dt

 
dy
dt

� k y � 60

C � eC1y � 60 � Cekt.y � 60 � ekt�C1

 t 24.09 minutos.

 ln 12 � �0.02877t

 12 � e�0.02877t

 20 � 40e�0.02877t

 80 � 60 � 40e�0.02877t

 k �
1
10 ln 34 �0.02877.

 30 � 40e10k

 90 � 60 � 40ek 10

Figura 6.11
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En los ejercicios 1 a 10, resolver la ecuación diferencial.

 1.  2.

 3.  4.

 5.  6.

 7.  8.

 9.  10.

En los ejercicios 11 a 14, escribir y resolver la ecuación diferencial 
que modela el enunciado verbal.

 11. La razón de cambio de Q con respecto a t es inversamente pro-
porcional al cuadrado de t.

 12. La razón de cambio de P con respecto a t es proporcional a  
25 � t.

 13. La razón de cambio de N con respecto a s es proporcional a  
500 � s.

 14. La razón de cambio de y con respecto a x varía juntamente con 
x y L � y.

Campos de pendientes En los ejercicios 15 y 16, una ecuación 
diferencial, un punto y un campo de pendientes son dados. a) 
Trazar la gráfica de dos soluciones aproximadas de la ecuación 
diferencial sobre el campo de pendientes, uno de los cuales pasa 
a través del punto dado. b) Usar la integración para encontrar la 
solución particular de la ecuación diferencial y usar una herra-
mienta de graficación para representar la solución. Comparar el 
resultado con la gráfica en el apartado a).

 15.  16.

En los ejercicios 17 a 20, encontrar la función y � f(t) que pasa a 
través del punto (0, 10) con la primera derivada dada. Usar una 
herramienta de graficación para representar la solución.

 17.  18. 

 19.  20. 

En los ejercicios 21 a 24, escribir y resolver la ecuación diferencial 
que modele el enunciado verbal. Evaluar la solución en los valores 
específicos de la variable independiente.

 21. La razón de cambio de y es proporcional a y. Cuando x � 0,  
y � 6 y cuando x � 4, y � 15. ¿Cuál es el valor de y cuando 
x � 8?

 22. La razón de cambio de N es proporcional a N. Cuando t � 0,  
N � 250 y cuando t � 1, N � 400. ¿Cuál es el valor de N 
cuando t � 4?

 23. La razón de cambio de V es proporcional a V. Cuando t � 0,  
V � 20 000, y cuando t � 4, V � 12 500. ¿Cuál es el valor de 
V cuando t � 6?

 24. La razón de cambio de P es proporcional a P. Cuando t � 0, 
P � 5 000, y cuando t � 1, P � 4 750. ¿Cuál es el valor de P 
cuando t � 5?

En los ejercicios 25 a 28, encontrar la función exponencial  
y � Cekt que pase a través de los dos puntos dados.

 25.  26. 

 27.  28.

Desarrollo de conceptos

 29. Describir qué representan los valores de C y k en el modelo 
de crecimiento y decrecimiento exponencial, y � Ce kt.

 30. Proporcionar una ecuación diferencial que modele el creci-
miento y decrecimiento exponencial.

En los ejercicios 31 y 32, determinar los cuadrantes en los cuales 
la solución de la ecuación diferencial es una función creciente. 
Explicar. (No resolver la ecuación diferencial.)

31.   32.
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Desintegración radiactiva En los ejercicios 33 a 40, completar la 
tabla de los isótopos radiactivos.

 33.  

 34.  

 35.  

 36.  

 37.  

 38.  

 39.  

 40.  

 41. Desintegración radiactiva El radio radiactivo tiene una semi-
vida o vida media de aproximadamente 1 599 años. ¿Qué porcen-
taje de una cantidad dada permanece después de 100 años?

 42. La prueba del carbono 14 La prueba del carbono 14 supone 
que el contenido de dióxido de carbono sobre la Tierra hoy 
tiene el mismo contenido radiactivo que el de hace siglos. Si 
esto es cierto, la cantidad de 14C absorbido por un árbol que 
creció hace varios siglos debe tener la misma cantidad de 14C 
absorbida por un árbol que crece hoy. Una pieza de carbón 
viejo contiene sólo 15% de la cantidad de carbono de una pieza 
de carbón actual. ¿Hace cuánto tiempo fue quemado el árbol 
para formar la pieza antigua de leño? (La vida media del 14C es 
5 715 años.)

Interés compuesto En los ejercicios 43 a 48, completar la tabla para 
una cuenta de ahorros en la que se tiene un interés continuo.

 43.

 44.

 45.

 46.

 47.

 48.

Interés compuesto En los ejercicios 49 a 52, encontrar el capital 
principal P que debe invertirse a una tasa r, a un interés mensual 
compuesto, tal que $1 000 000 garanticen la jubilación en t años.

 49.  50.

 51.  52.

Interés compuesto En los ejercicios 53 a 56, encontrar el tiempo 
necesario para que $1 000 se dupliquen si se invierten a una tasa 
de r compuesta a) anual, b) mensual, c) diaria y d ) continua.

 53.  54.

 55.  56.

Población En los ejercicios 57 a 61, se dan la población (en mi-
llones) de un país en 2007 y la razón de cambio continua anual 
especulada k de la población. (Fuente: U.S. Census Bureau, In-
ternational Data Base.)

 a) Encontrar el modelo de crecimiento exponencial P � Cekt de 
la población con t � 0 correspondiente a 2000.

 b)  Usar el modelo para predecir la población del país en 2015.

 c) Discutir la relación entre el signo de k y el cambio en la po-
blación para el país.

 57.  

 58.  

 59.  

 60.  

 61.

 62.  a)  Suponiendo un incremento en la población de insectos 
en un número constante cada mes, explicar por qué el 
número de insectos puede ser representado por función 
lineal.

  b)   Suponiendo un incremento en la población de insectos 
en un porcentaje constante cada mes, explicar por qué el 
número de insectos puede ser representado por función 
exponencial.

 63. Modelo matemático Sea un cultivo con una cantidad inicial de 
cien bacterias y N el número de bacterias que se cuentan cada 
hora durante 5 horas. Los resultados se muestran en la tabla, 
donde t es el tiempo en horas.

 a) Usar la función de regresión de una herramienta de grafica-
ción para encontrar un modelo exponencial para los datos.

 b) Usar el modelo para estimar el tiempo requerido para que 
la población se cuadriplique.

 64. Crecimiento de bacterias El número de bacterias en un cultivo 
se incrementó de acuerdo con la ley de crecimiento exponencial. 
Después de 2 horas se tienen 125 bacterias en el cultivo y 350 
bacterias después de 4 horas.

 a) Encontrar la población inicial.
 b) Escribir un modelo de crecimiento exponencial de la po-

blación bacteriana. Sea t el tiempo en horas.
 c) Usar el modelo para determinar el número de bacterias 

después de 8 horas.
 d) ¿Después de cuántas horas la cantidad de bacterias será de 

25 000?

 65. Curva de aprendizaje El gerente de una fábrica ha calculado 
que un trabajador puede producir más de 30 unidades en un día. 
La curva de aprendizaje del número N de unidades producidas 
por día después de que un nuevo empleado haya trabajado 
t días es N � 30(1 � e kt). Después de 20 días en el trabajo, un 
trabajador produce 19 unidades.

Semivida o 

vida media

(en años)

1 599 20 g

1 599 1.5 g

1 599 0.1 g

5 715 3 g

5 715 5 g

5 715 1.6 g

24 100 2.1 g

24 100 0.4 g239Pu

239Pu

14C

14C

14C

226Ra

226Ra

226Ra

Isótopo

Cantidad

inicial 

Cantidad

después de

10 000 años

Cantidad

después de

1 000 años

$4 000 6%

$18 000

$750

$12 500 5 años

$500 $1 292.85

$2 000 $5 436.56

7
3
4 años

5 
1
2%

  

Cantidad

después

de 10 años

 

Tiempo

para

duplicar 

 Tasa

anual 

Inversión

inicial

r � 5.5%r � 8.5%

r � 6%r � 7%

t � 25r � 9%,t � 35r � 8%,

t � 40r � 6%,t � 20r � 7
1
2%,

Letonia 2.3

Egipto 80.3 0.017

Paraguay 6.7 0.024

Hungría 10.0 �0.003

Uganda 30.3 �0.036

�0.006

k           Población de 2007 País

t 0 1 2 3 4 5

N 100 126 151 198 243 297

Para discusión
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 a) Encontrar la curva de aprendizaje de este trabajador.
 b) ¿Cuántos días pasarían antes de que este trabajador pro-

duzca 25 unidades por día?

 66. Curva de aprendizaje Si en el ejercicio 65 el gerente requiere 
que un nuevo empleado produzca al menos 20 unidades por 
día después de 30 días en el trabajo, encontrar a) la curva de 
aprendizaje que describe este requisito mínimo y b) los días 
necesarios antes de que un trabajador produzca, como mínimo, 
25 unidades por día.

 67. Análisis de datos La tabla muestra la población P (en millones) 
de Estados Unidos desde 1960 hasta 2000. (Fuente: U.S. Census 
Bureau)

 a) Usar los datos de 1960 y 1970 para encontrar un modelo 
exponencial P1 para los datos. Considerar t � 0 en 1960.

 b) Usar una herramienta de graficación para representar un 
modelo exponencial P2 para los datos. Considerar t � 0 en 
1960.

 c)  Usar una herramienta de graficación para trazar los datos 
y los modelos P1 y P2 en la misma pantalla. Comparar el 
dato real con las predicciones. ¿Qué modelo se ajusta mejor 
a los datos?

 d) Estimar cuándo la población será de 320 millones.

 68.  Análisis de datos La tabla muestra los ingresos netos y las 
cantidades requeridas para satisfacer la deuda nacional (fondos de 
garantía de los intereses adecuados por la Tesorería) de Estados 
Unidos desde 2001 hasta 2010. Los años de 2007 a 2010 son 
estimados y las cantidades monetarias se dan en miles de millones 
de dólares. (Fuente: U.S. Office of Management and Budget)

 a) Usar la capacidad de regresión de una herramienta de gra-
ficación para encontrar un modelo exponencial R para los 
ingresos y un modelo cuártico I para la cantidad necesaria 
para satisfacer la deuda. Considerar t como el tiempo en 
años, con t � 1 que corresponde a 2001.

 b) Usar una herramienta de graficación para trazar los puntos 
correspondientes a los ingresos, y trazar el correspondiente 
modelo. Con base en el modelo, ¿cuál es la tasa de creci-
miento continuo de los ingresos?

 c) Usar una herramienta de graficación para representar los 
puntos que corresponden a la cantidad necesaria para sa-
tisfacer la deuda, y trazar el modelo cuártico.

 d) Encontrar una función P(t) que aproxime el porcentaje de 
los ingresos necesarios para satisfacer la deuda nacional. 
Usar una herramienta de graficación para representar esta 
función.

 69. Intensidad del sonido El nivel del sonido B (en decibeles), 

con una intensidad de I es �I� 10 log10  
I

I0
 donde I0 es una 

  intensidad de 10�16 watts por centímetro cuadrado, que corres-
ponde a la intensidad del sonido más débil que se puede escuchar. 
Determinar B(I) para 

 a) I � 10�14 watts por centímetro cuadrado (susurro)
 b) I � 10�9 watts por centímetro cuadrado (esquina de calle 

ruidosa)
 c) I � 10�6.5 watts por centímetro cuadrado (golpe de martillo)
 d) I � 10�4 watts por centímetro cuadrado (umbral de dolor)

 70. Nivel de ruido Con la instalación de materiales de aislamiento 
sonoro, el nivel de ruido en un auditorio se redujo de 93 a 80 deci-
beles. Usar la función exponencial del ejercicio 69 para encontrar 
el porcentaje de decrecimiento en el nivel de intensidad del ruido 
como un resultado de la instalación de esos materiales.

 71. Silvicultura El valor de un terreno de árboles maderables es 
V t e t( ) .� 100 000 0 8  donde t es el tiempo en años, con t � 0 
correspondiente a 2008. Si el dinero gana intereses continua-
mente de 10%, el actual valor del bosque maderero en cualquier 
tiempo t es A(t) � V(t)e�0.10t. Encontrar el año en el cual el 
bosque se talará para maximizar la presente función valor.

 72. Intensidad del terremoto En la escala de Richter, la magnitud 
R de un terremoto de intensidad I es

R
ln I ln I0

ln 10

donde I0 es la intensidad mínima usada como comparación. 
Suponer que I0 � 1.

 a) Encontrar la intensidad del terremoto de San Francisco en 
1906 (R � 8.3).

 b) Encontrar el factor para el cual la intensidad aumente si la 
medida en la escala Richter es el doble.

 c) Encontrar dR dI.

 73. Ley de enfriamiento de Newton Cuando un objeto se extrae del 
horno y se coloca en un entorno con una temperatura constante de 
80° F, la temperatura en el centro es 1 500° F. Una hora después 
de extraerlo, la temperatura del centro es 1 120° F. Encontrar la 
temperatura del centro 5 horas después de extraer el objeto del 
horno.

 74. Ley de enfriamiento de Newton Un contenedor de líquido 
caliente se coloca en un congelador que se mantiene a una tem-
peratura constante de 20° F. La temperatura inicial del líquido 
es 160° F. Después de 5 minutos, la temperatura del líquido es 
60° F. ¿Cuánto tiempo se necesitará para que su temperatura 
disminuya a 30° F?

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 75 a 78, determinar si el 
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o 
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

 75. En el crecimiento exponencial, la tasa de crecimiento es cons-
tante.

 76. En el crecimiento lineal, la tasa de crecimiento es constante.

 77. Si los precios aumentan a una tasa de 0.5% mensual, entonces 
éstos aumentan a una tasa de 6% por año.

 78. El modelo exponencial de la ecuación diferencial de crecimiento 
es dy dx � ky, donde k es una constante. 

2001 2002 2003 2004 2005

359.5 332.5 318.1 321.7 352.3

2006 2007 2008 2009 2010

405.9 433.0 469.9 498.0 523.2

Año

Año

Ingresos

Intereses

Ingresos

Intereses

1 991.4 1 782.51 853.4 1 880.3

2 954.7

2 153.9

2 798.32 662.52 540.12 407.3

1960 1970 1980 1990 2000

181 205 228 250 282Poblaci  n, P

Año

ó
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6.3 Separación de variables y la ecuación logística
■ Reconocer y resolver las ecuaciones diferenciales que se pueden resolver mediante sepa-

ración de variables.

■ Reconocer y resolver ecuaciones diferenciales homogéneas.

■ Usar ecuaciones diferenciales para modelar y resolver problemas de aplicación.

■ Resolver y analizar las ecuaciones diferenciales logísticas.

Separación de variables

Considerar una ecuación diferencial que pueda escribirse de la forma

M x N y
dy

dx
( ) ( )� � 0

donde M es una función continua sólo de x y N es una función continua sólo de y. Como se 
observó en la sección anterior, para este tipo de ecuación, todos los términos x se pueden 
agrupar con dx y todos los de y con dy, y se puede obtener una solución por integración. 
Tales ecuaciones se dice que son separables, y el procedimiento de solución se denomina 
separación de variables. Abajo se muestran algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales 
que son separables.

EJEMPLO 1 Separación de variables

Encontrar la solución general de ( )x
dy

dx
xy2 4� � .

Solución Para iniciar, observar que y � 0 es una solución. Para encontrar otras soluciones, 
suponer que y x 0 y separar las variables como se muestra.

 Forma diferencial.

 Separar variables.

Ahora, integrar para obtener

 Integrar.

Dado que y � 0 es también una solución, se puede escribir la solución general como

y � C x2 � 4.  Solución general (C �� eC1) 

1
ey � 1

 dy �
2
x
 dx

xy�

ey � 1
� 2

dy � cot x dxsen x y� � cos x

3y dy � �x2 dxx2 � 3y 
dy

dx
� 0

Reescrita con variables separables   Ecuación diferencial original 

 
dy

y
�

x

x2 � 4
 dx

 x2 � 4  dy � xy dx

 y � ±eC1 x2 � 4.

 y � eC1 x2 � 4

 ln y � ln x2 � 4 � C1

 ln y �
1
2

 ln x2 � 4 � C1

 
dy

y
�

x

x2 � 4
 dxNOTA  Asegurarse de verificar las 

soluciones de este capítulo. En el 
ejemplo 1, se debe verificar la solución  
y �C x2 � 4 por derivación y 
sustitución en la ecuación original.

Así, la solución concuerda. 

 Cx x2 � 4 � Cx x2 � 4

 x2 � 4
Cx

x2 � 4
�
?

x C x2 � 4

 x2 � 4  
dy

dx
� xy
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En algunos casos, no es factible escribir la solución general en la forma explícita  
y � f(x). El siguiente ejemplo ilustra tal situación. La derivación implícita se puede usar 
para verificar esta solución.

EJEMPLO 2 Encontrar una solución particular

Dada la condición inicial y(0) � 1, encontrar la solución particular de la ecuación

xy dx � e�x2�
y2 � 1

�
 dy � 0.

Solución Notar que y � 0 es una solución de la ecuación diferencial, pero esta solución 
no satisface la condición inicial. Así, se puede suponer que y p 0. Para separar variables, se 
debe despejar el primer término de y y el segundo término de e–x2. Así, se debe multiplicar 
por e x2 y y obtener lo siguiente.

De la condición inicial y(0) � 1, se tiene  ,N � 0 � �,N� C, lo cual implica que C � 1. Así, 
la solución particular tiene la forma implícita

Se puede verificar esto derivando y reescribiendo para obtener la ecuación original.

EJEMPLO 3 Encontrar la curva de una solución particular

Encontrar la ecuación de la curva que pasa a través del punto (1, 3) y tiene pendiente de  
y x2 en cualquier punto (x, y).

Solución Dado que la pendiente de la curva está dada por y x2, se tiene

con la condición inicial y(1) � 3. Separando las variables e integrándolas se tiene

Dado que y � 3 cuando x � 1, se concluye que 3 � Ce�1 y C � 3e. Así, la ecuación de la 
curva especificada es 

y � (3e)e�1 x � 3e(x�1) x,  x > 0.

Ya que la solución no se define en x � 0 y la condición inicial se da en x � 1, x está res-
tringida a valores positivos. Ver la figura 6.12. 

 
y2

2
� ln y � �

1
2

ex2
� C

 y �
1
y

 dy � �xex2
 dx

 e�x2
y2 � 1  dy � �xy dx

 xy dx � e�x2
y2 � 1  dy � 0

 y2 � ln y2 � ex2
� 2.

 
y2

2
� ln y � �

1
2

ex2
� 1

 y � e� 1 x �C1 � Ce�1 x.

 ln y � �
1
x

� C1

y 0 
dy

y
�

dx

x2 ,

dy

dx
�

y

x2

PARA MAYOR INFORMACIÓN  Para 
un ejemplo (de ingeniería) de una ecua-
ción diferencial que es separable, ver el 
artículo “Designing a Rose Cutter”, de 
J. S. Hartzler en The College Mathema-
tics Journal.

Figura 6.12
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12

10

6

4

2

x

y = 3e(x 1)/x

y = 3e

(1, 3)
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Ecuaciones diferenciales homogéneas

Algunas ecuaciones diferenciales que no son separables en x y y se pueden separar por un 
cambio de variables. Éste es el caso de ecuaciones diferenciales de la forma y� � f(x, y), donde 
f es una función homogénea. La función dada por f (x, y) es homogénea de grado n si

f tx, ty � tnf x, y  Función homogénea de grado n.

donde n es un número real.

EJEMPLO 4 Verificar funciones homogéneas

 a) f (x, y) � x2y � 4x3 � 3xy2 es una función homogénea de grado 3 dado que

 b) f (x, y) � xe x y � y sen (y x) es una función homogénea de grado 1 dado que

 c) f (x, y) � x � y2 no es una función homogénea dado que

 d) f (x, y) � x y es una función homogénea de grado 0 dado que

  

DEFINICIÓN DE ECUACIÓN DIFERENCIAL HOMOGÉNEA

Una ecuación diferencial homogénea es una ecuación de la forma

M(x, y) dx � N(x, y) dy � 0

donde M y N son funciones homogéneas del mismo grado.

EJEMPLO 5 Prueba para ecuaciones diferenciales homogéneas

 a) (x2 � xy) dx � y2 dy � 0 es homogénea de grado 2. 

 b) x3 dx � y3 dy es homogénea de grado 3.

 c) (x2 � 1) dx � y2 dy � 0 no es una ecuación diferencial homogénea. 

 � t3f x, y .

 � t3 x2y � 4x3 � 3xy2

 � t3 x2y � t3 4x3 � t3 3xy2

 f tx, ty � tx 2 ty � 4 tx 3 � 3 tx ty 2

 � t f x, y .

 � t xex y � y sen 
y
x

 f tx, ty � txetx ty � ty sen 
ty
tx

f tx, ty � tx � t2y2 � t x � ty2 p tn x � y2 .

f tx, ty �
tx
ty

� t0 x
y
.

NOTA  La notación f (x, y) se usó para 
denotar una función de dos variables de 
la misma forma como f (x) denota una 
función de una variable. Se estudiarán 
funciones de dos variables a detalle en 
el capítulo 13. 
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Para resolver una ecuación diferencial homogénea por el método de separación de 
variables, usar el siguiente teorema de cambio de variables.

TEOREMA 6.2 CAMBIO DE VARIABLES PARA ECUACIONES HOMOGÉNEAS

Si M(x, y) dx � N(x, y) dy � 0 es homogénea, entonces se puede transformar en una 
ecuación diferencial cuyas variables son separables por la sustitución

y � vx

donde v es una función derivable de x.

EJEMPLO 6 Resolver una ecuación diferencial homogénea

Encontrar la solución general de

(x2 � y2) dx � 3xy dy � 0.

Solución Dado que (x2 � y2) y 3xy son homogéneas de grado 2, usar y � vx para obtener 
dy � x dv � v dx. Entonces, por sustitución, se tiene

Al dividir entre x2 y separar variables, se produce

Al sustituir por v se produce la siguiente solución general.

 Solución general.

Se puede verificar esto al derivar y reescribir para obtener la ecuación original.

 TECNOLOGÍA Si se tiene acceso a una herramienta de graficación, representar varias 
soluciones para el ejemplo 6. La figura 6.13 muestra las gráficas de

(x2 � 2y2)3 � Cx2

para C � 1, 2, 3 y 4.

Solución general de 
(x2 � y2) dx � 3xy dy � 0
Figura 6.13

x

(x2 + 2y2)3 = Cx2

C = 1 C = 2

C = 3
C = 4

1

1

1

y

AYUDA DE ESTUDIO  La sustitución  
y = vx llevará a una ecuación diferen-
cial que es separable con respecto a 
las variables x y v. Se debe escribir su 
solución final, sin embargo, en términos 
de x y y.

 x2 1 � 2v2  dx � x2 3vx  dv � 0.

 x2 � 2v2x2  dx � 3x3v dv � 0

 x2 � v2x2  dx � 3x vx x dv � v dx � 0

dy

 x4 � C 1 � 2v2 �3.

 ln x4 � ln C 1 � 2v2 �3

4 ln x � �3 ln 1 � 2v2 � ln C

 ln x � �
3
4

 ln 1 � 2v2 � C1

 
dx
x

�
�3v

1 � 2v2 dv

 1 � 2v2  dx � �3vx dv

 x2 � 2y2 3 � Cx2

 1 �
2y2

x2

3

x4 � C

 x4 � C 1 � 2
y
x

2 �3
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 N � 650 � Ce�kt

 650 � N � e�kt�C1

 ln 650 � N � �kt � C1

 �ln 650 � N � kt � C1

 
dN

650 � N
� k dt

 dN � k 650 � N  dt

dN
dt

� k 650 � N

Aplicaciones

EJEMPLO 7 Población salvaje

La razón de cambio del número de coyotes N(t) en una población es directamente pro-
porcional a 650 � N(t), donde t es el tiempo en años. Cuando t � 0, la población es 
300, y cuando t � 2, la población se incrementó a 500. Encontrar la población cuando  
t � 3.

Solución Dado que el ritmo o velocidad de cambio de la población es proporcional a  
650 � N(t), se puede escribir la siguiente ecuación diferencial.

Se puede resolver esta ecuación diferencial por separación de variables.

 Forma diferencial.

 Variables separables.

 Integrar.

 Suponer N < 650.

 Solución general.

Si se usa N � 300 cuando t � 0, se puede concluir que C � 350, lo cual produce

N � 650 � 350e�kt.

Entonces, mediante el valor de N � 500 cuando t � 2, se deduce que

Así, el modelo para la población de coyotes es

N � 650 � 350e�0.4236t. Modelo para la población.

Cuando t � 3, se puede aproximar la población a

N � 650 � 350e�0.4236(3)  552 coyotes.

En la figura 6.14 se muestra el modelo de población. Note que N � 650 es la asíntota hori-
zontal de la gráfica y es la capacidad de carga del modelo. Es posible aprender más acerca 
de la capacidad de carga después en esta sección.

t
1 2 3 4 5 6

Tiempo (en años)

700

100

200

300

400

500

600

N
úm

er
o 
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(0, 300)

(2, 500)

N = 650 350e0.4236t

N

(3, 552)

Figura 6.14
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Un problema común en electrostática, termodinámica e hidrodinámica involucra encontrar 
una familia de curvas, cada una de las cuales es ortogonal a todos los miembros de una familia 
de curvas dada. Por ejemplo, la figura 6.15 muestra una familia de circunferencias

x2 � y2 � C Familia de circunferencias.

cada una de las cuales interseca las rectas en la familia

y � Kx Familia de rectas.

en ángulos rectos. Esas dos familias de curvas se dice que son mutuamente ortogonales, 
y cada curva en una de las familias se denomina como una trayectoria ortogonal de la 
otra familia. En electrostática, las líneas de fuerzas son ortogonales a las curvas equipoten-
ciales. En termodinámica, el flujo de calor que atraviesa una superficie plana es ortogonal 
a las curvas isotérmicas. En hidrodinámica, las líneas de flujo (corriente) son trayectorias 
ortogonales a las curvas de potencial de velocidad.

EJEMPLO 8 Trayectorias ortogonales

Describir las trayectorias ortogonales para la familia de curvas dada por

y �
C
x

para C p0. Trazar la gráfica para varios miembros de cada familia.

Solución Primero, resolver la ecuación dada para C y escribir xy � C. Entonces, por 
derivación implícita con respecto a x, se obtiene la ecuación diferencial

 Ecuación diferencial.

 Pendiente de familia dada.

Dado que y� representa la pendiente de la familia de curvas dada en (x, y), se deduce que la 
familia ortogonal tiene la pendiente recíproca negativa x y. Así,

dy
dx

�
x
y

.  Pendiente de familia ortogonal.

Ahora se puede encontrar la familia ortogonal por separación de variables e integrando.

 y2 � x2 � K

 
y2

2
�

x2

2
� C1

 y dy � x dx

Los centros están en el origen y los ejes transversales son verticales para K > 0 y horizon-
tales para K < 0. Si K � 0, las trayectorias ortogonales son las líneas y � �x. Si K p 0, las 
trayectorias ortogonales son hipérbolas. Varias trayectorias se muestran en la figura 6.16.
 

 
dy
dx

� �
y
x

.

 x 
dy
dx

� �y

 xy� � y � 0

Cada recta y � Kx es una trayectoria orto-
gonal de la familia de circunferencias
Figura 6.15

x

y

Trayectorias ortogonales
Figura 6.16

y

x

Familia dada:

xy = C

Familia

ortogonal:

y2 − x2 = K
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Ecuación diferencial logística

En la sección 6.2, el modelo de crecimiento exponencial se deriva del hecho de que la ra-
zón de cambio de una variable y es proporcional al valor de y. Se observó que la ecuación 
diferencial dy dt � ky tiene la solución general y � Cekt. El crecimiento exponencial es 
ilimitado, pero cuando describe una población, con frecuencia existe algún límite superior L 
más allá del cual no puede haber crecimiento. El límite superior L se denomina capacidad 
límite o de soporte, la cual es la máxima población y(t) que se puede sostener o soportar a 
medida que se incrementa el tiempo t. Un modelo que con regularidad se usa para este tipo 
de crecimiento es la ecuación diferencial logística

dy
dt

� ky 1 �
y
L

 Ecuación diferencial logística.

donde k y L son constantes positivas. Una población que satisface esta ecuación no crece 
sin límite, pero se aproxima a la capacidad límite o de soporte L al aumentar t.

De la ecuación se puede observar que si y está entre 0 y la capacidad límite o de so-
porte L, entonces dy dt > 0, y la población se incrementa. Si y es mayor que L, entonces  
dy dt < 0, y la población decrece. La gráfica de la función y se denomina curva logística, 
como se muestra en la figura 6.17.

EJEMPLO 9 Obtención de la solución general

Resolver la ecuación diferencial logística 
dy
dt

� ky 1 �
y
L

.

Solución Empezar por separar variables.

 Escribir la ecuación diferencial.

 Variables separables.

 Integrar cada miembro.

 Reescribir el primer miembro mediante 
 fracciones parciales.

 Encontrar la antiderivada de cada miembro.

 Multiplicar cada miembro por –1 y simplificar.

 Tomar exponenciales en cada miembro.

 Sea ±e�C � b.

Al resolver esta ecuación para y se produce y �
L

1 � be�kt .  

Del ejemplo 9, se puede concluir que todas las soluciones de la ecuación diferencial logística 
son de la forma

y �
L

1 � be�kt .

 
L � y

y
� be�kt

 
L � y

y
� e�kt�C � e�Ce�kt

 ln
L � y

y
� �kt � C

 ln y � ln L � y � kt � C

 
1
y

�
1

L � y
dy �  kdt

  
1

y 1 � y L
dy �  kdt

 
1

y 1 � y L
dy � kdt

 
dy
dt

� ky 1 �
y
L

E XPLORACIÓN

Usar una herramienta de graficación 
para investigar los efectos de los va-
lores de L, b y k sobre la gráfica de 

y �
L

1 � be�kt .

Incluir algunos ejemplos para justi-
ficar los resultados.

Notar que, como t m d, y m L
Figura 6.17

t

y

L

Curva  
logística

y = L
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EJEMPLO 10 Solución de una ecuación diferencial logística

Una comisión estatal libera 40 alces en una zona de refugio. Después de 5 años, la población 
de alces es de 104. La comisión cree que la zona no puede soportar más de 4 000 alces. La 
tasa de crecimiento de la población de alces p es

40 ≤ p ≤ 4 000
dp

dt
kp 1

p

4 000
,

donde t es el número de años.

 a) Escribir un modelo para la población de alces en términos de t.
 b) Representar el campo de pendientes de la ecuación diferencial y la solución que pasa 

a través del punto (0, 40).
 c) Usar el modelo para estimar la población de alces después de 15 años.
 d) Encontrar el límite del modelo cuando t m@.

Solución

 a) Se sabe que L � 4 000. Así, la solución de la ecuación diferencial es de la forma

p
4 000

1 be kt
.

Dado que p(0) � 40, se puede resolver para b como se muestra.

Entonces, dado que p � 104 cuando t � 5, se puede resolver para k.

Así, un modelo para la población de alces está dada por p
4 000

1 99e 0.194t
.

 b) Utilizando una herramienta de graficación, se puede representar el campo de pen-
dientes de

dp

dt
0.194p 1

p

4 000

y la solución pasa a través de (0, 40), como se muestra en la figura 6.18.

 c) Para estimar la población de alces después de 15 años, sustituir 15 para t en el mo-
delo.

 Sustituir 15 para t.

 Simplificar.

 d) Como t se incrementa sin saltos, el denominador de 
4 000

1 99e 0.194t  se cierra a 1.

Así, lím
t

 
4 000

1 99e 0.194t
4 000.

40
4 000

1 be k 0

k 0.194104 �
4 000

1 � 99e�k 5

b � 9940 �
4 000
1 � b

 
4 000

1 99e 2.91 626

 p
4 000

1 99e 0.194 15

Campo de pendientes para
dp

dt
0.194p 1

p

4 000

Y la solución que pasa a través de (0, 40)
Figura 6.18

E X P L O R A C I Ó N

Explicar qué sucede si p(0) � L.

0 80

0

5 000
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En los ejercicios 1 a 14, encontrar la solución general de la ecua-
ción diferencial.

 1.  2.

 3.  4.

 5.  6.

 7.  8.

 9.  10.

 11.  12.

 13.  14.

En los ejercicios 15 a 24, encontrar la solución particular que 
satisface la condición inicial.

 15.  

 16.  

 17.  

 18.  

 19.  

 20.  

 21.  

 22.  

 23.  

 24.  

En los ejercicios 25 a 28, encontrar una ecuación para las gráficas 
que pasen por los puntos y tengan la pendiente dada.

 25.  26.

 27.  28.

En los ejercicios 29 y 30, encontrar todas las funciones f que tienen 
la propiedad indicada.

 29. La tangente de la gráfica de f en el punto (x, y) en intersección 
con el eje x en (x � 2, 0).

 30. Todas las tangentes de la gráfica de f que pasan a través del 
origen.

En los ejercicios 31 a 38, determinar si la función es homogénea 
y, si lo es, determinar su grado.

 31.  32. 

 33.  34.

T 0 140dT k T 70  dt 0

P 0 P0dP kP dt 0

r 0 0
dr

ds
er 2s

u 0 1
du

dv
uv sen v2

y 0 1y 1 x2 y x 1 y2 0

y 0 3y 1 x2 y x 1 y2 0

y 1 22xy ln x2 0

y 2 1y x 1 y 0

y 1 9x y y 0

y 0 3yy 2e x 0

Condición inicialEcuación diferencial

 35.  36. 

 37.  38.

En los ejercicios 39 a 44, resolver la ecuación diferencial homo-
génea.

 39.  40. 

 41.  42. 

 43.  44. 

En los ejercicios 45 a 48, encontrar la solución particular que 
satisface la condición inicial.

 45.  

 46.  

 47.  

 48.  

Campos de pendientes En los ejercicios 49 a 52, representar al-
gunas soluciones de la ecuación diferencial sobre el campo de pen-
dientes y entonces encontrar la solución general analíticamente.

 49.  50. 

 51.  52. 

f x, y
xy

x2 y2
f x, y

x2y2

x2 y2

f x, y x3 3x2y2 2y2f x, y x3 4xy2 y3

f x, y � tan 
y
x

f x, y � 2 ln 
x
y

f x, y � tan x � yf x, y � 2 ln xy

y� �
2x � 3y

x
y� �

xy
x2 � y2

y� �
x2 � y2

2xy
y� �

x � y
x � y

y� �
x3 � y3

xy2y� �
x � y

2x

y 1 � 02x2 � y2  dx � xy dy � 0

y 1 � 0x sec 
y
x

� y  dx � x dy � 0

y 1 � 1�y2 dx � x x � y  dy � 0

y 1 � 0x dy � 2xe�y x � y  dx � 0

Condición inicialEcuación diferencial  

dy
dx

� 0.25x 4 � y
dy
dx

� 4 � y

dy
dx

� �
x
y

dy
dx

� x

2
x

2

y

2

2
x

4

4

4

y

4

x
3 41 23 12

y

8

x
4 23 1 2 31 4

y

8

Ejercicios6.3

y ln x xy 0

1 4x2 y x

yy

2 x y 3y

dr

ds
0.75r

x2 5y 
dy

dx
0

dy

dx

x

y

4 sen x

12yy 7ex 0

x2 16y 11x

yy 8 cos x

xy y

dr

ds
0.75s

dy

dx

x2 3

6y2

dy

dx

3x2

y2

y
2y

3x
8, 2 ,

y
9x

16y
1, 1 ,

y
y

2x
9, 1 ,

y
x

4y
0, 2 ,
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Método de Euler En los ejercicios 53 a 56, a) usar el método de 
Euler con un tamaño de paso de h � 0.1 para aproximar la solución 
particular del problema de valor inicial en un valor de x dado, b) 
encontrar analíticamente la solución exacta de la ecuación diferen-
cial y c) comparar las soluciones en los valores de x dados.

 53.  

 54.  

 55.  

 56.  

 57. Desintegración radiactiva La tasa de descomposición de 
radio radiactivo es proporcional a la cantidad presente en 
cualquier tiempo. La semivida o vida media de radio radiactivo  
es de 1 599 años. ¿Qué cantidad permanecerá después de 50 
años?

 58. Reacción química En una reacción química, un compuesto se 
transforma en otro a una tasa proporcional a la cantidad no 
cambiada. Si inicialmente existen 40 gramos del compuesto ori-
ginal, y permanecen 35 gramos después de 1 hora, ¿cuándo se 
transformará 75% del compuesto?

Campos de pendientes En los ejercicios 59 a 62, a) escribir una 
ecuación diferencial para el enunciado, b) corresponder la ecuación 
diferencial con un posible campo de pendientes, y c) verificar los 
resultados mediante una herramienta de graficación para trazar 
un campo de pendientes de la ecuación diferencial. [Los campos 
de pendientes se marcaron con a), b), c) y d).]

 a)  b) 

 c)  d)

 59. La razón de cambio de y con respecto a x es proporcional a la 
diferencia entre y y 4.

 60. La razón de cambio de y con respecto a x es proporcional a la 
diferencia entre x y 4.

 61. La razón de cambio de y con respecto a x es proporcional al 
producto de y y la diferencia entre y y 4.

 62. La razón de cambio de y con respecto a x es proporcional a y2.

 63. Ganancia de peso Un becerro que pesa 60 libras al nacer 
gana peso a razón de dw dt � k(1 200 � w), donde w es el 
peso en libras y t es el tiempo en años. Resolver la ecuación 
diferencial.

 a) Usar un sistema algebraico por computadora para resolver 
la ecuación diferencial para k � 0.8, 0.9 y 1. Representar 
las tres soluciones.

 b) Si el animal se vende cuando su peso alcanza 800 libras, 
encontrar el tiempo de venta de cada uno de los modelos 
en el apartado a).

 c) ¿Cuál es el peso máximo del animal para cada uno de los 
modelos?

 64. Ganancia de peso Un becerro que pesa w
0
 libras al nacer gana 

peso a razón de dw dt � 1 200 � w, donde w es el peso en libras 
y t es el tiempo en años. Resolver la ecuación diferencial.

En los ejercicios 65 a 70, encontrar las trayectorias ortogonales 
de la familia. Usar una herramienta de graficación para obtener 
varios miembros de cada familia.

 65.  66.

 67.  68.

 69.  70.

En los ejercicios 71 a 74, señalar la ecuación logística con su gráfica. 
[Las gráficas se marcan con a), b), c) y d).]

 a)  b)

 c)  d)

 71.  72.

 73.  74.

x � 1.51, 0
dy
dx

� 2x 1 � y2

x � 21, 2
dy
dx

�
2x � 12
3y2 � 4

x � 10, 3
dy
dx

� 6xy2 � 0

x � 10, 5
dy
dx

� �6xy

Valor xCondición inicialEcuación diferencial

x
5 �

9

5

y

x

−1

−5

5

9

y

x
5 1

9

5

y

x
5 5

y

2.5

2.5

y � Cexy2 � Cx3

y2 � 2Cxx2 � Cy

x2 � 2y2 � Cx2 � y2 � C

y

x
246 108642

10
8
6
4

12
14

y

x
246 108642

10
8

2

12
14

y

x
246 108642

10
8
6
4

12
14

y

x
246 108642

10
8
6
4

12
14

CAS

y �
12

1 � e�2x
y �

12
1 �

1
2e�x

y �
12

1 � 3e�x
y �

12
1 � e�x
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En los ejercicios 75 y 76, la ecuación logística modela el crecimiento 
de una población. Usar la ecuación para a) encontrar el valor de 
k, b) encontrar la capacidad límite o de soporte, c) encontrar la 
población inicial, d) determinar cuándo la población alcanzará 
50% de su capacidad límite o de soporte y e) escribir una ecuación 
diferencial logística que tiene la solución P(t).

 75.  76.

En los ejercicios 77 y 78, la ecuación diferencial logística modela la 
tasa de crecimiento de una población. Usar la ecuación diferencial 
para a) encontrar el valor de k,  b) encontrar la capacidad de sopor-
te, c) usar un sistema algebraico por computadora para trazar la 
gráfica de un campo de pendientes y d) determinar el valor de P en 
el cual la tasa del crecimiento de población es el más alto.

 77.  78.

En los ejercicios 79 a 82, encontrar la ecuación logística que sa-
tisface la condición inicial.

 79. 

 80. 

 81. 

 82. 

 83. Especies en peligro Una organización de conservación libera 
25 panteras de Florida en una zona de refugio. Después de 2 
años, hay 39 panteras en la zona. El refugio tiene una capacidad 
límite o de soporte de 200 panteras.

 a) Escribir una ecuación logística que modele la población de 
las panteras en el refugio.

 b) Encontrar la población después de 5 años.

 c) ¿Cuándo la población será de 100 panteras?

 d) Escribir una ecuación diferencial logística que modele la 
tasa de crecimiento de la población de las panteras. Enton-
ces repetir el apartado b) mediante el método de Euler con 
un tamaño de paso de h � 1. Comparar la aproximación 
con las respuestas exactas.

 e) ¿En qué tiempo la población de las panteras crecerá más 
rápidamente? Explicar.

 84. Crecimiento de bacterias En el tiempo t � 0, un cultivo 
bacteriano pesa 1 gramo. Dos horas después, el cultivo pesa 4 
gramos. El peso máximo del cultivo es de 20 gramos.

 a) Escribir una ecuación logística que modele el peso del 
cultivo bacteriano.

 b) Encontrar el peso del cultivo después de 5 horas.

 c) ¿Cuándo el peso del cultivo será de 18 gramos?

 d) Escribir una ecuación diferencial logística que modele la 
razón de crecimiento del peso del cultivo. Entonces repetir 
el inciso b) mediante el método de Euler con un tamaño de 
paso de h � 1. Comparar la aproximación con los resultados 
exactos.

 e) ¿En qué tiempo se incrementará el peso más rápidamente? 
Explicar.

Desarrollo de conceptos

 85. Describir cómo reconocer y resolver ecuaciones diferenciales 
que se pueden resolver por separación de variables.

 86. Establecer la prueba para determinar si una ecuación dife-
rencial es homogénea. Dar un ejemplo.

 87. Describir la relación entre dos familias de curvas que son 
mutuamente ortogonales.

Para discutir

 88.  Suponer que el crecimiento de una población está mode-
lada por una ecuación logística. Conforme la población se 
incrementa, su razón de crecimiento decrece. ¿Ocurre esto 
en situaciones reales, como en poblaciones de animales 
o humanos? 

 89. Demostrar que si y � 
be

dy

dt
ky y

kt�
� 



1

1
1, ( ) entonces .

 90. Navegación Un bote de navegación, que parte del reposo, 
acelera (dv dt) a una tasa proporcional a la diferencia entre las 
velocidades del viento y el bote. Se ignora la resistencia del 
aire.

 a) El viento sopla a 20 nudos, y después de media hora el bote 
se mueve a 10 nudos. Escribir la velocidad v como función 
del tiempo t.

 b) Usar el resultado del inciso a) para escribir la distancia que 
se desplazó el bote como función del tiempo.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 91 a 94, determinar si el 
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o dar 
un contraejemplo. 

 91. La función y � 0 es siempre una solución de una ecuación 
diferencial que puede resolverse por separación de variables.

 92. La ecuación diferencial y� � xy � 2y � x � 2 se puede escribir 
en forma de variables separadas.

 93. La función f (x, y) � x2 � 4xy � 6y2 � 1 es homogénea.

 94. Las familias x2 � y2 � 2Cy y x2 � y2 � 2Kx son mutuamente 
ortogonales.

 95. En un error de cálculo muy común, se cree que la regla del 
producto para derivadas dice que ( fg)� � f �g�. Si f (x) � e x2, 
determinar, con prueba, si existe un intervalo abierto (a, b) y 
una función distinta de cero g definida en (a, b) tal que esta 
regla errónea del producto sea verdadera para x en (a, b).

Este problema fue preparado por el Committee on the Putman Prize Competition.  
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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6.4 Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden
■ Resolver una ecuación diferencial lineal de primer orden.

■ Usar ecuaciones diferenciales lineales para resolver problemas de aplicación.

■ Resolver una ecuación diferencial de Bernoulli.

Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

En esta sección se estudiará cómo resolver una clase muy importante de ecuaciones dife-
renciales de primer orden: las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden.

DEFINICIÓN DE ECUACIÓN DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER ORDEN

Una ecuación diferencial lineal de primer orden es una ecuación de la forma

dy

dx
P x y Q x( ) ( )� �

donde P y Q son funciones continuas de x. Se dice que esta ecuación diferencial lineal 
de primer orden es de la forma normal.

Para resolver una ecuación diferencial lineal, hay que escribirla en forma normal para 
identificar las funciones P(x) y Q(x). Después integrar P(x) y formar la expresión

uSxD � eEPSxD dx  Factor integrante.

el cual se denomina factor integrante. La solución general de la ecuación es

y �
1

uSxD
 % QSxDuSxD dx. Solución general.

EJEMPLO 1 Solución de una ecuación diferencial lineal

Encontrar la solución general de

y� � y � ex.

Solución Para esta ecuación, P(x) � 1 y Q(x) � ex. Así, el factor integrante es

 � e x.

 � eE dx

 uSxD � eE PSxD dx

 

Factor integrante.

Esto implica que la solución general es

 �
1
2

e x � Ce�x.

 � e�x�1
2

e2x � C�

 �
1
e x % e xSe xD dx

 y �
1

uSxD
 % QSxDuSxD dx

 Solución general.

 FyeE PSxD dxG� � QSxDeE PSxD dx

 y�eEPSxD dx � PSxDye EPSxD dx � QSxDeE PSxD dx

NOTA  Es útil ver por qué el factor in-
tegrante ayuda a resolver una ecuación 
diferencial lineal de la forma  
y�� P(x)y � Q(x). Cuando ambos 
miembros de la ecuación se multiplican 
por el factor integrante u(x) � eEP(x)dx, 
el primer miembro se convierte en la 
derivada de un producto.

Al integrar ambos miembros de la 
segunda ecuación y dividir entre u(x)  
se produce la solución general. 
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TEOREMA 6.3 SOLUCIÓN DE UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER ORDEN

Un factor integrante para la ecuación diferencial lineal de primer orden

y� � P(x)y � Q(x)

es u(x) � eEP(x)dx. La solución de la ecuación diferencial es

yeE PSxD dx �% QSxDeE PSxD dx dx � C.

AYUDA DE ESTUDIO  Más que memorizar la fórmula del teorema 6.3, basta con recordar que al multi-
plicar por el factor integrante eEP(x)dx, se convierte el miembro izquierdo de la ecuación diferencial en 
la derivada del producto yeEP(x)dx.

EJEMPLO 2 Solución de una ecuación diferencial
lineal de primer orden

Encontrar la solución de 

xy� � 2y � x2.

Solución La forma normal de la ecuación dada es

 y� � �2
x�y � x.

 y� � PSxDy � QSxD

 Forma normal.

Así, P(x) � �2Yx, y se tiene

 Factor integrante.

Así, al multiplicar cada miembro de la forma normal por 1Yx2 se llega a 

 Solución general.

En la figura 6.19 se muestran varias curvas solución (para C � �2, �1, 0, 1, 2, 3 y 4) .
 

 y � x2Sln \x\ � CD.

 
y
x2 � ln \x\ � C

 
y
x2 � % 

1
x
 dx

 
d
dx

 � y
x2� �

1
x

 
y�

x2 �
2y
x3 �

1
x

 �
1
x2.

 �
1

eln x2

 eE PSxD dx � e�ln x2

 � �ln x2

 % PSxD dx � �% 
2
x
 dx

ANNA JOHNSON PELL WHEELER  
(1883-1966)

Anna Johnson Pell Wheeler obtuvo su 
maestría en la Universidad de Iowa con su 
tesis La extensión de la teoría de Galois a 

ecuaciones diferenciales en 1904. Influida 
por David Hilbert, trabajó en ecuaciones 
diferenciales mientras estudiaba espacios 
lineales infinitos.

Figura 6.19

2 1 21
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C � 4
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C � 0

C � 1

C � 2
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EJEMPLO 3 Solución de una ecuación diferencial lineal
de primer orden

Encontrar la solución general de y� � y tan t � 1, � PY2 < t < PY2.

Solución La ecuación ya está en la forma normal y� � P(t)y � Q(t). Así, P(t) � � tan t, y

 P t  dt � �  tan t dt � ln cos t

Como �PY2 � t � PY2, se pueden dejar los signos de valor absoluto y concluir que el 
factor integrante es

� cos t . e P t  dt � e ln (cos t)  Factor integrante.

Así, al multiplicar y� � y tan t � 1 por cos t se obtiene

 Solución general.

Varias curvas solución se muestran en la figura 6.20. 

Aplicaciones

Un tipo de problema que se puede describir en términos de una ecuación diferencial involucra 
mezclas químicas, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 4 Un problema de mezcla

Un tanque contiene 50 galones de una disolución compuesta por 90% agua y 10% alcohol. 
Una segunda disolución que contiene 50% agua y 50% alcohol se agrega al tanque a una 
tasa de 4 galones por minuto. Conforme se añade la segunda, el tanque empieza a drenar 
a una tasa de 5 galones por minuto, como se muestra en la figura 6.21. Si se supone que la 
disolución en el tanque se agita constantemente, ¿cuánto alcohol permanecerá en el tanque 
después de 10 minutos?

Solución Sea y el número de galones de alcohol en el tanque en cualquier instante t. Se 
sabe que y � 5 cuando t � 0. Dado que el número de galones en el tanque en cualquier 
tiempo es 50 � t, y que el tanque pierde 5 galones por minuto, se debe perder [5Y(50 � t)]y 
galones de alcohol por minuto. Además, ya que el tanque gana 2 galones de alcohol por 
minuto, el ritmo o velocidad de cambio de alcohol en el tanque está dada por

Para resolver esta ecuación lineal, sea P(t) � 5Y(50 � t) y se obtiene

Ya que t � 50, se puede eliminar el signo del valor absoluto y concluir que

 y � tan t � C sec t.

 y cos t � sen t � C

 y cos t �  cos t dt

  
d

dt
 y cos t � cos t

P
2

 P
2

t

C � 2

C � 1

C � 1

C � 2

C � 0

2

1

1

2

y

Figura 6.20

e P t dt � e�5 ln 50� t �
1

50 � t 5
.

dy

dt
�

5
50 � t

y � 2.
dy

dt
� 2 �

5
50 � t

y

P t  dt �
5

50 � t
 dt � �5 ln 50 � t .

5 gal/min

4 gal/min

Figura 6.21
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Así, la solución general es

Dado que y � 5 cuando t � 0, se tiene

lo cual significa que la solución particular es

Por último, cuando t � 10, la cantidad de alcohol en el tanque es

lo cual representa una solución que contiene 33.6% de alcohol. 

Hasta ahora en problemas relacionados con la caída de un cuerpo se ha despreciado  
la resistencia del aire. El siguiente ejemplo incluye este factor. En el ejemplo, la resistencia 
del aire sobre el objeto que cae se supone proporcional a su velocidad v. Si g es la constante 
gravitacional, la fuerza descendente F sobre el objeto que cae de masa m se da por medio de 
la diferencia mg �kv. Pero, por la segunda ley de movimiento de Newton, se sabe que

F � ma � m(dvYdt) a = aceleración.

lo cual lleva a la siguiente ecuación diferencial.

dv

dt
�

k

m
 v � gm 

dv

dt
� mg � kv

EJEMPLO 5 Un objeto que cae con resistencia al aire

Un objeto de masa m cae desde un helicóptero. Encontrar su velocidad en función del tiempo 
t, si se supone que la resistencia del aire es proporcional a la velocidad del objeto.

Solución La velocidad v satisface la ecuación

dv

dt
�

kv

m
� g.

 g = constante gravitacional.

 k = constante de proporcionalidad.

Si b � kYm, se pueden separar variables para obtener 

Dado que el objeto cayó, v � 0 cuando t � 0; así g � C, y se deduce que 

 

 y �
50 � t

2
� C�50 � t

�
5.

 
y�50 � t

�
5 �  

2
50 � t 5

 dt �
1

2 50 � t 4 � C

�
20
505 � C5 �

50
2

� C 50 5

y �
50 � t

2
� 20

50 � t

50

5

.

y �
50 � 10

2
� 20

50 � 10
50

5
13.45 gal

v �
g � ge�bt

b
�

mg

k
 �1 � e�kt m .�bv � �g � ge�bt

C � e bC1 g bv � Ce bt.

 ln g bv � bt bC1

1

b
 ln g bv � t C1

  
dv

g bv
�  dt

 dv � g bv  dt

NOTA  Observar en el ejemplo 5 que 
la velocidad se aproxima al límite mgYk 
como resultado de la resistencia al aire. 
Para problemas de objetos que caen 
y en los que la resistencia al aire es 
despreciada, la velocidad se incrementa 
sin límite. 
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Un circuito eléctrico simple consta de una corriente eléctrica I (en amperes), una resis-
tencia R (en ohms), una inductancia L (en henrys), y una fuerza electromotriz E constante 
(en volts), como se muestra en la figura 6.22. Con base en la segunda ley de Kirchhoff, si el 
interruptor S se cierra cuando t � 0, la fuerza electromotriz aplicada (voltaje) es igual a la 
suma de la caída de voltaje en el resto del circuito. De hecho, esto significa que la corriente 
I satisface la ecuación diferencial

EJEMPLO 6 Un problema de circuitos eléctricos

Encontrar la corriente I como función del tiempo t (en segundos), dado que I satisface la 
ecuación diferencial 

L(dIYdt) � RI � sen 2t, 

donde R y L son constantes diferentes de cero.

Solución En forma normal, la ecuación lineal dada es

dI

dt
�

R

L
 I �

1
L

 sen 2t.

Sea P(t) � RYL, tal que eE PStD dt � eSRYLDt, y, por el teorema 6.3,

Así, la solución general es

 

 TECNOLOGÍA La integral del ejemplo 6 se encontró mediante un software de 
álgebra simbólica. Si se tiene acceso a Maple, Mathematica, o TI-89, tratar de usarlo 
para integrar 

En el capítulo 8 se estudiará cómo integrar funciones de ese tipo mediante integración 
por partes.

Ecuación de Bernoulli

La también conocida ecuación no lineal que reduce a una lineal con una apropiada sustitución, 
es la ecuación de Bernoulli, llamada así por James Bernoulli (1654-1705).

y� � P(x)y � Q(x)yn    Ecuación de Bernoulli.

L 
dI

dt
� RI � E.

 �
1

4L2 � R2 e R L t R sen 2t � 2L cos 2t � C.

 Ie R L t �
1
L

  e R L t sen 2t dt

I �
1

4L2 � R2 R sen 2t � 2L cos 2t � Ce� R L t.

I � e� R L t 1
4L2 � R2 e R L t R sen 2t � 2L cos 2t � C

1
L

  e R L t sen 2t dt.

Figura 6.22

E
S

R I

L
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Esta ecuación es lineal si n � 0, y tiene variables separadas si n � 1. Así, en el siguiente 
desarrollo se supone que n p 0 y n p 1. Al multiplicar por y�n y (1 � n) se obtiene

la cual es una ecuación lineal en la variable y1 �n. Considerar que z � y1 � n produce la ecua-
ción lineal

dz

dx
n P x z n Q x( ) ( ) ( ) ( ).�  � 1 1

Por último, mediante el teorema 6.3, la solución general de la ecuación de Bernoulli es

y1�ne
1�n P x  dx

�  1 � n Q x e
1�n P x  dx dx � C.

EJEMPLO 7 Solución de una ecuación de Bernoulli

Encontrar la solución de y� � xy � xe�x2
y�3.

Solución Para esta ecuación de Bernoulli, sea n � �3, y usar la sustitución

 Sea z � y1�n � y1�(�3).

 Derivar.

Al multiplicar la ecuación original por 4y3 se produce

 Escribir la ecuación original.

 Multiplicar cada miembro por 4y3.

 Ecuación lineal: z� � P(x)z � Q(x).

Esta ecuación es lineal en z. Mediante P(x) � 4x se produce

lo cual implica que e2x2
 es un factor integrante. Al multiplicar la ecuación lineal por este 

factor se produce

 Ecuación lineal.

 Multiplicar por el factor integrante.

 Escribir el miembro izquierdo como una derivada.

 Integrar cada miembro.

 Dividir cada miembro entre e2x2

.

Por último, al sustituir z � y4, la solución general es

y4 � 2e�x2
� Ce�2x2

.  Solución general.
  

 z� � 4y3y�.

  z � y4

 z� � 4xz � 4xe�x2
.

 4y3y� � 4xy4 � 4xe�x2

 y� � xy � xe�x2
y�3

 � 2x2

  P x  dx �  4x dx

 z � 2e�x2
� Ce�2x2

.

 ze2x2
� 2ex2

� C

 ze2x2
�  4xex2

 dx

 
d
dx

 ze2x2
� 4xex2

 z�e2x2
� 4xze2x2

� 4xex2

 z� � 4xz � 4xe�x2

 
d

dx
 y1�n � 1 � n P x y1�n � 1 � n Q x

 1 � n y�ny � 1 � n P x y1�n � 1 � n Q x

 y�ny � P x y1�n � Q x
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Hasta aquí se han estudiado varios tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden. 
De éstas, el caso de las variables separables es usualmente el más simple, y la solución por 
factor integrante es ordinariamente usada sólo como último recurso.

Resumen de ecuaciones diferenciales de primer orden

Método Forma de ecuación 

1. Variables separables: M(x) dx � N(y) dy � 0
2. Homogéneas: M(x, y) dx � N(x, y) dy � 0, donde M y N son 
  homogéneas de n-ésimo grado
3. Lineal: y� � P(x)y � Q(x) 
4. Ecuación de Bernoulli: y� � P(x)y � Q(x)yn 

En los ejercicios 1 a 4, determinar si la ecuación diferencial es 
lineal. Explicar las razones.

 1.  2.

 3.  4.

En los ejercicios 5 a 14, resolver la ecuación diferencial lineal de 
primer orden.

 5.  6.

 7.  8.

 9.  10.

 11.  12.

 13.  14.

Campos de pendientes En los ejercicios 15 y 16, a) representar 
manualmente una solución gráfica aproximada de la ecuación 
diferencial que satisface la condición inicial sobre el campo de 
pendientes, b) encontrar la solución particular que satisface la 
condición inicial y c) usar una herramienta de graficación para 
representar la solución particular. Comparar la gráfica con la 
realizada manualmente en el inciso a).

En los ejercicios 17 a 24, encontrar la solución particular de la 
ecuación diferencial que satisface las condiciones de frontera 
iniciales especificadas.

2 � y

y
� 5xy � y sen x � xy2

2xy � y  ln x � yx3y � xy � ex � 1

�, 0

y �
1
x

y � sen x2

0, 1

dy

dx
� ex � y

y � y �tan x sec xy � 3x2y � ex3

y � 3y � e3xx � 1 y � y � x2 � 1

y � 1  sen x dx � dy � 0y � 1  cos x dx � dy � 0

y � 2xy � 10xy � y � 16

dy

dx
�

2
x

y � 3x � 5
dy

dx
�

1
x

y � 6x � 2

Figura para 15  Figura para 16

x
4 4

3

5

y

4

x

y

4

4 4

 15.  16.

y 4 � 22x y� � y � x3 � x

y 1 � 10x dy � x � y � 2  dx

y 1 � 2y� � 2x � 1 y � 0

y 2 � 2y� �
1
x

y � 0

y 0 � 4y� � y sec x � sec x

y 0 � 1y� � y tan x � sec x � cos x

y 1 � ex3y� � 2y � e1 x2

y 0

24.

23.

22.

21.

20.

19.

18.

17. � 5y� cos2 x � y � 1 � 0

Condición límite  
o de fronteraEcuación diferencial

Ejercicios6.4

es constante.N
dP
dt

� kP � N,

 25. Crecimiento de población Cuando se predice el crecimiento de 
una población, los demógrafos deben considerar tasa de natalidad 
y mortalidad (mortandad) así como el cambio neto causado por 
la diferencia entre las tasas de inmigración y emigración. Sea P 
la población en un tiempo t y N el incremento neto por unidad de 
tiempo resultante de la diferencia entre inmigración y emigración. 
Así, la tasa de crecimiento de la población está dada por

Resolver esta ecuación diferencial para encontrar P como fun-
ción del tiempo si en t � 0 el tamaño de la población es P

0
.

 26. Aumento de inversión Una gran corporación inicia en t � 0 
para invertir parte de sus ingresos continuamente a una razón 
de P dólares por año, en un fondo para una futura expansión 
corporativa. Suponer que el fondo gana r por ciento de interés 
compuesto continuo por año. Así, la tasa de crecimiento de la 
cantidad A en el fondo está dada por

donde A � 0 cuando t � 0. Resolver esta ecuación diferencial 
para A como función de t.

dA
dt

� rA � P
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Aumento de inversión En los ejercicios 27 y 28, use el resultado 
del ejercicio 26.

 27. Encontrar A para los siguientes casos.

 a)  P � $275 000, r � 8% y t � 10 años
 b)  P � $550 000, r � 5.9% y t � 25 años

 28.  Encontrar t si la corporación necesita $1 000 000 y se pueden 
invertir $125 000 por año en un fondo que gana 8% de interés 
compuesto en forma continua.

 29. Alimentación intravenosa La glucosa se agrega por vía intra-
venosa al flujo sanguíneo a una tasa de q unidades por minuto, 
y el cuerpo elimina glucosa del flujo sanguíneo a una tasa pro-
porcional a la cantidad presente. Suponer que Q(t) es la cantidad 
de glucosa en el flujo sanguíneo en un tiempo t.

 a) Determinar la ecuación diferencial que describe la razón 
de cambio de glucosa en el flujo sanguíneo con respecto 
al tiempo.

 b) Resolver la ecuación diferencial del inciso a) y considerar 
Q � Q

0 
cuando t � 0.

 c) Encontrar el límite de Q(t) cuando t m @.

 30. Curva de aprendizaje El gerente de una empresa ha encontrado 
que el número máximo de unidades que un trabajador puede 
producir en un día es 75. La tasa de incremento en el número N 
de unidades producido con respecto al tiempo t en días por un 
nuevo empleado es proporcional a 75 � N.

 a) Determinar la ecuación diferencial que describe la razón 
de cambio con respecto al tiempo.

 b) Resolver la ecuación diferencial del inciso a).
 c) Encontrar la solución particular para un nuevo empleado 

que produce 20 unidades en el primer día y 35 unidades 
en el día 20.

Mezcla En los ejercicios 31 a 35, considerar un tanque que en el 
tiempo t � 0 contiene v

0
 galones de una disolución de la cual, por 

peso, q
0
 libras es disolución concentrada. Otra disolución que 

contiene q
1
 libras del concentrado por galón fluye dentro del 

tanque a una tasa de r
1
 galones por minuto. La disolución en 

el tanque se conserva bien mezclada y está concentrada a una tasa 
de r

2
 galones por minuto.

 31. Si Q es la cantidad de concentrado en la disolución en cualquier 
tiempo t, demostrar que

 32. Si Q es la cantidad de concentración en la disolución en cualquier 
tiempo t, escribir la ecuación diferencial para la razón de cambio 
de Q respecto de t si r

1
 � r

2
 � r.

 33. Un tanque de 200 galones se llena con una disolución que con-
tiene 25 libras de concentración. Al iniciar en el tiempo t � 0, 
se añade agua destilada en el tanque a una tasa de 10 galones 
por minuto, y la disolución mezclada se elimina con la misma 
tasa.

 a) Encontrar la cantidad de concentración Q en la disolución 
como función de t.

 b) Encontrar el tiempo en el cual la cantidad de concentración 
en el tanque alcanza 15 libras.

 c) Encontrar la cantidad de concentración en la disolución 
cuando t m @.

 34. Repetir el ejercicio 33, si se supone que la disolución entera del 
tanque contiene 0.04 libras de concentrado por galón.

 35. Un tanque de 200 galones está lleno a la mitad de agua desti-
lada. En el tiempo t � 0, una solución que contiene 0.5 libras 
de concentrado por galón entra al tanque a razón de 5 galones 
por minuto, y la mezcla bien agitada es eliminada a una tasa de 
3 galones por minuto.

 a) ¿En qué tiempo se llenará el tanque?
 b) En el tiempo en que el tanque se llena, ¿cuántas libras de 

concentrado contendrá?
 c) Repetir los incisos a) y b), suponiendo que la solución 

entrante al tanque contiene una libra de concentrado por 
galón.

 36.  Suponiendo que la expresión u(x) es un factor integrante para 
y P x y � Q x , ¿cuál de las siguientes expresiones es 
igual a u x ? Verificar su respuesta.

a) 

b) 

c) 

d) 

Objeto que cae En los ejercicios 37 y 38, considerar un objeto 
de ocho libras que cae desde una altura de 5 000 pies, donde la 
resistencia al aire es proporcional a la velocidad.

 37. Escribir la velocidad en función del tiempo si su velocidad des-
pués de 5 segundos es, aproximadamente, 101 pies por segundo. 
¿Cuál es el valor limitante de la función velocidad?

 38. Usar el resultado del ejercicio 37 para escribir la posición del 
objeto como función del tiempo. Aproximar la velocidad del ob-
jeto cuando éste alcance el suelo.

Circuitos eléctricos En los ejercicios 39 y 40, usar la ecuación 
diferencial para circuitos eléctricos dada por

En esta ecuación, I es la corriente, R es la resistencia, L es la in-
ductancia y E es la fuerza electromotriz (voltaje).

 39. Resolver la ecuación diferencial dado un voltaje constante E
0
.

 40. Usar el resultado del ejercicio 39 para encontrar la ecuación 
para la corriente si I(0) � 0, E

0
 � 120 volts, R � 600 ohms y 

L � 4 henrys. ¿Cuándo alcanzará la corriente 90% de su valor 
limitante?

Desarrollo de conceptos

 41. Se da la forma normal de una ecuación diferencial lineal de 
primer orden. ¿Cuál es su factor integrante?

 42. Se da la forma normal de la ecuación de Bernoulli. Describir 
cómo ésta se reduce a una ecuación lineal.

dQ
dt

�
r2Q

v0 � r1 � r2 t
� q1r1.

Q x  u x)

Q x  u x)

P x) u x

P x) u x

Para discusión

L 
dI
dt

� RI � E.
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En los ejercicios 43 a 46, marcar la ecuación diferencial con su 
respectiva solución.

 43.

 44.

 45.

 46.

En los ejercicios 47-54, resolver la ecuación diferencial de Ber-
noulli.

 47. 

 48. 

 49. 

 50.  

 51.  

 52. 

 53. 

 54. 

Campo de pendientes En los ejercicios 55 a 58, a) usar una he-
rramienta de graficación para representar el campo de pendientes 
para la ecuación diferencial, b) encontrar la solución particular 
de la ecuación diferencial que pasa a través de los puntos dados y 
c) usar una herramienta de graficación para representar la solu-
ción particular sobre el campo de pendientes.

Ecuación diferencial  Puntos

55.

56.

Ecuación diferencial  Puntos

 57. 

 58. 

En los ejercicios 59 a 70, resolver la ecuación diferencial por el 
método apropiado.

 59. 

 60.

 61.

 62. 

 63. 

 64. 

 65. 

 66. 

 67. 

 68. 

 69. 

 70. 

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 71 y 72, determinar si el 
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué, o dar 
un contraejemplo.

 71. y� � x y � x2 es una ecuación diferencial lineal de primer 
orden.

 72. y� � xy � exy  es una ecuación diferencial lineal de primer 
orden.

a)

b)

c)

d) y � Ce2xy� � 2xy � x

y � x2 � Cy� � 2xy � 0

y � �
1
2 � Cex2

y� � 2y � 0

y � Cex2
y� � 2x � 0

Solución                       Ecuación diferencial

El peso de una persona depende tanto del número de calorías consu-
midas como de la energía utilizada. Además, la cantidad de energía 
usada depende del peso de una persona; la cantidad media de ener-
gía usada por una persona es 17.5 calorías por libra por día. Así, entre 
mayor peso pierde una persona, es menor la energía que una perso-
na usa (se supone que la persona mantiene un nivel de actividad 
constante). Para calcular el peso perdido se puede usar la siguiente 
ecuación

donde w es el peso de la persona (en libras), t es el tiempo en días, y 
C es el consumo diario de calorías, que es constante.

 a) Encontrar la solución general de la ecuación diferencial.

 b) Considerar una persona que pesa 180 libras e inicia una dieta 
de 2 500 calorías por día. ¿Cuánto tiempo tardará la persona en 
perder 10 libras? ¿Cuánto tiempo le tomará a la persona en perder 
35 libras?

 c) Usar una herramienta de graficación para presentar la solución. 
¿Cuál es el peso límite de la persona?

 d) Repetir los incisos b) y c) para una persona que pesa 200 libras 
cuando inició la dieta.

PARA MAYOR INFORMACIÓN Para una mejor información sobre 
el modelo de pérdida de peso, ver el artículo “Un modelo lineal de 
dieta”, por Arthur C. Segal en The College Mathematics Journal.

dw
dt

�
C

3 500
�

17.5
3 500

w
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 1. Determinar si la función y  x3 es una solución de la ecuación 
diferencial 2xy   4y  10x3.

 2. Determinar si la función y  2 sen 2x es una solución de la 
ecuación diferencial y   8y  0.

En los ejercicios 3 a 10, usar integración para encontrar una 
solución general de la ecuación diferencial.

 3.  4.

 5.  6.

 7.  8.

 9.  10.

Campos de pendientes En los ejercicios 11 y 12, una ecuación 
diferencial y su campo de pendientes son dados. Determinar las 
pendientes (si es posible) en el campo de pendientes en los puntos 
dados en la tabla.

 11.  12.

Campos de pendientes En los ejercicios 13 a 18, a) trazar la grá-
fica del campo de pendientes dado por la ecuación diferencial y 
b) usar el campo de pendientes para graficar la solución que pasa 
a través del punto dado. Utilizar una herramienta de graficación 
para verificar el resultado.

 13. 

 14. 

 15. 

 16. 

 17. 

 18. 

En los ejercicios 19 a 24, resolver la ecuación diferencial.

 19.  20.

 21.  22.

 23.  24.

En los ejercicios 25 a 28, encontrar la función exponencial y  Cekt 
que pasa a través de los dos puntos.

 25.  26.

 27.  28.

 29. Presión del aire Bajo condiciones ideales, la presión del aire 
decrece continuamente en relación con la altura sobre el nivel 
del mar a una tasa proporcional a la presión a esa altura. El 
barómetro marca 30 pulgadas al nivel del mar y 15 pulgadas a 
18 000 pies. Encontrar la presión barométrica a 35 000 pies.

 30. Desintegración radiactiva El radio radiactivo tiene una vida 
media de aproximadamente 1 599 años. La cantidad inicial es 
15 gramos. ¿Qué cantidad permanece después de 750 años?

 31. Ventas Las ventas S (en miles de unidades) de un nuevo pro-
ducto después de que ha estado en el mercado por t años está 
dada por

S  Cek t.

 a) Encontrar S como una función de t si se han vendido 5 000 
unidades después de 1 año y el punto de saturación del 
mercado es 30 000 unidades (es decir, lím S  30).

 b) ¿Cuántas unidades se han vendido después de 5 años?
 c) Usar una herramienta de graficación para presentar esta 

función de ventas.
 32. Ventas Las ventas S (en miles de unidades) de un nuevo pro-

ducto después de que ha estado en el mercado durante t años 
están dadas por

S  25(1  ekt)

 a) Encontrar S como función de t si se han vendido 4 000 
unidades después de 1 año.

 b) ¿Cuántas unidades saturarán este mercado?
 c) ¿Cuántas unidades se habrán vendido después de 5 años?
 d) Usar una herramienta de graficación para presentar esta 

función de ventas.
 33. Crecimiento de población Una población crece continuamente 

a una tasa de 1.85%. ¿Cuánto tiempo tardará la población en 
duplicarse?
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 34. Ahorro de gasolina Un automóvil recorre 28 millas por galón 
de gasolina a velocidades superiores a 50 millas por hora. A 
más de 50 millas por hora, el número de millas por galones cae 
a una tasa de 12% por cada 10 millas por hora.

 a) s es la velocidad y y es el número de millas por galón. 
Encontrar y como función de s mediante la solución de la 
ecuación diferencial

 b) Usar la función del apartado a) para completar la tabla.

En los ejercicios 35 a 40, resolver la ecuación diferencial.

 35.  36.

 37.  38.

 39.  40.

 41. Verificar que la solución general y  C
1
x  C

2
x3 satisface la 

ecuación diferencial x2y   3xy   3y  0. Entonces, encontrar 
la solución particular que satisface la condición inicial y  0 y 
y   4 cuando x  2.

 42. Movimiento vertical Un objeto que cae se encuentra con la 
resistencia al aire que es proporcional a su velocidad. La acele-
ración debida a la gravedad es 9.8 metros por segundo al 
cuadrado. El cambio neto en la velocidad es dv dt  kv  9.8.

 a) Encontrar la velocidad del objeto como función del tiempo 
si la velocidad inicial es v

0
.

 b) Usar el resultado del apartado a) para encontrar el límite 
de la velocidad cuando t se aproxima al infinito.

 c) Integrar la función velocidad que se encontró en el inciso 
a) para encontrar la posición s.

Campos de pendientes En los ejercicios 43 y 44, trazar la gráfica 
de algunas funciones de la ecuación diferencial sobre el campo de 
pendientes y encontrar la solución general de forma analítica.

 43.  44.

En los ejercicios 45 y 46, usar la ecuación logística para calcular el 
crecimiento de una población. Usar la ecuación para a) encontrar 
el valor de k, b) encontrar la capacidad límite o de soporte, c) 
calcular la población inicial, d) determinar cuándo la población 
alcanzará 50% de su capacidad límite o de soporte y e) escribir la 
ecuación diferencial logística que tiene la solución P(t).

 45.  46.

En los ejercicios 47 y 48, encontrar la ecuación logística que sa-
tisfaga la condición inicial.

Ecuación diferencial logística  Condición inicial

 47.  

 48.  

 49. Medio ambiente Un departamento de conservación libera 1 200 
truchas de río en un lago. Se estima que la capacidad límite o de 
soporte del lago para las especies es 20 400. Después del primer 
año, existen 2 000 truchas en el lago.

 a) Escribir la ecuación logística que calcula el número de 
truchas en el lago.

 b) Encontrar el número de truchas en el lago después de 8 años.
 c) ¿Cuándo el número de truchas en el lago será de 10 000?

 50. Medio ambiente Escribir la ecuación diferencial logística que 
calcula la tasa de crecimiento de la población de las truchas en 
el ejercicio 49. Entonces repetir el inciso b) mediante el método 
de Euler con un tamaño de paso de h  1. Comparar la aproxi-
mación con la respuesta exacta.

En los ejercicios 51 a 60, resolver la ecuación diferencial lineal 
de primer orden.

 51.  52.

 53.  54.

 55. 

 56. 

 57. 

 58. 

 59. 

 60. 

En los ejercicios 61 a 64, resolver la ecuación diferencial de Bernoulli.

 61. 

 62. 

 63. 

 64. 

En los ejercicios 65 a 68, escribir un ejemplo de la ecuación dife-
rencial dada. A continuación resolver la ecuación.

 65. Ecuación diferencial homogénea.

 66. Ecuación diferencial logística.

 67. Ecuación diferencial lineal de primer orden.

 68. Ecuación diferencial de Bernoulli.
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 1. La ecuación diferencial

donde k y d son constantes positivas, se denomina como la 
ecuación del día final.

 a) Resolver la ecuación del día final

dado que y(0) � 1. Encontrar el tiempo T en el cual

 b) Resolver la ecuación del día final

dado que y(0) � y
0
. Explicar por qué esta ecuación se 

denomina ecuación del día final.
 2. Un termómetro se lleva desde una habitación a 72° F hacia el 

exterior, donde la temperatura es 20° F. La lectura cae a 48° F 
después de 1 minuto. Determinar la lectura del termómetro des-
pués de 5 minutos.

 3. Considerar que S representa las ventas de un nuevo producto 
(en miles de unidades), L es el nivel máximo de ventas (en 
miles de unidades) y t el tiempo (en meses). La razón de cambio 
de S con respecto a t varía al mismo tiempo que el producto S y 
L � S.

 a) Escribir la ecuación diferencial para el modelo de ventas 
si L � 100, S � 10 cuando t � 0 y S � 20 cuando t � 1. 
Verificar que

 b) ¿En qué tiempo se incrementa más rápidamente el creci-
miento en ventas?

 c) Usar una herramienta de graficación para representar la 
función de ventas.

 d) Representar gráficamente la solución del inciso a) sobre el 
campo de pendiente mostrado en la figura de abajo.

 e) Si el nivel máximo de ventas estimado es correcto, usar el 
campo de pendientes para describir la forma de las curvas 
solución para ventas si, en algún periodo, las ventas exceden 
a L.

dy
dt

� ky1�d

 4. Otro modelo que se puede usar para representar el crecimiento 
de la población es la ecuación de Gompertz, la cual es la so-
lución de la ecuación diferencial

donde k es una constante y L es la capacidad límite o de soporte.

 a) Resolver la ecuación diferencial.
 b) Utilizar una herramienta de graficación para presentar el 

campo de pendientes para la ecuación diferencial cuando 
k � 0.05 y L � 1 000.

 c) Describir el comportamiento de la gráfica cuando t md.
 d) Trazar la gráfica de la ecuación diferencial que se encontró 

en el apartado a) para L � 5 000, y
0
 � 500 y k � 0.02. De-

terminar la concavidad de la gráfica y cómo se compara con 
la solución general de la ecuación diferencial logística.

 5. Demostrar que la ecuación logística y L 1 be kt  se puede 
escribir como

¿Qué se puede concluir acerca de la gráfica de la ecuación 
logística?

 6.  Aunque es verdad para algunas funciones f y g, un error común 
en el cálculo es creer que la regla del producto en derivadas es 
(fg)�� f �g�.

 a)  Dado g(x) � x, encontrar f tal que (fg)� � f �g�.
 b)  Dada una función arbitraria g, encontrar una función f tal 

que (fg)� � f �g�.
 c)  Describir qué pasa si g(x) � e x. 

 7. La ley de Torricelli establece que el agua fluirá desde una 
abertura en la parte inferior del tanque con la misma velocidad 
que alcanzaría al caer desde la superficie del agua a la abertura. 
Una de las formas de la ecuación de Torricelli es

donde h es la altura del agua en el tanque, k es el área de la 
abertura de la parte inferior del tanque, A(h) es el área de  
la sección transversal a la altura h, y g es la aceleración debida 
a la gravedad (g  32 pies/s2). Un tanque de agua hemisférico 
tiene un radio de 6 pies. Cuando el tanque está lleno, una válvula 
circular con un radio de 1 pulgada se abre en la parte inferior, 
como se muestra en la figura. ¿Cuánto tiempo es necesario para 
que el tanque se vacíe completamente?

dy
dt

� y1.01

S �
L

1 � Ce�kt .

lím
tmT�

 y t � @.

dy
dt

� ky1�d

6 pies

h

6 − h
t

1 2 3 4

140
120
100

80
60
40
20

S

dy
dt

� k ln
L
y

y

A h  
dh
dt

� �k 2gh

y �
1
2

L 1 � tanh
1
2

k t �
ln b

k
.

Solución de problemas  445

Solución de problemasSP



446  CAPÍTULO 6  Ecuaciones diferenciales

 8. El tanque cilíndrico de agua mostrado en la figura tiene una altura 
de 18 pies. Cuando el tanque está lleno, una válvula circular se 
abre en la parte inferior del tanque. Después de 30 minutos, la 
profundidad del agua es de 12 pies.

 a) ¿Cuánto tiempo es necesario para que el tanque se vacíe 
completamente?

 b) ¿Cuál es la profundidad del agua en el tanque después de 
1 hora?

 9. Suponer que el tanque del ejercicio 8 tiene una altura de 20 
pies, un radio de 8 pies, y la válvula circular tiene un radio de 
2 pulgadas. El tanque está completamente lleno cuando la válvula 
está abierta. ¿Cuánto tiempo es necesario para que el tanque se 
vacíe completamente?

 10. En áreas montañosas, la recepción de la radio puede ser débil. 
Considerar una situación donde una emisora de FM se localiza 
en el punto (–1, 1) detrás de un monte representado por la 
gráfica de

y � x � x2

y el receptor de radio está en el lado opuesto del monte. (Su-
poner que el eje x representa el nivel de referencia en la base 
del monte.)

 a) ¿Cuál es la posición más cercana de la radio (x, 0) respecto 
al monte para que no haya interferencias?

 b) Escribir la posición de la radio más cercana (x, 0) con x 
representada como una función de h si la emisora se localiza 
a (�1, h).

 c) Usar una herramienta de graficación para x en el inciso b). 
Determinar la asíntota vertical de la función e interpretar 
el resultado.

 11. La biomasa es una medida de la cantidad de la materia viviente 
en un ecosistema. Suponer que la biomasa s(t) en un ecosistema 
dado se incrementa a una tasa aproximada de 3.5 toneladas por 
año, y decrece, aproximadamente, 1.9% por año. La situación 
se puede calcular mediante la ecuación diferencial

 a) Resolver la ecuación diferencial.
 b) Usar una herramienta de graficación para presentar el 

campo de pendientes de la ecuación diferencial. ¿Qué se 
observa?

 c) Explicar qué sucede cuando t m@.

En los ejercicios 12 a 14, un investigador médico quiere determinar 
la concentración C (en moles por litro) de un medicamento marca-
dor inyectado en un fluido en movimiento. Resolver este problema 
al considerar un modelo de dilución de un compartimento simple 
(ver la figura). Suponer que el fluido está siendo mezclado y que 
el volumen de éste en el compartimento es constante.

 12. Si el marcador es inyectado instantáneamente en el tiempo t � 0, 
entonces la concentración del fluido en el compartimento se 
empieza a diluir según la ecuación diferencial

 a) Resolver la ecuación diferencial para encontrar la concen-
tración C como función de t.

 b) Encontrar el límite de C cuando t m@.

 13. Usar la solución de la ecuación diferencial en el ejercicio 12 
para encontrar la concentración C como función del tiempo t y 
usar una herramienta de graficación para presentar la función.

 a) V � 2 litros, R � 0.5 litros por minuto y C
0
 � 0.6 moles 

por litro.
 b) V � 2 litros, R � 1.5 litros por minuto y C

0
 � 0.6 moles 

por litro.

 14. En los ejercicios 12 y 13, se supuso que había una inyección 
simple inicial del medicamento marcador dentro del compar-
timento. Ahora considerar el caso en el cual el marcador es 
continuamente inyectado (iniciando en t � 0) a una tasa de Q 
moles por minuto. Si considera Q despreciable comparada con 
R, usar la ecuación diferencial

 a) Resolver esta ecuación diferencial para encontrar la con-
centración C como función del tiempo t.

 b) Encontrar el límite de C cuando t m@. 

ds
dt

� 3.5 � 0.019s.

Figura para 12 a 14
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dC
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�
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h
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Aplicaciones  
de la integral

La integral tiene una amplia variedad de 
aplicaciones. Para cada una de las apli-
caciones presentadas en este capítulo, se 
comenzará con una fórmula conocida, tal 
como el área de una región rectangular, el 
volumen de un disco circular o el trabajo 
realizado por una fuerza constante. En-
tonces el lector aprenderá cómo el límite 
de una suma da lugar a nuevas fórmulas 
que involucran la integral.

En este capítulo se aprenderá:

Cómo usar una integral definida para  n
encontrar el área de una región 
acotada por dos curvas. (7.1)

Cómo encontrar el volumen de un  n
sólido de revolución por el método 
de los discos y el método de las 
capas. (7.2 y 7.3)

Cómo encontrar la longitud de una  n
curva y el área de una superficie de 
revolución. (7.4)

Cómo encontrar el trabajo realizado  n
por una fuerza constante y una 
fuerza variable. (7.5)

Cómo encontrar centros de masa y  n
centroides. (7.6)

Cómo encontrar la presión y la  n
fuerza de un fluido. (7.7)

Un cable eléctrico se cuelga entre dos torres que están a 200 pies  
de distancia. El cable tiene la forma de catenaria. ¿Cuál es la  
longitud del cable entre las dos torres? (Ver sección 7.4, ejemplo 5.)

El método de los discos es un método que se usa para encontrar el volumen de un sólido. Este método requiere 

encontrar la suma de los volúmenes de discos representativos para aproximar el volumen del sólido. Cuando se 

incrementa el número de discos, la aproximación tiende a ser más exacta. En la sección 7.2 se usarán los límites 

para escribir el volumen exacto del sólido como una integral definida.

7
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7.1 Área de una región entre dos curvas

■ Encontrar el área de una región entre dos curvas usando integración.

■ Encontrar el área de una región entre curvas que se intersecan usando integración.

■ Describir la integración como un proceso de acumulación.

Área de una región entre dos curvas

A partir de unas modificaciones se puede extender la aplicación de las integrales definidas 
para el área de una región bajo una curva al área de una región entre dos curvas. Considerar 
dos funciones f y g que son continuas en el intervalo [a, b]. Si, como en la figura 7.1, las 
gráficas de f y g están sobre el eje x y la gráfica de g debajo de la gráfica de f, se puede 
interpretar geométricamente el área de la región entre las gráficas como el área de la región 
bajo la gráfica de g sustraída del área de la región bajo la gráfica f, como se muestra en la 
figura 7.2.

Para verificar que el resultado mostrado en la figura 7.2 es razonable, se puede dividir 
el intervalo [a, b] entre n subintervalos, cada uno de anchura $x. Entonces, como se muestra 
en la figura 7.3, se traza un rectángulo representativo de anchura $x y altura f (xi) � g(xi), 
donde xi es un punto del i-ésimo subintervalo. El área de este rectángulo representativo es

$Ai � altura)(anchura) � f xi � g xi  $x.

Por adición de las áreas de los n rectángulos y tomando el límite cuando $  m 0 (n m @), 
se obtiene

lím
nm@

 
n

i�1
f xi � g xi  $x.

Porque f y g son continuas en [a, b], f � g también es continua en [a, b] y el límite existe. 
Así que, el área de la región dada es

 �
b

a

 f x � g x  dx.

 Área � lím
nm@

 
n

i�1

f xi � g xi  $x

x

g

f

Región
entre 
dos 
curvas

x � bx � a

y

Figura 7.1

x
a b

f

g

y

x
a b

f

g

y

x
a b

f

g

y

 Área de la región � Área de la región � Área de la región 

 entre f y g  bajo f   bajo g

 

b

a

f x � g x  dx
 � 

b

a

f x  dx
 �

b

a

g x  dx

Figura 7.2

x
a bxi

f

g
y

f(xi)

g(xi)

Altura: f(xi) g(xi)
Anchura: $x

$x

Rectángulo representativo

Figura 7.3
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ÁREA DE UNA REGIÓN ENTRE DOS CURVAS

Si f y g son continuas en [a, b] y g(x) b f (x) para todo x en [a, b], entonces el área de 
la región acotada por las gráficas de f y g y las rectas verticales x � a y x � b es

A �

b

a

 f x � g x  dx.

En la figura 7.1, las gráficas de f y g se muestran sobre el eje x. Esto, sin embargo, no 
es necesario. El mismo integrando [ f(x) � g(x)] puede usarse con tal de que f y g sean con-
tinuas y g(x) �f (x) para todo x en el intervalo [a, b]. Este resultado se resume en la figura 
7.4. Observar en la figura 7.4 que la altura de un rectángulo representativo es f (x) � g(x) 
con respecto de la posición relativa del eje x.

Se usan los rectángulos representativos a lo largo de este capítulo en varias aplicaciones 
de la integral. Un rectángulo vertical (de anchura $x) implica la integral con respecto a x, 
mientras que un rectángulo horizontal (de anchura $y) implica la integral con respecto a y.

EJEMPLO 1 Encontrar el área de una región entre dos curvas

Encontrar el área de la región acotada por las gráficas de y � x2 � 2, y � � x, x � 0 y 
x � 1.

Solución Sean g(x) � �x y f (x) � x2 � 2. Entonces g(x) b  f (x) para todo x en [0, 1], como 
se muestra en la figura 7.5. Así, el área del rectángulo representativo es

� x2 � 2 � �x  $x

 $A � f x � g x  $x

y el área de la región es

x

f(x) g(x)

(x, g(x))

(x, f(x))

a b

f

g

y

x

f(x) g(x)

(x, g(x))

(x, f(x))

a b

f

g

y

Figura 7.4

x

3

3

1

1

1

1 2

(x, f(x))

(x, g(x))

f(x) = x2 + 2

g(x) = x

y

Región comprendida por la gráfica de f, la 
gráfica de g, x � 0 y x � 1
Figura 7.5
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Área de una región entre curvas que se intersecan

En el ejemplo 1, las gráficas de f (x) � x2 � 2 y g(x) � �x no se intersecan, y los valores de 
a y b se dan explícitamente. Un problema más común involucra el área de una región com-
prendida entre dos gráficas que se intersecan donde los valores de a y b deben calcularse.

EJEMPLO 2  Región determinada por dos gráficas  
que se intersecan

Encontrar el área de la región comprendida entre las gráficas de f (x) � 2 � x2 y g(x) � x.

Solución En la figura 7.6 se observa que las gráficas de f y g tienen dos puntos de inter-
sección. Para encontrar las coordenadas x de estos puntos, se hace f (x) y g(x) iguales y se 
resuelve para x.

  Igualar f (x) con g(x).

  Escribir en forma general.

  Factorizar.

  Despejar para x.

Así, a � �2 y b � 1. Porque g(x) b f (x) para todo x en el intervalo [�2, 1], el rectángulo 
representativo tiene un área de

 � 2 � x2 � x  $x

$A � f x � g x  $x

y el área de la región es

 �
9
2

.

 A �

1

�2
 2 � x2 � x  dx � �

x3

3
�

x2

2
� 2x

1

�2

EJEMPLO 3 Región determinada por dos gráficas que se intersecan

El seno y coseno de las curvas se intersecan infinitas veces, acotando regiones de áreas 
iguales, como se muestra en la figura 7.7. Encontrar el área de una de estas regiones.

Solución

 Igualar f(x) a g(x).

 Dividir cada lado por el coseno de x.

 Identidad trigonométrica.

 Despejar para x.

Así, a � P 4 y b � 5P 4. Porque sen x r cos x para todo x en el intervalo [P 4, 5P 4], el 
área de la región es

 x � �2 o 1

 � x � 2 x � 1 � 0

 �x2 � x � 2 � 0

 2 � x2 � x

0 b x b 2P x �
P

4
 o

5P

4
,

 tan x � 1

 
sen x
cos x

� 1

 sen x � cos x

 � 2 2.

 A �

5P 4

P 4
 sen x � cos x  dx � �cos x � sen x

5P 4

P 4

x

1

1

2

2

1

1

(x, g(x))

(x, f(x))
g(x) = x

f(x) = 2 x2

y

Región comprendida por la gráfica de f y la 
gráfica de g
Figura 7.6
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(x, f(x))

g(x) = cos x
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y

Una de las regiones acotada por las gráficas 
de las funciones del seno y coseno
Figura 7.7
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Si dos curvas se intersecan en más de dos puntos, entonces para encontrar el área de la 
región comprendida entre las curvas, se deben encontrar todos los puntos de intersección 
y verificar en cada uno de los intervalos determinados por esos puntos, cuál de las gráficas 
está encima de la otra.

EJEMPLO 4 Curvas que se intersecan en más de dos puntos

Encontrar el área de la región comprendida entre las gráficas de f (x) � 3x3 � x2 � 10x y 
g(x) � �x2 � 2x.

Solución Empezar igualando f (x) y g(x) y resolviendo para x. Así se obtienen las coorde-
nadas de x en cada punto de intersección de las dos gráficas.

 Igualar f(x) a g(x).

 Escribir en forma general.

 Factorizar.

 Despejar para x.

Así, las dos gráficas se cortan cuando x � �2, 0 y 2. En la figura 7.8 se observa que  
g(x) b f (x) en el intervalo [�2, 0]. Sin embargo, las dos gráficas cambian en el origen, 
y f (x) b g(x) en el intervalo [0, 2]. Así, se necesitan dos integrales, una para el intervalo  
[�2, 0] y otra para el intervalo [0, 2].

NOTA  En el ejemplo 4 se observa que se obtiene un resultado incorrecto si se integra de �2 a 2. 
Tal integral produce

2

�2
 f x � g x  dx �

2

�2
 3x3 � 12x  dx � 0.

 

Si la gráfica de una función de y es una frontera de una región, es a menudo conveniente 
usar rectángulos representativos horizontales y encontrar el área integrando en la variable 
y. En general, para determinar el área entre dos curvas, se usan

 Rectángulos verticales.

 Rectángulos horizontales.

donde (x1, y1) y (x2, y2) son los puntos adyacentes de intersección de las dos curvas implicadas 
o puntos sobre las rectas de la frontera especificadas.

 x � �2, 0, 2
 3x x � 2 x � 2 � 0

 3x3 � 12x � 0

 3x3 � x2 � 10x � �x2 � 2x

 � � 12 � 24 � �12 � 24 � 24

 �
3x4

4
� 6x2

0

�2
�

�3x4

4
� 6x2

2

0

 �
0

�2
 3x3 � 12x  dx �

2

0
 �3x3 � 12x  dx

 A �

0

�2

 f x � g x  dx �

2

0

 g x � f x  dx

en la variable x

en la variable y

A �

y2

y1

 curva derecha) � curva izquierda  dy

A �

x2

x1

 curva de arriba) � curva de abajo  dx

x

y

4

6

4

1

6

8

10

1

(0, 0)
(2, 0)

(2, 8)

g(x) = x2 + 2x

f(x) = 3x3 x2 10x

f(x) bg(x)g(x) bf(x)

Sobre y sobre
f x b g x0, 2 ,
�2, 0 , g x b f x ,

Figura 7.8



452  CAPÍTULO 7  Aplicaciones de la integral

EJEMPLO 5 Rectángulos representativos horizontales

Encontrar el área de la región acotada por las gráficas de x � 3 � y2 y x � y � 1.

Solución Considerar

g y � 3 � y2  y  f y � y � 1.  

Estas dos curvas se intersecan cuando y � �2 y y � 1, como se muestra en la figura 7.9. 
Porque f(y) b g(y) en este intervalo, se tiene

� 3 � y2 � y � 1  $y. $A � g y � f y  $y

Así, el área es

En el ejemplo 5 se observa que integrando con respecto a y se necesita sólo una integral. 
Si se integran con respecto a x, se necesitarían dos integrales porque la frontera superior 
habría cambiado en x � 2, como se muestra en la figura 7.10.

 �
9
2

.

 � �
1
3

�
1
2

� 2 �
8
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� 2 � 4

 �
�y3

3
�
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2
� 2y

1

�2

 �
1

�2
 �y2 � y � 2  dy

 A �

1

�2
 3 � y2 � y � 1  dy

 �
9
2

 � 2 � 2 �
2
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�
1
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� 1 �
16
3

� 2 0 � 2
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 �
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� x �
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 �
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�1
x � 1 � 3 � x 1 2  dx � 2

3

2
3 � x 1 2 dx

 A �

2

�1
 x � 1 � 3 � x  dx �

3

2
 3 � x � 3 � x  dx

x
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2

1

1

2
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g(y) = 3 y2
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y
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1

1
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y = x 1

$x
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Rectángulos horizontales (integración 
con respecto a y)
Figura 7.9
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Figura 7.10
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La integración como un proceso de acumulación

En esta sección, la fórmula de la integral para el área entre dos curvas se desarrolló usando 
un rectángulo como el elemento representativo. Para cada nueva aplicación en las secciones 
restantes de este capítulo, se construirá un elemento representativo apropiado a partir de las 
fórmulas previas al cálculo que ya se conocen. Cada fórmula de la integración se obtendrá 
sumando o acumulando estos elementos representativos.

Por ejemplo, en esta sección la fórmula del área se desarrolla como sigue.

EJEMPLO 6 Descripción de la integración como un proceso
de acumulación

Encontrar el área de la región acotada por la gráfica de y � 4 � x2 y el eje x. Describir la 
integración como un proceso de acumulación.

Solución El área de la región está dada por

A � 	2

�2

4 � x2


 dx.

Se piensa en la integración como una acumulación de las áreas de los rectángulos formados 
al ir desplazando los rectángulos representativos de x � �2 a x � 2, como se muestra en 
la figura 7.11.

Fórmula conocida

previa al cálculo

Elemento

representativo

Nueva fórmula

de integración

A� altura

�

ancho



A � f x



� g x

�

 x A � 	b

a

f x



� g x

�

 dx

Figura 7.11
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En los ejercicios 1 a 6, formular la integral definida que da el 
área de la región.

 1. y1 � x2 � 6x 2. y1 � x2 � 2x � 1 
y2 � 0  y2 � 2x � 5

 3. y1 � x2 � 4x � 3 4. y1 � x2 
y2 � �x2 � 2x � 3  y2 � x3

 5. y1 � 3(x3 – x) 6. y1 � (x � 1)3 
y2 � 0  y2 � x � 1

En los ejercicios 7 a 14, el integrando de la integral definida es una 
diferencia de dos funciones. Dibujar la gráfica de cada función y 
sombrear la región cuya área está representada por la integral.

 7.  8. 

 9.  10. 

 11.  12. 

 13.  14. 

Para pensar En los ejercicios 15 y 16, determinar qué valor se 
aproxima mejor al área de la región acotada por las gráficas de 
f y g. (Hacer la selección con base en un dibujo de la región sin 
haber hecho algún cálculo.)

 15.

 16.

En los ejercicios 17 y 18, encontrar el área de la región integrando 
a) con respecto a x y b) con respecto a y. c) comparar sus resultados. 
¿Cuál método es más simple? En general, este método siempre será 
más sencillo en uno que en otro. ¿Por qué sí o por qué no?

 17. x � 4 � y2 18. y � x2 
x � y � 2  y � 6 � x

En los ejercicios 19 a 36, trazar la región acotada por las gráficas 
de las funciones algebraicas y encontrar el área de la región.

 19.

 20.

 21.

 22.

 23.

 24.

 25.

 26.

 27.

 28.

 29.

 30.

 31.

 32.

 33.

 34.

 35.

 36.
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En los ejercicios 37 a 46, a) usar una herramienta de graficación 
para representar la región comprendida por las gráficas de las 
ecuaciones, b) encontrar el área de la región y c) usar las capa-
cidades de integración de una herramienta de graficación para 
verificar los resultados.

 37.

 38.

 39.

 40.

 41.

 42.

 43.

 44.

 45.

 46.

En los ejercicios 47 a 52, trazar la región acotada por las gráficas 
de las funciones, y encontrar el área de la región.

 47.

 48.

 49.

 50.

 51.

 52.

En los ejercicios 53 a 56, a) usar una herramienta de graficación 
para trazar la gráfica de la región acotada por las gráficas de las 
ecuaciones, b) encontrar el área de la región y c) usar las funciones 
de integración de la herramienta de graficación para verificar los 
resultados.

 53.

 54.

 55.

 56.

En los ejercicios 57 a 60, a) usar una herramienta de graficación 
para trazar la región acotada por las gráficas de las ecuaciones, 
b) explicar por qué el área de la región es difícil de encontrar a 
mano y c) usar las funciones de integración de la herramienta 
de graficación para verificar los resultados con cuatro decimales 
significativos.

 57.

 58.

 59.

 60.

En los ejercicios 61 a 64, encontrar la función de acumulación F. 
Entonces evaluar F en cada valor de la variable independiente y 
gráficamente mostrar el área dada por cada valor de F.

 61.

 62.

 63.

 64.

En los ejercicios 65 a 68, usar la integración para encontrar el 
área de la figura que tiene los vértices dados.

 65.  66.

 67.

 68.

 69. Integración numérica Estimar el área de la superficie del 
green de golf usando a) la regla de los trapecios y b) la regla de 
Simpson.

 70. Integración numérica Estimar el área de la superficie del 
derrame de petróleo usando a) la regla de los trapecios y b) la 
regla de Simpson.

En los ejercicios 71 y 72, evaluar la integral e interpretar ésta 
como el área de la región. Después usar una computadora para 
graficar la región.

 71.  72. 

En los ejercicios 73 a76, formular y evaluar la integral definida 
que da el área de la región acotada por la gráfica de la función y 
la recta tangente para la gráfica en el punto dado.

 73.  74.

 75.  76.
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Para discusión

Desarrollo de conceptos

77.  Las gráficas y � x4 � 2x2 � 1 y y � 1 � x2 se intersecan 
en tres puntos. Sin embargo, el área entre las curvas puede 
encontrarse por una sola integral. Explicar por qué es así, y 
escribir una integral para esta área.

78.  El área de la región acotada por las gráficas de y � x3 y y � x 
no puede encontrarse por una integral única 1

�1(x
3 � x) dx. 

Explicar por qué esto es así. Usar la simetría para escribir 
una sola integral que representa el área.

79.  Un graduado de la universidad tiene dos ofertas de trabajo. 
El sueldo de arranque para cada una es $32 000 y después 
de 8 años de servicio cada una pagará $54 000. El aumento 
del sueldo para cada oferta se muestra en la figura. Dar un 
punto de vista estrictamente monetario de qué oferta es mejor. 
Explicar.

80.  Una legislatura estatal está debatiendo dos propuestas para 
eliminar el déficit del presupuesto anual para el año 2010. La 
tasa de disminución del déficit para cada propuesta se muestra 
en la figura. Desde el punto de vista de minimizar el déficit 
estatal acumulativo ¿cuál es la mejor propuesta? Explicar.

 81.  Se prueban dos coches en una pista recta con velocidades v1 
y v2 (en metros por segundo). Considerar lo siguiente.

a)  Escribir una interpretación verbal de cada integral.
b)  ¿Es posible determinar la distancia entre los dos coches 

cuando t � 5 segundos? ¿Por qué sí? o ¿por qué no?
c)  Suponiendo que ambos coches arrancan al mismo tiempo 

y lugar, ¿qué coche va por delante en t � 10 segundos? 
¿Qué tan adelante está el coche? 

d)  Suponiendo que el coche 1 tiene una velocidad v1 y está 
al frente del coche 2 por 13 metros en t � 20 segundos, 
¿qué tan adelante o atrás está el coche 1 cuando t � 30 
segundos?

82.  Sean f y g una función continua en [a, b] y g(x) � f(x) 
para toda x en [a, b]. Escribir el área obtenida para 

b

a  f x � g x  dx

f

. ¿La interpretación del área de esta 
integral cambia cuando f(x) � 0 y g(x) � 0?

En los ejercicios 83 y 84, encontrar b tal que la recta y � b divide 
la región intersecada por las gráficas de las dos ecuaciones en dos 
regiones de área igual.

 83. y � 9 � x2,   y � 0  84. y � 9 � x ,   y � 0

En los ejercicios 85 y 86, encontrar a tal que la recta x � a divida 
la región intersecada por las gráficas de las ecuaciones en dos 
regiones de área igual.

 85. y � x,  y � 4,  x � 0  86. y2 � 4 � x,  x � 0

En los ejercicios 87 y 88, evaluar el límite y dibujar la gráfica de 
la región cuya área se representa por el límite.

 87.

 88.

En los ejercicios 89 y 90, a) encontrar los dos puntos de inflexión de 
la gráfica de f, b) determinar la ecuación de la recta que interseca 
ambos puntos y c) calcular el área de las tres regiones acotada por 
la gráfica de f y la recta. ¿Qué se observa?

 89.  f x � x4 � 4x3 � x � 7  90. f x � 2x4 � 12x2 � 3x � 1

Ingresos En los ejercicios 91 y 92 se dan dos modelos R1 y R2 
para el ingreso (en miles de millones de dólares por año) para una 
corporación grande. El modelo R1 da los ingresos anuales proyec-
tados de 2008 a 2013, con t � 8 que corresponden a 2008, y R2 da 
los ingresos proyectados si hay una disminución en la proporción 
de crecimiento de ventas corporativas sobre el periodo. Aproxi-
mar la reducción total en el ingreso si las ventas corporativas son 
realmente más cercanas al ejemplo R2.

 91. R1 � 7.21 � 0.58t 92. R1 � 7.21 � 0.26t � 0.02t2

  R2 � 7.21 � 0.45t  R2 � 7.21 � 0.1t � 0.01t2

 93. Curva de Lorenz Los economistas usan la curva de Lorenz 
para ilustrar la distribución del ingreso en un país. Una curva de 
Lorenz, y � f(x), representa la distribución del ingreso real en el 
país. En este modelo, x representa el porcentaje de familias en 
el país y y representa el porcentaje de ingreso total. El modelo 
y � x representa un país en que cada familia tiene el mismo 
ingreso. El área entre estos dos modelos, donde 0 b x b 100, 
indica la “desigualdad del ingreso” de un país. La tabla muestra 
el porcentaje de ingreso y para los porcentajes seleccionados de 
x familias en un país.

 a) Usar una herramienta de graficación para encontrar un 
modelo cuadrático para la curva de Lorenz.

 b) Trazar una gráfica de los datos y del modelo.
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 c) Representar el modelo y � x. ¿Cómo se compara este modelo 
con respecto al modelo a)?

 d) Usar las capacidades de la integración de una calculadora para 
aproximar la “desigualdad del ingreso”.

 94. Beneficios El departamento de contabilidad de una compañía 
informa que los beneficios durante el último año fiscal fueron 
de 15.9 millones de dólares. El departamento predice que los 
beneficios por crecimiento continuo durante los próximos 5 
años generarán una tasa anual continua entre 3 ,N  y 5%. Estimar 
la diferencia acumulativa en los beneficios durante los 5 años 
basados en el rango predicho de tasas de crecimiento.

 95. Área La región sombreada en la figura consiste en todos los 
puntos cuyas distancias del centro del cuadrado es menor que 
las distancias a los bordes del cuadrado. Encontrar el área de la 
región.

 96. Diseño mecánico La superficie de una parte de una máquina es 
la región entre las gráficas de y1 � \x \ y y2 � 0.08x2 � k (véase 
la figura).

 a) Encontrar k si la parábola es tangente a la gráfica de y1.
 b) Encontrar el área de la superficie de la parte de la máquina.

 97. Diseño de construcción Las secciones de concreto (hormigón) 
para un nuevo edificio tienen las dimensiones (en metros) y la 
forma mostrada en la figura.

 a) Encontrar el área de la cara adosada en el sistema de la 
coordenada rectangular.

 b) Encontrar el volumen de concreto en una de las secciones 
multiplicando el área obtenida en el apartado a) por 2 
metros.

 c) Un metro cúbico de concreto pesa 5 000 libras. Encontrar 
el peso de la sección.

 98. Diseño de construcción Para disminuir el peso y ayudar en 
el proceso del endurecimiento, las secciones de concreto en el 
ejercicio 97 no son a menudo sólidas. Rehacer el ejercicio 97 
haciendo orificios cilíndricos como los mostrados en la figura.

Figura para 98

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 99 a 102, determinar si la 
afirmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o dar 
un contraejemplo.

 99. Si el área de la región limitada por las gráficas de f y g es 1, 
entonces el área de la región acotada por las gráficas de h(x) � 
f (x) � C y k(x) � g(x) � C también es 1.

 100. Si entonces
b

a

 g x � f x  
b

a

 f x � g x  dx � A,  dx � �A.

 101. Si las gráficas de f y g se intersecan a la mitad del camino entre 

  x � a y x � b, entonces,
b

a

 f x � g x  dx � 0.

 102.  La recta y � 1 � 3 0.5 x  divide la región debajo de la curva 
f x � x 1 � x  para [0, 1] en dos regiones de igual área.

 103. Área Encontrar el área entre la gráfica de y � sen x y el seg-

  mento de recta que une los puntos (0, 0) y 
7P

6
, �

1
2

, como se 
muestra en la figura.

 104. Área Sea a > 0 y b > 0. Mostrar que el área de la elipse

  
x2

a2 �
y2

b2 � 1 es Pab (ver la figura).

 105. La recta horizontal y � c in-
terseca la curva y � 2x � 3x3 
en el primer cuadrante como 
se muestra en la figura. En-
contrar c para que las áreas de 
las dos regiones sombreadas 
sean iguales.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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7.2 Volumen: el método de los discos
■ Encontrar el volumen de un sólido de revolución usando el método de los discos.

■ Encontrar el volumen de un sólido de revolución usando el método de las arandelas.

■ Encontrar el volumen de un sólido con las secciones transversales conocidas.

Método de los discos

Anteriormente se mencionó que el área es una de las muchas aplicaciones de la integral 
definida. Otra aplicación importante es su uso para encontrar el volumen de un sólido tridi-
mensional. En esta sección se estudiará un tipo particular de un sólido tridimensional cuyas 
secciones transversales son similares. Por lo común se emplean sólidos de revolución en 
ingeniería y manufactura. Algunos ejemplos son ejes, embudos, píldoras, botellas y pistones, 
como se muestra en la figura 7.12.

Si una región en el plano gira alrededor de una recta, el sólido resultante es un sólido 
de revolución, y la recta se llama eje de revolución. El sólido más simple es un cilindro 
circular recto o disco que se forma al girar un rectángulo en torno a uno de sus lados como 
se muestra en la figura 7.13. El volumen de tal disco es

Volumen del disco � (área de disco)(anchura de disco)

� PR2w

donde R es el radio del disco y w es la anchura.
Para observar cómo usar el volumen de un disco para encontrar el volumen de un sólido 

general de revolución, considerar un sólido de revolución formado al girar la región plana 
en la figura 7.14 alrededor del eje indicado. Para determinar el volumen de este sólido, 
considerar un rectángulo representativo en la región plana. Cuando este rectángulo gira 
alrededor del eje de revolución, genera un disco representativo cuyo volumen es

$V � PR2$x.

Aproximando el volumen del sólido por el de los n discos de anchura $x y radio R(x
i
) 

produce

R

Rectángulo

Eje de revolución

w

R

Disco

w

Sólidos de revolución
Figura 7.12

 � PO
n

i�1
 FRSxiDG2 $x.

� O
n

i�1
P FRVolumen del sólido SxiDG2 $xVolumen de un disco: PR2w

Figura 7.13
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Esta aproximación parece mejor y aún más cuando \\$\\m0(nmd) . Así, se puede definir 
el volumen del sólido como

Volumen del disco � P%b

a

 FRSxDG2 dx.� lím
I$Im0

PO
n

i�1

FRSxiDG2 $x

Esquemáticamente, el método del disco es como sigue

Fórmula Elemento Nueva fórmula 
conocida representativo de integración—————————— ——————————— ————————————

Una fórmula similar puede derivarse si el eje de revolución es vertical.

Método de los discos

Para encontrar el volumen de un sólido de revolución con el método de los discos, 
usar una de las fórmulas siguientes, como se muestra en la figura 7.15.

 Eje de revolución horizontal Eje de revolución vertical —————————————— ——————————————

R

$x
x = bx = a

Región plana

Rectángulo 
representativo

Sólido de 
revolución

Eje de 
revolución

$x

Aproximación 
por n discos

Disco 
representativo

Método de los discos
Figura 7.14

Volumen del disco
V � PR2w

$V � P FRSxiDG2 $x

Sólido de revolución

V � P%b

a

FRSxDG2 dx

Volumen � V � P%d

c

 FRSyDG2 dyVolumen � V � P%b

a

 FRSxDG 2 dx

R(x)

a b

$x

a
V = P ° [R(x)]2 dx

b

R(y)

c

d

$y

c

d
V = P ° [R(y)]2 dy

NOTA  En la figura 7.15, observar 
que se puede determinar la variable 
de integración tomando un rectángulo 
representativo en la región plana  
“perpendicular” al eje de revolución. 
Si la anchura del rectángulo es $x, 
integrar con respecto a x, y si la  
anchura del rectángulo es $y, integrar 
con respecto a y. 

Eje de revolución horizontal
Figura 7.15

Eje de revolución vertical
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La aplicación más simple del método de los discos involucra una región plana acotada 
por la gráfica de f y el eje x. Si el eje de revolución es el eje x, el radio R(x) simplemente 
es f(x).

EJEMPLO 1 Uso del método de los discos

Encontrar el volumen del sólido formado al girar la región acotada por la gráfica de

f SxD � �sen x

y el eje x (0 b x b P) alrededor del eje x.

Solución Del rectángulo representativo en la gráfica superior en la figura 7.16, se puede 
ver que el radio de este sólido es

 � �sen x.

RSxD � f SxD

Así, el volumen del sólido de revolución es

 Aplicar el método de los discos.

 Simplificar.

 Integrar.

EJEMPLO 2 Eje de revolución alrededor de una recta 
que no es un eje de coordenadas

Encontrar el volumen del sólido formado al girar la región acotada por

fSxD � 2 � x2

y g(x) � 1 alrededor de la recta y � 1, como se muestra en la figura 7.17.

Solución Al igualar f (x) y g(x), se puede determinar que las dos gráficas se intersecan 
cuando x � �1. Para encontrar el radio, restar g(x) de f (x).

 � 1 � x2

 � S2 � x2D � 1

 RSxD � f SxD � gSxD

Por último, integrar entre �1 y 1 para encontrar el volumen.

 Aplicar el método de los discos.

 Simplificar.

 Integrar.

 � 2P.

 � PS1 � 1D

 � P��cos x�
P

0

 � P%P

0

 sen x dx

 V � P%b

a

 FRSxDG2 dx � P%P

0
 S�sen x D2 dx

 �
16P

15

 � P�x �
2x3

3
�

x5

5 �
1

�1

 � P%1

�1
 S1 � 2x2 � x4D dx

 V � P%b

a

 FRSxDG2 dx � P%1

�1
 S1 � x2D2 dx

x

1

1

PP
2

$x

R(x)

f(x) =     sen x

Región plana

y

x

1

1

P

Sólido de revolución

y

Figura 7.16

x

R(x)

g(x)

f(x) = 2 x2
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1 1
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revolución
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$x f(x)

g(x) = 1

y

x
1 1

2
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y
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Método de las arandelas (anillos)

El método de los discos puede extenderse para cubrir sólidos de revolución huecos reem-
plazando el disco con una arandela (anillos). La arandela se forma al girar un rectángulo 
alrededor del eje, como se muestra en la figura 7.18. Si r y R son los radios interiores y 
exteriores de la arandela y w es la anchura, el volumen está dado por

Volumen de la arandela � R2 r2�w.

Para ver cómo este concepto puede usarse para encontrar el volumen de un sólido de 
revolución, considerar una región acotada por un radio exterior R(x) y un radio interior 
r(x), como se muestra en la figura 7.19. Si la región se gira alrededor de su eje de revolución, 
el volumen del sólido resultante está dado por

V � b

a

 R x 2 r x 2  dx.  Método de las arandelas.

Observar que la integral que contiene el radio interior representa el volumen del hueco y se 
resta de la integral que contiene el radio exterior.

EJEMPLO 3 Uso del método de las arandelas (anillos)

Encontrar el volumen del sólido formado al girar la región acotada por las gráficas de  
y � x y y � x2 alrededor del eje x, como se muestra en la figura 7.20.

Solución En la figura 7.20 se puede observar que los radios exteriores e interiores son:

 Radio exterior.

 Radio interior.

Integrando entre 0 y 1 produce

 Aplicar el método de las arandelas.

 Simplificar.

 Integrar.

 r x x2

 R x x

 
3�
10

.

 � x2

2
x5

5

1

0

 � 1

0
 x x4  dx

 � 1

0
 x

2
x2 2  dx

 V � b

a

 R x 2 r x 2  dx

Eje de revolución

R

r

w

r

R

Disco

Sólido de revolución

w

Figura 7.18

1

1

1

Sólido de 
revolución

x

y

Sólido de revolución
Figura 7.20

R(x) r(x)

Región plana

a b
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Figura 7.19
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Hasta ahora, en cada ejemplo el eje de revolución ha sido horizontal y se integraba con 
respecto a x. En el próximo ejemplo, el eje de revolución será vertical y se integrará con respecto 
a y. En este ejemplo, se necesita efectuar dos integrales separadas para calcular el volumen.

EJEMPLO 4 Integración con respecto a y, con dos integrales

Encontrar el volumen del sólido formado al girar la región acotada por las gráficas de  
y � x2 � 1, y � 0, x � 0 y x � 1 alrededor del eje y, como se muestra en la figura 7.21.

Solución Para la región mostrada en la figura 7.21, el radio exterior es R � 1. No hay, 
sin embargo, una fórmula única que represente el radio interior. Cuando 0 b y b 1, r � 0, 
pero cuando 1 b y b 2, r es determinado por la ecuación y � x2 � 1 lo cual implica que 
r � �y � 1.

rS yD � �0,
�y � 1,

     0 b y b 1
     1 b y b 2

Con esta definición del radio interior se utilizan dos integrales para encontrar el volumen.

 Aplicar el método de las arandelas.

 Simplificar.

 Integrar.

Observar que la primera integral P E1
0 1 dy representa el volumen de un cilindro circular 

recto de radio 1 y altura 1. Esta porción del volumen podría ser determinada sin recurrir a 
la integración.

 TECNOLOGÍA Algunas herramientas de graficación tienen la capacidad para generar 
(o tienen el software capaz de generar) un sólido de revolución. Si tiene acceso a tal he-
rramienta, usarla para hacer la gráfica de algunos de los sólidos de revolución descritos 
en esta sección. Por ejemplo, el sólido en el ejemplo 4 podría aparecer como el mostrado 
en la figura 7.22.

 � P � P �4 � 2 � 2 �
1
2� �

3P

2

 � P�y�
1

0
 � P �2y �

y2

2 �
2

1

 � P%1

0
 1 dy � P%2

1
 S2 � yD dy

 V � P%1

0
 S12 � 02D dy � P%2

1
 F12 � S�y � 1 D2G dy

Para 1 �y �2:
R = 1
r =     y ��1

Para 0 �y �1:
R = 1
r = 0

�y

�y

(1, 2)

r

1

2

1

x

Región plana

R

y

x

11

2

Sólido de 
revolución

y

Figura 7.21

Generado por Mathematica

Figura 7.22
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EJEMPLO 5 Diseño de manufactura

Un fabricante taladra un orificio a través del centro de una esfera de metal de 5 pulgadas de 
radio, como se muestra en la figura 7.23a. El orificio tiene un radio de 3 pulgadas. ¿Cuál es 
el volumen del objeto de metal resultante?

Solución Suponer el objeto generado por un segmento de la circunferencia cuya ecua-
ción es x2 � y2 � 25, como se muestra en la figura 7.23b). Porque el radio del orificio es 
3 pulgadas, sea y � 3 resolver la ecuación x2 � y2 � 25 para determinar que los límites  
de integración son x � �4. Así que, los radios interiores y exteriores son r(x) � 3 y 
RSxD � �25 � x2 y el volumen está dado por

Sólidos con secciones transversales conocidas

Con el método de los discos, se puede encontrar el volumen de un sólido teniendo una sección 
transversal circular cuya área es A � PR2. Este método puede generalizarse para los sólidos 
cuyas secciones, que son arbitrarias, sean de área conocida. Algunas secciones transversales 
comunes son cuadrados, rectángulos, triángulos, semicírculos y trapecios.

Volumen de sólidos con secciones transversales conocidas

1. Para secciones transversales de área A(x) perpendiculares al eje x,

Volumen � %b

a

 ASxDdx.  Ver figura 7.24a.

2. Para secciones transversales de área A(y) perpendiculares al eje y,

Volumen � %d

c

 ASyD dy. Ver figura 7.24b.

 �
256P

3
 pulgadas cúbicas.

 � P �16x �
x3

3 �
4

�4

 � P%4

�4
 S16 � x2D dx

 V � P%b

a

 SFRSxDG2 � FrSxDG2D dx � P%4

�4
FS�25 � x2D2

� S3D2G dx

3 pulg

5 pulg

x

Sólido de revolución

4 5

y

x

y

x = a

x = b

$x

y

y = c

y = d

x

$y

a)

b)

Figura 7.23

a) Secciones transversales perpendiculares al eje x
Figura 7.24

b) Secciones transversales perpendiculares al eje y

x

y

5 4 3 2 1 1 2 3 4 5

r(x) = 3

R(x) =     25 x2 y =     25 x2

y = 3

Región plana
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EJEMPLO 6 Secciones transversales triangulares

Encontrar el volumen del sólido mostrado en la figura 7.25. La base del sólido es la región 
acotada por las rectas

y x � 0.gSxD � �1 �
x
2

,f SxD � 1 �
x
2

,

Las secciones transversales perpendiculares al eje y son triángulos equiláteros.

Solución La base y el área de cada sección transversal triangular son:

 Longitud de la base.

 Área de triángulo equilátero.

 Área de sección transversal.

Porque x varía entre 0 a 2, el volumen del sólido es

�
2�3

3
. � �

�3
4

 �S2 � xD3

3 �
2

0

 V � %b

a

 ASxD dx � %2

0

 
�3
4

S2 � xD2 dx

EJEMPLO 7 Una aplicación geométrica

Demostrar que el volumen de una pirámide con una base cuadrada es V �  ,<  hB, donde h es 
la altura de la pirámide y B es el área de la base.

Solución Como se muestra en la figura 7.26, se puede cortar o intersecar la pirámide con 
un plano de altura paralelo a la base a la altura y para formar una sección transversal cuadrada 
cuyos lados son de longitud ba. Por semejanza de triángulos, se puede mostrar que

o b� �
b
h

Sh � yDb�

b
�

h � y
h

donde b es la longitud de los lados de la base de la pirámide. Así,

ASyD � Sb� D2 �
b2

h2 Sh � yD2.

Integrando entre 0 y h se obtiene

ASxD �
�3
4

S2 � xD2

Área �
�3
4

SbaseD2

Base � �1 �
x
2� � ��1 �

x
2� � 2 � x

 �
1
3

 hB.

 �
b2

h2 �h3

3 �

 � ��b2

h2��Sh � yD3

3 �
h

0

 �
b2

h2 %h

0
 Sh � y)2 dy

 V � %h

0
 ASyD dy � %h

0
 
b2

h2 Sh � yD2 dy

Área = A(y)

Base del área = B = b2

=

x

b2

h2 (h y)2

y

b a

b

x

y

h y

h

b a1
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b1
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y

Figura 7.26
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En los ejercicios 1 a 6, formular y evaluar la integral que da  
el volumen del sólido formado al girar la región alrededor del 
eje x.

 1. y � �x � 1 2. y � 4 � x2

 3. y � x 4. y � 9 � x2

 5. y � x2,  y � x3 6. y � 2,   y � 4 �
x2

4

En los ejercicios 7 a 10, formular y evaluar la integral que da  
el volumen del sólido formado al girar la región alrededor del 
eje y.

 7. y � x2 8. y � 16 � x2

 9. y � x2 3  10. x � �y2 � 4y

En los ejercicios 11 a 14, encontrar el volumen del sólido generado 
por la región acotada por las gráficas de las ecuaciones al girar 
alrededor de las rectas dadas.

 11. y � x,   y � 0,   x � 3

 a) el eje x  b) el eje y
 c) la recta x � 3  d) la recta x � 6

 12. y � 2x2,   y � 0,   x � 2

 a) el eje y  b) el eje x
 c) la recta y � 8 d) la recta x � 2

 13. y � x2,   y � 4x � x2

 a) el eje x  b) la recta y � 6

 14. y � 6 � 2x � x2,   y � x � 6

 a) el eje x  b) la recta y � 3

En los ejercicios 15 a 18, encontrar el volumen del sólido generado 
por la región acotada por las gráficas de las ecuaciones al girar 
alrededor de la recta y � 4.

 15.  16.

 17.

 18.

En los ejercicios 19 a 22, encontrar el volumen del sólido generado 
por la región acotada por las gráficas de las ecuaciones al girar 
alrededor de la recta x � 5.

 19.

 20.

 21.

 22.

En los ejercicios 23 a 30, encontrar el volumen del sólido generado 
por la región acotada por las gráficas de las ecuaciones al girar 
alrededor del eje x.

 23. 

 24. 

x

1

1

y

x

1

2

2

3

3

4

41

y

x

1

2

2

3

3

4

41

y

x

1

3

2

321

y

x

1

1

y

1

2 3

3

5

1−1−2−3

y
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1

2

2

3

3

4

41

y

x

1

2

2

3

3

4

41
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y � sec x,  y � 0,  0  ≤  x  ≤  
3

y �
3

1 � x
,  y � 0,  x � 0,  x � 3

y �
1
2 x3,  y � 4,  x � 0y � x,  y � 3,  x � 0

xy � 5,  y � 2,  y � 5,  x � 5

x � y 2,  x � 4

y � 5 � x,  y � 0,  y � 4,  x � 0

y � x,  y � 0,  y � 4,  x � 5

y � x 9 � x2 ,  y � 0

y �
1

x � 1
,  y � 0,  x � 0,  x � 4
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1

1
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x
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2

2

3

3
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41
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 25. 

 26. 

 27. 

 28. 

 29. 

 30. 

En los ejercicios 31 y 32, encontrar el volumen del sólido generado 
por la región acotada por las gráficas de las ecuaciones al girar 
alrededor del eje y.

 31. 

 32.

En los ejercicios 33 a 36, encontrar el volumen del sólido generado 
por la región acotada por las gráficas de las ecuaciones al girar 
alrededor del eje x. Verificar los resultados usando las capacidades 
de integración de una herramienta de graficación.

 33.

 34.

 35.

 36.

En los ejercicios 37 a 40, usar las capacidades de integración de 
una herramienta de graficación para aproximar el volumen del 
sólido generado al girar la región acotada por las gráficas de las 
ecuaciones alrededor de x.

 37.

 38.

 39.

 40.

En los ejercicios 41 a 48, encontrar el volumen generado por el 
giro de la región sobre la recta especificada.

 41. R
1
 sobre x � 0 42.  R

1
 sobre x � 1

 43. R
2
 sobre y � 0 44.  R

2
 sobre y � 1

 45.  R
3
 sobre x � 0 46.  R

3
 sobre x � 1

 47.  R
2
 sobre x � 0 48.  R

2
 sobre x � 1

Para pensar En los ejercicios 49 y 50, determinar qué valor se 
aproxima mejor al volumen de un sólido generado por el giro de 
una región acotada por las gráficas de la ecuación sobre el eje x 
(marcar su selección sobre la base de un esbozo de los sólidos y 
no por el desempeño de cualquier cálculo).

 49.

 50.

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 51 y 52, la integral representa el volumen de 
un sólido. Describir el sólido.

 51.  
2

0
 sen2 x dx  52.  

4

2

 y4 dy

 53. Una región acotada por la parábola y � 4x � x2 y el eje x 
gira alrededor del eje x. Una segunda región acotada por la 
parábola y � 4 � x2 y el eje x se gira alrededor del eje x. Sin 
integrar, ¿cómo se comparan los volúmenes de los sólidos? 
Explicar.

 54. La región en la figura se gira alrededor del eje y recta indi-
cada. Ordenar los volúmenes de los sólidos resultantes de 
menor a mayor. Explicar el razonamiento.

a) eje x   b) eje y   c) x � 3

 55.  Discutir la validez de los siguientes enunciados.

 a)  Para un sólido formado mediante el giro de la región 
bajo una gráfica alrededor del eje x, las secciones trans-
versales perpendiculares al eje x son discos circulares.

 b)  Para un sólido formado mediante el giro de la región 
entre dos gráficas alrededor del eje x, las secciones trans-
versales perpendiculares al eje x son discos circulares.

 56.  Identificar la integral que representa el volumen del sólido 
obtenido por rotación del área entre y � f(x) y y � g(x),  
a � x � b, sobre el eje x. [Suponiendo que f(x) � g(x) � 0.]

a) 
b

a

 f x g x 2 dx  
 
b) 

b

a

 f x 2 g x 2  dx

y x,  y
1
2 x 4,  x 0,  x 8

y x2 1,  y x2 2x 5,  x 0,  x 3

y ex 2,  y 0,  x 0,  x 4

y e x,  y 0,  x 0,  x 1

y
2

x 1
,  y 0,  x 0,  x 6

y
1
x

,  y 0,  x 1,  x 3

y 9 x2,  y 0,  x 2,  x 3

y 3 2 x ,  y 0,  x 0

y ex 2 e x 2,  y 0,  x 1,  x 2

y ex 1,  y 0,  x 1,  x 2

y cos 2 x,   y 0,   x 0,   x
4

y sen x,   y 0,   x 0,   x

y 2x,  y x2

y 2 arctan 0.2x ,  y 0,  x 0,  x 5

y ln x,  y 0,  x 1,  x 3

y e x2,  y 0,  x 0,  x 2

a) 3 b) c) 10 d) 7 e) 20

a) 10 b) c) 5 d) e) 1563
4

y arctan x,   y 0,   x 0,   x 1

5

y e x2 2,   y 0,   x 0,   x 2

R2
R3

R1

0.5 1

0.5

1

x

y

y = x

y = x2

Para discusión

1 2 3 4
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4
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y = x2
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 57. Si la porción de la recta y �  ,N x que queda en el primer cuadran-
te se gira alrededor del eje x, se genera un cono. Encontrar el 
volumen del cono que se extiende de x � 0 a x � 6.

 58. Usar el método de los discos para verificar que el volumen de 
un cono circular recto es  ,< Pr 2h, donde r es el radio de la base 
y h es la altura.

 59. Usar el método de los discos para verificar que el volumen de 
una esfera es  -< Pr 3.

 60. Una esfera de radio r es cortada por un plano situado h (h < r) 
unidades sobre el ecuador. Encontrar el volumen del sólido (el 
segmento esférico) sobre el plano.

 61. Un cono de altura H con una base de radio r es cortado en un 
plano paralelo a la base y situado h unidades sobre ella. Encontrar 
el volumen del sólido (el tronco de un cono) que queda debajo 
del plano.

 62. La región acotada por y � x, y � 0 y x � 4 se gira alrededor 
del eje x.

 a) Encontrar el valor de x en el intervalo [0, 4] que divide el 
sólido en dos partes de volumen igual.

 b) Encontrar los valores de x en el intervalo [0, 4] que divide 
al sólido en tres partes de volumen igual.

 63.  El volumen de un tanque de combustible Un tanque en el ala 
de un avión de motor de reacción tiene la forma de un sólido de 
revolución generado al girar la región acotada por la gráfica  y

y �
1
8x2 2 � x  y el eje x (0 � x � 2) alrededor del eje x, donde 

x y y son medidos en metros. Utilizar una calculadora para 
graficar la función y calcular el volumen del tanque.

 64. El volumen de un recipiente de vidrio Un recipiente de vidrio 
se modela al girar la gráfica de

y
0.1x3 2.2x2 10.9x 22.2,

2.95,
     0 x 11.5
     11.5 < x 15

alrededor del eje x donde x y y son medidos en centímetros. 
Representar la función en la computadora y encontrar el volu-
men del recipiente.

 65. Encontrar el volumen del sólido generado si la mitad superior de 
la elipse 9x2 � 25y2 � 225 se gira sobre a) el eje x para formar un 
esferoide prolato (en forma de un balón de futbol americano), y 
b) el eje y para formar un esferoide oblato (en forma de la mitad 
de un dulce).

 66. Profundidad del agua en un tanque Un tanque de agua es 
una esfera de 50 pies de radio. Determinar las profundidades 
del agua cuando el tanque se llena a un cuarto y tres cuartos de 
su capacidad total. (Nota: Calcular la raíz con una herramienta 
de graficación después de evaluar la integral definida.)

 67. Volumen mínimo El arco de y 4
x2

4  en el intervalo 

  [0, 4] se gira alrededor de la recta y � b (ver la figura).

 a) Encontrar el volumen del sólido resultante como una fun-
ción de b.

 b) Representar la función en una calculadora para el apartado 
a), y usar la gráfica para aproximar el valor de b que hace 
mínimo el volumen del sólido.

 c) Usar cálculo para encontrar el valor de b que hace mínimo 
el volumen del sólido, y comparar el resultado con la res-
puesta del apartado b).

 68. Modelo matemático A un dibujante se le pide determinar la 
cantidad de material requerida para producir una pieza de una 
máquina (véase la figura en la primera columna). Los diámetros 
d de la pieza en los puntos x uniformemente espaciados se listan 
en la tabla. Las medidas están dadas en centímetros.

 a) Usar estos datos con la regla de Simpson para aproximar 
el volumen de la pieza.

 b) Usar regresión en una calculadora para encontrar un polino-
mio de cuarto grado a través de los puntos que representan 
el radio del sólido. Trazar los datos y el modelo.

 c) Usar una herramienta de graficación para aproximar la 
integral definida que da el volumen de la pieza. Comparar 
el resultado con la respuesta del apartado a).

 69. Para pensar Emparejar cada integral con el sólido cuyo vo-
lumen representa, y dar las dimensiones de cada sólido.

 a) Cilindro circular recto b) Elipsoide
 c) Esfera  d) Cono circular recto  e) Toro

 i)  ii)

 iii)  iv)

 v)

x6

4

4

y y

4

4

x6

Figura para 65a Figura para 65b

31 4
x

y = b

4

2

y

x
11

3

3

y

Figura para 67 Figura para 68

r

r

 R r2 x2
�

2
R r2 x2

�
2  dx

b

b

 a 1
x2

b2

2

dx

r

r

r2 x2 2 dx

h

0
 r2 dx

h

0
 

rx

h

2
 dx

x 0 1 2 3 4 5

d 4.2 3.8 4.2 4.7 5.2 5.7

x 6 7 8 9 10

d 5.8 5.4 4.9 4.4 4.6
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 70. El teorema de Cavalieri Demostrar que si la altura de dos 
sólidos son iguales y todas las secciones del plano paralelas a 
sus bases y a distancias iguales de sus bases tienen áreas iguales, 
entonces los sólidos tienen el mismo volumen (ver la figura).

 71. Encontrar el volumen del sólido cuya base es acotada por las 
gráficas de y � x � 1 y y � x2 � 1, con las secciones transver-
sales indicadas perpendiculares al eje x.

 a) Cuadrados b) Rectángulos de altura l

 72. Encontrar el volumen del sólido cuya base es acotada por el 
círculo x2 � y 2 � 4 con las secciones transversales indicadas 
perpendiculares al eje x.

 a) Cuadrados b) Triángulos equiláteros

 c) Semicírculos d) Triángulos isósceles rectos

 73. Encontrar el volumen del sólido de intersección (el sólido común 
a ambos) de los cilindros circulares rectos de radio r cuyos ejes 
se encuentran en los ángulos rectos (ver la figura).

PARA MAYOR INFORMACIÓN Para más información sobre  
este problema, ver el artículo “Estimating the Volumes of Solid 
Figures with Curves Surfaces”, de Donald Cohen en Mathematics 
Teacher.

 74. La base de un sólido es limitada por y � x3, y � 0 y x � 1. 
Encontrar el volumen del sólido para cada una de las secciones 
transversales siguientes (perpendiculares al eje y): a) cuadrados, 
b) semicírculos, c) triángulos equiláteros y d) semielipses cuyas 
alturas son dos veces las longitudes de sus bases.

 75. Un operador taladra un orificio a través del centro de una esfera 
de metal de radio R. El orificio tiene un radio r. Encontrar el 
volumen del anillo resultante.

 76. Para la esfera de metal del ejercicio 75, sea R � 6. ¿Qué valor 
de r producirá un anillo cuyo volumen es exactamente la mitad 
del volumen de la esfera?

 77. La región acotada por las gráficas y � 8x/(9 � x2), y � 0, x � 0 
y x � 5 se gira sobre el eje x. Usar una computadora y la regla de 
Simpson (con n � 10) para aproximar el volumen del sólido.

 78. El sólido mostrado en la figura tiene las secciones transversales 
acotadas por la gráfica |x|a � |y|a � 1, donde 1 b a b 2.

 a) Describir la sección tranversal cuando a � 1 y a � 2.
 b) Describir un procedimiento para aproximar el volumen del 

sólido.

 79. Dos planos cortan un cilindro circular recto para formar una 
cuña. Un plano es perpendicular al eje del cilindro y el segundo 
forma un ángulo de U grados con el primero (ver la figura).

 a) Encontrar el volumen de la cuña si U � 45o.
 b) Encontrar el volumen de la cuña para un ángulo U arbitra-

rio. Asumiendo que el cilindro tiene la longitud suficiente, 
¿cómo cambia el volumen de la cuña cuando U aumenta de 
0o a 90o?

 80. a) Demostrar que el volumen del toro está dado por la integral 

8 P donde R > r > 0.R
r

0
 r2 � y2 dy,

 b) Encontrar el volumen del toro.
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7.3 Volumen: el método de las capas
■ Encontrar el volumen de un sólido de revolución mediante el método de las capas.

■ Comparar los usos del método de los discos y el método de las capas.

Método de las capas

En esta sección se estudiará un método alternativo para encontrar el volumen de un sólido 
de revolución. Este método se llama el método de las capas porque usa capas cilíndricas. 
Una comparación de las ventajas de los métodos de los discos y de las capas se da más 
adelante en esta sección.

Para empezar, considerar un rectángulo representativo como se muestra en la figura 
7.27, donde w es la anchura del rectángulo, h es la altura, y p es la distancia entre el eje de 
revolución y el centro del rectángulo. Cuando este rectángulo gira alrededor de su eje de re-
volución, forma una capa cilíndrica (o tubo) de espesor w. Para encontrar el volumen de 
esta capa, considerar dos cilindros. El radio del cilindro más grande corresponde al radio 
exterior de la capa y el radio del cilindro más pequeño corresponde al radio interno de la 
capa. Porque p es el radio medio de la capa, se sabe que el radio exterior es p � (wY2) y el 
radio interno es p � (wY2).

 Radio externo.

 Radio interno.

Así que, el volumen de la capa es

Volumen de la capa � (volumen del cilindro) � (volumen del hueco)

 � 2P(radio medio)(altura)(espesor)

Esta fórmula se puede usar para encontrar el volumen de un sólido de revolución. 
Asumir que la región plana en la figura 7.28 gira alrededor de una recta para formar el 
sólido indicado. Si se considera un rectángulo horizontal de anchura $y, entonces, cuando 
la región plana gira alrededor de una recta paralela al eje x, el rectángulo genera una capa 
representativa cuyo volumen es

$V � 2PF pSyDhSyDG $y.

Se puede aproximar el volumen del sólido por n capas de espesor $y, de altura h(yi) y radio 
medio p(yi).

 Volumen del sólido � O
n

i�1
2P F pSyiDhSyiDG $y � 2PO

n

i�1
F pS yiDhS yi DG $y

Esta aproximación parece mejorar al hacer ||$|| m 0 (n m @). Así, el volumen del sólido es

 � 2P %d

c

 FpSyDhSyDG dy.

 Volumen del sólido � lím
I$Im0

 2PO
n

i�1
FpSyiDhSyiDG $y

p �
w
2

p �
w
2

� 2Pphw

� P�p �
w
2�

2
h � P�p �

w
2�

2
h

p

w

Eje de revolución

p  w
2

p + w
2

h

Figura 7.27

d

cp(y)

$y

Región plana

h(y)

Sólido de revolución

Eje de  
revolución

Figura 7.28
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Método de las capas

Para encontrar el volumen de un sólido de revolución con el método de las capas, 
usar alguna de las fórmulas siguientes, como se muestra en la figura 7.29.

 Eje de revolución horizontal Eje de revolución vertical
 ——————————————— ———————————————

 
Volumen � V � 2P%d

c

 pSyDhSyD dy
 

Volumen � V � 2P %b

a

 pSxDhSxD dx

EJEMPLO 1 Uso del método de las capas para encontrar un volumen

Encontrar el volumen del sólido de revolución formado al girar la región acotada por

y � x � x3

y el eje x (0 b x b 1) alrededor del eje y.

Solución Porque el eje de revolución es vertical, usar un rectángulo representativo vertical, 
como se muestra en la figura 7.30. La anchura $x indica que x es la variable de integra-
ción. La distancia del centro del rectángulo al eje de revolución es p(x) � x, y la altura del 
rectángulo es

hSxD � x � x3.

Porque x varía de 0 a 1, el volumen del sólido es

 Aplicar el método de las capas.

 Simplificar.

 Integrar.

d

c

$y

p(y)

h(y)

ba

$x

h(x)

p(x)

Eje de revolución horizontal Eje de revolución vertical
Figura 7.29
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EJEMPLO 2 Uso del método de las capas para encontrar un volumen

Encontrar el volumen del sólido de revolución formado al girar la región acotada por la 
gráfica de

x � e�y 2

y el eje y (0 b y b 1) alrededor del eje x.

Solución Porque el eje de revolución es horizontal, usar un rectángulo representativo 
horizontal, como se muestra en la figura 7.31. La anchura $y indica que y es la variable de 
integración. La distancia del centro del rectángulo al eje de revolución es p(y) � y, y la altura 
del rectángulo es h(y) � e�y2. Porque y va de 0 a 1, el volumen del sólido es

 Aplicar el método de las capas.

 Integrar.

NOTA  Para apreciar la ventaja de usar el método de las capas en el ejemplo 2, resolver la ecuación 
x � e�y2 para y.

y � �1,
��ln x,

     0 b x b 1Ye
     1Ye < x b 1

Entonces usar esta ecuación para encontrar el volumen del sólido utilizando el método de los discos.
 

Comparación de los métodos de los discos y de las capas

Los métodos de los discos y de las capas pueden distinguirse porque para usar el método 
de los discos, el rectángulo representativo siempre es perpendicular al eje de revolución, 
y para el método de las capas, el rectángulo representativo siempre es paralelo al eje de 
revolución, como se muestra en la figura 7.32.

 � 1.986.

 � P �1 �
1
e�

 � �P�e�y 2�
1

0

 V � 2P %d

c

 pSyDhSyD dy � 2P %1

0
 ye�y2

 dy

x

h(y) = ey2

p(y) = y

$y

Eje de 
revolución

x = ey2
1

y

Figura 7.31
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A menudo, es más conveniente usar un método que el otro. El ejemplo siguiente ilustra 
un caso en que el método de las capas es preferible.

EJEMPLO 3 Caso en que es preferible el método de las capas

Encontrar el volumen del sólido formado al girar la región acotada por las gráficas de

y x � 1x � 0y � 0,y � x2 � 1,

alrededor del eje y.

Solución En el ejemplo 4 en la sección precedente, se observó que el método de las arande-
las requiere dos integrales para determinar el volumen de este sólido. Ver la figura 7.33a.

  Aplicar el método de las arandelas   

o del anillo.

 Simplificar.

 Integrar.

En la figura 7.33b se puede observar que el método de las capas requiere sólo una integral 
para encontrar el volumen.

  Aplicar el método de las capas o del 

anillo.

 Integrar.

Si la región del ejemplo 3 se hiciese girar alrededor de la recta vertical x � 1, ¿el sólido 
de revolución resultante habría  tenido un volumen mayor o un volumen menor que el sólido 
en el ejemplo 3? Sin integrar, se puede razonar que el sólido resultante tendría un volumen 
menor porque “más” de la región que gira quedaría más cercana al eje de revolución. Para 
confirmar esto, se debe calcular la integral siguiente, la cual da el volumen del sólido.

p x � 1 � xV � 2��

1

0
 1 � x x2 � 1  dx

PARA MAYOR INFORMACIÓN Para aprender más sobre los métodos de los discos y de las capas, 
ver el artículo “The Disk and Shell Method” de Charles A. Cable en The American Mathematical 
Monthly.
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EJEMPLO 4 Volumen de un pontón

Un pontón se ha hecho en la forma mostrada en la figura 7.34. El pontón se diseña girando 
la gráfica de

�4 ≤ x ≤ 4y � 1 �
x2

16
,

alrededor del eje x donde x y y son medidos en pies. Encontrar el volumen del pontón.

Solución Ver la figura 7.35a y usar

 Aplicar el método de los discos.

 Simplificar.

 Integrar.

Probar usando la figura 7.35b para formular la integral para el volumen mediante el método 
de las capas. ¿La integral parece más complicada?

Para el método de las capas en el ejemplo 4, se tendría que resolver para x en términos 
de y en la ecuación

y � 1 � x2 16 .

A veces, despejar x es muy difícil (o incluso imposible). En tales casos se debe usar un 
rectángulo vertical (de anchura $x), haciendo así la variable de integración a x. La posición 
(horizontal o vertical) del eje de revolución determina el método a utilizar. Esto se muestra 
en el ejemplo 5.

EJEMPLO 5 Caso en que es necesario el método de las capas

Encontrar el volumen del sólido formado al girar la región acotada por las gráficas de y � 
x3 � x � 1, y � 1, y x � 1 alrededor de la recta x � 2, como se muestra en la figura 7.36.

Solución En la ecuación y � x3 � x � 1, no se puede resolver fácilmente para x en tér-
minos de y. (Ver la sección 3.8 en el método de Newton.) Por consiguiente, la variable de 
integración debe ser x, y elegir un rectángulo representativo vertical. Porque el rectángulo 
es paralelo al eje de revolución, usar el método de las capas y obtener

 Aplicar el método de  
 las capas.

 Simplificar.

 Integrar.
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En los ejercicios 1 a14, usar el método de las capas para formular 
y evaluar la integral que da el volumen del sólido generado al girar 
la región plana alrededor del eje y.

 1. y � x 2. y � 1 � x

 3. y � �x  4. y �
1
2 x2 � 1

 5.

 6.

 7.

 8.

 9.

 10.

 11.

 12.

 13.

 14.

En los ejercicios 15 a22, usar el método de las capas para formular 
y evaluar la integral que da el volumen del sólido generado al girar 
la región plana alrededor del eje x.

 15. y � x  16. y � 1 � x

 17. y �
1
x

 18. x � y2 � 16

 19.  20.

 21.

 22.

En los ejercicios 23 a26, usar el método de las capas para encontrar 
el volumen del sólido generado al girar la región plana alrededor 
de la recta dada.

 23.

 24.

 25.

 26.

En los ejercicios 27 y 28, decidir si es más conveniente usar el 
método de los discos o el método de las capas para encontrar el 
volumen del sólido de revolución. Explicar el razonamiento. (No 
encontrar el volumen.)

 27. S y � 2D2 � 4 � x  28. y � 4 � ex

En los ejercicios 29 a 32, usar el método de los discos o el de las 
capas para encontrar el volumen del sólido generado al girar la 
región acotada por las gráficas de las ecuaciones alrededor de 
cada recta dada.

 29. 

 a) el eje x  b) el eje y  c) la recta x � 4

 30. 

 a) el eje x  b) el eje y  c) la recta y � 10

 31. 

 a) el eje x  b) el eje y  c) la recta x � a
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Para discusión

 30. (hipocicloide)a > 0x2 3 � y2 3 � a2 3,
 a) el eje x b) el eje y

En los ejercicios 33 a36, a) usar una herramienta de graficación 
para hacer la gráfica de la región plana limitada por las gráficas 
de las ecuaciones, y b) usar calculadora para aproximar el volumen 
del sólido generado al girar la región alrededor del eje y.

 33.

 34.

 35.

 36.

Para pensar En los ejercicios 37 y 38, determinar qué valor 
se aproxima mejor al volumen del sólido generado al girar la 
región limitada por las gráficas de las ecuaciones alrededor del 
eje y. (Hacer la selección con base en un esquema del sólido y sin 
realizar ningún cálculo.)

 37.

 38.

Desarrollo de conceptos

 39. La región en la figura está girada alrededor de los ejes y las 
rectas indicadas. Ordenar los volúmenes de los sólidos resul-
tantes desde el menor al mayor. Explicar el razonamiento.

a)  eje x   b)  eje y   c)  x � 4

 40.  a)  Describir la figura generada por el giro del segmento AB 
alrededor del eje y (ver figura).

 b)  Describir la figura generada por el giro del segmento BC 
alrededor del eje y. 

 c)  Suponer que la curva  en la figura se puede describir 
como y � f (x) o x � g(y). Un sólido es generado por 
el giro de la región comprendida por la curva, y � 0 y 
x � 0 alrededor del eje y. Crear integrales para encontrar 
el volumen de este sólido usando el método de los discos 
y el método de las capas (no integrar).

Desarrollo de conceptos (continuación)

En los ejercicios 41 y 42, dar un argumento geométrico que 
explique por qué las integrales tienen valores iguales.

 41.

 42.

 43. Considerar un sólido que se genera al girar una región plana 
alrededor del eje y. Describir la posición de un rectángulo 
representativo al usar a) el método de las capas y b) el método 
de los discos para encontrar el volumen del sólido.

 44.  Considerar la región plana acotada por las gráficas y � k, 
y � 0, x � 0 y x � b, donde k � 0 y b � 0. ¿Cuáles son las 
alturas y radios de los cilindros generados cuando esta región 
gira alrededor de a) el eje x y b) el eje y?

 45. Diseño industrial Un sólido se genera al girar la región acotada 
por y �  ,N x2  y y � 2 alrededor del eje y. Un hueco, centrado a 
lo largo del eje de revolución, se taladra a través de este sólido 
tal que se pierde un cuarto del volumen. Encontrar el diámetro 
del hueco.

 46. Diseño industrial Un sólido se genera al girar la región aco-
tada por y � 9 � x2 y y � 0 alrededor del eje y. Un hueco, 
centrado a lo largo del eje de revolución, se taladra a través de 
este sólido tal que se pierde un tercio del volumen. Encontrar el 
diámetro del hueco.

 47. Volumen de un toro Un toro se forma al girar la región acotada 
por la circunferencia x2 � y2 � 1 alrededor de la recta x � 2 
(ver la figura). Encontrar el volumen de este sólido en “forma de 
rosquilla”. (Sugerencia: La integral 1

�1  1 � x2 dx representa 
el área de un semicírculo.)

 48. Volumen de un toro Repetir el ejercicio 47 para un toro for-
mado al girar la región limitada por x2 � y2 � r2 alrededor de 
la recta x � R, donde r < R.

En los ejercicios 49 a 52, la integral representa el volumen de un 
sólido de revolución. Identificar a) la región plana que se gira y 
b) el eje de revolución.

 49.  50.

 51.  52.
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 53.  a) Usar la derivada para verificar que

   x sen x dx � sen x � x cos x � C.

 b) Usar el resultado del apartado a) para encontrar el volumen 
del sólido generado al girar cada región plana alrededor del 
eje y.

 i)  ii)

 54.  a) Usar la derivada para verificar que

   x cos x dx � cos x � x sen x � C.

 b) Usar el resultado del inciso a) para encontrar el volumen 
del sólido generado al girar cada región plana alrededor del 
eje y. (Sugerencia: Empezar aproximando los puntos de 
intersección.)

 i)  ii)

 55. Volumen de un casquete de una esfera Sea una esfera de radio r 
que se corta por un plano, formando un casquete esférico de altura 
h. Mostrar que el volumen de este segmento es  ,< Ph2(3r � h).

 56. Volumen de un elipsoide Considerar el plano acotado por la 
región

x

a

2 y

b

2

1

donde a > 0 y b > 0. Mostrar que el volumen del elipsoide for-
mado cuando esta región se gira alrededor del eje y es  -< Pa2b. 
¿Cuál es el volumen cuando la región está girada alrededor del 
eje x?

 57. Exploración Considerar la región acotada por las gráficas de 
y � axn y � abn y x � 0 (ver la figura).

 a) Encontrar la razón R1(n) entre el área de la región y el área 
del rectángulo circunscrito.

 b) Encontrar lím
nm@

 R1 n  y comparar el resultado con el área 

  del rectángulo circunscrito.
 c) Encontrar el volumen del sólido de revolución formado al 

girar la región alrededor del eje y. Encontrar la razón R2(n) 
entre este volumen y el volumen del cilindro circular recto 
circunscrito.

 d) Encontrar lím
nm@

 R2 n  y comparar el resultado con el volu-

  men del cilindro circunscrito.
 e) Usar los resultados de los apartados b) y d) para hacer una 

conjetura sobre la forma de la gráfica de y � axn (0 b x b b) 
como n m @.

 58. Para pensar Emparejar cada integral con el sólido cuyo vo-
lumen representa, y dar las dimensiones de cada sólido.

 a) Cono circular recto b) Toro c) Esfera
 d) Cilindro circular recto e) Elipsoide

 i)  ii)

 iii)  iv)

 v)

 59. El volumen de un cobertizo de almacenamiento Un cobertizo 
de almacenamiento tiene una base circular con diámetro de 80 
pies (ver la figura). A partir del centro, su profundidad es medida 
cada 10 pies y registrada en la tabla.

 a) Usar la regla de Simpson para aproximar el volumen del 
cobertizo.

 b) Observar que la recta del tejado consiste en dos segmentos 
de la recta. Encontrar las ecuaciones de los segmentos de 
la recta y usar la integración para encontrar el volumen del 
cobertizo.

 60. Modelo matemático Un estanque es aproximadamente circu-
lar, con un diámetro de 400 pies (ver la figura). Empezando en 
el centro, la profundidad del agua es medida cada 25 pies y 
registrada en la tabla.
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 a) Usar la regla de Simpson para aproximar el volumen de 
agua en el estanque.

 b) Usar las capacidades de la regresión en una calculadora 
para encontrar un modelo cuadrático para las profundidades 
registradas en la tabla. Usar una herramienta de graficación 
para trazar las profundidades y la gráfica del modelo.

 c) Usar las capacidades de la integración en una herramienta 
de graficación y el modelo en el apartado b) para aproximar 
el volumen de agua en el estanque.

 d) Usar el resultado del apartado c) para aproximar el número 
de galones de agua en el estanque si un pie cúbico de agua 
es aproximadamente 7.48 galones.

 61. Sean V1 y V2 los volúmenes de los sólidos que resultan cuando la 
región plana limitada por y � 1 x, y � 0, x �  ,I, y x � c (c >  ,I ) 
se gira alrededor del eje x y el eje y, respectivamente. Encontrar 
el valor de c para el cual V1 � V2.

 62.  La región acotada por y � r2 � x2, y � 0 y x � 0 está girada 
alrededor del eje y para formar un paraboloide. Un orificio, cen-
trado a lo largo del eje de revolución, está taladrado alrededor 
de este sólido. El orificio tiene un radio k, 0 � k � r. Encontrar 
el volumen del anillo resultante a) mediante integración con 
respecto a x y b) mediante integración con respecto a y.

 63. Considerar la gráfica y2 � x(4 � x)2 (ver la figura). Encontrar 
los volúmenes de los sólidos que se generan cuando la espira 
de esta gráfica se gira alrededor a) del eje x, b) del eje y y c) la 
recta x � 4.

 64. Considerar la gráfica de y2 � x2(x � 5) (ver la figura). Encontrar 
el volumen del sólido que se genera cuando la espira de esta 
gráfica se gira alrededor a) del eje x, b) del eje y y c) la recta 
x � �5.
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Figura para 63 Figura para 64

La no esfericidad de Saturno Saturno es el menos esférico de los 
nueve planetas en nuestro sistema solar. Su radio ecuatorial es 60 268 
kilómetros y su radio polar es 54 364 kilómetros. El color acentuado 
en la fotografía de Saturno se tomó por el Voyager 1. En la fotografía, 
la no esfericidad de Saturno es claramente visible.

 a) Encontrar la razón entre los volúmenes de la esfera y el elipsoide 
achatado mostrado abajo.

 b) Si un planeta esférico tuviera el mismo volumen que Saturno, 
¿qué radio tendría?

Modelo de computadora 
de un “Saturno esférico” 
cuyo radio ecuatorial es 
igual que su radio polar. 
La ecuación de la sección 
transversal que atraviesa 
el polo es

x2 � y 2 � 60 2682.

Modelo de computadora 
de un “Saturno achatado” 
cuyo radio ecuatorial es 
mayor que su radio polar. 
La ecuación de la sección 
transversal que atraviesa 
el polo es

x2

60 2682 �
y 2

54 3642 � 1.

N
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S
D

C

PROYECTO DE TRABAJO

Saturno
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7.4 Longitud de arco y superficies de revolución
■ Encontrar la longitud del arco de una curva suave.

■ Encontrar el área de una superfi cie de revolución.

Longitud de arco

fin efifia fiección fie fifian fiafi infiefirafiefi fiefi nifiafi fiara encfinfirar fiafi fifinfiifififiefi fie arcfi fie fiafi 
cfirvafi fi fiafi áreafi fie fififierfi ciefi fie revfifificiónfi fin afi fififi cafifififi fin arcfi fifin fiefifi enfifi fie 
fina cfirvafi fie afirfifiifi a fifir fiefifi enfififi fie recfia cfifiafi fifinfiifififiefi fifin fiafiafi fifir fia fiórfi fifia 
fie fia fiififiancia cfinficifia

d x x y y= − + −fi fi fi fi fi2 fi
2

2 fi
2

Una cfirva rectifi cable efi afifiefifia fifie fiiene fina fifinfiifififi fie arcfi fi nifiafi fie verá fifie fina 
cfinfiición fififi cienfie fiara fifie fia firáfi ca fie fina fifinción f fiea recfiifi cafifie enfire fiafi f fiafifi fi 
fibfi f fibfifi efi fifie f ′ fiea cfinfiinfia fififire fiafi bfifi Dicfia fifinción fiiene fierivafia cfinfiinfia fififire 
fiafi bfifi fi fifi firáfi ca en efi infiervafifi fiafi bfi efi fina curva suavefi

Cfinfiifierar fina fifinción y � f fixfi fiafi fifie fiiene fierivafia cfinfiinfia en efi infiervafifi fiafi bfifi 
fie fifiefie afirfifiifi ar fia firáfi ca fie f fifir n fiefifi enfififi fie recfia cfifififi fifinfififi fierfi inafiefi fifin 
fiefierfi inafififi fifir fia fiarfiición
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fi  fi  fi
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CHRISTIAN HUYGENS (1629-1695)
El matemátic  h landés Christian 
Huygens, invent r del rel j de péndul , 
y el matemátic  esc cés James Greg ry 
(163 -1675), c ntribuyer n decisivamente a 
res lver el pr blema de hallar la l ngitud de 
arc  de una curva rectifi cable.
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DEFINICIÓN DE LONGITUD DE ARCO

fiea fia fifinción fiafia fifir y � ffixfi fifie refirefienfie fina cfirva fifiave en efi infiervafifi fiafi bfifi 
La longitud de arco fie f enfire a fi b efi

s � �b

a

�fi � � f��x��2 dxfi

fiifi ifiarfi enfiefi fiara fina cfirva fifiave fiafia fifir x � gfiyfifi fia longitud de arco fie g enfire 
c fi d efi

s � �d

c

�fi � �g��y��2 dyfi

Pfirfifie fia fiefi nición fie fifinfiifififi fie arcfi fifiefie afifiicarfie a fina fifinción fiineafifi efi fififiififie 
cfifi firfifiar fifie efifia nfieva fiefi nición fie cfirrefififinfie cfin fia fiórfi fifia efifiánfiar fie fia fiififiancia 
fiara fia fifinfiifififi fie fin fiefifi enfifi fie fia recfiafi fifififi fie fi fiefifira en efi efiefi fififi fifi

EJEMPLO 1 Longitud de un segmento de recta

fincfinfirar fia fifinfiifififi fie arcfi fie fixfifi yfifi a fix2fi y2fi en fia firáfi ca fie ffixfi � mx � bfi cfifi fi fie 
fi fiefifira en fia fi fifira fififififi

Solución Pfirfifie
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 TECNOLOGÍA Lafi infiefirafiefi fiefi nifiafi fifie refirefienfien fia fifinfiifififi fie arcfi a fi enfififi 
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firfifirafi a fie infiefiración nfifi éricfi fiara afirfifiifi ar fina fifinfiifififi fie arcfifi Pfir efiefi fifififi 
fifiar efi recfirfifi fie integración numérica fie fina caficfifiafifira fiara afirfifiifi ar fiafi fifinfiifififiefi 
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La l ngitud de arc  de la gráfi ca f 
de (x1, y1) a (x2, y2) es igual que 
la fórmula estándar de la distancia
Figura 7.38
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EJEMPLO 2 Cálculo de la longitud de arco

fincfinfirar fia fifinfiifififi fie arcfi fiefi

y �
xfi

fi
�

fi
2x

en efi infiervafifi fi �� fi 2fifi cfifi fi fie fi fiefifira en fia fi fifira fififififi

Solución Ufianfifi
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EJEMPLO 3 Cálculo de la longitud de arco

fincfinfirar fia fifinfiifififi fie arcfi fiefi fiy � fififi � x2 en efi infiervafifi fififi fififi cfifi fi fie fi fiefifira en 
fia fi fifira fififififi
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EJEMPLO 4 Cálculo de la longitud de arco

fincfinfirar fia fifinfiifififi fie arcfi fie y � finficfifi xfi fie x � fi fiara x � ��fi cfifi fi fie fi fiefifira en 
fia fi fifira fififififi

Solución Ufianfifi
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EJEMPLO 5 Longitud de un cable
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Área de una superfi cie de revolución

fin fiafi fieccifinefi fifi2 fi fifififi fia infiefiración fifie fifiafia fiara caficfifiar efi vfifififi en fie fin fiófiififi 
fie revfifificiónfi fie efifififiiará fin firficefiifi ienfifi fiara encfinfirar efi área fie fina fififierfi cie fie 
revfifificiónfi

DEFINICIÓN DE SUPERFICIE DE REVOLUCIÓN

fii fia firáfi ca fie fina fifinción cfinfiinfia fiira afirefiefifir fie fina recfiafi fia fififierfi cie refifififianfie 
efi fina superfi cie de revoluciónfi

fifi área fie fina fififierfi cie fie revfififición fie fieriva fie fia fiórfi fifia fiara efi área fie fia fififierfi
fi cie fiafierafi fie fin firfincfi fie fin cfinfi refifinfifi recfififi Cfinfiifierar efi fiefifi enfifi fie fia recfia en 
fia fi fifira fififififi fifinfie L efi fia fifinfiifififi fiefi fiefifi enfifi fie fia recfiafi rfi efi efi rafiifi en efi efifirefi fi 
ifififiierfifi fiefi fiefifi enfifi fie fia recfiafi fi r2 efi efi rafiifi en efi efifirefi fi fierecfifi fiefi fiefifi enfifi fie 
fia recfiafi Cfianfifi efi fiefifi enfifi fie fia recfia fiira afirefiefifir fie fifi efie fie revfifificiónfi fifirfi a fin 
firfincfi fie fin cfinfi refifinfifi recfififi cfin

S � 2� r L  Área fiafierafi fiefi firfincfifi

n e

r �
2

�r � r2�  a i  e i  e  r nc

fifin efi efiercicifi fi2fi fie fiifie verifi car fia fiórfi fifia fiara Sfifi
fifififiner fifie fia firáfi ca fie fina fifinción ffi fiiene fina fierivafia cfinfiinfia en efi infiervafifi

fiafi bfifi fifie fie fiira afirefiefifir fiefi efie x fiara fifirfi ar fina fififierfi cie fie revfifificiónfi cfifi fi fie 
fi fiefifira en fia fi fifira fififififi fiea � fina fiarfiición fie fiafi bfifi cfin fififiinfiervafififi fie ancfifira �xifi 
finfifincefi efi fiefifi enfifi fie fia recfia fie fifinfiifififi

�Li � ��xi
2 � �yi

2

fienera fin firfincfi fie fin cfinfifi fiea ri efi rafiifi fi efiifi fie efifie firfincfifi Pfir efi fiefirefi a fiefi vafifir 
infierfi efiififi fin fifinfifi di efiififie fien efi ifiéfiifi fi fififiinfiervafififi fiafi fifie ri � f fidififi fifi área fie fia 
fififierfi cie fiafierafi �Si fiefi firfincfi efi

 � 2� f �di��fi � 	�yi

�xi
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Pfir efi fiefirefi a fiefi vafifir fi efiififi fin fifinfifi ci efiififie en fixi � fifi xifi fiafi fifie

 �
�yi

�xi

fi

 f��ci� �
f �xi� � f �xi�fi�

xi � xi�fi

Afiífi ∆ ∆S d c xi i i i= ƒ + ′ƒ2 fi 2π fi fi fi fi fifi fi fi efi área fie fia fififierfi cie fififiafi fifiefie afirfifiifi arfie 
fifir

S � 2� �
n

i�fi

 f �di��fi � � f��ci��2 �xifi

Pfiefie fi fififirarfie fifie efi fiífi ifie fiefi fi iefi firfi fie fia fierecfia cfifi fi ����� → fi fin → 
fi efi

S � 2� �b

a

 f �x��fi � � f��x��2 dxfi

De fina fi anera fiifi ifiarfi fii fia firáfi ca fie f fie fiira afirefiefifir fiefi efie yfi enfifincefi S efi

S � 2� �b

a

 x�fi � � f��x��2 dxfi

fin afi fiafi fiórfi fifiafi fiara Sfi fie fifiefien cfinfiifierar fififi firfifificfififi 2� ffixfi fi 2�x cfifi fi fia cirfi
cfinfierencia fiefi círcfififi firafiafia fifir fin fifinfifi fixfi yfi en fia firáfi ca fie f afi fiirar afirefiefifir fiefi 
efie x fi y fifi fifira fifififififi fin fin cafifi efi rafiifi efi r � ffixfifi fi en efi fifirfi cafifi efi rafiifi efi r � xfi 
fifi fi áfifi afifififianfifi r afirfifiiafiafi enfiefi fie fifiefie fienerafiifiar fia fiórfi fifia fiara efi área fie fia 
fififierfi cie fiara cfifirir cualquier efie fifirififinfiafi fi verfiicafi fie revfifificiónfi cfifi fi fie infiica en 
fia fiefi nición fiififiienfiefi

DEFINICIÓN DEL ÁREA DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCIÓN

fiea y � ffixfi cfin fierivafia cfinfiinfia en efi infiervafifi fiafi bfifi fifi área S fie fia fififierfi cie fie refi
vfififición fifirfi afia afi fiirar fia firáfi ca fie f afirefiefifir fie fin efie fifirififinfiafi fi verfiicafi efi

S � 2� �b

a

 r �x��fi � � f��x��2 dx  y efi fina fifinción fie xfi

fifinfie rfixfi efi fia fiififiancia enfire fia firáfi ca fie f fi efi efie fie revfifificiónfi fii x � gfiyfi en efi 
infiervafifi ficfi dfifi enfifincefi efi área fie fia fififierfi cie efi

S � 2� �d

c

 r�y��fi � �g��y��2 dy  x efi fina fifinción fie yfi

fifinfie rfiyfi efi fia fiififiancia enfire fia firáfi ca fie g fi efi efie fie revfifificiónfi

Lafi fiórfi fifiafi en efifia fiefi nición a vecefi fie eficrifien cfifi fi

S � 2� �b

a

 r�x� ds  y efi fina fifinción fie xfi

fi

S � 2� �d

c

 r�yfi ds  x efi fina fifinción fie yfi
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EJEMPLO 6 Área de una superfi cie de revolución

fincfinfirar efi área fie fia fififierfi cie fifirfi afia afi fiirar fia firáfi ca fie

f �x� � xfi

en efi infiervafifi fififi fifi afi fiirar afirefiefifir fiefi efie xfi cfifi fi fie fi fiefifira en fia fi fifira fififififi

Solución La fiififiancia enfire efi efie x fi fia firáfi ca fie f efi rfixfi � f fixfifi fi fifirfifie f ′fixfi � fix2fi 
efi área fie fia fififierfi cie efi

 fiórfi fifia fiefi área fie fina fififierfi ciefi

 fiifi fifiifi carfi

 finfiefirarfi

EJEMPLO 7 Área de una superfi cie de revolución

fincfinfirar efi área fie fia fififierfi cie fifirfi afia afi fiirar fia firáfi ca fie

f �x� � x2

en efi infiervafifi fi 2fi[ ] afirefiefifir fiefi efie yfi cfifi fi fie fi fiefifira en fia fi fifira fififififi

Solución fin efifie cafififi fia fiififiancia enfire fia firáfi ca fie f fi efi efie y efi rfixfi � xfi Ufianfifi 
f ′fixfi � 2xfi fie fifiefie fiefierfi inar fifie efi área fie fia fififierfi cie efi

 fiórfi fifia fiefi área fie fina fififierfi ciefi

 fiifi fifiifi carfi

 finfiefirarfi

 � fifififififi

 �
�

2fi
�fififi�2 � fi�
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En los ejercicios 1 y 2, encontrar la distancia entre los puntos 
usando a) la fórmula de la distancia y b) la integraciónfi

 1. fififi fififi fififi fififi 2. fififi 2fifi fififi fififi

En los ejercicios 3 a 16, encontrar la longitud de arco de la gráfica 
de la función en el intervalo indicadofi

 3.  4.

 5.  6.

 7.  8.

 9.  10.

 11.  12.

 13.

 14.

 15.

 16.

En los ejercicios 17 a 26, a) representar la función, resaltando la 
parte indicada por el intervalo dado, b) encontrar una integral 
definida que represente la longitud de arco de la curva sobre el 
intervalo indicado y observar que la integral no puede evaluarse 
con las técnicas estudiadas hasta ahora y c) usar las capacidades 
de la integración en una calculadora para aproximar la longi-
tud de arcofi

 17. 

 18.

 19. 

 20. 

 21.

 22. 

 23.

 24. 

 25.

 26. 

Aproximación En los ejercicios 27 y 28, determinar qué valor 
se aproxima mejor a la longitud de arco representada por la in-
tegral. (Hacer la selección con base en un esquema del arco y no 
realizando cualquier cálculo.)

 27. 

 28.

Aproximación En los ejercicios 29 y 30, aproximar la longitud 
de arco de la gráfica de la función en el intervalo [0, 4] de cuatro 
maneras. a) Usar la fórmula de la distancia para encontrar la dis-
tancia entre los puntos terminales del arco. b) Usar la fórmula de 
la distancia para encontrar las longitudes de los cuatro segmentos 
de recta que conectan los puntos en el arco cuando x � 0, x � 1, 
x � 2, x � 3 y x � 4. Encontrar la suma de las cuatro longitudes. 
c) Usar la regla de Simpson con n � 10 para aproximar la integral 
que dé la longitud del arco indicada. d) Usar las capacidades de 
la integración de una calculadora para aproximar la integral que 
dé la longitud del arco indicadafi

 29.  30.

 31.  Longitud de una catenaria Cafifiefi efiécfiricfifi fifififienfiifififi enfire 
fififi fifirrefi fifirfi an fina cafienaria fiver fiififirafi fi fifiefiafia fi efiianfie 
fia ecfiación

  y � 20 cosh 
x

20
,  �20 � x � 20

  fifinfie x fi y fie fi ifien en fi efirfififi La fiefiaración fie fiafi fifirrefi efi 
fie fifi fi efirfififi fincfinfirar fia fifinfiifififi fiefi cafifie fifififienfiifififi

fi ≤ y ≤ fix �
fi
fi�y�y � fi�fi

fi ≤ y ≤ fix �
fi
fi�y2 � 2�fi�2fi

�fin 2fi fin fi�y � fin	ex � fi
ex � fi
fi

�fifi 2�y �
fi
2�ex � e�x�fi

fifi 
�

fi�y � fin�cfifi x�fi�

fi
fi 

fi�
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�fifi 2fi�y �
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2

x 2�fi � fifi�2fi fi�y �
xfi

fifi
�

fi
fixfifi

�2 ≤ x ≤ fiy � x2 � x � 2fi

fi x 2y � fi � x2fi

fi ≤ y ≤ fix � �fifi � y2fi

fi ≤ x ≤ fiy � 2 arcfian xfi

fi ≤ x ≤ fiy � fin xfi

fi ≤ y ≤ 2x � e�yfi

�
�

2
≤ x ≤

�

2
y � cfifi xfi

fi ≤ x ≤ �y � fien xfi

fi ≤ x ≤ fiy �
fi

x � fi
fi

afi 2fi bfi fi cfi 2 dfi efi   fi

afi fi bfi c fi fi dfi efi fi
fi�
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�2
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fi
�fi �  d

dx
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2

 dx

�fi

�2

fi
�fi �  d

dx 	
fi

x2 � fi
�
2
 dx

f �x� � �x2 � fi�2f �x� � xfi

Ejercicios7.4

y =   (x2 + 1)3/2 

x

y

−1 1 2 3 4
−1

1

2

3

4

2

3

y �
2

3
�x2 � 1�3�2

y = + 

x

y

1 2 3 4

1

2

3

4

x3

6

1

2x

y �
x3

6
�

1

2x

−1 1 2 3 4
−1

1

2

3

4

y = x3/2 + 12

3

x

y

y �
2

3
x3�2 � 1

�1, 8�y �
3

2
x2�3, �1, 3�y �

x4

8
�

1

4x2
,

fi ≤ x ≤ fiy �
fi
x
fi

x

−2fi −fifi fifi 2fi

fifi

fifi

y

y � 2xfi�2 � fi

2 fi fi fi fifi fi2

fifi

2fi

fifi

fifi

fifi

fifi

y fi 2xfifi2 fi fi

x

y



486  CAPÍTULO fi  Afifiicacifinefi fie fia infiefirafi

 32. Área de un techo Un firanerfi fiiene fififi fiiefi fie fiarfifi fi fifi fie 
ancfifi fiver fia fiififirafifi Una fiección firanfiverfiafi fiefi fiefiafifi efi fina 
cafienaria inverfiifia y � fifi � fififiex�2fi � e�x�2fififi fincfinfirar efi 
núfi erfi fie fiiefi cfiafirafififi fie fiecfifi en efi firanerfifi

 33. Longitud del arco Gateway fifi Arcfi fie fi afiefi afi en fififi Lfifiififi 
fi ififififirifi fie fi fifiefia fifir

   �2fififi22fifi ≤ x ≤ 2fififi22fififi

 y � fifififififififi � fifififififi2 cfififi fififififififififixfi

  fifier fia fiección fifififi Prfifiecfifi fie firafiafififi Arcfi fififi Lfifiifififi finfi
cfinfirar fia fifinfiifififi fie efifia cfirva fiver fia fiififirafifi

  Figura para 33  Figura para 34

 34.  Astroide fincfinfirar fia fifinfiifififi fififiafi fie fia firáfiica fiefi afifirfiifie 
x2�fi � y2�fi � fifi

 35.  fincfinfirar fia fifinfiifififi fie arcfi fiefifie fififi fifi en fienfiififi fifirarifi 
fiafifia �2fi fi � a fifi fiarfifi fiefi círcfififi x2 � y2 � fifi

 36.  fincfinfirar fia fifinfiifififi fie arcfi fiefifie fi�fifi fifi en fienfiififi fifirarifi 
fiafifia fififi fifi a fifi fiarfifi fiefi círcfififi x2 � y2 � 2fifi fi fififirar fifie efi 
refifififiafifi efi fin cfiarfifi fie fia circfinfierencia fiefi círcfifififi

En los ejercicios 37 a 42, formular y evaluar la integral definida 
para el área de la superficie generada al girar la curva alrededor 
del eje xfi

 37.  38. 

 39.

 40.

 41. 

 42.

En los ejercicios 43 a 46, formular y evaluar la integral definida 
para el área de la superficie generada al girar la curva alrededor 
del eje yfi

 43.  44. 

 45.  46.

En los ejercicios 47 y 48, usar las capacidades de la integración 
de una herramienta de graficación para aproximar el área de la 
superficie del sólido de revoluciónfi

  Función Intervalo   

 47. y � fien x fififi �fi

  fiira afirefiefifir fiefi efie x

 48. y � fin x fififi efi

  fiira afirefiefifir fiefi efie y

Desarrollo de conceptos

 49. Defi nir fina cfirva recfiifi cafifiefi

 50. ¿fi fié fiórfi fifia fie firecáficfififi fi efiefi enfifi refirefienfiafiivfi fie 
fifiifiifian fiara fiefiarrfififiar fia fiórfi fifia fie infiefiración fiara fia 
fifinfiifififi fie arcfifi

 51. ¿fi fié fiórfi fifia fie firecáficfififi fi efiefi enfifi refirefienfiafiivfi fie 
fifiifiifian fiara fiefiarrfififiar fia fiórfi fifia fie infiefiración fiara efi 
área fie fina fififierfi cie fie revfifificiónfi

 52. La fi fifira fi fiefifira fiafi firáfi cafi fie fiafi fifincifinefi ffi fi f2 en efi 
infiervafifi fiafi bfifi La firáfi ca fie cafia fina fie fiira afirefiefifir 
fiefi efie xfi ¿fi fié fififierfi cie fie revfififición fiiene efi área fie fia 
fififierfi cie fi afifirfi fifififiicarfi

y fi fifi − fififiexfi2fi fi e−xfi2fifi

2fi

2fi

−2fi
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 53.  Para pensar La fiififira fi fiefifira fiafi firáfiicafi fie fiafi fifincifinefi  
y3 �

1
4 x2,y2 �

1
2 x3�2,y1 � x,  fi y4 �

1
8 x5�2  fififire efi infiervafifi 

fififi fififi 

 afi  fifienfiifi car fiafi fifincifinefifi
 bfi  Lififiar fiafi fifincifinefi cfin efi fi n fie increfi enfiar fia fifinfiifififi 

fie arcfifi
 cfi  fierifi car fifi refififiefifia en efi afiarfiafifi bfi afirfifiifi anfifi fia efiacfi

fiifififi fie cafia fifinfiifififi fie arcfi a firefi fififiarefi fiecifi afiefifi 

 54.  Para pensar  fifififiicar fifir fifié fiafi fififi infiefirafiefi fifin ififiafiefifi

  
�e

1
�1 �

1

x2
  dx � �1

0

�1 � e2x dx

  Ufiar fia fiafiifiifiafi fie infiefiración fie fina cfifi fififiafifira fiara 
verifi car fifie fiafi infiefirafiefi fifin ififiafiefifi

 55.  Un cfinfi circfifiar recfifi efi fienerafifi fifir efi fiirfi fie fia refiión acfifi
fiafia fifir y � 3y � 3x�4,  fi x � fi afirefiefifir fiefi efie yfi fincfinfirar 
efi área fie fia fififierfiicie fiafierafi fiefi cfinfifi

 56. Un cfinfi circfifiar fiirecfifi fie fienera afi fiirar fia refiión acfifiafia fifir 
y � hx�rfi y � h fi x � fi afirefiefifir fiefi efie yfi fierifiicar fifie efi área 
fie fia fififierfiicie fiafierafi fiefi cfinfi efi

  S � � r�r2 � h2fi

 57. fincfinfirar efi área fie fia fifirción fie fina efifiera fifirfi afia afi fiirar fia 

firáfiica afirefiefifir fie fi ≤ x ≤ 2fiy � �fi � x2fi  afirefiefifir fiefi 
efie yfi

 58. fincfinfirar efi área fie fia fifina fie fina efifiera fifirfi afia afi fiirar fia 

firáfiica afirefiefifir fie fi ≤ x ≤ afiy � �r 2 � x2fi  afirefiefifir fiefi 
efie yfi Afififi ir fifie a < rfi

 59. Modelado matemático La circfinfierencia C fien fifififiafiafifi fie 
fin fiarrón efi fi efiifia a infiervafififi fie firefi fifififiafiafi efi fiefianfifi 
en fifi fiafiefi Lafi fi efiifiafi fie fi fiefifiran en fia fiafifia fifinfie y efi fia 
fiififiancia verfiicafi en fifififiafiafi a fia fiafiefi

  

y 0 3 6 9 12 15 18

C 50 65.5 70 66 58 51 48

 afi Ufiar fififi fiafififi fiara afirfifiifi ar efi vfifififi en fiefi fiarrón fififi
fi anfifi fififi vfifiúfi enefi fie fififi fiificfifi afirfifiifi anfiefifi

 bfi Ufiar fififi fiafififi fiara afirfifiifi ar efi área fie fia fififierfiicie 
efifierna fieficfififienfifi fia fiafiefi fiefi fiarrón fififi anfifi fiafi áreafi 
fie fia fififierfiicie efifierna fiara afirfifiifi ar efi firfincfi fie cfinfifi 
afirfifiifi anfiefifi

 cfi Ufiar fiafi cafiacifiafiefi fie refirefiión fie fina fierrafi ienfia fie 
firafiicación fiara encfinfirar fin fi fifiefifi cúfiicfi fiara fififi fifinfififi 
fiyfi rfi fifinfie r � C�fi2�fifi Ufiar fina caficfifiafifira fiara firafiar 
fififi fifinfififi fi refirefienfiar efi fi fifiefififi

 dfi Ufiar efi fi fifiefifi en efi afiarfiafifi cfi fi fiafi cafiacifiafiefi fie fia 
infiefiración fie fina fierrafi ienfia fie firafiicación fiara afirfifiifi
fi ar efi vfifififi en fi efi área fifiera fie fia fififierfiicie fiefi fiarrónfi 
Cfifi fiarar fififi refifififiafififi cfin fiafi refififiefifiafi en fififi afiarfiafififi 
afi fi bfifi

 60. Modelado matemático La fiififira fi fiefifira fin fierrenfi acfifiafifi 
fifir fififi cafi infifi fierfienfiicfifiarefi fi fin arrfifififi Tfifiafi fiafi fiififianfi
ciafi fifin fi efiifiafi en fiiefifi

 afi Ufiar fiafi cafiacifiafiefi fie fia refirefiión fie fina fierrafi ienfia 
fie firafiicación fiara afifififiar fin fififiinfifi ifi fie cfiarfifi firafifi 
afi cafi infi fiefi arrfifififi

 bfi Ufiar efi fi fifiefifi en efi afiarfiafifi afi fiara afirfifiifi ar efi área fie 
fia firfifiiefiafi en acrefifi

 cfi Ufiar fiafi cafiacifiafiefi fie infiefiración fie fina fierrafi ienfia fie 
firafiicación fiara encfinfirar fia fifinfiifififi fiefi arrfififi fifie fiifi ifia 
fia firfifiiefiafifi

 61. fiea R fia refiión acfifiafia fifir y � fi�xfi efi efie xfi x � fifi fi x � bfi 
fifinfie b > fifi fiea D efi fiófiififi fifirfi afifi cfianfifi R fie fiira afirefiefifir 
fiefi efie xfi

 afi fincfinfirar efi vfifififi en V fie Dfi
 bfi fificrifiir efi área fie fia fififierfiicie S cfifi fi fina infiefirafifi
 cfi fi fififirar fifie V fie acerca a fin fiífi ifie fiinififi cfifi fi b → 
fi
 dfi Defi fififirar fifie S → 
 cfifi fi b → 
fi

62. afi Dafifi fin fiecfifir circfifiar cfin rafiifi L fi ánfifififi cenfirafi � 
fivéafie fia fiififirafifi fi fififirar fifir fifié efi área fiefi fiecfifir efifiá 
fiafia fifir

S �
fi
2

 L2�fi

 bfi Afi finir fififi fifirfiefi fie fia recfia fiefi fiecfifir en efi afiarfiafifi afifi 
fin cfinfi circfifiar recfifi efi fifirfi afifi fiver fia fiififirafi fi efi área 
fie fia fififierfiicie fiafierafi fiefi cfinfi efi ififiafi fifie efi área fiefi 
fiecfifirfi fi fififirar fifie efi área efi S � �rLfi fifinfie r efi efi rafiifi 
fie fia fiafie fiefi cfinfifi fiSugerencia: La fifinfiifififi fie arcfi fiefi 
fiecfifir efi ififiafi a fia circfinfierencia fie fia fiafie fiefi cfinfififi

Figura para 62a Figura para 62b
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488  CAPÍTULO fi  Afifiicacifinefi fie fia infiefirafi

 cfi Ufiar efi refifififiafifi fiefi afiarfiafifi bfi fiara verifiicar fifie fia 
fiórfi fifia fiara efi área fie fia fififierfiicie fiafierafi fiefi firfincfi fie 
fin cfinfi cfin fia afififira incfiinafia L fi rafiififi rfi fi r2 fiver fia 
fiififirafi efi S � �firfi � r2fiLfi fiNota: fififia fiórfi fifia fifie fifiafi
fia fiara fiefiarrfififiar fia infiefirafi fiara encfinfirar efi área fie fia 
fififierfiicie fie fina fififierfiicie fie revfifificiónfifi

 63.  Para pensar Cfinfiifierar fia ecfiación 
x2

9
�

y2

4
� 1.

 afi  Ufiar fina cfifi fififiafifira fiara firafiicar fia ecfiaciónfi
 bfi  fifirfi fifiar fia infiefirafi fiefiinifia fiara encfinfirar fia fifinfiifififi fie 

arcfi fie efia firáfiica en efi afiarfiafifi afifi
 cfi  Cfifi fiarar efi infiervafifi fie infiefiración en efi afiarfiafifi bfi fi 

efi fififi inifi fiefi infiefiranfififi ¿fifi fififiififie evafifiar fia infiefirafi 
fiefiinifiafi ¿fifi fififiififie fifiar fia refifia fie fiifi fififin fiara caficfifiar 
fia infiefirafi fiefiinifiafi fifififiicarfi fifie afirenfierá a evafifiar efifie 
fiififi fie infiefirafi en fia fiección fififififi

 64. Redacción Leer efi arfiícfififi “Arc Lenfifififi Area anfi fifie Arcfiine 
fifincfiifin” fie Anfirefi  fi fi fifickefifi en fia Mathematics Magazinefi 
finfifincefi eficrifiir fin fiárrafifi fifie efififiififie cófi fi fia fifinción fiefi 
arcfifienfi fifiefie fiefiinirfie en fiérfi infifi fie fina fifinfiifififi fie arcfifi

En los ejercicios 65 a 68, formular la integral definida para encon-
trar la longitud de arco indicada o área superficial. Entonces usar 
la capacidad de integración de una computadora para aproximar 
la longitud de arco o área superficial. (Se aprenderá a evaluar este 
tipo de integral en la sección 8.8.)

 65.  Longitud de persecución Un fififiefifi fifie fififie fiarfie fiefi firifien 
fi fie fi fieve afi efie y fiver fiififirafifi Afi fi ififi fi fiiefi fififi fin fierfiefifiififir 
fiarfie fiefi fifinfifi fififi fifi fi fiiefi fire fie fi fieve fiacia efi fififiefifi fifie 
fififiefi La vefificifiafi fiefi fierfiefifiififir efi fififi vecefi fia fiefi fififiefifi 
fifie fififiefi La ecfiación fie fia firafiecfifiria efi

  y �
1

3
�x3�2 � 3x1�2 � 2�.

  ¿fi fié fiififiancia fia recfirrififi efi fififiefifi fifie fififie cfianfifi efi aficafi
nfiafififi Defi fififirar fifie efi fierfiefifiififir fia viafiafifi fififi vecefi fi áfi 
fiefifififi

  Figura para 65 Figura para 66

 66.  Diseño de bombillas Una fififi fiififia firnafi enfiafi fie fiifieña afi 
fiirar fia firáfiica fie 

g

0 � x �
1
3,y �

1
3x1�2 � x3�2,  afirefiefifir fiefi 

efie xfi fifinfie x fi y efifián fi efiifiafi en fiiefi fiver fiififirafifi fincfinfirar 
efi área fififierfiiciafi fie fia fififi fiififia fi fifiar efi refifififiafifi fiara afirfifiifi
fi ar fia canfiifiafi fie vifirifi necefiaria fiara fiacer fia fififi fiififiafi 
fififififiner fifie efi vifirifi fiiene fin efifiefifir fie fififififi fifififiafiafififi

 67. Astroide fincfinfirar efi área fie fia fififierfiicie fifirfi afia afi fiirar fia 
fifirción en efi firifi er cfiafiranfie fie fia firáfiica fie x2�fi � y2�fi � fifi 
fi � y � fi afirefiefifir fiefi efie yfi

Figura para 67 Figura para 68

 68. Cfinfiifierar fia firáfiica fie y2 �  ��� xfifi � xfi2 fiver fia fiififirafifi fincfinfirar 
efi área fie fia fififierfiicie fifirfi afia cfianfifi fia arcafia fie efifia firáfiica 
fie fiira afirefiefifir fiefi efie xfi

 69. El puente suspendido Un cafifie fiara fin fifienfie fifififienfiififi 
fiiene fia fifirfi a fie fina fiaráfififia cfin fia ecfiación y � kx2fi fiea 
h fiara refirefienfiar fia afififira fiefi cafifie fie fifi fifinfifi fi áfi fiafifi a fifi 
fifinfifi fi áfi afififi fi fiea 2w fiara refirefienfiar fia ancfifira fififiafi 
fiefi fifienfie fiver fia fiififirafifi fi fififirar fifir fifié fia fifinfiifififi fiefi cafifie 

C efifiá fiafia fifir C � 2�w

0
 �1 � �4h2�w4�x2 dx.

 70. El puente suspendido fifi fi fifi fier firififiefi fificafiifiafifi en efi 
fieinfi Unififi e inafififirafifi en fififififi fiiene fina ancfifira firincifiafi 
fie afirfifiifi afiafi enfie fi fififi fi efirfififi Cafia fina fie fififi fifirrefi fiiene 
fina afififira fie afirfifiifi afiafi enfie fififi fi efirfififi Ufiar efifiafi fiifi enfi
fiifinefifi fia infiefirafi en efi efiercicifi fififi fi fiafi cafiacifiafiefi fie fia 
infiefiración fie fina caficfifiafifira fiara afirfifiifi ar fia fifinfiifififi fie fin 
cafifie fiarafiófiicfi a fifi fiarfifi fie fia ancfifira firincifiafifi

 71. fiea C fia cfirva fiafia fifir ffixfi � cfififi x fiara fi � x � tfi fifinfie 
t > fi Defi fififirar fifie fia fifinfiifififi fie arcfi fie C efi ififiafi afi área 
acfifiafia fifir C fi efi efie xfi fifienfiifiicar fifira cfirva fififire efi infiervafifi 
fi � x � t cfin efifia firfifiiefiafifi

 72. fincfinfirar fia fifinfiifififi fie fia cfirva y2 � xfi fiefi firifien afi fifinfifi 
fifinfie fiafi fianfienfiefi fifirfi an fin ánfifififi fie fifi cfin efi efie xfi

fififie firfififiefi a fifie firefiarafifi fifir efi Cfifi fi ififiee fin fifie Pfifinafi  Prifie Cfifi fiefiifiifinfi 
© Tfie fi afifiefi afiicafi Afifificiafiifin fifi Afi ericafi Tfifififi fififi fierecfififi refiervafifififi

fifie fie 
revfififición

L

rfi

r2

y

x

fi

fi fi−fi−fi

x

y

−fi fi 2 fi fi fi fi

−fi

fi

xfifi − xfi2fi
fi2

y2 fi

x

y

h

2w

y

x

y = x1/2 
− x3/21
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1

1

y =   (x3/2 − 3x1/2 + 2)1
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■ Encontrar el trabajo realizado por una fuerza constante.
■ Encontrar el trabajo realizado por una fuerza variable.

Trabajo realizado por una fuerza constante

El concepto de trabajo es importante para los científicos e ingenieros ya que determina la 
energía necesaria para realizar varias tareas. Por ejemplo, es útil saber la cantidad de trabajo 
realizado cuando una grúa alza una viga de acero, cuando un resorte o muelle es comprimido, 
cuando un cohete se propulsa en el aire o cuando un camión transporta una carga.

En general, el trabajo es realizado por una fuerza cuando desplaza un objeto. Si la 
fuerza aplicada al objeto es constante, entonces la definición de trabajo es:

DEFINICIÓN DE TRABAJO REALIZADO POR UNA FUERZA CONSTANTE

Si un objeto es desplazado una distancia D en la dirección de una fuerza constante 
aplicada F, entonces el trabajo W realizado por la fuerza se define como W � FD.

Hay muchos tipos de fuerzas: centrífuga, electromotriz y gravitatoria, por nombrar sólo 
algunas. Una fuerza puede pensarse como algo que empuja o atrae; una fuerza cambia el 
estado de reposo o estado de movimiento de un cuerpo. Para las fuerzas gravitatorias en la 
Tierra, es común usar unidades de medida que corresponden al peso de un objeto.

EJEMPLO 1 Levantamiento de un objeto

Determinar el trabajo realizado al levantar un objeto de 50 libras a 4 pies.

Solución La magnitud de la fuerza requerida F es el peso del objeto, como se muestra en 
la figura 7.48. Así, el trabajo realizado al levantar el objeto 4 pies es

 Trabajo � (fuerza)(distancia).

 Fuerza � 50 libras, distancia � 4 pies.

En el sistema de medida americano, el trabajo se expresa en libra-pie (lb-pie), pulgada-
libra o pie-toneladas. En el sistema cegesimal centímetro-gramo-segundo (C-G-S), la unidad 
básica de fuerza es la dina: la fuerza requerida para producir una aceleración de 1 centímetro 
por segundo al cuadrado en una masa de 1 gramo. En este sistema, el trabajo se expresa en 
dina-centímetros (ergs) o newton-metros (joules), donde 1 joule � 107 ergs.

E X P L O R A C I Ó N

¿Cuánto trabajo? En el ejemplo 1 son necesarias 200 libras-pies de trabajo para 
elevar 4 pies el objeto de 50 libras verticalmente del suelo. Suponer que una vez izado 
el objeto, sosteniéndolo, se camina una distancia horizontal de 4 pies. ¿Esto requerirá 
200 libras-pies adicionales de trabajo? Explicar la respuesta.

libras-pies. � 200

 � 50 4

 W � FD

y

x

4 pies

1

2

3

4
50 libras

50 libras

El trabajo realizado al levantar un objeto 
de 50 libras a 4 pies es 200 libras-pies
Figura 7.48

7.5 Trabajo
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Trabajo realizado por una fuerza variable

En el ejemplo 1, la fuerza aplicada era constante. Si se aplica una fuerza variable a un objeto, 
es necesario recurrir al cálculo para determinar el trabajo realizado, porque la cantidad de 
fuerza cambia según la posición del objeto. Por ejemplo, la fuerza requerida para comprimir 
un resorte o muelle aumenta conforme el resorte es comprimido.

Suponer que un objeto se mueve a lo largo de una recta de x � a a x � b por una 
fuerza continuamente variante F(x). Sea $ una partición que divide el intervalo [a, b] en n 
subintervalos determinados por

a � x0 < x1 < x2 <
.  .  .

< xn � b

y sea $xi � xi � xi�1. Para cada i, elegir ci tal que xi�1 � ci � xi. Entonces en ci la fuerza 
está dada por F(ci). Porque F es continua, se puede aproximar el trabajo realizado moviendo 
el objeto a través del i-ésimo subintervalo por el incremento

$Wi � F ci  $xi

como se muestra en la figura 7.49. Así, el trabajo total realizado como los movimientos del 
objeto de a a b se aproximan por

 �
n

i�1
F ci  $xi.

 W
n

i�1
$Wi

Esta aproximación parece ser mejor y más aún cuando $  m 0 (n m @). Así, el trabajo 
realizado es

 �
b

a

F x  dx.

 W � lím
$ m0

 
n

i�1
F ci  $xi

DEFINICIÓN DEL TRABAJO REALIZADO POR UNA FUERZA VARIABLE

Si un objeto es desplazado a lo largo de una recta por una fuerza continuamente variable 
F(x), entonces el trabajo W realizado por la fuerza cuando el objeto es desplazado 
de x � a hasta x � b es

 �
b

a

F x  dx.

 W � lím
$ m0

 
n

i�1

 $Wi

En los ejemplos restantes en esta sección se usan algunas leyes físicas muy conocidas. 
Los descubrimientos de muchas de estas leyes ocurrieron durante el mismo periodo en que 
se estaba desarrollando el cálculo. Durante los siglos XVII y XVIII, había poca diferencia, 
de hecho, entre físicos y matemáticos. Emilie de Breteuil, física-matemática, realizó una 
importante síntesis del trabajo de muchos otros científicos, incluso el de Newton, Leibniz, 
Huygens, Kepler y Descartes. Su texto Institutions fue utilizado durante muchos años.

La magnitud de fuerza varía conforme 
cambia la posición de un objeto ($x)
Figura 7.49

F(x)

$x

EMILIE DE BRETEUIL (1706-1749)
Otra labor relevante de Emilie de Breteuil 
fue la traducción de los Principios 

matemáticos de la filosofía de la naturaleza 
de Newton al francés. Su traducción y sus 
comentarios contribuyeron en gran medida 
a la aceptación de las ideas científicas de 
Newton en Europa.
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Las tres leyes de física siguientes fueron desarrolladas por Robert Hooke (1635-1703), 
Isaac Newton (1642-1727) y Charles Coulomb (1736-1806).

1. Ley de Hooke: La fuerza F requerida para comprimir o estirar un resorte o muelle (dentro 
de sus límites elásticos) es proporcional a la distancia d que el resorte es comprimido 
o estirado de su longitud original. Es decir,

F � kd

 donde la constante de proporcionalidad k (constante del resorte) depende de la naturaleza 
específica del resorte.

2. Ley de Newton de gravitación universal: La fuerza F de atracción entre dos partículas 
de masas m1 y m2 es proporcional al producto de las masas e inversamente proporcional 
al cuadrado de la distancia d entre las dos partículas. Es decir,

F � k
m1m2

d2 .

 Si m1 y m2 están dadas en gramos y d en centímetros, F estará en dinas para un valor 
de k � 6.670 � 10�8 centímetros cúbicos por gramo-segundo cuadrado.

3. Ley de Coulomb: La fuerza F entre dos cargas q1 y q2 en un vacío es proporcional al 
producto de las cargas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia d entre 
las dos cargas. Es decir,

F � k
q1q2

d2 .

 Si q1 y q2 están dadas en unidades electrostáticas y d en centímetros, F estará en dinas 
para un valor de k � 1.

EJEMPLO 2 Compresión de un resorte o muelle

Una fuerza de 750 libras comprime un resorte 3 pulgadas de su longitud natural de 15 pul-
gadas. Encontrar el trabajo realizado al comprimir el resorte 3 pulgadas adicionales.

Solución Por la ley de Hooke, la fuerza F(x) requerida para comprimir el resorte las uni-
dades de x (de su longitud natural) es F(x) � kx. Usando los datos dados, se sigue que  
F(3)� 750 � (k)(3) y así k � 250 y F(x) � 250x, como se muestra en la figura 7.50. Para 
encontrar el incremento de trabajo, asumir que la fuerza requerida para comprimir el resor-
te sobre un pequeño incremento $x es casi constante. Así que, el incremento de trabajo es

$W � (fuerza)(incremento de distancia) � (250x) $x.

Porque el resorte es comprimido de x � 3 a x � 6 pulgadas menos de su longitud natural, 
el trabajo requerido es

libras-pulgadas. � 125x2
6

3
� 4 500 � 1 125 � 3 375

 W �

b

a

F x  dx �

6

3
250x dx

Observar que no se integra de x � 0 a x � 6 porque se determinó el trabajo realizado al 
comprimir el resorte 3 pulgadas adicionales (no incluyendo las primeras 3 pulgadas).

E X P L O R A C I Ó N

El trabajo realizado al comprimir 
el resorte en el ejemplo 2 de x � 3 
pulgadas a x � 6 pulgadas es 3 375 
libras-pulgadas. ¿Muestra que el 
trabajo realizado al comprimir el 
resorte de x � 0 pulgadas a x � 3 
pulgadas es mayor que, igual o 
menor que éste? Explicar.

x
0 15

Longitud natural (F = 0)

3

Comprimido 3 pulgadas (F = 750)

x
0 15

x

Comprimido x pulgadas (F = 250x)

x
0 15

Figura 7.50

Fórmula para el trabajo.
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EJEMPLO 3 Puesta en órbita de un módulo espacial

Un módulo espacial pesa 15 toneladas métricas en la superficie de la Tierra. ¿Cuánto trabajo 
es necesario para propulsar el módulo a una altura de 800 millas sobre la Tierra, como se 
muestra en la figura 7.51? (Considerar 4 000 millas como el radio de la Tierra. Omitir el 
efecto de resistencia al aire o el peso del combustible.)

Solución Porque el peso de un cuerpo varía inversamente al cuadrado de su distancia del 
centro de la Tierra, la fuerza F(x) ejercida por la gravedad es

F x
C

x2
.  C es la constante de proporcionalidad.

Porque el módulo pesa 15 toneladas métricas en la superficie de la Tierra y el radio de la 
Tierra es aproximadamente 4 000 millas, se tiene

 240 000 000 C.

 15
C

(4 000)2

Así que, el incremento de trabajo es

 
240 000 000

x2
 x.

 W (fuerza)(incremento de distancia)

Por último, porque el módulo se propulsa de x � 4 000 a x � 4 800 millas, el trabajo total 
realizado es

 Fórmula para el trabajo.

 Integrar.

En el sistema cegesimal C-G-S, usando un factor de conversión de 1 libra-pie  1.35582 
joules, el trabajo realizado es

joules.W 1.578 1011
 

Las soluciones a los ejemplos 2 y 3 conforman el desarrollo de trabajo como la suma 
de incrementos en la forma

W (fuerza)(incremento de distancia)  (F)(∆x).

Otra manera de formular el incremento de trabajo es

W (incremento de fuerza)(distancia)  (∆F)(x).

Esta segunda interpretación de $W es útil en problemas que involucran el movimiento de 
sustancias no rígidas como los fluidos y cadenas.

 1.164 1011
 libras-pies.

 10 000 miles-toneladas

 50 000 60 000

 
240 000 000

x

4 800

4 000

 W

b

a

F x  dx

4 800

4 000

 
240 000 000

x2
 dx

$x

x
x

4 000 4 800

4 000
millas

No está dibujado a escala

800
millas

Figura 7.51
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EJEMPLO 4 Extracción de gasolina de un tanque de aceite

Un tanque esférico de radio de 8 pies está medio lleno de aceite que pesa 50 libras pie3. 
Encontrar el trabajo requerido para extraer el aceite a través de un orificio en la parte su-
perior del tanque.

Solución Considerar el aceite dividido en discos de espesor $y y radio x, como se muestra 
en la figura 7.52. Ya que el incremento de fuerza para cada disco está dado por su peso, se 
tiene

 � 50 �x2 �y  libras.

 �
50 libras

pie3
volumen

 �F � peso

Para un círculo de radio 8 y centro en (0, 8), se tiene

 x2 � 16y � y2

 x2 � y � 8 2 � 82

y se puede escribir el incremento de fuerza como

 � 50� 16y � y2  �y.

 �F � 50 �x2 �y

En la figura 7.52, observar que un disco debe moverse y pies del fondo del tanque a una 
distancia de (16 � y) pies. Así, el incremento de trabajo es

 � 50� 256y � 32y2 � y3  �y.

 � 50� 16y � y2  �y 16 � y

 �W � �F 16 � y

Porque el tanque está medio lleno, y va de 0 a 8, el trabajo requerido para vaciar el tanque 
es

 589 782 libras-pies.

 � 50�
11 264

3

 � 50� 128y2 �
32

3
y3 �

y4

4

8

0

 W �

8

0

50� 256y � 32y2 � y3  dy

 

Para estimar lo razonable del resultado en el ejemplo 4, considerar que el peso del 
aceite en el tanque es

 53 616.5 libras.

 
1

2
volumen densidad �

1

2

4

3
�83 50

Al elevar el medio tanque de aceite 8 pies involucraría trabajo de 8(53 616.5)  428 932 
libras-pie. Porque el aceite realmente se eleva entre 8 y 16 pies, parece razonable que el 
trabajo realizado sea 589 782 libras-pie.

x

16 y

18

4
8

8

x

$yy

16

y

Figura 7.52
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EJEMPLO 5 Izamiento de una cadena

Una cadena de 20 pies pesa 5 libras por pie está extendida en el suelo. ¿Cuánto trabajo se 
requiere para levantar un extremo de la cadena a una altura de 20 pies para que esté total-
mente extendida, como se muestra en la figura 7.53?

Solución Imaginar que la cadena es dividida en secciones pequeñas, cada una de longitud 
$y. Entonces el peso de cada sección es el incremento de fuerza

$F � peso �
5 libras

pies
longitud � 5$y.

Porque una sección común (inicialmente en el suelo) se levanta a una altura de y, el incre-
mento de trabajo es

$W � incremento de fuerza distancia � 5 $y y � 5y $y.

Porque y va de 0 a 20, el trabajo total es

W �

20

0
 5y dy �

5y2

2

20

0
�

5 400
2

� 1 000 puntos-pies
 

En el próximo ejemplo se considerará un pistón de radio r en un cilindro, como se 
muestra en la figura 7.54. Como el gas en el cilindro se expande, el pistón se mueve y se 
realiza el trabajo. Si p representa la presión del gas (en libras pie3) contra la cabeza del 
pistón y V representa el volumen del gas (en pie3), el incremento de trabajo involucrado 
moviendo el pistón $x pies es

$W � fuerza incremento de distancia � F $x � p Pr2  $x � p $V.

Así, como el volumen del gas se expande de V0 a V1 el trabajo realizado moviendo el pistón 
es

W �

V1

V0

 p dV.

Asumiendo la presión del gas inversamente proporcional a su volumen, se tiene p � k V y 
la integral para el trabajo se vuelve

W �

V1

V0

 
k
V

 dV.

EJEMPLO 6 Trabajo realizado por un gas que se expande

Una cantidad de gas con un volumen inicial de 1 pie3 y una presión de 500 libras por pie2 
se expande a un volumen de 2 pies3. Encontrar el trabajo realizado por el gas. (Asumir que 
la presión es inversamente proporcional al volumen.)

Solución Porque p � k V y p � 500 cuando V � 1, se tiene k � 500. Así que, el trabajo 
es

y

Trabajo requerido para izar un extremo de 
la cadena
Figura 7.53

 
� 500 ln V

2

1
346.6 libras-pies.

 �

2

1
 
500
V

 dV

 W �

V1

V0

 
k
V

 dV

x

r
Gas

Trabajo realizado por la expansión del gas
Figura 7.54
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Fuerza constante En los ejercicios 1 a 4, determinar el trabajo 
realizado por la fuerza constante.

 1. Se levanta un saco de azúcar de 100 libras 20 pies.

 2. Una grúa levanta un automóvil eléctrico de 3 500 libras a  
4 pies.

 3. Se requiere una fuerza de 112 newtons para deslizar un bloque 
de cemento 8 metros en un proyecto de construcción.

 4. La locomotora de un tren de carga arrastra sus vagones con 
una fuerza constante de 9 toneladas a una distancia de media 
milla.

Ley de Hooke En los ejercicios 5 a 12, usar la ley de Hooke 
para determinar la fuerza variable en el problema del resorte o 
muelle.

 5. Una fuerza de 5 libras comprime un resorte de 15 pulgadas un 
total de 3 pulgadas. ¿Cuánto trabajo se realiza al comprimir el 
resorte 7 pulgadas?

 6. ¿Cuánto trabajo se realiza comprimiendo el resorte en el ejer-
cicio 5 de una longitud de 10 pulgadas a una longitud de 6 
pulgadas?

 7. Una fuerza de 250 newtons estira un resorte 30 centímetros. 
¿Cuánto trabajo se realiza al estirar el resorte de 20 centímetros 
a 50 centímetros?

 8. Una fuerza de 800 newtons estira un resorte 70 centímetros en 
un dispositivo mecánico para tensar postes. Encontrar el trabajo 
realizado al estirar el resorte los 70 centímetros requeridos.

 9. Una fuerza de 20 libras estira un resorte 9 pulgadas en una 
máquina de ejercicio. Encontrar el trabajo realizado estirando 
el resorte 1 pie de su posición natural.

 10. Una puerta de garaje abre hacia arriba con dos resortes, o mue-
lles, uno en cada lado de la puerta. Se requiere una fuerza de 
15 libras para estirar cada resorte 1 pie. Debido al sistema de la 
polea, los resortes se estiran sólo la mitad de lo que recorre 
la puerta. La puerta se mueve un total de 8 pies y los resortes 
están en su longitud natural cuando la puerta está abierta. En-
contrar el trabajo realizado por el par de resortes.

 11. Se requieren dieciocho libras-pies de trabajo para estirar un 
resorte 4 pulgadas de su posición natural. Encontrar el trabajo 
requerido para estirar el resorte 3 pulgadas adicionales.

 12. Se requieren 7 y media libras-pies de trabajo para comprimir 
un resorte 2 pulgadas de su longitud natural. Encontrar el 
trabajo requerido para comprimir el resorte media pulgada 
adicional.

 13. Propulsión Despreciando la resistencia al aire y el peso del 
propulsor, determinar el trabajo realizado propulsando un satélite 
de cinco toneladas a una altura de

 a) 100 millas sobre la Tierra.

 b) 300 millas sobre la Tierra.

 14. Propulsión Usar la información en el ejercicio 13 para expresar 
el trabajo W del sistema de propulsión como una función de la 
altura h del satélite sobre la Tierra. Encontrar el límite (si existe) 
de W cuando h se acerca al infinito.

 15. Propulsión Despreciando la resistencia al aire y el peso del 
propulsor, determinar el trabajo realizado propulsando un satélite 
de 10 toneladas a una altura de

 a) 11 000 millas sobre la Tierra.
 b) 22 000 millas sobre la Tierra.

 16. Propulsión Un módulo lunar pesa 12 toneladas en la superficie 
de la Tierra. ¿Cuánto trabajo se realiza al propulsar el módulo 
en la superficie de la Luna a una altura de 50 millas? Considerar 
que el radio de la Luna es 1 100 millas y su fuerza de gravedad 
es un sexto que el de la Tierra.

 17. Bombeo de agua Un tanque rectangular con base de 4 pies por 
5 pies y una altura de 4 pies está lleno de agua (ver la figura). 
El agua pesa 62.4 libras por pie3. ¿Cuánto trabajo se realiza 
bombeando el agua encima del borde de la parte superior para 
vaciar, a) la mitad del tanque, b) todo el tanque?

 18. Para pensar Explicar por qué la respuesta en el apartado b) del 
ejercicio 17 no es igual al doble de la respuesta del apartado a).

 19. Bombeo de agua Un tanque cilíndrico para agua de 4 metros 
de alto con un radio de 2 metros está colocado de manera que 
su techo está 1 metro debajo del nivel del suelo (ver la figura). 
¿Cuánto trabajo se realiza para bombear un tanque lleno de 
agua hasta el nivel del suelo? (El agua pesa 9 800 newtons por 
metro3.)

  Figura para 19 Figura para 20

 20. Bombeo de agua Suponer que el tanque en el ejercicio 19 se 
localiza en una torre, tal que el fondo del tanque esté 10 metros 
sobre el nivel de un arroyo (ver la figura). ¿Cuánto trabajo se 
realiza llenando el tanque a la mitad a través de un orificio en 
el fondo, usando el agua del arroyo?

 21. Bombeo de agua Un tanque abierto tiene la forma de un cono 
circular recto (ver la figura). El tanque es de 8 pies de diámetro 
en su parte superior y 6 pies de altura. ¿Cuánto trabajo se realiza 
vaciando el tanque bombeando el agua por arriba?

5 pies

4 pies

4 pies

Ejercicios7.5

x
2

5

2

5 y

Nivel del suelo

$y

y

$y

10 m

x

y

y
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Para discusión

  Figura para 21 Figura para 24

 22. Bombeo de agua Si el agua se bombea desde el fondo del 
tanque en el ejercicio 21, ¿cuánto trabajo se realiza para llenar 
el tanque

 a) a una profundidad de 2 pies?
 b) de una profundidad de 4 pies a una profundidad de 6 pies?

 23. Bombeo de agua Un tanque tiene la forma de la mitad superior 
de una esfera de 6 pies de radio. ¿Cuánto trabajo se requiere para 
llenar el tanque de agua a través de un orificio en la base si la 
fuente de agua está en la base?

 24. Bombeo de combustible diesel Un tanque de combustible 
de un camión tiene las dimensiones (en pies) mostradas en la 
figura. Asumir que un motor está aproximadamente 3 pies por 
encima del tanque de combustible y ese combustible de diesel 
pesa aproximadamente 53.1 libras por pie3. Encontrar el trabajo 
realizado por la bomba de combustible levantando un tanque 
lleno de combustible al nivel del motor.

Bombeo de gasolina En los ejercicios 25 y 26, encontrar el tra-
bajo realizado al bombear gasolina que pesa 42 libras por pie3. 
(Sugerencia: Evaluar una integral por una fórmula geométrica y 
la otra observando que el integrando es una función impar.)

 25. Un tanque de gasolina cilíndrico de 3 pies de diámetro y 4 pies 
de largo se lleva en la parte de atrás de un camión y se usa para 
alimentar los tractores. El eje del tanque es horizontal. ¿Cuánto 
trabajo es necesario para bombear todo su contenido en un tractor 
si la abertura del depósito de éste se encuentra 5 pies por encima 
del punto más alto del depósito?

 26. La parte superior de un tanque de almacenamiento cilíndrico 
para gasolina en una estación de servicio está 4 pies por debajo 
del nivel del suelo. El eje del tanque es horizontal y su diámetro 
y longitud son 5 y 12 pies, respectivamente. Encontrar el trabajo 
realizado al bombear su contenido a una altura de 3 pies sobre 
el nivel del suelo.

Izado de una cadena En los ejercicios 27 a 30, considerar una 
cadena de 20 pies que pesa 3 libras por pie y que cuelga de un torno 
20 pies sobre el nivel del suelo. Encontrar el trabajo realizado por 
el torno al enrollar la cantidad especificada de cadena.

 27. Enrollar la cadena entera.

 28. Enrollar un tercio de la cadena.

 29. Ejecutar el torno hasta que el punto más bajo de la cadena esté 
a 10 pies del nivel del suelo.

 30. Enrollar la cadena entera con una carga de 500 libras atada a ella.

Izando una cadena En los ejercicios 31 y 32, considerar una 
cadena colgante de 15 pies que pesa 3 libras por pie. Encontrar 
el trabajo realizado izando la cadena verticalmente a la posición 
indicada.

 31. Tomar el punto más bajo de la cadena y levantarlo a 15 pies 
del nivel, dejando la cadena doblada y colgando verticalmente 
todavía (ver la figura).

 32. Repetir el ejercicio 31 que levanta el punto más bajo de la cadena 
a 12 pies del nivel.

Desarrollo de conceptos

 33.  Enunciar la definición de trabajo hecho por una fuerza cons-
tante.

 34.  Enunciar la definición de trabajo hecho por una fuerza va-
riable.

 35.  ¿Cuál de los siguientes requiere más trabajo? Explicar la razón.

 a)  Una caja de libros de 60 libras es levantada 3 pies.
 b)  Una caja de libros de 60 libras es sostenida 3 pies en el 

aire por dos minutos.

 36.  Las gráficas muestran la fuerza Fi (en libras) requeridas para 
mover un objeto 9 pies a lo largo del eje x. Ordenar las funcio-
nes de fuerza desde la que da menos trabajo a la que da más 
trabajo, sin realizar algún cálculo. Explicar el razonamiento.

  a) b)

  c) d)

 37.  Verificar la respuesta para el ejercicio 36 calculando el trabajo 
para cada función de fuerza.

 38.  Grúa de demolición Considerar una grúa de demolición con 
una bola de 50 libras suspendida 40 pies de un cable que pesa 
2 libras por pie.

 a)  Encontrar el trabajo requerido para enrollar 15 pies del aparato.
 b)  Encontrar el trabajo requerido para enrollar todos los 40 

pies del aparato.
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Ley de Boyle En los ejercicios 39 y 40, encontrar el trabajo realiza-
do por el gas para el volumen y presión dados. Asumir que la presión 
es inversamente proporcional al volumen. (Ver ejemplo 6.)

 39. Una cantidad de gas con un volumen inicial de 2 pies3 y una 
presión de 1 000 libras por pie2 se expande hasta ocupar un 
volumen de 3 pies3.

 40. Una cantidad de gas con un volumen inicial de 1 pie3 y una 
presión de 2 500 libras por pie2 se expande hasta ocupar un 
volumen de 3 pies3.

 41. Fuerza eléctrica Dos electrones se repelen con una fuer- 
za que es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia 
entre ellos. Un electrón está en reposo en el punto (2, 4). En-
contrar el trabajo realizado para mover el segundo electrón de 
(�2, 4) a (1, 4).

 42. Modelo matemático El cilindro hidráulico de una aserradora 
tiene 4 pulgadas de diámetro y un golpe de 2 pies. La bomba 
hidráulica crea una presión máxima de 2 000 libras por pulgada2. 
Por consiguiente, la fuerza máxima creada por el cilindro es 
2 000(P22) � 8 000P libras.

 a) Encontrar el trabajo realizado en una extensión del cilindro 
dado que requiere la máxima fuerza.

 b) La fuerza ejercida para serrar una pieza de madera es varia-
ble. Las medidas de la fuerza obtenidas cuando una pieza 
de madera es serrada se muestra en la tabla. La variable x 
mide la extensión del cilindro en pies, y F es la fuerza en 
libras. Usar la regla de Simpson para aproximar el trabajo 
realizado para serrar la pieza de madera.

Tabla para 42b

 c) Usar las capacidades de la regresión de una calculadora 
para encontrar un modelo polinómico de cuarto grado para 
los datos. Trazar los datos y representar el modelo.

 d) Usar el modelo en el apartado c) para aproximar la extensión 
del cilindro cuando la fuerza es máxima.

 e) Usar el modelo en el apartado c) para aproximar el trabajo 
realizado serrando la pieza de madera.

Prensa hidráulica En los ejercicios 43 a 46, usar las capacidades 
de la integración de una herramienta de graficación para aproxi-
mar el trabajo realizado por una prensa en un proceso industrial. 
Un modelo para la fuerza variable F (en libras) y la distancia x 
(en pies) del desplazamiento de la prensa.

 43.

 44.

 45.

 46. 0 b x b 2F x � 1 000 senh x 

0 b x b 5F x � 100x 125 � x3

0 b x b 4F x �
ex 2

� 1
100

0 b x b 5F x � 1 000 1.8 � ln x � 1

Intervalo      Fuerza                                        

 b) La cantidad de energía producida durante el llenado (o el vaciado) 
de la bahía es proporcional a la cantidad de trabajo requerido 
para llenar (o vaciar) la bahía. ¿Cuánto trabajo es necesario para 
llenar la bahía con agua del mar? (Usar una densidad de agua de 
mar de 64 libras pie3.)

La Bahía de Fundy en Nueva Escocia tiene un rango de marea extremo, 
como se manifiesta en las fotografías muy contrastantes.

PARA MAYOR INFORMACIÓN Para más información en torno 
al poder de la marea, véase el artículo “LaRance: Six Years of Opera-
ting a Tidal Power Plant in France”, de J. Cotillon en el Water Power 
Magazine.

Las plantas de producción de energía eléctrica a partir de la “energía 
de marea”, tienen una presa que separa una bahía del mar. La energía 
eléctrica se produce por el flujo y reflujo del agua entre la bahía y el 
mar. La cantidad de “energía natural” producida depende del volumen 
de la bahía y del rango de la marea, que es la distancia vertical entre 
las mareas alta y baja. (Algunas bahías naturales tienen rangos de 
marea de más de 15 pies; la Bahía de Fundy en Nueva Escocia tiene 
un rango de marea de 53 pies.)

 a) Considerar una bahía con una base rectangular, como se muestra 
en la figura. La bahía tiene un rango de marea de 25 pies, con 
marea baja que corresponde a y � 0. ¿Cuánta agua contiene la 
bahía cuando hay marea alta?
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7.6 Momentos, centros de masa y centroides
■ Entender la definición de masa.

■ Encontrar el centro de masa en un sistema unidimensional.

■ Encontrar el centro de masa en un sistema bidimensional.

■ Localizar el centro de masa de una lámina plana.

■ Usar el teorema de Pappus para encontrar el volumen de un sólido de revolución.

Masa

En esta sección se estudiarán varias aplicaciones importantes de la integración que se 
relacionan con la masa. La masa es una medida de la resistencia de un cuerpo al cambiar 
su estado de movimiento, y es independiente del sistema gravitatorio particular en que el 
cuerpo se encuentre. Sin embargo, porque tantas aplicaciones que involucran la masa ocurren 
en la superficie de la Tierra, la masa de un objeto a veces es identificada con su peso. Esto 
no es técnicamente correcto. El peso es un tipo de fuerza y como tal es dependiente de la 
gravedad. La fuerza y la masa están relacionadas por la ecuación

Fuerza � (masa)(aceleración).

La tabla lista algunas medidas de masa y fuerza, junto con sus factores de conversión.

EJEMPLO 1 Masa en la superficie de la Tierra

Encontrar la masa (en slugs) de un objeto cuyo peso al nivel del mar es 1 libra.

Solución Usando 32 pies s2 como la aceleración debida a la gravedad produce

Porque muchas aplicaciones que involucran la masa ocurren en la superficie de la Tierra, 
esta cantidad de masa se llama libra masa. 

 � 0.03125 slug.

 � 0.03125 
libras

pies/s2

 �
1 libra

32 pies/s2

Fuerza � masa aceleración). Masa �
fuerza

aceleración

Sistema

de medida 

Medida

de masa Medida de fuerza

Estados Unidos Slug

Internacional Kilogramo 

C-G-S Gramo 

Conversión:

1 libra � 4.448 newtons 1 slug � 14.59 kilogramos 

1 newton � 0.2248 libras 1 kilogramo � 0.06852 slug

1 dina � 0.000002248 libras 1 gramo � 0.00006852 slug

1 dina � 0.00001 newton  1 pie � 0.3048 metro

Dina � (gramo)(cm/s2)

Newton � (kilogramo)(m/s2)

Libra � slug pies/s2)
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Centro de masa de un sistema unidimensional

Ahora se considerarán dos tipos de momentos de una masa, el momento respecto a un 
punto y el momento respecto a una recta. Para definir estos dos momentos, se supone 
una situación ideal en la cual una masa m se concentra en un punto. Si x es la distancia entre 
este punto masa y otro punto P, el momento de m sobre el punto P es

Momento � mx

y x es la longitud del brazo del momento.
El concepto de momento puede demostrarse por un columpio, como se muestra en la 

figura 7.55. Un niño de masa de 20 kilogramos se sienta 2 metros a la izquierda del punto 
de apoyo P, y un niño más grande de masa 30 kilogramos se sienta 2 metros a la derecha de 
P. Por experiencia, se sabe que el columpio empezará a girar en el sentido de las manecillas 
del reloj, y bajará al niño más grande. Esta rotación ocurre porque el momento producido 
por el niño a la izquierda es menor al momento producido por el niño a la derecha.

 Momento del niño de la izquierda � (20)(2) � 40 kilogramos-metro
 Momento del niño de la derecha � (30)(2) � 60 kilogramos-metro

Para equilibrar el columpio, los dos momentos deben ser iguales. Por ejemplo, si el niño 
más grande se moviera a una posición de  -<  metros del apoyo, el columpio se equilibraría, 
porque cada niño produciría un momento de 40 kilogramos-metros.

Para generalizar esto, se puede introducir una recta de coordenadas con el origen en el 
punto de apoyo, como se muestra en la figura 7.56. Suponer algunas masas localizadas en 
el eje x. La medida de la tendencia de este sistema a girar sobre el origen es el momento 
respecto al origen, y se define como la suma n de productos mixi.

M0 � m1x1 � m2x2 � .  .  . � mnxn

2 m2 m

20 kg 30 kg

P

El columpio se equilibra cuando los 
momentos a la derecha y a la izquierda son 
iguales
Figura 7.55

m1
x

x1

m2

x2

mn 1

xn 1

mn

xn

m3

x30

Si m1 x1 � m2x2  � · · · � mnxn � 0, el sistema está en equilibrio
Figura 7.56

Si M0 es 0, se dice que el sistema está en equilibrio.
Para un sistema que no está en equilibrio, el centro de masa se define como el punto 

x– en el que hay que colocar el punto de apoyo para lograr el equilibrio. Si el sistema fuera 
trasladado x– unidades, cada coordenada xi se volvería (xi � x– ), y porque el momento del 
sistema trasladado sería 0, se tiene

n

i�1
 mi xi � x �

n

i�1
 mixi �

n

i�1
 mix � 0.

Despejando para x� produce

x �

n

i�1

mixi

n

i�1
mi

�

momento del sistema 
respecto del origen
masa total del sistema

.

Si m1x1 � m2x2 �…� mnxn � 0 el sistema está en equilibrio.
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MOMENTOS Y CENTROS DE MASA: SISTEMA UNIDIMENSIONAL

Sean las masas puntuales m1 m2, . . . , mn localizada en x1, x2, . . . , xn.

1. El momento respecto del origen es M0 � m1 x1 � m2 x2 �. . . � mn xn.
  

M02.  El centro de masa es x� � ——  donde m � m1 � m2 � . . . � mn es la masa total 
del sistema. 

m

EJEMPLO 2 Centro de masa de un sistema lineal

Encontrar el centro de masa del sistema lineal mostrado en la figura 7.57.

Solución El momento sobre el origen es

 � 40.

 � �50 � 0 � 20 � 70

 � 10 �5 � 15 0 � 5 4 � 10 7

 M0 � m1x1 � m2x2 � m3x3 � m4x4

Porque la masa total del sistema es m � 10 � 15 � 5 � 10 � 40, el centro de masa es

x �
M0

m
�

40
40

� 1.
 

NOTA  En el ejemplo 2, ¿dónde se debe localizar el apoyo para que las masas puntuales queden en 
equilibrio? 

En lugar de definir el momento de una masa, se podría definir el momento de una 
fuerza. En este contexto, el centro de masa se llama el centro de gravedad. Suponer que 
un sistema de masas puntuales m1, m2, . . . , mn, se localizan en x1, x2, . . . , xn. Entonces, 
porque la fuerza � (masa)(aceleración), la fuerza total del sistema es

 � ma.

 F � m1a � m2a � .  .  . � mna

El momento de torsión respecto al origen es

 � M0a

 T0 � m1a x1 � m2a x2 � .  .  . � mna xn

y el centro de gravedad es

T0

F
�

M0a
ma

�
M0

m
� x.

Así que el centro de gravedad y el centro de masa tienen la misma localización.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 95 4 3 2 1

x1010 515

m4m3m2m1

Figura 7.57
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Centro de masa de un sistema bidimensional

Se puede extender el concepto de momento a dos dimensiones considerando un sistema de 
masas localizado en el plano xy en los puntos (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn) como se muestra en 
la figura 7.58. En lugar de definir un solo momento (con respecto al origen), dos momentos 
son definidos: uno con respecto al eje x y otro con respecto al eje y.

MOMENTOS Y CENTRO DE MASA: SISTEMA BIDIMENSIONAL

Sean las masas puntuales m1, m2, . . . , mn, localizadas en (x1, y1), (x2, y2), . . . ,  
(xn, yn).

1.  El momento respecto al eje y es My � m1x1 � m2x2 � . . . � mnxn.

2.  El momento respecto al eje x es Mx � m1y1 � m2y2 � . . . � mnyn.

3. El centro de masa (x�, y�) (o centro de gravedad) es

y y �
Mx

m
x �

My

m

 donde m � m1 � m2 � . . . � mn es la masa total del sistema.

El momento de un sistema de masas en el plano puede tomarse respecto de cualquier 
recta horizontal o vertical. En general, el momento sobre una recta es la suma del producto 
de las masas y las distancias dirigidas de los puntos a la recta.

 Recta horizontal y � b.

 Recta vertical x � a.

EJEMPLO 3 Centro de masa de un sistema bidimensional

Encontrar el centro de masa de un sistema de masas puntuales m1 � 6, m2 � 3, m3 � 2 y 
m4 � 9, localizados en

(3, �2), (0, 0), (�5, 3) y (4, 2)

como se muestra en la figura 7.59.

Solución

 Masa.

 Momento sobre el eje y.

 Momento sobre el eje x.

Así,

x �
My

m
�

44
20

�
11
5

y

y �
Mx

m
�

12
20

�
3
5

y así el centro de masa es 11
5 , 35 . 

Momento � m1 x1 � a � m2 x2 � a � .  .  . � mn xn � a

Momento � m1 y1 � b � m2 y2 � b � .  .  . � mn yn � b

Mx � 6 �2  � 3 0  � 2(3  � 9 2 � 12

My � 6 3  � 3 0  � 2 �5  � 9 4 � 44

m  � 6  � 3  � 2  � 9  � 20

m2

mn

m1

x

(x2, y2)

(x1, y1)

(xn, yn)

y

m2 � 3

m1 � 6

m3 � 2
m4 � 9

4321

3

2

1

12345

3

2

1

x
(0, 0)

(5, 3)

(4, 2)

(3, 2)

y

En un sistema bidimensional, hay un 
momento sobre el eje y, My, y un momento 
sobre el eje x, Mx

Figura 7.58

Figura 7.59
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Centro de masa de una lámina plana

Hasta ahora en esta sección se ha asumido que la masa total de un sistema está distribuida en 
puntos discretos en un plano o en una recta. Ahora se considera una lámina plana delgada, 
de material con densidad constante llamada lámina plana (ver la figura 7.60). La densidad 
es una medida de masa por unidad de volumen, como g cm3. Sin embargo, se considera que 
la densidad es una medida de masa por unidad de área para las láminas planas. La densidad 
es denotada por R, escrita en letra minúscula griega rho.

Considerar una lámina plana irregularmente formada de densidad uniforme R, limitada 
por las gráficas de y � ƒ(x), y � g(x) y a � x � b, como se muestra en la figura 7.61. La 
masa de esta región está dada por

 � RA

 � R 
b

a

 f x � g x  dx

 m � densidad área

donde A es el área de la región. Para encontrar el centro de masa de esta lámina, divida el 
intervalo [a, b] en n subintervalos de anchura igual $x. Sea xi el centro del i-ésimo subin-
tervalo. Se puede aproximar la porción de la lámina que queda en el i-ésimo subintervalo 
por un rectángulo cuya altura es h � ƒ(xi) � g(xi). Porque la densidad del rectángulo es R, 
su masa es

Dencidad Altura Ancho

 � R f xi � g xi  $x .

 mi � densidad área

Ahora, considerando esta masa localizada en el centro (xi, yi) del rectángulo, la distancia diri-
gida del eje x a (xi, yi) es yi � [ƒ(xi) � g(xi)] 2. Así, el momento de mi respecto del eje x es

 � R f xi � g xi  $x
f xi � g xi

2
.

 � miyi

 Momento � masa distancia

Al sumar los momentos y tomar el límite cuando n m @ hace pensar en las definiciones 
siguientes.

MOMENTOS Y CENTRO DE MASA DE UNA LÁMINA PLANA

Sea ƒ y g funciones continuas tal que ƒ(x) � g(x) en [a, b], y considerar la lámina 
plana de densidad uniforme R limitada por las gráficas 

y � ƒ(x), y � g(x) y a � x � b.

1.  Los momentos respecto al eje x y y son

2. El centro de masa (x�, y�) está dado por y y �
Mx

m
,x �

My

m
 donde

m � R b
a f x � g x  dx  es la masa de la lámina.

My � R 
b

a

 x f x � g x  dx.

Mx � R 
b

a

 
f x � g x

2
f x � g x  dx

(x, y)(x, y)

x
a xi b

(xi, g(xi))

(xi, f(xi))

(xi, yi)yi

f

g

$x

y

Se puede pensar en el centro de masa (x, y) 
de una lámina como su punto de equilibrio. 
Para una lámina circular, el centro de masa 
es el centro del círculo. Para una lámina 
rectangular, el centro de masa es el centro 
del rectángulo
Figura 7.60

Lámina plana de densidad uniforme R
Figura 7.61
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EJEMPLO 4 Centro de masa de una lámina plana

Encontrar el centro de masa de la lámina de densidad uniforme R acotada por la gráfica de 
ƒ(x) � 4 � x2 y el eje x.

Solución Porque el centro de masa está situado en el eje de simetría, se sabe que x� � 0. 
Es más, la masa de la lámina es

 �
32R

3
.

 � R 4x �
x3

3

2

�2  

 m � R 
2

�2
 4 � x2  dx

Para encontrar el momento respecto del eje x, poner un rectángulo representativo en la región, 
como se muestra en la figura 7.62. La distancia del eje x al centro de este rectángulo es

yi �
f x
2

�
4 � x2

2
.

Porque la masa del rectángulo representativo es

R f x  $x � R 4 � x2  $x

se tiene

 �
256R

15

 �
R

2
16x �

8x3

3
�

x5

5

2

�2

 �
R

2
 

2

�2
 16 � 8x2 � x4  dx

 Mx � R 
2

�2

4 � x2

2
 4 � x2  dx

y y� está dada por

y �
Mx

m
�

256R 15
32R 3

�
8
5

.

Así, el centro de masa (o punto de equilibrio) de la lámina es (0,  $K ), como se muestra en la 
figura 7.63. 

La densidad R en el ejemplo 4 es un factor común a los momentos y a la masa, por 
lo que se cancela y no aparecen las coordenadas del centro de masa. Así que, el centro de 
masa de una lámina de densidad uniforme sólo depende de la forma de la lámina y no de su 
densidad. Por esta razón, el punto

(x�, y� ) Centro de masa o centroide.

a veces se llama el centro de masa de una región en el plano, o centroide de la región. En 
otros términos, para encontrar el centroide de una región en el plano, se asume simplemente 
que la región tiene una densidad constante de R � 1 y se calcula el centro correspondiente 
de masa.

x
2 1 1 2

1

2

3
$x

f(x)

f(x)
2

f(x) = 4 x2

y

x

y

y = 4 x2

Centro de masa:

0, 8
5

1

2

4

1

2

1 2 3

( )

Figura 7.62

El centro de masa es el punto de equilibrio
Figura 7.63
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EJEMPLO 5 Centroide de una región plana

Encontrar el centroide de la región limitada por las gráficas de ƒ(x) � 4 � x2 y  
g(x) � x � 2.

Solución Las dos gráficas se cortan en los puntos (�2, 0) y (1, 3), como se muestra en la 
figura 7.64. Así, el área de la región es

 A
1

2
 f x g x  dx

1

2
 2 x x2  dx

9
2

.

El centroide (x�, y�) de la región tiene las coordenadas siguientes.

Así, el centroide de la región es (x�, y�) � (� ,N ,  �K.). 

Para las regiones planas simples, se pueden encontrar los centroides sin recurrir a la 
integración.

EJEMPLO 6 Centroide de una región plana simple

Encontrar el centroide de la región mostrada en la figura 7.65a).

Solución Sobreponiendo un sistema de coordenadas en la región, como se muestra en la 
figura 7.65b), se pueden localizar los centroides de los tres rectángulos en

y 5, 1 .
5
2

, 
1
2

1
2

, 
3
2

,

Usando estos tres puntos, se puede encontrar el centroide de la región.

Así, el centroide de la región es (2.9, 1). 

NOTA  En el ejemplo 6, notar que (2.9, 1) no es promedio de ( ,N,  N ), ( /N , ,N ) y (5, 1). 

 
1
9

x5

5
3x3 2x2 12x

1

2

12
5

.

 
1
9

 
1

2
 x4 9x2 4x 12  dx

 
2
9

1
2

 
1

2

 x2 x 6 x2 x 2  dx

y
1
A

 
1

2
 

4 x2 x 2
2

4 x2 x 2  dx

 
2
9

x4

4
x3

3
x2

1

2

1
2

x
1
A

 
1

2

 x 4 x2 x 2  dx
2
9

 
1

2

 x3 x2 2x  dx

y
3 2 3 1 2 3 1 4

10

10

10
1

x
1 2 3 5 2 3 5 4

10

29

10
2.9

A región del área 3 3 4 10

x
1

1

1

(1, 3)

(2, 0)

f(x) + g(x)
2

f(x)  g(x)

x

g(x) = x + 2f(x) = 4 x2
y

E X P L O R A C I Ó N

Cortar una forma irregular de una 
pieza de cartón.

a) Sostener un lápiz verticalmente 
y mover el objeto sobre el punto 
del lápiz hasta localizar el cen-
troide.

b) Dividir el objeto en elemen-
tos representativos. Hacer las 
medidas necesarias y aproximar 
numéricamente el centroide.
Comparar sus resultados con el 
resultado del apartado a).

Figura 7.64

1

2

2

23

1

x
1

1

2

2

3

3

4 5 6

(5, 1)

1
2

3
2( , )

5
2

1
2( , )

y

a) Región original

b) El centroide de tres rectángulos
Figura 7.65
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Teorema de Pappus

El último tema en esta sección es un teorema útil acreditado a Pappus de Alejandría (ca. 300 
d.C.), matemático griego, cuya Mathematical Collection en ocho volúmenes es un registro 
de la matemática griega clásica. La prueba de este teorema se da en la sección 14.4.

TEOREMA 7.1 EL TEOREMA DE PAPPUS

Sea R una región en un plano y sea L una recta en el mismo plano tal que L no inter-
seca el interior de R, como se muestra en la figura 7.66. Si r es la distancia entre el 
centroide de R y la recta, entonces el volumen V del sólido de revolución formado al 
girar R sobre la recta es

V � 2P rA

donde A es el área de R. (Observar que 2Pr es la distancia recorrida por el centroide 
cuando la región gira en torno a la recta.)

El teorema de Pappus puede usarse para encontrar el volumen de un toro, como se 
muestra en el ejemplo siguiente. Recordar que un toro es un sólido en forma de rosquilla 
formado al girar una región circular alrededor una recta que queda en el mismo plano como 
el círculo (pero no corta el círculo).

EJEMPLO 7 Encontrar el volumen por el teorema de Pappus

Encontrar el volumen del toro que se muestra en la figura 7.67a que es formado al girar la 
región circular limitada por

x � 2 2 � y2 � 1

alrededor del eje y, como se muestra en la figura 7.67b.

Solución En la figura 7.67b se puede ver que el centroide de la región circular es (2, 0). 
Así, la distancia entre el centroide y el eje de revolución es r � 2. Dado que el área de la 
región circular es A � P, el volumen del toro es

 39.5.

 � 4P2

 � 2P 2 P

 V � 2PrA

Toro

x
3 2

1

1

1

2

2

Centroide

(2, 0)r = 2

(x 2)2 + y2 = 1

y

R

r

Centroide de R

L

El volumen V es 2PrA, donde A es el área 
de la región R
Figura 7.66

a) b)
Figura 7.67E X P L O R A C I Ó N

Usar el método de las capas para 
mostrar que el volumen del toro está 
dado por

V �

3

1
 4Px 1 � x � 2 2 dx.

Evaluar esta integral usando calcu-
ladora. ¿Coincide la respuesta con la 
del ejemplo 7?
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En los ejercicios 1 a 4, encontrar el centro de masa de la masa 
puntual situado en el eje x.

 1. 

 2. 

 3. 

 4. 

 5. Razonamiento gráfico

 a) Trasladar cada masa del punto en el ejercicio 3 a las cinco 
unidades a la derecha y determinar el centro resultante de 
masa.

 b) Trasladar a la izquierda tres unidades cada masa del 
punto en el ejercicio 4 y determinar el centro de masa 
resultante.

 6. Conjetura Usar el resultado del ejercicio 5 para hacer una 
conjetura sobre el cambio en el centro de masa que resulta cuando 
cada masa del punto se traslada k unidades horizontalmente.

Problemas de estática En los ejercicios 7 y 8, considerar una viga 
de longitud L con un apoyo a x pies de un extremo (ver la figura). 
Se colocan los objetos con pesos W1 y W2 en los extremos opuestos 
de la viga. Encontrar x tal que el sistema esté en equilibrio.

 7. Dos niños que pesan 48 libras y 72 libras van a jugar en un 
columpio que tiene 10 pies de largo.

 8. Para mover una roca de 600libras, una persona que pesa 200 
libras quiere balancearla con una viga que tiene 5 pies de lon-
gitud.

En los ejercicios 9 a 12, encontrar el centro de masa del sistema 
de las masas puntuales dado.

 9. 

 10. 

 11. 

 12. 

En los ejercicios 13 a 26, encontrar Mx, My y (x�, y�) para las lá-
minas de densidad uniforme R acotadas por las gráficas de las 
ecuaciones.

 13.  14. 

 15.  16. 

 17. 

 18. 

 19. 

 20. 

 21. 

 22. 

 23. 

 24. 

 25. 

 26. 

En los ejercicios 27 a 30, formular y evaluar las integrales 
para encontrar el área y los momentos sobre los ejes x y y para  
la región acotada por las gráficas de las ecuaciones. (Asumir 
R � 1.)

 27. 

 28. 

 29. 

 30. 

En los ejercicios 31 a 34, usar una herramienta de graficación para 
hacer la gráfica de la región acotada por las gráficas de las ecua-
ciones. Usar las capacidades de integración de una herramienta 
de graficación para aproximar el centroide de la región.

 31. 

 32. 

 33. Sección prefabricada de un edificio.

y � 5 3 400 � x2, y � 0

 34. Bruja de Agnesi.

y �
8

x2 � 4
, y � 0, x � �2, x � 2

x1 � �6, x2 � �4, x3 � �2, x4 � 0, x5 � 8

m1 � 12, m2 � 1, m3 � 6, m4 � 3, m5 � 11

x1 � 7, x2 � 8, x3 � 12, x4 � 15, x5 � 18

m1 � 1, m2 � 1, m3 � 1, m4 � 1, m5 � 1

x1 � �3, x2 � �2, x3 � 5, x4 � 4

m1 � 7, m2 � 4, m3 � 3, m4 � 8

x1 � �5, x2 � 1, x3 � 3

m1 � 7, m2 � 3, m3 � 5

5 1 3

1, �4�3, 12, 2x1, y1

mi

10 2 5

�4, 05, 51, �1x1, y1

mi

x L x

W1

W2

12 6 4.5 5

2, �26, 8�1, 52, 3x1, y1

mi

2 1 6

�3, 00, 07, 1x1, y1

mi

3 4

5, 5�2, �3x1, y1

mi

x � y � 2, x � y 2

x � �y, x � 2y � y 2

x � 2y � y 2, x � 0

x � 4 � y 2, x � 0

y � x2 3, y � 4

y � x2 3, y � 0, x � 8

y � x � 1, y �
1
3x � 1

y � �x2 � 4x � 2, y � x � 2

y � x, y � x

y � x2, y � x3

1
2

y � xe�x 2, y � 0, x � 0,  x � 4

y � 10x 125 � x3, y � 0

y � x2 � 4, y � 0

y � 2x � 4, y � 0, 0 ≤ x ≤ 3

y �
1
x
, y � 0, 1 ≤ x ≤ 4

y � x2, y � 2x

Ejercicios7.6

y � x, y � 0, x � 4

y �
1
2 x, y � 0, x � 2

y �
1
3 x2, y � 0, x � 3

y � �x � 3, y � 0, x � 0
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En los ejercicios 35 a 40, encontrar y o verificar el centroide de 
la región común usada en ingeniería.

 35.  Triángulo Mostrar que el centroide del triángulo con vértices 
(� a, 0), (a, 0) y (b, c) es el punto de intersección de las medianas 
(ver la figura).

 36.  Paralelogramo Mostrar que el centroide del paralelogramo 
con vértices (0, 0), (a, 0), (b, c) y (a � b, c) es el punto de 
intersección de las diagonales (ver la figura).

 37.  Trapecio Encontrar el centroide del trapecio con vértices (0, 0), 
(0, a), (c, b) y (c, 0). Mostrar que es la intersección de la recta 
que conecta los puntos medios de los lados paralelos y la rec-
ta que conecta los lados paralelos extendidos, como se muestra 
en la figura.

 38.  Semicírculo Encontrar el centroide de la región acotada por 
las gráficas de y y 0y r2 x2  (ver la figura).

 39.  Semielipse Encontrar el centroide de la región acotada por las 

gráficas de y y 0y
b

a
a2 x2  (ver la figura).

 40.  Región parabólica Encontrar el centroide de la región para-
bólica mostrada en la figura.

 41.  Razonamiento gráfico Considerar la región acotada por las 
gráficas de y � x2 y y � b, donde b > 0.

 a) Dibujar una gráfica de la región.
 b) Usar la gráfica del apartado a) para determinar x–. Ex-

plicar.
 c) Formular la integral para encontrar My. Debido a la forma 

del integrando, el valor de la integral puede obtenerse sin 
integrar. ¿Cuál es la forma del integrando y cuál es el valor 
de la integral? Comparar con el resultado del apartado b).

 d) Usar la gráfica del apartado a) para determinar si y >

b

2
 o 

Explicar.y <

b

2
.

 e) Usar la integración para verificar la respuesta en el aparta-
do d).

 42. Razonamiento gráfico y numérico Considerar la región 
acotada por las gráficas de y � x2n y � b, donde b > 0 y n es un 
entero positivo.

 a) Formular la integral para encontrar My. Debido a la forma 
del integrando, el valor de la integral puede obtenerse sin 
integrar. ¿Cuál es la forma del integrando y cuál es el valor 
de la integral? Comparar con el resultado b).

 b) ¿Es o Explicar.y <

b

2
?y >

b

2

 c) Usar integración para encontrar y– como una función de n.
 d) Usar el resultado del apartado c) para completar la tabla.

 e) Encontrar lím
n

y.  

 ƒ) Dar una explicación geométrica del resultado en el apar-
tado e).

 43. Modelado matemático Un fabricante de ventanas para ca-
mionetas modificadas necesita calcular el centro de masa. Para 
lo cual sobrepone un sistema de coordenadas en un prototipo 
del vidrio (ver la figura). Las medidas (en centímetros) para la 
mitad derecha del pedazo simétrico de vidrio se muestran en 
la tabla.

 a) Usar la regla de Simpson para aproximar el centro de masa 
del vidrio.

 b) Usar las capacidades de regresión de una calculadora para 
encontrar un modelo polinómico de cuarto grado para los 
datos.

 c) Usar las capacidades de integración de una calculadora 
y el modelo para aproximar el centro de masa del vidrio. 
Comparar con el resultado del apartado a).

Figura para 37 Figura para 38

Figura para 35 Figura para 36
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 44.  Modelado matemático El fabricante de un barco necesita apro-
ximar el centro de masa de una sección del casco. Un sistema 
de coordenadas se sobrepone en un prototipo (ver la figura). Las 
medidas (en pies) para la mitad derecha del prototipo simétrico 
se listan en la tabla.

 a) Usar la regla de Simpson para aproximar el centro de masa 
de la sección del cascarón.

 b) Usar las capacidades de la regresión en una calculadora 
para encontrar los modelos polinómicos de cuarto grado 
para ambas curvas mostradas en la figura. Trazar los datos 
y trazar la gráfica de los modelos.

 c) Usar las capacidades de la integración en una herramienta 
de graficación y el modelo para aproximar el centro de 
masa de la sección del cascarón. Comparar el resultado con 
el apartado a).

En los ejercicios 45 a48, introducir un sistema de coordenadas 
apropiado y encontrar las coordenadas del centro de masa de la 
lámina plana. (La respuesta depende de la posición del sistema 
de coordenadas elegido.)

 45.  46. 

 47.  48.

 49. Encontrar el centro de masa de la lámina, del ejercicio 45 si la 
sección circular tuviera el doble de la densidad de la cuadrada.

 50. Encontrar el centro de masa de la lámina del ejercicio 45 
si la sección cuadrada tuviera el doble de la densidad de la 
circular.

En los ejercicios 51 a 54, usar el teorema de Pappus para encontrar 
el volumen del sólido de revolución.

 51. El toro formado al girar el círculo (x � 5)2 � y2 � 16 alrededor del  
eje y.

 52. El toro formado al girar el círculo x2 � (y � 3)2 � 4 alrededor del 
eje x.

 53. El sólido formado al girar la región acotada por las gráficas de 
y � x, y � 4 y x � 0 alrededor del eje x.

 54. El sólido formado al girar la región acotada por las gráficas de 
y x � 6y � 2 x � 2, y � 0  alrededor del eje y.

Desarrollo de conceptos

 55. Sea la masa puntual m1, m2, . . . , mn, localizada en (x1, y1) 
(x2, y2), . . . , (xn, yn). Definir el centro de masa (x�, y�).

 56. ¿Qué es una lámina plana? Describir lo que significa el centro 
de masa (x�, y�) de una lámina plana.

 57. Enumerar el teorema de Pappus.

 58. El centroide de la región plana acotado por las gráficas de  
y � ƒ(x), y � 0, x � 0 y x � 1 es ( /P ,  H"@ ). ¿Es posible encon-
trar el centroide de cada una de las regiones acotadas por las 
gráficas de los siguientes conjuntos de ecuaciones? En ese 
caso, identificar el centroide y explicar la respuesta.

a) 

b) 

c) 

d) 

En los ejercicios 59 y 60, usar el segundo teorema de Pappus el cual 
se enuncia a continuación. Si un segmento de una curva plana  
C se gira alrededor de un eje que no corta la curva (posiblemente 
excepto a sus puntos finales), el área S de la superficie de revolu-
ción resultante está dada por el producto de la longitud de C por 
la distancia d recorrida por el centroide de C.

 59. Una esfera se forma al girar la gráfica de y � r2 � x2 
alrededor del eje x. Usar la fórmula para el área de la super-
ficie, S � 4Pr2, para encontrar el centroide del semicírculo 
y � r2 � x2.

 60. Un toro se forma al girar la gráfica de (x � 1)2 � y2 � 1 alrededor 
del eje y. Encontrar el área de la superficie del toro.

 61. Sea n � 1 constante, y considerar la región acotada por   
ƒ(x) � xn, el eje x y x � 1. Encontrar el centroide de esta región. 
Cuando n m@ ¿qué aspecto tiene la región y dónde está su 
centroide?

 62. Sea V la región en el plano cartesiano que consiste en todos 
los puntos (x, y) satisfaciendo las condiciones simultáneas 

y y 4.x y x � 3  Encontrar el centroide (x�, y�) 
de V.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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7.7 Presión y fuerza de un fluido
■ Encontrar la presión y la fuerza de un fluido.

Presión y fuerza de un fluido

Los buceadores saben que mientras más profundo se sumerge un objeto en un fluido, es 
mayor la presión sobre el objeto. La presión se define como la fuerza ejercida por unidad 
de área en la superficie de un cuerpo. Por ejemplo, para una columna de agua que tiene 
10 pies de altura y 1 pulg2 pesa 4.3 libras, la presión del fluido ejercida a una profundidad 
de 10 pies de agua es 4.3 pulg2.* A 20 pies, ésta aumentaría a 8.6 libras pulg2 y en general 
la presión será proporcional a la profundidad a la que esté el objeto en el fluido.

DEFINICIÓN DE PRESIÓN DE FLUIDO

La presión en un objeto a la profundidad h en un líquido es

 Presión � P � wh

donde w es la densidad de peso del líquido por unidad de volumen.

A continuación se muestran varias densidades de peso de fluidos comunes en libras pie3.

Alcohol etílico 49.4
Gasolina 41.0-43.0
Glicerina 78.6
Keroseno 51.2
Mercurio 849.0
Agua de mar 64.0
Agua 62.4

Cuando se calcula la presión del fluido, se puede usar una importante (y sorprendente) 
ley física llamada el principio de Pascal en honor del matemático francés Blaise Pascal. 
El principio de Pascal establece que la presión ejercida por un fluido a una profundidad h 
es exactamente igual en todas direcciones. Por ejemplo, en la figura 7.68, la presión a la 
profundidad indicada es la misma para los tres objetos. Como se da la presión del fluido en 
términos de la fuerza por unidad de área (P � F A), la fuerza del fluido en una superficie 
de área A sumergida horizontalmente es

Fuerza del fluido � F � PA � (presión)(área).

BLAISE PASCAL (1623-1662)

Pascal es conocido por sus contribuciones 
a diversas áreas de las matemáticas y de la 
física, así como por su influencia en Leibniz. 
Aunque buena parte de su obra en cálculo 
fue intuitiva y carente del rigor exigible en 
las matemáticas modernas, Pascal anticipó 
muchos resultados relevantes.

T
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La presión en h es la misma para los tres objetos
Figura 7.68

* La presión total en un objeto sumergido a 10 pies de agua también incluiría la presión debida 
a la atmósfera de la Tierra. Al nivel del mar, la presión atmosférica es aproximadamente 14.7 
libras pulg2.
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EJEMPLO 1 Fuerza de un fluido sobre una lámina sumergida

Encontrar la fuerza de un fluido sobre una lámina de metal rectangular que mide 3 pies por 
4 pies que es sumergida a 6 pies en el agua, como se muestra en la figura 7.69.

Solución Porque el peso por unidad de agua es 62.4 libras por pie3 y la lámina se sumerge 
a 6 pies en el agua, la presión del fluido es

 � 374.4 libras por pie2

P � wh P � 62.4 6

Porque el área total de la lámina es A � (3)(4) � 12 pies2, la fuerza del fluido es

 � 4 492.8 libras

 F � PA � 374.4 
libras
pie2 12 pies2)

Este resultado es independiente del recipiente del agua. La fuerza del fluido sería la misma 
en una piscina que en un lago. 

En el ejemplo 1, debido a que la lámina es rectangular y horizontal no son necesarios 
los métodos de cálculo para resolver el problema. Considerar una superficie que se sumerge 
verticalmente en un fluido. Este problema es más difícil porque la presión no es constante 
sobre la superficie.

Suponer que una lámina vertical se sumerge en un fluido de peso w (por unidad de 
volumen), como se muestra en la figura 7.70. Para determinar la fuerza total ejercida sobre 
una cara entre la profundidad c y la profundidad d, se puede subdividir el intervalo [c, d] 
en n subintervalos, cada uno de anchura $y. Luego, considerar el rectángulo representativo 
de anchura $y y longitud L(yi), donde yi está en el i-ésimo subintervalo. La fuerza ejercida 
contra este rectángulo representativo es

 � wh yi L yi  $y.

 $Fi � w profundidad área

La fuerza sobre los n rectángulos es

n

i�1
 $Fi � w

n

i�1
h yi L yi  $y.

Observar que se considera que w es constante y se factoriza fuera de la suma. Por consi-
guiente, si el límite es $  m 0 (n m @), sugiere la definición siguiente.

DEFINICIÓN DE FUERZA EJERCIDA POR UN FLUIDO

La fuerza F ejercida por un fluido de peso-densidad constante w (por unidad de 
volumen) sobre una región plana vertical sumergida desde y � c hasta y � d es

 � w
d

c

 h y L y  dy

 F � w lím
$ m0

 
n

i�1

h yi L yi  $y

donde h(y) es la profundidad del fluido en y y L(y) es la longitud horizontal de la 
región en y.

La fuerza del fluido sobre una lámina de 
metal horizontal es igual a la presión del 
fluido por el área de la lámina
Figura 7.69
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x

L(yi)

h(yi)
$y

d

c

y

Los métodos de cálculo serán usados para 
encontrar la fuerza del fluido sobre una 
placa de metal vertical
Figura 7.70
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EJEMPLO 2 Fuerza de un fluido en una superficie vertical

Una compuerta de una presa vertical en un dique tiene la forma de un trapecio, con 8 pies 
en la parte superior y 6 pies en el fondo, con una altura de 5 pies, como se muestra en la 
figura 7.71a. ¿Cuál es la fuerza del fluido en la compuerta cuando la parte superior está 
4 pies debajo de la superficie del agua?

Solución Formular un modelo matemático para este problema, tiene libertad para localizar 
los ejes x y y de maneras diferentes. Una sugerencia conveniente es tomar el eje y, bisecar 
la compuerta y poner el eje x en la superficie del agua, como se muestra en la figura 7.71b. 
Así, la profundidad del agua en y, en pies, es

Profundidad � h (y) � �y.

Para encontrar la longitud L(y) de la región en y, localizar la ecuación de la recta que 
forma el lado derecho de la compuerta. Porque esta recta atraviesa los puntos (3, �9) y 
(4, �4), su ecuación es

 x �
y � 24

5
.

 y � 5x � 24

 y � 9 � 5 x � 3

 y � �9 �
�4 � �9

4 � 3
 x � 3

En la figura 7.71b se puede observar que la longitud de la región en y es

 � L y .

 �
2

5
 y � 24

Longitud � 2x

Por último, integrando de y � �9 a y � �4 se puede calcular la fuerza del fluido para 
ser

 � 13 936 libras.

 � �62.4
2

5

�1 675

3

 � �62.4 
2

5

y3

3
� 12y2

�4

�9

 � �62.4 
2

5

�4

�9

y2 � 24y  dy

 � 62.4
�4

�9

�y
2

5
y � 24  dy

 F � w

d

c

 h y L y  dy

 

NOTA  En el ejemplo 2, el eje x coincidió con la superficie del agua. Esto es conveniente, pero 
arbitrario. Al elegir un sistema de coordenadas para representar una situación física, se deben con-
siderar varias posibilidades. A menudo puede simplificar los cálculos en un problema si localiza  
el sistema de coordenadas aprovechando las características especiales del problema, como la si-
metría.  

8 pies

6 pies

4 pies

5 pies

x

h(y) = y

$y
x

26 2 6

2

2

10 (3, 9)

(4, 4)

y

a)  Compuerta de una presa

b)  La fuerza del fluido sobre la compuerta
Figura 7.71
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EJEMPLO 3 Fuerza de un fluido sobre una superficie vertical

Una ventana circular para observación en un buque de investigación marina tiene un radio de 
1 pie, y el centro de la ventana está a 8 pies de distancia del nivel del agua, como se muestra 
en la figura 7.72. ¿Cuál es la fuerza del fluido sobre la ventana?

Solución Para aprovechar la simetría, localizar un sistema de coordenadas tal que el origen 
coincida con el centro de la ventana, como se muestra en la figura 7.72. La profundidad en 
y es, entonces

Profundidad� h y � 8 � y.

La longitud horizontal de la ventana es 2x, y se puede usar la ecuación para el círculo,  
x2 � y2 � 1, y resolver para x como sigue.

 � 2 1 � y2 � L y

Longitud � 2x

Por último, dado que el rango de y va de �1 a 1, y la densidad del agua de mar es de 
64 libras por pie3, se tiene

 � 64
1

�1
8 � y 2 1 � y2 dy.

 F � w
d

c

h y L y  dy

Inicialmente parece como si esta integral fuera difícil de resolver. Sin embargo, si se divide 
la integral en dos partes y se aplica la simetría, la solución es simple.

F � 64 16
1

�1

1 � y2 dy � 64 2
1

�1

y 1 � y2 dy

La segunda integral es 0 (porque el integrando es impar y los límites de integración son 
simétricos al origen). Es más, reconociendo que la primera integral representa el área de un 
semicírculo de radio 1, se obtiene

 1 608.5 libras

 � 512P

 F � 64 16
P

2
� 64 2 0

Así, la fuerza del fluido en la ventana es 1 608.5 libras. 

 TECNOLOGÍA Para confirmar el resultado obtenido en el ejemplo 3, se podría con-
siderar la regla de Simpson para aproximar el valor de

128
1

�1
8 � x 1 � x2 dx.

De la gráfica de

f x � 8 � x 1 � x2

sin embargo, se puede observar que f no es derivable cuando x � �1 (ver la figura 7.73). 
Esto significa que no se puede aplicar el teorema 4.19 de la sección 4.6 para determinar 
el error potencial en la regla de Simpson. Sin conocer el error potencial, la aproximación 
es de poca utilidad. Usar una calculadora para aproximar la integral.
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La fuerza del fluido en la ventana
Figura 7.72

ƒ no es derivable en x � �1
Figura 7.73
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Fuerza ejercida sobre una lámina sumergida En los ejercicios 1 
a 4, se da el área del lado superior de una lámina de metal. La 
lámina se sumerge horizontalmente a 5 pies del agua. Encontrar 
la fuerza del fluido en el lado de la parte superior.

 1. 3 pies2 2.  16 pies2

 3. 10 pies2 4. 22 pies2

Fuerza de flotación En los ejercicios 5 y 6, encontrar la fuerza 
de flotación de un sólido rectangular de las dimensiones dadas 
sumergido en el agua con su cara superior paralela a la superficie 
del agua. La fuerza de flotación es la diferencia entre las fuerzas 
del fluido en la parte superior y los lados del fondo del sólido.

 5.  6. 

Fuerza de un fluido sobre la pared de un tanque En los ejercicios 
7 a 12, encontrar la fuerza del fluido en el lado vertical del tanque 
donde las dimensiones se dan en pies. Asumir que el tanque está 
lleno de agua.

 7. Rectángulo 8. Triángulo

 9. Trapezoide 10. Semicírculo

 11. Parábola, y � x2 12. Semielipse

Fuerza de un fluido de agua En los ejercicios 13 a 16, encontrar 
la fuerza de un fluido en la placa vertical sumergida en agua donde 
las dimensiones se dan en metros y la densidad de peso del agua 
es 9 800 newtons por metro3.

 13. Cuadrado 14. Cuadrado

 15. Triángulo 16. Rectángulo

Fuerza ejercida en una estructura de concreto (hormigón) En los 
ejercicios 17 a20, la figura es el lado vertical de una estructura de 
concreto vertido que pesa 140.7 libras pie3. Determinar la fuerza 
en esta parte de la estructura de concreto.

 17. Rectángulo 18. Semielipse

 19. Rectángulo 20. Triángulo

 21. Fuerza ejercida por la gasolina Un tanque de gasolina cilín-
drico está colocado con su eje en posición horizontal. Encontrar 
la fuerza del fluido sobre una de las paredes del tanque si éste 
está medio lleno, asumiendo que su diámetro es de 3 pies y la 
gasolina pesa 42 libras pie3.

2 pies

2 pies

3 pies

h
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6 pies
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Ejercicios7.7
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 22. Fuerza de fluido de la gasolina Repetir el ejercicio 21 para 
un tanque que está lleno. (Evaluar una integral por una fórmula 
geométrica y el otro observando que el integrando es una función 
impar.)

 23. Fuerza de un fluido en una placa circular Una placa circular 
r pies es sumergida verticalmente en un tanque de un fluido que 
pesa w libras pie3. El centro del círculo es k (k > r) pies debajo 
de la superficie del fluido. Mostrar que la fuerza del fluido en 
la superficie de la placa es

F � wk(Pr 2).

(Evaluar una integral por una fórmula geométrica y el otro ob-
servando que el integrando es una función impar.)

 24. Fuerza de un fluido en una placa circular Usar el resultado 
del ejercicio 23 para encontrar la fuerza de un fluido en una placa 
circular como se muestra en cada figura. Asumir que las placas 
están en la pared de un tanque lleno de agua y las medidas están 
dadas en pies.

 a)  b) 

 25. Fuerza de un fluido en una placa rectangular Una placa 
rectangular de altura h pies y base b se sumerge verticalmente en 
un tanque de fluido que pesa w libras por pie cúbico. El centro 
está k debajo de la superficie del fluido donde k > h 2. Mostrar 
que la fuerza del fluido en la superficie de la placa es

F � wkhb.

 26. Fuerza de un fluido en una placa rectangular Usar el resul-
tado del ejercicio 25 para encontrar la fuerza de un fluido en 
una placa rectangular como se muestra en cada figura. Asumir 
que las placas están en la pared de un tanque lleno de agua y las 
medidas están dadas en pies.

 a)  b)

 27. Portilla de un submarino Una portilla en un lado vertical de 
un submarino (sumergido en agua de mar) es un cuadrado de un 
pie de lado. Encontrar la fuerza del fluido en la portilla, asu-
miendo que el centro del cuadrado está 15 pies debajo de la 
superficie.

 28. Portilla de un submarino Repetir el ejercicio 27 para una 
portilla circular que tiene un diámetro de un pie. El centro está 
15 pies debajo de la superficie.

 29. Modelo matemático La popa vertical de un barco con un 
sistema de coordenadas sobrepuesto se ilustra en la figura. La 
tabla muestra la anchura w de la popa en los valores indicados 
de y. Encontrar la fuerza del fluido contra la popa si las medidas 
se dan en pies.

 30. Compuerta de un canal de irrigación La sección transversal 
vertical de una compuerta de un canal de irrigación es diseñado 
por f x 5x2 x2 4 , donde x se mide en pies y x  0 corres-
ponden al centro del canal. Usar las capacidades de integración 
de una calculadora para aproximar la fuerza del fluido contra 
una compuerta vertical que detiene el flujo de agua si el agua 
está a 3 pies de profundidad.

En los ejercicios 31 y 32, usar las capacidades de integración en 
una calculadora para aproximar la fuerza de un fluido en la pla-
ca vertical acotada por el eje x y la mitad superior de la gráfica 
de la ecuación. Asumir que la base de la placa está 15 pies deba-
jo de la superficie del agua.

 31.  32. 

Desarrollo de conceptos

 33. Para pensar Aproximar la profundidad del agua en el 
tanque en el ejercicio 7, si la fuerza del fluido es una mitad 
más grande que cuando el tanque está lleno. Explicar por 
qué la respuesta no es   N.

 34.  a) Definir la presión del fluido.

b) Definir la fuerza del fluido contra una región del plano 
vertical sumergida.

 35.  Explicar por qué la presión del fluido sobre una superficie 
se calcula usando rectángulos representativos horizontales 
en lugar de rectángulos representativos verticales.

 36. Se colocan dos ventanas semicirculares idénticas a la misma 
profundidad en la pared vertical de un acuario (ver la figura). 
¿Cuál tiene la fuerza del fluido mayor? Explicar.
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En los ejercicios 1 a 10, esquematizar la región acotada por las 
gráficas de las ecuaciones, y determinar el área de la región.

 1. 

 2. 

 3. 

 4. 

 5. 

 6. 

 7. 

 8. 

 9. 

 10. 

En los ejercicios 11 a 14, usar una herramienta de graficación para 
representar la región acotada por las gráficas de las funciones, y 
usar las capacidades de integración en una herramienta de grafi-
cación para encontrar el área de la región.

 11. 

 12. 

 13. 

 14. 

En los ejercicios 15 a 18, usar los rectángulos representativos ver-
ticales y horizontales para formular las integrales para encontrar 
el área de la región acotada por las gráficas de las ecuaciones. 
Encontrar el área de la región evaluando la más fácil de las dos 
integrales.

 15. 

 16. 

 17. 

 18. 

 19.  Estimar el área de la superficie del estanque usando a) la regla 
de los trapecios y b) la regla de Simpson.

 20. Modelo matemático La tabla muestra el ingreso R1 de servicio 
anual en miles de millones de dólares para la industria del telé-
fono celular durante los años 2000 a 2006. (Fuente: Asociación 
de Telecomunicaciones Celulares e Internet)

 a) Usar las capacidades de regresión de una calculadora para 
encontrar un modelo exponencial para los datos. Sea t que 
represente el año, con t  10 que corresponden a 2000. 
Usar una herramienta de graficación para trazar los datos 
y el modelo en la misma ventana.

 b) Un consultor financiero considera que un modelo de in-
greso de servicio para los años 2010 hasta 2015 es de  
R2  6  13.9e0.14t. ¿Cuál es la diferencia en el total de in-
gresos de servicios entre los dos modelos para los años 2010 
hasta 2015?

En los ejercicios 21 a 28, encontrar el volumen del sólido generado 
al girar la región plana acotada por las ecuaciones alrededor de 
la(s) recta(s) indicada(s).

 21. y  x, y  0, x  3

 a) eje x b) eje y
 c) recta x  3 d) recta x  6

 22. y  x, y  2, x  0

 a) eje x b) recta y  2
 c) eje y d) recta x  1

 23. 
x2

16
y2

9
1 a) eje y (esferoide oblongo)

   b) eje x (esferoide prolato)

 24. 
x2

a2

y2

b2 1 a) eje y (esferoide oblongo)

   b) eje x (esferoide prolato)

 25. y
1

x4 1
, y 0, x 0,  x 1

gira alrededor del eje y

 26. y
1

1 x2
, y 0, x 1, x 1

gira alrededor del eje x

 27. y 1 1 x 2 , y 0, x 2, x 6

gira alrededor del eje y

 28. y e x, y 0, x 0, x 1

gira alrededor del eje x

 29.  Área y volumen Considerar la región acotada por las gráficas 
de las ecuaciones y x x 1  y y  0.

 a)  Encontrar el área de la región.

 b)  Encontrar el volumen del sólido generado al girar la región 
alrededor del eje x.

 c)  Encontrar el volumen del sólido generado al girar la región 
alrededor del eje y.

(una región) 

x cos y,  x
1
2

,  
3

b y b
7
3

y sen x,  y cos x,  
4

b x b
5
4

y csc x,  y 2

y ex,  y e2,  x 0

x y2 1,  x y 3

y x,  y x3

x y2 2y,  x 1,  y 0

y
1

x2 1
,  y 0,  x 1,  x 1

y
1
x2,  y 4,  x 5

y
1
x2,  y 0,  x 1,  x 5

y x4 2x2,  y 2x2

x y 1,  y 0,  x 0

y x2 4x 3,  y x3,  x 0

y x2 8x 3,  y 3 8x x2

y x 1,  y 2,  y 0,  x 0

y 1
x
2

,  y x 2,  y 1

y x 1,  y
x 1

2

x y2 2y,  x 0

Año 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006

52.5 65.3 76.5 87.5 102.1 113.5 125.5R1
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20 pies

50 pies
54 pies 82 pies 75 pies

82 pies 73 pies 80 pies
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 30.  Para pensar Un sólido es generado al girar una región acotada 
por y  x2  4, y  0, x  0 y x  3 alrededor del eje x. Crear la 
integral que obtiene el volumen del sólido usando a) el método 
de los discos y b) el método de las capas (no integrar). c) ¿Cada 
método da lugar a una integral con respecto a x?

 31. Gasolina en un tanque Un tanque de gasolina es un esferoi-
de oblato generado al girar la región acotada por la gráfica de  
(x2 16)  (y2 9)  1 alrededor del eje y donde x y y son medidos 
en pies. ¿A qué altura llega la gasolina en el tanque cuando se 
llena a un cuarto de su capacidad?

 32. Tamaño de una base La base de un sólido es un círculo de 
radio a y sus secciones transversales verticales son triángulos 
equiláteros. El volumen del sólido es 10 metros cúbicos. Encon-
trar el radio del círculo.

En los ejercicios 33 y 34, encontrar la longitud de arco de la gráfica 
de la función en el intervalo dado.

 33.  34.

 35. Longitud de una catenaria Un cable de suspensión de un 
puente forma una catenaria modelada por la ecuación

y 300 cosh
x

2 000
280,  2 000 b x b 2 000

donde x y y son medidos en pies. Usar una computadora para 
aproximar la longitud del cable.

 36. Aproximación Determinar qué valor aproxima mejor la lon-
gitud de arco representada por la integral

4

0
1 sec2 x 2 dx.

(Hacer la selección con base en un esquema de arco y sin hacer 
algún cálculo.)

 a)  2   b)  1   c)      d)  4   e)  3

 37. Área de una superficie Usar la integración para encontrar el 
área de la superficie lateral de un cono circular recto de altura 
4 y radio 3.

 38. Área de una superficie La región acotada por las gráficas de  
y  2  x, y  0, x  3 y x  8 gira alrededor del eje x. Encontrar 
el área de la superficie del sólido generada.

 39. Trabajo Se necesita una fuerza de 5 libras para estirar un 
resorte 1 pulgada de su posición natural. Encontrar el trabajo 
realizado al estirar el resorte de su longitud natural de 10 pul-
gadas a una longitud de 15 pulgadas.

 40. Trabajo La fuerza requerida para estirar un resorte es 50 libras. 
Encontrar el trabajo realizado al estirar el resorte de su longitud 
natural de 10 pulgadas al doble de esa longitud.

 41. Trabajo Un pozo de agua tiene ocho pulgadas de diámetro 
y 190 pies de profundidad. El agua llega a 25 pies de la parte 
superior del pozo. Determinar la cantidad de trabajo realizado 
al vaciar el pozo, asumiendo que el agua no entra en él mientras 
está bombeándose.

 42. Trabajo Repetir el ejercicio 41, asumiendo que el agua entra al 
pozo a una velocidad de 4 galones por minuto y la bomba trabaja 
a una velocidad de 12 galones por minuto. ¿Cuántos galones se 
bombean en este caso?

 43. Trabajo Una cadena de 10 pies de largo pesa 4 libras por pie y 
está colgada de una plataforma situada 20 pies sobre el nivel del 
suelo. ¿Cuánto trabajo se requiere para levantar toda la cadena 
al nivel de 20 pies?

 44. Trabajo Una grúa está a 200 pies sobre el nivel del suelo en 
la parte superior de un edificio, usa un cable que pesa 5 libras 
por pie. Encontrar el trabajo realizado para enrollar el cable si

 a) un extremo está al nivel del suelo.
 b) hay una carga de 300 libras atada al extremo del cable.

 45. Trabajo El trabajo realizado por una fuerza variable en una 
prensa es 80 libras-pie. La prensa mueve una distancia de 4 
pies y la fuerza es una ecuación cuadrática de la forma F  ax2. 
Encontrar a.

 46. Trabajo Encontrar el trabajo realizado por la fuerza F mostrada 
en la figura.

En los ejercicios 47 a 50, encontrar el centroide de la región acotada 
por las gráficas de las ecuaciones.

 47. 

 48. 

 49. 

 50. 

 51. Centroide Un aspa de un ventilador industrial tiene la confi-
guración de un semicírculo adosado a un trapecio (ver la figura). 
Encontar el centroide de la hoja.

 52. Fuerza de un fluido Una piscina tiene 5 pies de profundidad 
en un extremo y 10 pies de profundidad en el otro, y el fondo 
es un plano inclinado. La longitud y anchura de la piscina son 
40 y 20 pies. Si la piscina está llena de agua, ¿cuál es la fuerza 
del fluido en cada una de las paredes verticales?

 53. Fuerza de un fluido Mostrar que la fuerza de un fluido contra 
cualquier región vertical es el producto del peso por el volumen 
cúbico del líquido, el área de la región y la profundidad del 
centroide de la región.

 54. Fuerza de un fluido Usar el resultado del ejercicio 53 para 
encontrar la fuerza del fluido en un lado de una placa circular 
de radio 4 pies que se sumerge verticalmente en el agua para 
que su centro esté 10 pies debajo de la superficie.
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 1. Sea R el área de la región en el primer cuadrante acotada por 
la parábola y  x2 y la recta y  cx, c > 0. Sea T el área del 
triángulo AOB. Calcular el límite

lím
cm0

 
T
R

.

 Figura para 1 Figura para 2

 2.  Sea L una lámina de densidad uniforme   1 obtenida por el 
giro del círculo A de radio r desde el círculo B de radio 2r (ver 
figura).

 a)  Demostrar que Mx  0 para L.
 b)  Demostrar que My para L es igual a (My para B)  (My  

para A).
 c)  Encontrar My para B y My para A. Entonces usar el apartado 

b) para calcular My para L.
 d)  ¿Cuál es el centro de masa de L?

 3. Sea R la región acotada por la parábola y  x  x2 y el eje x. 
Encontrar la ecuación de la recta y  mx que divide esta región 
en dos regiones de área igual.

 4. a) Un toro se forma al girar la región acotada por el círculo

x 2 2 y2 1

alrededor del eje y (véase la figura). Usar el método de los discos 
para calcular el volumen del toro.

 b) Usar el método de los discos para encontrar el volumen del 
toro si el círculo tiene radio r y su centro está R unidades 
del eje de rotación.

 5. Trazar la curva

8y2 x2 1 x2 .

Usar un sistema algebraico por computadora para encontrar el 
área de la superficie del sólido de revolución obtenida al girar 
la curva alrededor del eje y.

 6. Un orificio perforado en el centro de una esfera de radio r (ver 
la figura). La altura del anillo esférico restante es h. Encontrar 
el volumen del anillo y mostrar que es independiente del radio 
de la esfera.

 7. Un rectángulo R de longitud l y anchura w se gira alrededor de la 
recta L (ver la figura). Encontrar el volumen del sólido resultante 
de revolución.

 8. a) La recta tangente a la curva y  x3 en el punto A(1, 1) 
corta la curva en otro punto B. Sea R el área de la región 
acotada por la curva y la recta tangente. La recta tangente 
a B corta la curva en otro punto C (ver la figura). Sea S el 
área de la región limitada por la curva y esta segunda rec-
ta tangente. ¿Cómo se relacionan las áreas R y S?

 b) Repetir la construcción en el apartado a) seleccionando 
un punto arbitrario A en la curva y  x3. Mostrar que las 
dos áreas, R y S, siempre están relacionadas de la misma 
manera.

 9. La gráfica de y  ƒ(x) pasa a través del origen. La longitud de 
arco de la curva de (0, 0) a (x, ƒ(x)) se da por

s x
x

0
1 et dt.

Identificar la función ƒ.

x

R

T

O

A B(c, c2)c2

c

y � x2

y

x
1

y � mx

y � x  x2

y

r
h

x
3 2

1

1

1

2

2

Centroide

(2, 0)r = 2

(x 2)2 + y2 = 1

y

 Figura para 7 Figura para 8

d
R

L

w
x

2 4

16

32

48

64

A(1, 1)

B
R

S

y � x3

y

C
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 10. Sea ƒ rectificable en el intervalo [a, b], y sea

s x
x

a

1 f t 2 dt.

 a) Encontrar 
ds
dx

.

 b) Encontrar ds y (ds)2.

 c) Si ƒ(x)  t3 2, encontrar s(x) en [1, 3].

 d) Calcular s(2) y describir qué significa.

 11. El principio de Arquímedes establece que la fuerza ascendente 
o de flotación de un objeto dentro de un fluido es igual al peso 
del fluido que el objeto desplaza. Para un objeto parcialmente 
sumergido, se puede obtener información sobre las densidades 
relativas del objeto flotante y el fluido observando cuánto del 
objeto está sobre y debajo de la superficie. También se puede 
determinar el tamaño de un objeto flotante si se sabe la cantidad 
que está sobre la superficie y las densidades relativas. Puede 
verse la parte superior de un iceberg flotante (ver la figura). La 
densidad del agua de océano es 1.03  103 kilogramos por metro 
cúbico, y la del hielo es 0.92  103 kilogramos por metro cúbico. 
¿Qué porcentaje del iceberg está debajo de la superficie?

 12. Esquematizar la región acotada a la izquierda por x  1, acotada 
por arriba por y  1 x3, y acotada por debajo por y  1 x3.

 a) Encontrar el centroide de la región para 1  x  6.

 b) Encontrar el centroide de la región para 1  x  b.

 c) ¿Dónde esta el centroide cuando b m ?

 13. Esquematizar la región a la derecha del eje y, acotada por arriba 
por y  1 x4 y acotada por debajo por y  1 x4.

 a) Encontrar el centroide de la región para 1  x  6.

 b) Encontrar el centroide de la región para 1  x  b.

 c) ¿Dónde está el centroide cuando b m ?

 14. Encontrar el trabajo realizado por cada fuerza F.

 a)  b) 

En los ejercicios 15 y 16, encontrar los excedentes de consumos 
para las curvas de oferta y demanda [p1(x)] dadas. El excedente 
del consumidor y excedente del productor son representados por 
las áreas mostradas en la figura.

 15.

 16.

 17. Una piscina tiene 20 pies de ancho, 40 pies de largo y 4 pies de 
profundidad en un extremo y 8 pies de profundidad en el otro 
(ver la figura). El fondo es un plano inclinado. Encontrar la 
fuerza del fluido en cada pared vertical.

 18. a) Encontrar por lo menos dos funciones continuas ƒ que 
satisfagan cada condición.

 i) ƒ(x)  0 en [0, 1]   ii) ƒ(0)  0 y ƒ(1)  0
 iii) El área acotada por la gráfica de ƒ y el eje x para  

0  x  1 es igual a 1.

 b) Para cada función encontrada en el apartado a), aproximar 
la longitud de arco de la gráfica de la función en el intervalo 
[0, 1]. (Usar una calculadora si es necesario.)

 c) ¿Se puede encontrar una función ƒ que satisfaga las con-
diciones dadas en el apartado a) donde la gráfica tiene una 
longitud de arco menor que 3 en el intervalo [0, 1]?

L
h

y � h

y � 0

y � L  h

x
1 65432
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Técnicas de integración, 
regla de L’Hôpital e  
integrales impropias

En los capítulos anteriores se estudiaron 
varias técnicas básicas para evaluar inte-
grales simples. En este capítulo se anali-
zarán otras técnicas de integración, como 
la integración por partes, que se usan 
para evaluar integrales más complejas. 
También se enseñará una regla importante 
para evaluar límites, denominada regla de 
L’Hôpital, la cual también ayuda en la 
evaluación de integrales impropias

En este capítulo, se aprenderá:

Cómo relacionar un integrando con  n
una de las reglas básicas de 
integración. (8.1)

Cómo encontrar una antiderivada  n
utilizando integración por partes. (8.2)

Cómo evaluar integrales  n
trigonométricas. (8.3)

Cómo usar la sustitución  n
trigonométrica para evaluar una 
integral. (8.4)

Cómo utilizar la descomposición en  n
fracciones parciales para integrar 
funciones racionales. (8.5)

Cómo evaluar una integral indefinida  n
usando tabla de integrales y fórmulas 
de reducción. (8.6)

Cómo aplicar la regla de L’Hôpital  n
para evaluar un límite. (8.7)

Cómo evaluar una integral impropia.  n
(8.8)

La descomposición en fracciones parciales es una técnica de integración que 
puede utilizarse para evaluar integrales que incluyan funciones racionales. 
¿Cómo puede usarse la descomposición en fracciones parciales para evaluar 
una integral que da el costo promedio de extraer un porcentaje específico de 
un compuesto químico del agua residual de una compañía? (Ver la sección 
8.5, ejercicio 63.)

De los estudios de cálculo realizados hasta ahora, se sabe que una integral definida tiene límites de integración finitos y un 

integrando continuo. En la sección 8.8 se estudiarán las integrales impropias, las cuales tienen por lo menos un límite de 

integración infinito o un integrando con discontinuidad infinita. Se verá que las integrales impropias convergen o divergen. 
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520  CAPÍTULO 8  Técnicas de integración, regla de L’Hôpital e integrales impropias

8.1 Reglas básicas de integración
■ Revisión de procedimientos para adaptar un integrando a una de las reglas básicas de 

integración.

Adaptación de integrandos a las reglas básicas

En este capítulo se estudiarán varias técnicas de integración que extienden el conjunto de 
integrales en que las reglas básicas de integración pueden aplicarse. Estas reglas se repasan 
en la página 522. Un paso importante para resolver cualquier problema de la integración con-
siste en reconocer qué regla básica de integración usar. Como se muestra en el ejemplo 1, las 
diferencias ligeras en el integrando pueden llevar a técnicas de solución muy diferentes.

EJEMPLO 1 Una comparación de tres integrales similares 

Encontrar cada integral.

 a)  b) c)

Solución

 a) Usar la regla del arcotangente y sea u  x y a  3.

 Regla del múltiplo constante.

 Regla del arcotangente.

 Simplificar.

 b) Aquí la regla del arcotangente no aplica porque el numerador contiene un factor de x. 
Considerar la regla log y sea u   x2  9. Entonces du  2x dx, y se tiene

 Regla del múltiplo constante.

 Sustitución: u  x2  9.

 Regla log.

 c) Ya que el grado del numerador es igual al grado del denominador, se debe usar la di-
visión primero para volver a escribir la función racional impropia como la suma de un 
polinomio y una función racional propia.

 Reescribir usando la división grande.

 Escribir como dos integrales.

 Integrar.

 Simplificar.

% 
3x2

�1 x2
 dx

% 
3x

�1 x2
 dx

% 
3

�1 x2
 dx

% 
4x2

x2 9
 dx% 

4x
x2 9

 dx% 
4

x2 9
 dx

E X P L O R A C I Ó N

Comparación de tres integrales 
similares ¿Cuáles de las siguientes 
integrales pueden evaluarse usando 
las 20 reglas básicas de integración? 
Para las que sea posible, hacerlo así. 
Para las que no, explicar por qué.

a)

b)

c)

 
4
3

 arctan 
x
3

C

 4�1
3

 arctan 
x
3� C

 % 
4

x2 9
 dx 4% 

1
x2 32 dx

2 lnSx2 9D C. 2 ln\u\ C

 2%du
u

 % 
4x

x2 9
 dx 2% 

2x dx
x2 9

 4x 12 arctan 
x
3

C

 4x 36�1
3

 arctan 
x
3� C

 % 4 dx 36% 
1

x2 9
 dx

 % 
4x2

x2 9
 dx % �4

36
x2 9� dx

NOTA  En el ejemplo 1c) se 
señala que se requieren algunas 
simplificaciones algebraicas 
preliminares antes de aplicar las 
reglas para la integración, y que como 
consecuencia más que una regla, se 
necesita evaluar la integral resultante. 
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SECCIÓN 8.1  Reglas básicas de integración  521

EJEMPLO 2 Uso de dos reglas básicas para resolver una sola integral

Evaluar

Solución Escribir la integral como la suma de dos integrales. Entonces aplicar la regla de 
la potencia y la regla del arcoseno como sigue.

Ver figura 8.1. 

 TECNOLOGÍA La regla de Simpson puede usarse para dar una buena aproximación 
del valor de la integral en el ejemplo 2 (para n  10, la aproximación es 1.839). Al usar 
la integración numérica, sin embargo, se debe estar consciente de que la regla de Simp-
son no siempre da buenas aproximaciones cuando algunos de los límites de integración 
están cercanos a una asíntota vertical. Por ejemplo, usando el teorema fundamental del 
cálculo, se obtiene

Aplicando la regla de Simpson (con n  10) para esta integral se produce una aproxi-
mación de 6.889.

EJEMPLO 3 Una sustitución del tipo a2  u2

Encontrar

Solución Porque el radical en el denominador puede escribirse en la forma

se puede probar la sustitución u  x3. Entonces du  3x2 dx, se obtiene

 Reescribir la integral.

 Sustitución: u  x3.

 Regla del arcoseno.

 Reescribir como una función de x.
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�4 x2

 dx � 6.213.

% 
x2

�16 x6
 dx.

 
1
3

 arcsen 
x3

4
C.

 
1
3

 arcsen 
u
4

C

 
1
3

 % 
du

�42 u2

 % 
x2

�16 x6
 dx

1
3% 

3x2 dx
�16 Sx3D2

2

1

11
x

4  x2
y 

x  3

y

AYUDA DE ESTUDIO  Las reglas 18, 
19 y 20 de la integración básica en la 
página siguiente tienen expresiones que 
implican la suma o diferencia de dos 
cuadrados:

Estas expresiones suelen notarse des-
pués de sustituir u, como se muestra en 
el ejemplo 3.

u2 a2

a2 u2

a2 u2
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Sorprendente, dos de las reglas de la integración normalmente pasadas por alto son la 
regla log y la regla de la potencia. Notar en los próximos dos ejemplos cómo estas dos reglas 
de la integración pueden ocultarse.

EJEMPLO 4 Una forma disfrazada de la regla log

Encontrar

Solución La integral no parece adaptarse a ninguna de las reglas básicas. Sin embargo, la 
forma del cociente hace pensar en la regla log. Si se expresa u  1  ex, entonces du  ex 
dx. Obtener el du requerido sumando y restando ex en el numerador, como sigue.

 Sumar y restar ex en el numerador.

 Reescribir como dos fracciones.

 Reescribir como dos integrales.

 Integrar.

NOTA  Hay más de una manera de resolver un problema de integración. Así, el ejemplo 4 demuestra 
que multiplicando el numerador y denominador por e x se obtiene una integral de la forma E duYu. 
Ver si se puede conseguir la misma respuesta por este procedimiento. (Tener cuidado: la respuesta 
aparecerá en una forma diferente.) 

EJEMPLO 5 Una forma disfrazada de la regla de la potencia

Encontrar

Solución De nuevo, la integral no parece adaptarse a ninguna de las reglas básicas. Sin 
embargo, considerando las dos opciones primarias para u[u  cot x y u  ln(sen x)], se 
puede ver que la segunda opción es la apropiada porque

Así,

NOTA  En el ejemplo 5, verificar que la derivada de

es el integrando de la integral original. 

% du

u�u2 a2

1
a

 arcsec \u\
a

C

% du
a2 u2

1
a

 arctan 
u
a

C

% du

�a2 u2
arcsen

u
a

C

%csc u cot u du csc u C

%sec u tan u du sec u C

%csc2 u du cot u C

%sec2 u du tan u C

ln\csc u cot u\ C

%csc u du

ln\sec u tan u\ C

%sec u du

%cot u du ln\sen u\ C

% tan u du ln\cos u\ C

%cos u du sen u C

%sen u du cos u C

%au du � 1
ln a�au C

%eu du eu C

%du
u

ln\u\ C

n 1%un du
un 1

n 1
C,

%du u C

  % f SuD du %gSuD du

%F f SuD gSuDG du

%kf SuD du k% f SuD du

Repaso de las reglas básicas 
de integración (a  0)

 1.  

 2.  

 3.  

 4.  

 5.  

 6.  

 7.  

 8.  

 9.  

 10.  

 11.  

 12.  

 13.  

 14.  

 15.  

 16. 

 17. 

 18. 

 19. 

 20. 

 x ln 1 e x C

 � dx � 
e x dx

1 e x

 � 
1 e x

1 e x

e x

1 e x
 dx

  
1

1 ex
 dx  

1 ex e x

1 ex
 dx

 
1

1 ex
 dx.

y cot x dx. du
cos x
sen x

 dx u ln sen x

cot x ln sen x  dx

1
2

ln sen x 2 C

 
1
2

ln sen x 2 C.

 
u2

2
C

  cot x ln sen x  dx  u du Sustitución: u  ln(sen x).

 Integrar.

 Reescribir como una función de x.
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Pueden usarse a menudo las identidades trigonométricas para adaptar integrandos a una 
de las reglas básicas de la integración.

EJEMPLO 6 Uso de identidades trigonométricas

Encontrar

Solución Notar que la tan2 u no está en la lista de reglas básicas de integración. Sin 
embargo, sec2 u está en la lista. Esto hace pensar en la identidad trigonométrica tan2 u  
sec2u  1. Si se hace u  2x, entonces du  2 dx y

 Sustitución: u  2x.

 Identidad trigonométrica.

 Reescribir como dos integrales.

 Integrar.

 Reescribir como una función de x.

Esta sección concluye con un resumen de los procedimientos comunes para adaptar los 
integrandos a las reglas básicas de integración.

Procedimientos para adaptar los integrandos a las reglas básicas

Técnica Ejemplo 

Desarrollar (el numerador).

Separar el numerador.

Completar el cuadrado.

Dividir la función racional impropia.

Sumar y restar términos en el numerador.

Usar identidades trigonométricas.

Multiplicar y dividir por el conjugado pitagórico.

% tan2 2x dx.

 TECNOLOGÍA Si se tiene 
acceso a un sistema de cálculo 
algebraico, usarlo para evaluar las 
integrales en esta sección. Comparar 
la forma de la antiderivada dada por 
el software con la forma obtenida a 
mano. A veces las formas serán las 
mismas, pero a menudo diferirán. 
Por ejemplo, ¿por qué la antideri-
vada ln 2x  C es equivalente a la 
antiderivada ln x  C?

 
1
2

 tan 2x x C.

 
1
2

 tan u
u
2

C

 
1
2% sec2 u du

1
2% du

 
1
2% Ssec2 u 1D du

 % tan2 2x dx
1
2% tan2 u du

 
1 sen x

cos2 x
sec2 x

sen x
cos2 x

 
1

1 sen x � 1
1 sen x��

1 sen x
1 sen x�

1 sen x
1 sen2 x

cot2 x csc2 x 1

2x
x2 2x 1

2x 2 2
x2 2x 1

2x 2
x2 2x 1

2
Sx 1D2

x2

x2 1
1

1
x2 1

1
�2x x2

1
�1 Sx 1D2

1 x
x2 1

1
x2 1

x
x2 1

S1 exD2 1 2ex e2x

NOTA  Recordar que se pueden separar los numeradores pero no los denominadores. Se debe tener 
cuidado con este error común cuando se adapten los integrandos a las reglas básicas.

 No separar el denominador. 
1

x2 1
1
x2

1
1
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En los ejercicios 1 a 4, seleccionar la antiderivada correcta.

 1. 

a)   b)

c)   d)

 2. 

a)   b)

c)   d)

 3. 

a)   b)

c)   d)

 4. 

a)   b)

c)   d)

En los ejercicios 5 a 14, seleccionar la fórmula de integración 
básica que puede usarse para encontrar la integral, e identificar 
u y a cuando sea apropiado.

 5.  6. 

 7.  8. 

 9.  10. 

 11.  12. 

 13.  14. 

En los ejercicios 15 a 52, encontrar la integral indefinida.

 15.  16. 

 17.  18. 

 19.  20. 

 21.  22. 

 23.  24. 

 25.  26. 

 27.  28. 

 29.  30. 

 31.  32. 

 33.  34. 

 35.  36. 

 37.  38. 

 39.  40. 

 41.  42. 

 43.  44. 

 45.  46. 

 47.  

 48.  

 49.  50. 

 51.  52. 

Campos de pendientes En los ejercicios 53 a 56, se da una ecuación 
diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Dibujar dos 
soluciones aproximadas de la ecuación diferencial en el campo de 
pendientes, una de las cuales pase a través del punto dado. b) Usar 
la integración para encontrar la solución particular de la ecuación 
diferencial y usar una herramienta de graficación para hacer la 
gráfica de la solución. Comparar el resultado con los dibujos en 
el apartado a).

 53.  54. 

2x sen
�
x2 1 C

1
2 sen x2 1 C

1
2 sen x2 1 C2x sen x2 1 C

dy

dx
x cos x2 1

ln x2 1 Carctan x C

2x

x2 1 2 Cln x2 1 C

dy

dx

1
x2 1

ln x2 1 Carctan x C

2x

x2 1 2 Cln x2 1 C

dy

dx

x

x2 1

ln x2 1 C
1
2 x2 1 C

x2 1 C2 x2 1 C

dy

dx

x

x2 1

 
1

x x2 4
 dx cos x esen x dx

 sec 5x tan 5x dx t sen t 2 dt

 
2x

x2 4
 dx 

3

1 t 2
 dt

 
2

2t 1 2 4
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3x 5 2  dx v
1

3v 1 3  dv
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1 4x x2
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x 1 4x2 8x � 3
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 dx
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 55.  56. 

Campos de pendientes En los ejercicios 57 y 58, usar un sistema 
algebraico por computadora para hacer la gráfica del campo de 
pendientes para la ecuación diferencial y presentar la solución a 
través de la condición inicial especificada.

 57.  58. 

En los ejercicios 59 a 64, resolver la ecuación diferencial.

 59.  60. 

 61.  62. 

 63.  64. 

En los ejercicios 65 a 72, evaluar la integral definida. Para veri-
ficar los resultados puede usarse integración en la herramienta 
de graficación.

 65.  66. 

 67.  68. 

 69.  70. 

 71.  72. 

Área En los ejercicios 73 a 78, encontrar el área de la región.

 73.  74. 

 75.  76. 

 77.  78. 

En los ejercicios 79 a 82, usar un sistema algebraico por compu-
tadora para encontrar la integral. Usar el sistema algebraico por 
computadora para hacer la gráfica de dos antiderivadas. Describir 
la relación entre las gráficas de las dos antiderivadas.

 79.  80. 

 81.  82. 

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 83 a 86, enunciar la fórmula de integración 
que se usaría para cada integral. Explicar por qué se eligió esa 
fórmula. No integrar.

 83.  84. 

 85.  86.

 87. Determinar las constantes a y b tal que

  sen x � cos x � a sen(x � b).

Usar este resultado para integrar � 
dx

sen x � cos x
.

 88. Demostrar que sec x �
sin x

cos x
�

cos x

1 � sin x
. Usar después esta 

identidad para derivar la regla básica de integración

   sec x dx � ln sec x � tan x � C.

2, (0, 1) 
1
2

dy

dx

1

4x x2

dy

dx
sec x tan x 2

y 0 1
dy

dx
5 y,y 0 4

dy

dx
0.8y,

y x 8 2x2
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 89. Área Las gráficas de ƒ(x) � x y g(x) � ax2 se intersecan  
en los puntos (0, 0) y (1 a, 1 a). Encontrar a (a  0) tal que el 
área de la región acotada por las gráficas de estas dos funciones 
sea  2< .

90.  a)  Explicar por qué la antiderivada y1 � ex �C1 es equiva-
lente a la antiderivada y2 � Cex.

 b) Explicar por qué la antiderivada y1 � sec2 x � C1 es 
equivalente a la antiderivada y2 � tan2 x � C.

 91. Para pensar Usar una herramienta de graficación para repre-
sentar la gráfica de la función ƒ(x) � ,K (x

3 � 7x2 � 10x). Usar 
la gráfica para determinar si el valor de 5

0  f x  dx  es positivo o 
negativo. Explicar.

 92. Para pensar Al evaluar 
1

�1 x
2 dx, ¿es apropiado sustituir  

y dx
du

2 u
x uu x2,  para obtener 

1
2

 
1

1

u du 0?  

Explicar.

Aproximación En los ejercicios 93 y 94, determinar qué valor 
aproxima mejor el área de la región entre el eje x y la función en 
el intervalo dado. (Hacer la selección con base en un dibujo de la 
región y no integrando.)

 93. 

 a) 3  b)  1  c)  �8  d)  8  e)  10

 94. 

 a) 3  b)  1  c)  �4  d)  4 e)  10

Interpretación de integrales En los ejercicios 95 y 96, a) dibujar 
la región cuya área está dada por la integral, b) dibujar el sólido 
cuyo volumen está dado por la integral si se usa el método de los 
discos y c) dibujar el sólido cuyo volumen está dado por la inte-
gral si se usa el método de las capas. (Hay más de una respuesta 
correcta para cada inciso.)

 95.  96.

 97. Volumen La región acotada por y � e�x2

, y � 0, x � 0 y 
x � b (b  0) gira alrededor del eje y.

 a) Encontrar el volumen del sólido generado si b � 1.
 b) Encontrar b tal que el volumen del sólido generado es - < 

unidades cúbicas.

 98.  Volumen Considerar la región acotada por las gráficas de 
x � 0, y � cos x2, y � sen x2 y x � P 2. Encontrar el volumen 
de un sólido generado al girar la región alrededor del eje y.

 99. Longitud de arco Encontrar la longitud de arco de la gráfica 
de y � ln(sen x) de x � P 4 a x � P 2.

 100.  Longitud de arco Encontrar la longitud de arco de la gráfica 
de y � ln(cos x) desde x � 0 a x � P 3. 

 101. Área de una superficie Encontrar el área de la superficie 
formada al girar la gráfica de y � 2 x en el intervalo [0, 9] 
alrededor del eje x.

 102. Centroide Encontrar la coordenada x del centroide de la región 
acotada por las gráficas de

En los ejercicios 103 y 104, encontrar el valor medio de la función 
sobre el intervalo dado.

 103. 3 x 3f x
1

1 x2 ,

 104. ƒ(x) � sen nx, 0 � x � P n, n es un entero positivo.

Longitud de arco En los ejercicios 105 y 106, usar la capacidad 
de integración de una herramienta de graficación para aproximar 
la longitud de arco de la curva en el intervalo dado.

 105.  106.  

 107. Encontrando un patrón

 a) Encontrar cos3 x dx.  b) Encontrar cos5 x dx.

 c) Encontrar cos7 x dx.

 d) Explicar cómo encontrar  cos15x dx sin realmente inte-
grar.

 108. Encontrando un patrón

 a) Escribir  tan3x dx en términos de  tan x dx. Entonces 
encontrar  tan3 x dx.

 b) Escribir  tan5 x dx en términos de  tan3 x dx.
 c) Escribir  tan2k �1 x dx donde k es un entero positivo, en 

términos de  tan2k�1 x dx.
 d) Explicar cómo encontrar  tan15 x dx sin realmente inte-

grar.

 109. Métodos de integración Mostrar que los resultados siguientes 
son equivalentes.

Integración por las tablas:

Integración por el sistema algebraico por computadora:

 110. Evaluar 

0, 2f x
4

x2 1
,

0, 2f x
4x

x2 1
,

4

0
  y dy

2

0
 2  x2 dx

y x 4.x 0y 0,y
5

25 x2
,

1, 8y x 2 3,0, 14y tan x,

 x2 1 dx
1
2

x x2 1 ln x x2 1 C

 x2 1 dx
1
2

x x2 1 arcsenh x C

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.  
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

Para discusión

Preparación del examen Putnam

4

2
 

ln 9 x  dx

 ln 9 x ln x 3
.
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8.2 Integración por partes
■ Encontrar una antiderivada o primitiva usando la integración por partes.

■ Usar un método tabular para realizar la integración por partes.

Integración por partes

En esta sección se estudiará una técnica importante de integración llamada integración por 
partes. Esta técnica puede aplicarse a una amplia variedad de funciones y es particularmente 
útil para integrandos que contengan productos de funciones algebraicas y trascendentes. Por 
ejemplo, la integración por partes funciona bien con integrales como

La integración por partes está basada en la fórmula para la derivada de un producto

donde u y v son funciones derivables de x. Si u  y v  son continuas, se pueden integrar ambos 
lados de esta ecuación para obtener

Volviendo a escribir esta ecuación, se obtiene el teorema siguiente.

TEOREMA 8.1 INTEGRACIÓN POR PARTES

Si u y v son funciones de x y tienen derivadas continuas, entonces

Esta fórmula expresa la integral original en términos de otra integral. Dependiendo de 
la elección de u y dv, puede ser más fácil evaluar la segunda integral que la original. Porque la 
elección de u y dv es importante en la integración por el proceso de partes, se proporcionan 
las pautas siguientes.

Estrategia para integrar por partes

1. Intentar tomar como dv la porción más complicada del integrando que se ajuste 
a una regla básica de integración y como u el factor restante del integrando.

2. Intentar tomar como u la porción del integrando cuya derivada es una función 
más simple que u, y como dv el factor restante del integrando.

Observe que dv siempre incluye dx del integrando original.

u

s = g(b)

r = g(a)

u = f(x) v = g(x)

p = f(a) q = f(b)

v

s

r
 u dv � uv

q,s

p,r
�

p

q

 v du

s

r

 u dv �

p

q

  v du � uv

q,s

p,r

� qs � pr� Área Área 

y ex sen x dx.x2 ex dxx ln x dx,

 � uv� � vu�

 
d

dx
uv � u 

dv

dx
� v 

du

dx

 � u dv � v du.

 uv � uv� dx � vu� dx

u dv � uv � v du.

E X P L O R A C I Ó N

Demostración sin palabras He 
aquí una vía diferente para demos-
trar la fórmula de integración por 
partes, tomada con permiso del 
autor de “Proof Without Words: 
Integration by Parts”, por Roger B. 
Nelsen, Mathematics Magazine, 64, 
núm. 2, abril 1991, p. 130.

Explicar cómo esta gráfica demues-
tra el teorema. ¿Qué notación usada 
en esta demostración no es familiar? 
¿Cuál se cree que es su significado?
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EJEMPLO 1 Integración por partes

Encontrar  xe x dx.

Solución Para aplicar la integración por partes, es necesario escribir la integral en la forma 
 u dv. Hay varias maneras de hacer esto.

Las estrategias de la página anterior hacen pensar en la elección de la primera opción porque 
la derivada de u  x es más simple que x, y dv  ex dx es la porción más complicada del 
integrando que se adapta a una fórmula básica de la integración.

Ahora, la integración por partes produce

 Fórmula de integración por partes.

 Sustituir.

 Integrar.

Para verificar esto, derivar xex  ex  C para ver que se obtiene el integrando original.

EJEMPLO 2 Integración por partes

Encontrar  x
2 ln x dx.

Solución En este caso, x2 se integra más fácil que ln x. Además, la derivada de ln x es más 
simple que ln x. Así, se debe hacer dv  x2 dx.

La integración por partes produce

 Fórmula de integración por partes.

 Sustituir.

 Simplificar.

 Integrar.

Verificar este resultado derivando.

u dv u dv u dv u dv

xe x dx1 xe x dx ,e x x dx ,x e x dx ,

 du dx u x

 v dv e x dx e xdv e x dx

 xe x e x C.

 xe x dx xe x  
e x dx

 u dv uv v du

 
x3

3
 ln x

x3

9
C.

 
x3

3
 ln x

1
3

  x2 dx

 x2 ln x dx
x3

3
 ln x

x3

3
1
x

 dx

 u dv uv v du

 du
1
x
 dx u ln x

 v x2 dx
x3

3
dv x2 dx

d
dx

x3

3
 ln x

x3

9
x3

3
1
x

ln x x2 x2

3
x2 ln x

v  ex dx ex C1.

NOTA  El ejemplo 1 muestra que no 
es necesario incluir una constante de 
integración al resolver

Para ilustrar esto, reemplazar v  ex por 
v  ex  C1 y aplicar la integración por 
partes para ver que se obtiene el mismo 
resultado. 

y x3

3
 ln x

x3

9
 x2 ln x dx

 TECNOLOGÍA Intentar hacer 
la gráfica de

en la herramienta de graficación. 
¿Se obtiene la misma gráfica? (Este 
ejercicio requiere algo de tiempo, 
así que se debe tener paciencia.)
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Una aplicación sorprendente de la integración por partes involucra integrandos que 
constan de un solo factor, tales como  ln x dx o  arcsen x dx. En estos casos, hay que tomar 
dv  dx, como se muestra en el próximo ejemplo.

EJEMPLO 3 Un integrando con un solo factor

Evaluar 
1

0
 arcsen x dx.

Solución Sea dv  dx.

La integración por partes produce ahora

 Fórmula de integración
 por partes.

 Sustituir.

 Reescribir.

 Integrar.

Usando esta antiderivada, evaluar la integral definida como sigue

El área representada por esta integral definida se muestra en la figura 8.2. 

 TECNOLOGÍA Recordar que hay dos maneras de usar la tecnología para evaluar una 
integral definida: 1) usar una aproximación numérica como la regla de los trapecios o 
la regla de Simpson, o 2) usar un sistema algebraico por computadora para encontrar la 
antiderivada y entonces aplicar el teorema fundamental de cálculo. Ambos métodos tienen 
limitaciones. Para encontrar el posible error al usar un método numérico, los integrandos 
deben tener una segunda derivada (la regla de los trapecios) o una cuarta derivada (la regla 
de Simpson) en el intervalo de integración: el integrando en el ejemplo 3 no tiene estos 
requisitos. Para aplicar el teorema fundamental de cálculo, la herramienta de integración 
simbólica debe poder encontrar la antiderivada.

¿Qué método se usaría para evaluar

¿Qué método se usaría para evaluar

du
1

1 x2
 dx u arcsen x

 v dx xdv dx

 x arcsen x 1 x2 C.

 x arcsen x
1
2

  1 x2 1 2 2x  dx

  arcsen x dx x arcsen x  
x

1 x2
 dx

 u dv uv v du

 0.571

 
2

1

 
1

0
 arcsen x dx x arcsen x 1 x2 

1

0

1

0
 arctan x dx?

1

0
 arctan x2 dx?

El área de la región es aproximadamente 
0.571
Figura 8.2

P
2 y = arcsen x

x

P
2( )1,

1

y

PARA MAYOR INFORMACIÓN  
Para ver cómo se utiliza la integración 
por partes para comprobar la aproxi-
mación de Stirling

ln n! n ln n n

ver el artículo “The Validity of 
Stirling’s Approximation: A Physical 
Chemistry Project” de A. S. Wallner y 
K. A. Brandt en Journal of Chemical 
Education.
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Algunas integrales requieren integrarse por partes más de una vez.

EJEMPLO 4 Integraciones sucesivas por partes

Encontrar 
 x2 sen x dx.

Solución Los factores x2 y sen x son igualmente fáciles para integrar. Sin embargo, la 
derivada de x2 se vuelve más simple, considerando que la derivada de sen x no lo es. Así 
que se debe elegir la opción u  x2.

Ahora, la integración por partes produce

 Primer uso de la integración por partes.

Este primer uso de la integración por partes ha tenido éxito simplificando la integral original, 
pero la integral de la derecha todavía no se adapta a una regla básica de integración. Para 
evaluar esa integral, aplicar de nuevo la integración por partes. Esta vez, sea u  2x.

Ahora, la integración por partes produce

 Segundo uso de la integración por partes.

Combinando estos dos resultados, se puede escribir

 

Al hacer aplicaciones repetidas de la integración por partes, tener cuidado de no inter-
cambiar las sustituciones en las aplicaciones sucesivas. Así, en el ejemplo 4, la primera 
sustitución era u  x2 y dv  sen x dx. Si en la segunda aplicación se hubiera cambiado 
la sustitución a u  cos x y dv  2x, se habría obtenido

deshaciendo como consecuencia la integración anterior y volviendo a la integral original. Al 
hacer aplicaciones repetidas de integración por partes, también debe percatarse de la aparición 
de un múltiplo constante de la integral original. Por ejemplo, esto ocurre cuando se usa la 
integración por partes para evaluar  ex  cos 2x dx, y también ocurre en el ejemplo 5.

La integral en el ejemplo 5 es muy importante. En la sección 8.4 (ejemplo 5) se utiliza 
para hallar la longitud de arco de un segmento parabólico.

du 2x dx u x2

 v  sen x dx cos xdv sen x dx

x2 sen x dx x2 cos x  2x cos x dx.

du 2 dx u 2x

 v  cos x dx sen xdv cos x dx

 2x sen x 2 cos x C.

 2x cos x dx 2x sen x  2 sen x dx

 x2 sen x dx x2 cos x 2x sen x 2 cos x C.

ex cos 2x dx

E X P L O R A C I Ó N

Intentar encontrar

haciendo u  cos 2x y dv  e x dx 
en la primera sustitución. Para la 
segunda sustitución, sea u  sen 2x 
y dv  e x dx.

 x2 cos x x2 cos x x2 sen x dx

 x2 sen x dx x2 cos x  2x cos x dx

x2 sen x dx



SECCIÓN 8.2  Integración por partes  531

EJEMPLO 5 Integración por partes

Encontrar  sec3 x dx.

Solución La porción más complicada del integrando que puede integrarse fácilmente es 
sec2 x, para hacer dv  sec2 x dx y u  sec x.

La integración por partes produce

 Fórmula de integración por 
 partes.

 Sustituir.

 Identidad trigonométrica.

 Reescribir.

 Reunir por integrales.

 Integrar.

 Integrar y dividir entre 2.

EJEMPLO 6 Localización de un centroide

Una parte de la máquina es modelada por la región acotada por la gráfica de y  sen x y el eje 
x, 0  x  2, como se muestra en la figura 8.3. Encontrar el centroide de esta región.

Solución Empezar encontrando el área de la región.

Ahora, encontrar las coordenadas del centroide como sigue.

Evaluar la integral para x–, (1 A) 0
2 x sen x dx, con la integración por partes. Para hacer 

esto, sea dv  sen x dx y u  x. Esto produce v   cos x y du  dx, y escribir

Por último, determinar x– para ser

Así, el centroide de la región es (1, 8). 

du sec x tan x dx u sec x

 v  sec2 x dx tan xdv sec2 x dx

A
2

0
 sen x dx cos x

2

0
1

y
1
A

 
2

0
 
sen x

2
sen x  dx

1
4

 
2

0
 1 cos 2x  dx

1
4

x
sen 2x

2

2

0 8

 x cos x sen x C.

  x sen x dx x cos x  cos x dx

x
1
A

 
2

0
 x sen x dx x cos x sen x

2

0
1.

AYUDA DE ESTUDIO  Las identidades 
trigonométricas

juegan un papel importante en este 
capítulo.

Figura 8.3

cos2 x
1 cos 2x

2

sen2 x
1 cos 2x

2

1

P
2

x

x
P
2( ), 1

$x

sen x
2

y = sen x

y

  sec3 x dx
1

2
 sec x tan x

1

2
 ln sec x tan x C.

 2 sec3 x dx sec x tan x ln sec x tan x C

 2 sec3 x dx sec x tan x  sec x dx

 sec3 x dx sec x tan x sec3 x dx  sec x dx

 sec3 x dx sec x tan x  sec x sec2 x 1  dx

  sec3 x dx sec x tan x  sec x tan2 x dx

 u dv uv v du



532  CAPÍTULO 8  Técnicas de integración, regla de L’Hôpital e integrales impropias

Al obtener experiencia usando la integración por partes, la habilidad para determinar u 
y dv aumentará. El resumen siguiente recoge varias integrales comunes con las sugerencias 
para la elección de u y dv.

Resumen de integrales comunes utilizando integración por partes

1. Para integrales de la forma

sea u  xn y sea dv  eax dx, sen ax dx, o cos ax dx.
2. Para integrales de la forma

sea u = ln x, arcsen ax, o arctan ax y sea dv  xn dx.
3. Para integrales de la forma

sea u  sen bx o cos bx y sea dv  eax dx.

Método tabular

En problemas que contienen aplicaciones repetidas de la integración por partes, un método 
tabular, ilustrado en el ejemplo 7, puede ayudar para organizar el trabajo. Este método fun-
ciona bien para las integrales del tipo  x n sen ax dx,  x n cos ax dx y  x n e ax dx.

EJEMPLO 7 Uso del método tabular

Encontrar  x2 sen 4x dx.

Solución Empezar como de costumbre haciendo u  x2 y dv  v  dx  sen 4x dx. Luego, 
crear una tabla de tres columnas, como se muestra.

La solución se obtiene sumando los productos con signo de las entradas diagonales:

o  xn arctan ax dx xn arcsen ax dx, xn ln x dx,

o  xn cos ax dx xn sen ax dx,xn eax dx,

o  eax cos bx dxeax sen bx dx

 x2 sen 4x dx
1
4

 x2 cos 4x
1
8

 x sen 4x
1

32
 cos 4x C.

2

0

Derivar hasta obtener una
derivada nula.

1
64 cos 4x

1
16 sen 4x

1
4 cos 4x2x

sen 4xx2

v  y sus 
antiderivadas

 u y sus 
derivadas 

Signos 
alternados      

AYUDA DE ESTUDIO  Puede usarse el 
acrónimo LIATE como una pauta para 
escoger u en la integración por partes. 
En orden, verificar el integrando para lo 
siguiente.

¿Hay una parte Logarítmica?

¿Hay una parte trigonométrica Inversa?

¿Hay una parte Algebraica?

¿Hay una parte Trigonométrica?

¿Hay una parte Exponencial?

PARA MAYOR INFORMACIÓN
Para más información sobre el método 
tabular, ver el artículo “Tabular Integra-
tion by Parts”, de David Horowitz en 
The College Mathematics Journal, y el 
artículo “More on Tabular Integration 
by Parts”, de Leonard Gillman, en The 
College Mathematics Journal.
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En los ejercicios 1 a 6, identificar u y dv para encontrar la integral 
usando la integración por partes. (No evaluar la integral.)

 1.  2.

 3.  4.

 5.  6.

En los ejercicios 7 a 10, evaluar la integral utilizando integración 
por  partes con las elecciones dadas para u y dv.

 7.  

 8.  

 9.  

 10. 

En los ejercicios 11 a 38, encontrar la integral. (Nota: Resolver 
por el método más simple, no todas requieren la integración por 
partes.)

 11.  12.

 13.  14.

 15.  16.

 17.  18.

 19.  20.

 21.  22.

 23.  24.

 25.  26.

 27.  28.

 29.  30.

 31.  32.

 33.  34.

 35.  36.

 37.  38.

�
 e 3x sen 5x dx

�
 e2x sen x dx �

 e3x cos 4x dx

�
 e x cos 2 x dx

�
 4 arccos x dx

�
 arctan x dx

�
  sec  tan  d

�
t csc t cot t dt

�
x2 cos x dx

�
x3 sen x dx

x sen x dx x cos x dx

 
x

5 4x
 dx x x 5 dx

 
ln 2x

x2  dx x2 1 e x dx

 
x3 ex2

x2 1 2 dx 
xe2x

2x 1 2 dx

 
ln x
x2  dx 

ln x 2

x
 dx

 
1

x ln x 3 dx t ln t 1  dt

 x 4 ln x dxx2e x3
 dx

 
e1 t

t2  dtx3e x dx

2x

e x
 dxxe 2x dx

En los ejercicios 39 a 44, resolver la ecuación diferencial.

 39.  40. 

 41.  42.

 43.  44.

Campos de pendientes En los ejercicios 45 y 46, se da una ecuación 
diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Dibujar dos 
soluciones aproximadas de la ecuación diferencial en el campo de 
direcciones o pendientes, una de las cuales pase a través del punto 
dado. b) Usar la integración para encontrar la solución particular 
de la ecuación diferencial y usar una herramienta de graficación 
para hacer la gráfica de la solución. Comparar el resultado con 
los dibujos del inciso a).

 45.  46.

Campos de pendientes En los ejercicios 47 y 48, usar una herra-
mienta de graficación para representar la gráfica del campo de 
pendientes para la ecuación diferencial y hacer la gráfica de la 
solución a través de una herramienta de graficación.

 47.  48.

En los ejercicios 49 a 60, evaluar la integral definida. Usar una 
herramienta de graficación para confirmar el resultado.

 49.  50.

 51.  52.

 53.  54.

 55.  56.

 57.  58.

 59.  60.

y� � arctan 
x

2
cos y y� � 2x

dy

dx
� x2 x � 3

dy

dt
�

t2

2 � 3t

y� � ln xy� � xex2

0, �18
37

dy

dx
�  e�x 3 sen 2x,0, 4

dy

dx
� x y cos x,

x
422

11

y

4

x
4

5

6

5

y

y 0 � 4y 0 � 2

dy

dx
�

x

y
 sen x

dy

dx
�

x

y
ex 8

8

0
x sec2 2x dx

4

2
x arcsec x dx

1

0
 ln 4 x2  dx

2

1
x  ln x dx

2

0
e x cos x dx

1

0
 e x sen x dx

1

0
 x arcsen x2 dx

1 2

0
arccos x dx

�

0
 x sen 2x dx

� 4

0

 x cos 2x dx

2

0
 x2 e �2x dx

3

0
 xex 2 dx

Ejercicios8.2

 x sec2 x dx

 ln x 2 dx

 xe2x dx

 x2 cos x dx

 ln 5x dx

 x2 e2x dx

 x cos 4x dx; u � x, dv � cos 4x dx

 x sin 3x dx; u � x, dv � sin 3x dx

 4x � 7)ex dx; u � 4x � 7, dv � ex dx

 x3 ln x dx; u � ln x, dv � x3 dx

sen sen

CAS



534  CAPÍTULO 8  Técnicas de integración, regla de L’Hôpital e integrales impropias

(b) (c)

(e) (f)
x

x2 � 1
 dx

x

x � 1
 dx2x e x2

 dx

x2e�3x dxx ln x dx 
ln x

x
 dx

En los ejercicios 61 a 66, usar el método tabular para encontrar 
la integral.

 61.  62.

 63.  64.

 65.  66.

En los ejercicios 67 a 74, encontrar o evaluar la integral usando 
primero sustitución y después la integración por partes.

 67.  68.

 69.  70.

 71.  72.

 73.  74.

Desarrollo de conceptos

 75. ¿En qué regla de derivación está basada la integración por 
partes? Explicar.

 76. En sus propias palabras, establecer la manera de determinar 
qué partes del integrando deberían ser u y dv.

 77.  Al evaluar  x sen x dx, explicar por qué dejar u � sen x y 
dv � x dx hace que la solución sea más difícil de encontrar.

 78.  Indicar si se usaría la integración por partes para evaluar 
cada integral. Si es así, identificar qué se usaría para u y dv. 
Explicar el razonamiento.

a)   b) c)

d)   e) f)

En los ejercicios 79 a 82, usar un sistema algebraico por compu-
tadora para a) encontrar o evaluar la integral y b) hacer la gráfica 
de dos antiderivadas. c) Describir la relación entre las gráficas de 
la antiderivada.

 79.  80.

 81.  82.

 83. Integrar  2x 2x 3 dx

 a) por partes, con dv � 2x 3 dx.

 b) por sustitución, con u � 2x � 3.

 84. Integrar  x 9 � x dx

 a) por partes, con dv � 9 � x dx.

 b) por sustitución, con u � 9 � x.

 85. Integrar  
x3

4 x2
 dx

 a) por partes, con 4 x2  dx.dv x

 b) por sustitución, con u � 4 � x2.

 86. Integrar  x 4 x dx

 a) por partes, con dv 4 x dx.

 b) por sustitución, con u � 4 � x.

En los ejercicios 87 y 88, usar una herramienta de graficación para 
encontrar la integral para n � 0, 1, 2 y 3. Usar el resultado para ob-
tener una regla general para la integral para cualquier entero n 
positivo y probar sus resultados para n � 4.

 87.  88.

En los ejercicios 89 a 94, usar la integración por partes para 
verificar la fórmula. (Para los ejercicios 89 a 92, asumir que n es 
un entero positivo.)

 89.

 90.

 91.

 92.

 93.

 94.

En los ejercicios 95 a 98, encontrar la integral usando la fórmula 
apropiada de entre las mostradas en los ejercicios 89 a 94.

 95.

 96.

 97.

 98.

Área En los ejercicios 99 a 102, usar una herramienta de gra-
ficación para representar la gráfica de la región acotada por las 
gráficas de las ecuaciones, y encontrar su área.

 99.

 100.

 101.

 102.

sen x dx

  

 x2 x 2 3 2 dx x sec2 x dx

 x3 cos 2x dx x3 sen x dx

 x3e 2 x dx x2e2x dx

5

0
 x 4 25 x2 3 2 dx

2

0
 e 2x sen 3x dx

 4 sen �d t3 e 4t dt

 eax cos bx dx
eax a cos bx b sen bx

a2 b2 C

 eax sen bx dx
eax a sen bx b cos bx

a2 b2 C

 x n eax dx
x neax

a

n

a
  x n 1 eax dx

 x n ln x dx
x n 1

n 1 2 1 n 1  ln x C

 x n cos x dx x n sen x n  x n 1 sen x dx

 x n sen x dx x n cos x n  x n 1 cos x dx

 x ne x dx x n ln x dx

 x3e2x dx

 e2x cos 3x dx

 x2 cos x dx

 x5 ln x dx

y x sen x, y 0, x

y e x sen x, y 0, x 1 

y
1

16 xe x 4, y 0,  x 0, x 4

y 2xe x, y 0, x 3

 cos ln x  dx

 x5ex2
 dx

4

0

 x 4 � x dx

 ln x2 � 1  dx

2

0

 e 2x dx

 2x3 cos x2 dx

 cos x dx

CAS

Para discusión

CAS



SECCIÓN 8.2  Integración por partes  535

 103. Área, volumen y centroide Dada la región acotada por las 
gráficas de y � ln x, y � 0 y x � e, encontrar

 a) el área de la región.
 b) el volumen del sólido generado al girar la región alrededor 

del eje x.
 c) el volumen del sólido generado al girar la región alrededor 

del eje y.
 d) el centroide de la región.

 104. Volumen y centroide Dada la región acotada por las gráficas 
de y � x sen x, y � 0, x � 0 y x � P, encontrar

 a) el volumen del sólido generado al girar la región alrededor 
del eje x.

 b) el volumen del sólido generado al girar la región alrededor 
del eje y.

 c) el centroide de la región.

 105. Centroide Encontrar el centroide de la región acotada por las 
gráficas de y � arcsen x, x � 0 y y � P 2. ¿Cómo se relaciona 
este problema con el ejemplo 6 de esta sección?

 106. Centroide Encontrar el centroide de la región acotada por las 
gráficas de f (x) � x2, g(x) � 2x, x � 2 y x � 4.

 107. Desplazamiento medio Una fuerza amortiguadora afecta la 
vibración de un muelle de manera que su desplazamiento se dé 
por y � e�4t (cos 2t � 5 sen 2t). Encontrar el valor medio de y 
en el intervalo de t � 0 a t � P.

 108. Modelo para la memoria El modelo para la capacidad M de 
un niño para memorizar, medido en una escala de 0 a 10, está 
dado por M � 1 � 1.6t ln t, 0 � t � 4, donde t es la edad del 
niño en años. Encontrar el valor medio de esa función

 a) entre el primero y segundo cumpleaños del niño.
 b) entre el tercer y cuarto cumpleaños del niño.

Valor actual En los ejercicios 109 y 110, encontrar el valor  
presente P de un flujo de ingreso continuo de dólares por año 
c(t) si

donde t1 es el tiempo en años y r es la tasa de interés anual com-
puesto continuo.

 109. 

 110. 

Integrales usadas para encontrar los coeficientes de Fourier En 
los ejercicios 111 y 112, verificar el valor de la integral definida 
donde n es un entero positivo.

111.

112.

 113. Cuerda vibrante Una cuerda tensada entre los dos puntos 
(0, 0) y (2, 0) se tensa desplazando su punto medio h unidades. 
El movimiento de la cuerda es modelado por una serie senoidal 
de Fourier para la cual se dan los coeficientes por

Encontrar bn.

 114. Encontrar la falacia en la siguiente demostración de que 0 � l. 

Así, 0 � 1.

 115. Sea y � ƒ(x) positiva y estrictamente creciente en el intervalo 
0 � a � x � b. Considerar la región R acotada por las gráficas 
de y � ƒ(x), y � 0, x � a y x � b. Si R se gira alrededor del 
eje y, demostrar que el método de los discos y el método de las 
capas dan el mismo volumen.

116. El método de Euler Considerar la ecuación diferencial ƒ�(x) 
� xe�x con la condición inicial ƒ(0) � 0.

 a) Usar la integración para resolver la ecuación diferencial.
 b) Usar una herramienta de graficación para hacer la gráfica 

de la solución de la ecuación diferencial.
 c) Usar el método de Euler con h � 0.05, y una herramienta 

de graficación para generar los primeros 80 puntos de la 
gráfica de la solución aproximada. Usar una herramienta 
de graficación para trazar los puntos. Comparar el resultado 
con la gráfica en el inciso b).

 d) Repetir el inciso c) usando h � 0.1 y generar los primeros 
40 puntos.

 e) ¿Por qué el resultado es en el apartado c) una mejor aproxi-
mación de la solución que el resultado en el apartado d)?

Método de Euler En los ejercicios 117 y 118, considerar la ecua-
ción diferencial y repetir los apartados a) a d) del ejercicio 116.

 117.  118.

 119. Para pensar Dar una explicación geométrica para explicar 

Verificar la desigualdad evaluando las integrales.

 120. Encontrando un modelo Encontrar el área acotada por las 
gráficas de y � x sen x y y � 0 sobre cada intervalo.

 a)  b) c) 

Describir cualquier patrón que se note. ¿Cuál es el área en-
tre las gráficas de y � x sen x y y � 0 en el intervalo [nP,  
(n � 1)P=, donde n es cualquier entero no negativo? Explicar 
la respuesta.

P �

t1

0
 c t e�rt dt

P

�P

 x2 cos nx dx �
�1 n 4P

n2

P

�P

  x sen 

n es impar

n es par

nx dx �

2P

n  

�
2P

 n  

,

,

     

c t � 30 000 � 500t, r � 7%, t1 � 5

c t � 100 000 � 4 000t, r � 5%, t1 � 10

 0 �  
dx
x

�
1
x

x �  �
1
x2 x  dx � 1 � 

dx
x

 du � �
1
x2 dx u �

1
x

 v �

 

dx � x dv � dx

bn � h 
1

0
 x sen 

nPx
2

 dx � h 
2

1
 �x � 2  sen 

nPx
2

 dx.

f 0 � 1f 0 � 0

f� x � cos xf� x � 3x sen 2x

P 2

0

 x sen x dx b
P 2

0
 x dx.

2P, 3PP, 2P0, P



536  CAPÍTULO 8  Técnicas de integración, regla de L’Hôpital e integrales impropias

8.3 Integrales trigonométricas
■ Resolver integrales trigonométricas que contienen potencias de seno y coseno.

■ Resolver integrales trigonométricas que contienen potencias de secante y tangente.

■ Resolver integrales trigonométricas que contienen los productos de seno-coseno con 

ángulos diferentes.

Integrales que contienen potencias de seno y coseno

En esta sección se estudiarán las técnicas para evaluar integrales de los tipos

  y secm x tann x dxsenm x cosn x dx

donde m o n es cualquier entero positivo. Para encontrar la antiderivada o primitiva para 
estas expresiones, intentar separarlas en combinaciones de integrales trigonométricas a las 
que puede aplicarse la regla de la potencia.

Por ejemplo, evaluar  sen5 x cos x dx con la regla de la potencia haciendo u � sen x. 
Entonces, du � cos x dx y tiene

sen5 x cos x dx � u5 du �
u6

6
� C �

sen6 x
6

� C.

Para separar  senm x cosn x dx en formas a las que se puede aplicar la regla de la po-
tencia, usar las identidades siguientes.

 Identidad pitagórica.

 Identidad del ángulo medio para sen2 x.

 Identidad del ángulo medio para cos2 x.cos2 x �
1 � cos 2x

2

sen2 x �
1 � cos 2x

2

sen2 x � cos2 x � 1

Estrategia para evaluar integrales que contienen senos y cosenos

1. Si la potencia del seno es impar y positiva, conservar un factor seno y pasar los factores restantes a cosenos. Entonces, 
desarrollar e integrar.

Impar Convertir a senos Conservar para du

sen2k�1 x cosn x dx � sen2 x k cosn x sen x dx � 1 � cos2 x k cosn x sen x dx

2. Si la potencia del coseno es impar y positiva, conservar un factor coseno y pasar los factores restantes a senos. Entonces, 
desarrollar e integrar.

senm x cos2k�1 x dx � senm x cos2 x k cos x dx � senm x 1 � sen2 x k cos x dx

Impar Convertir a senos Conservar para du

3. Si las potencias de ambos son pares y no negativas, usar repetidamente las identidades.

y cos2 x �
1 � cos 2x

2
sen2 x �

1 � cos 2x
2

para convertir el integrando a potencias impares del coseno. Entonces procédase como en la estrategia 2.

SHEILA SCOTT MACINTYRE (1910-1960)
Sheila Scott Macintyre publicó su primer 
trabajo sobre los periodos asintóticos de 
las funciones integrales en 1935. Recibió el 
doctorado en la Universidad de Aberdeen, 
donde fue profesora. En 1958 aceptó un 
puesto como investigadora invitada en la 
Universidad de Cincinnati.
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EJEMPLO 1 La potencia del seno es impar y positiva

Encontrar sen3 x cos4 x dx.

Solución Ya que se espera usar la regla de la potencia con u � cos x, conservar un factor 
para formar du y convertir los factores del seno restantes a cosenos.

 Reescribir.

 Identidad trigonométrica.

 Multiplicar.

 Reescribir.

 Integrar.

En el ejemplo 1, las dos potencias m y n pasaron a ser enteros positivos. Sin embargo, la 
misma estrategia funcionará siempre que m o n sean impares y positivos. Así, en el próximo 
ejemplo la potencia del coseno es 3, pero la potencia del seno es � ,N .

EJEMPLO 2 La potencia del coseno es impar y positiva

Evaluar 
P 3

P 6

cos3 x

sen x
 dx.

Solución Ya que se espera usar la regla de la potencia con u � sen x, conservar un factor 
del coseno para formar du y convertir los factores del coseno restantes a senos.

La figura 8.4 muestra la región cuya área es representada por esta integral.

 TECNOLOGÍA Usar un sistema 
algebraico por computadora para 
encontrar la integral en el ejemplo 1. 
Obtener

sen3 x cos4 x dx �

�cos5 x
1
7

 sen2 x �
2
35

� C.

¿Es equivalente este resultado al 
obtenido en el ejemplo 1?

 � �
cos5 x

5
�

cos7 x
7

� C

 � � cos4 x �sen x  dx � cos6 x �sen x  dx

 � cos4 x sen x dx � cos6 x sen x dx

 � cos4 x � cos6 x  sen x dx

 � 1 � cos2 x  cos4 x sen x dx

 sen3 x cos4 x dx � sen2 x cos4 x sen x  dx

 0.239

 � 2
3

2

1 2

�
2
5

3
2

5 2

� 2 �
32

80

 �
sen x 1 2

1 2
�

sen x 5 2

5 2

P 3

P 6

 �
P 3

P 6
sen x �1 2 cos x � sen x 3 2 cos x  dx

 �
P 3

P 6
 

1 � sen2 x cos x

sen x
 dx

 
P 3

P 6

cos3 x

sen x
 dx �

P 3

P 6
 
cos2 x cos x

sen x
 dx

El área de la región es aproximadamente 
0.239
Figura 8.4

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

y = cos3 x
sen x

6 3

x

y
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EJEMPLO 3 La potencia del coseno es par y no negativa

Encontrar cos4 x dx.

Solución Porque m y n son pares y no negativos (m � 0), se puede reemplazar cos4 x por 
[(1 � cos 2x) 2]2.

 Identidad del ángulo mitad.

 Expandir.

 Identidad del ángulo mitad.

 Reescribir.

 Integrar.

Usar un sistema de derivación simbólica para verificar esto. ¿Se puede simplificar la derivada 
para obtener el integrando original?

En el ejemplo 3, si se evaluara la integral definida de 0 a P 2, se obtendría

Notar que el único término que contribuye a la solución es 3x 8. Esta observación se gene-
raliza en las fórmulas siguientes desarrolladas por John Wallis.

LAS FÓRMULAS DE WALLIS

1. Si n es impar (n � 3), entonces

P 2

0
cosn x dx �

2
3

4
5

6
7

  .  .  .  
n � 1

n
.

2. Si n es par (n � 2), entonces

P 2

0
cosn x dx �

1
2

3
4

5
6

  .  .  .  
n � 1

n
P

2
.

Estas fórmulas también son válidas si el cosn x se reemplaza por el senn x. (Demostrar 
ambas fórmulas en el ejercicio 108.)

 �
3x
8

�
sen 2x

4
�

sen 4x
32

� C

 �
3
8

dx �
1
4

2 cos 2x dx �
1

32
4 cos 4x dx

 �
1
4

�
cos 2x

2
�

1
4

1 � cos 4x
2

 dx

 �
1
4

�
cos 2x

2
�

cos2 2x
4

 dx

 cos4 x dx �
1 � cos 2x

2

2 
dx

 �
3P

16
.

 �
3P

16
� 0 � 0 � 0 � 0 � 0

 
P 2

0
cos4 x dx �

3x
8

�
sen 2x

4
�

sen 4x
32

P 2

0

JOHN WALLIS (1616-1703)
Wallis hizo mucho de su trabajo en cálculo 
antes que Newton y Leibniz e influyó en el 
pensamiento de ambos. Wallis es también 
creador de la introducción del símbolo (@) 
para denotar infinito.

B
et

tm
an

C
or

bi
s
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Estrategia para evaluar integrales que contienen secante y tangente

1. Si la potencia de la secante es par y positiva, conservar un factor secante cuadrado y convertir los factores restantes a 
tangentes. Entonces desarrollar e integrar.

Par Convertir a tangentes Conservar para du

sec2k x tann x dx � sec2 x k�1 tann x sec2 x dx � 1 � tan2 x k�1 tann x sec2 x dx

2. Si la potencia de la secante es impar y positiva, conservar un factor secante tangente y convertir los factores restantes a 
secantes. Entonces desarrollar e integrar.

Impar Convertir a secantes Conservar para du

secm x tan2k�1 x dx � secm�1 x tan2 x k sec x tan x dx � secm�1 x sec2 x � 1 k sec x tan x dx

3. Si no hay factores secantes y la potencia de la tangente es par y positiva, convertir un factor tangente cuadrado a secante 
cuadrado. Entonces desarrollar y repetir si es necesario.

Convertir a secantes

tann x dx � tann�2 x tan2 x  dx � tann�2 x sec2 x � 1  dx

4. Si la integral es de la forma  secm x dx donde m es impar y positiva, usar la integración por partes, como se ilustra en el 
ejemplo 5 de la sección anterior.

5. Si ninguna de las primeras cuatro guías aplica, intentar convertir el integrando en senos y cosenos.

Integrales que contienen potencias de secante y tangente

Las estrategias siguientes pueden ayudar a evaluar integrales de la forma

secm x tann x dx.

EJEMPLO 4 La potencia de la tangente es impar y positiva

Encontrar 
tan3 x

sec x
 dx.

Solución Debido a que se espera usar la regla de la potencia con u � sec x, conservar 
un factor de (sec x tan x) para formar du y convertir los factores tangentes restantes a se-
cantes.

 �
2
3

sec x 3 2 � 2 sec x �1 2 � C

 � sec x 1 2 � sec x �3 2 sec x tan x  dx

 � sec x �3 2 sec2 x � 1 sec x tan x  dx

 � sec x �3 2 tan2 x sec x tan x  dx

 
tan3 x

sec x
 dx � sec x �1 2 tan3 x dx
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EJEMPLO 5 La potencia de la secante es par y positiva

Encontrar sec4 3x tan3 3x dx.

Solución Sea u � tan 3x, entonces du � 3 sec2 3x dx y se pueden escribir

EJEMPLO 6 La potencia de la tangente es par

Evaluar 
P 4

0
tan4 x dx.

Solución Debido a que no hay factor secante, se puede empezar convirtiendo un factor 
tangente cuadrado en un factor secante cuadrado.

Evaluar la integral definida como sigue.

El área representada por la integral definida se muestra en la figura 8.5. Probar usando la 
regla de Simpson para aproximar el valor de esta integral. Con n � 18, se debe obtener una 
aproximación con un error menor que 0.00001.

 �
tan4 3x

12
�

tan6 3x
18

� C.

 �
1
3

tan4 3x
4

�
tan6 3x

6
� C

 �
1
3

tan3 3x � tan5 3x 3 sec2 3x  dx

 � 1 � tan2 3x  tan3 3x sec2 3x  dx

 sec4 3x tan3 3x dx � sec2 3x tan3 3x sec2 3x  dx

 0.119

 �
P

4
�

2
3

 
P 4

0
tan4 x dx �

tan3 x
3

� tan x � x
P 4

0

 �
tan3 x

3
� tan x � x � C

 � tan2 x sec2 x dx � sec2 x � 1  dx

 � tan2 x sec2 x dx � tan2 x dx

 � tan2 x sec2 x � 1  dx

 tan4 x dx � tan2 x tan2 x  dx

NOTA  En el ejemplo 5, la potencia 
de la tangente es impar y positiva. 
Así que también se podría encontrar 
la integral usando el procedimiento 
descrito en la guía de estrategias 2 de la 
página 539. Demostrar en el ejercicio 
89 que los resultados obtenidos por 
estos dos procedimientos sólo difieren 
por una constante. 

x

0.5

1.0

y = tan4 x

4
, 1)(

48

y

El área de la región es aproximadamente 
0.119
Figura 8.5
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Para integrales que contienen potencias de cotangentes y cosecantes, seguir una estra-
tegia similar a aquella usada para las potencias de tangentes y secantes. También, al integrar 
las funciones trigonométricas, recordar que a veces ayuda convertir el integrando entero 
en las potencias de senos y cosenos.

EJEMPLO 7 Conversión de senos y cosenos

Encontrar 
sec x
tan2 x

 dx.

Solución Debido a que las primeras cuatro estrategias de la página 539 no aplican, intentar 
convertir el integrando en senos y cosenos. En este caso, se pueden integrar las potencias 
resultantes de seno y coseno como sigue.

Integrales que contienen los productos seno-coseno  
de ángulos diferentes

Las integrales que contienen los productos de senos-cosenos de dos ángulos diferentes ocurren 
en muchas aplicaciones. En tales casos usar las identidades de producto suma.

EJEMPLO 8 Uso de identidades de producto y suma

Encontrar sen 5x cos 4x dx

Solución Considerando la segunda identidad del producto suma, escribir

 � �csc x � C

 � � sen x �1 � C

 � sen x �2 cos x  dx

 
sec x
tan2 x

 dx �
1

cos x
cos x
sen x

2

 dx

cos mx cos nx �
1
2

cos m � n x � cos m � n x

sen mx cos nx �
1
2

sen m � n x � sen m � n x

sen mx sen nx �
1
2

cos m � n x � cos m � n x

 � �
cos x

2
�

cos 9x
18

� C.

 �
1
2

�cos x �
cos 9x

9
� C

sen 5x cos 4x dx �
1
2

sen x � sen 9x  dx

PARA MAYOR INFORMACIÓN    
Para aprender más sobre integrales que 
contienen los productos del  
seno-coseno con ángulos diferentes, 
ver el artículo “Integrals of Products 
of Sine and Cosine with Different 
Arguments”, de Sherrie J. Nicol, en  
The College Mathematics Journal.



542  CAPÍTULO 8  Técnicas de integración, regla de L’Hôpital e integrales impropias

En los ejercicios 1 a 4, usar la derivación para adaptar la anti-
derivada con la integral correcta. [Se etiquetan las integrales a), 
b), c) y d).]

 1.   

 2.

 3.

 4.

En los ejercicios 5 a 18, encontrar la integral.

 5.  6.

 7.  8.

 9.  10.

 11.  12.

 13.  14.

 15.  16.

 17.  18.

En los ejercicios 19 a 24, usar las fórmulas de Wallis para evaluar 
la integral.

 19.  20.

 21.  22.

 23.  24.

En los ejercicios 25 a 42, encontrar la integral conteniendo secante 
y tangente.

 25.  26.

 27.  28.

 29.  30.

 31.  32.

 33.  34. 

 35.  36.

 37.  38.

 39.  40.

 41.  42.

En los ejercicios 43 a 46, resolver la ecuación diferencial.

 43.  44.

 45.  46.

Campos de pendientes En los ejercicios 47 y 48 se da una ecuación 
diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Dibujar dos 
soluciones aproximadas de la ecuación diferencial en el campo 
de pendientes, una de las cuales pase a través del punto dado. 
b) Usar la integración para encontrar la solución particular de 
la ecuación diferencial y usar una herramienta de graficación 
para hacer la gráfica de la solución. Comparar el resultado con 
los dibujos del inciso a).

 47. 
dy

dx
sen2 x, 0, 0  48. 

dy

dx
sec2 x tan2 x, 0, 

1
4

Campos de pendientes En los ejercicios 49 y 50, usar un sistema 
algebraico por computadora para hacer la gráfica del campo de 
pendientes para la ecuación diferencial y presentar la solución a 
través de la condición inicial especificada.

 49. y 0 2
dy

dx

3 sen x
y

,  50. y 0 3
dy

dx
3 y tan2 x,

En los ejercicios 51 a 56, encontrar la integral.

 51.  52.

 53.  54.

 55.  56.

a) b)

c) d)

y 3x 2 sen x cos3 x 3 sen x cos x

y x tan x 1
3 tan3 x

y cos x sec x

y sec x

tan4 x dxsen x sec2 x dx

8 cos4 x dxsen x tan2 x dx

x2 sen2  x dx

sen4  6 d

sen2 5x dx

cos5 t

sen t
 dt

cos3 
x

3
 dx

sen3 x dx

cos3 x sen4 x dx

x sen2 x dx

cos4 3 d

cos2 3x dx

sen 23 cos 2 d

sen3 x cos2 x dx

sen7 2x cos 2x dx

cos5 x sen x dx

2

0

 sen8 x dx

2

0
sen5 x dx

2

0
 cos9 x dx

2

0

sen6  x dx

2

0
 cos10 x dx

2

0
 cos7 x dx

tan3 
x

2
 sec2 

x

2
 dx

tan5 x dx

sec6 3x dx

sec2 2x 1  dx

tan5 
x

2
 dx

sec3  x dx

sec4 5x dx

sec 7x dx

tan2 x
sec5 x

 dx

tan3 3x dx

sec2 
x

2
 tan 

x

2
 dx

tan5 2x sec4 2x dx

tan3 2t sec3 2t dt

tan2 x
sec x

 dx

sec5 3 x tan x dx

sec6 4x tan 4x dx

tan2 x sec4 x dx

sec2 x tan x dx

y tan x sec4 xy tan3 3x sec 3x

ds

d
sen2 

2
 cos2 

2
dr

d
sen4 

x

y

4 4

4

4

x

y

1.5

1.5

1.5

1.5

Ejercicios8.3

CAS

sin  sin 3  d

 sin 2x cos 4x dx

cos 2x cos 6x dx

sen sen

sen

 sin 5x sin 4x dx

sin 4x  cos 3x dx

cos 4  cos 3 d

sen

sen sen



SECCIÓN 8.3  Integrales trigonométricas  543

En los ejercicios 57 a 66, encontrar la integral. Usar un sistema 
algebraico por computadora para confirmar el resultado.

 57.  58. 

 59.  60.

 61.  62.

 63.  64.

 65.  66.

En los ejercicios 67 a 74, evaluar la integral definida.

 67.  68.

 69.  70.

 71.  72.

 73.  74.

En los ejercicios 75 a 80, usar un sistema algebraico por compu-
tadora para encontrar la integral. Hacer la gráfica de la antideri-
vada para dos valores diferentes de la constante de integración.

 75.  76.

 77.  78.

 79.  80.

En los ejercicios 81 a 84, usar un sistema algebraico por compu-
tadora para evaluar la integral definida.

 81.  82.

 83.  84.

Desarrollo de conceptos

 85. Describir cómo integrar  senm x cosn x dx para cada con-
dición.

 a) m es positivo e impar. b) n es positivo e impar.
 c) m y n son positivos y pares.

 86. Describir cómo integrar  secm x tann x dx para cada condi-
ción.

 a) m es positivo y par. b) n es positivo e impar.
 c) n es positivo y par y no hay factor secante.
 d) m es positivo e impar y no hay factor tangente.

 87.  Evaluar  sen x cos x dx utilizando el método indicado. Explicar 
cómo difieren sus respuestas en cada método.

 a)  Sustitución donde u � sen x
 b)  Sustitución donde u � cos x
 c)  Integración por partes
 d)  Utilizando la identidad sen 2x � 2 sen x cos x

 88.  Para cada par de integrales, determinar cuál es más difícil 
evaluar. Explicar el razonamiento.

a) 

b) 

En los ejercicios 89 y 90, a) encontrar la integral indefinida de 
dos maneras diferentes, b) usar una herramienta de graficación 
para representar la gráfica de la antiderivada (sin la constante de 
integración) obtenida por cada método para demostrar que los 
resultados sólo difieren por una constante, y c) verificar analítica-
mente que los resultados sólo difieren por una constante.

 89.  sec4 3x tan3 3x dx 90.  sec2 x tan x dx

Área En los ejercicios 91 a 94, encontrar el área de la región 
acotada por las gráficas de las ecuaciones.

 91.

 92.

 93.

 94.

Volumen En los ejercicios 95 y 96, encontrar el volumen del 
sólido generado al girar la región acotada por las gráficas de las 
ecuaciones alrededor del eje x.

 95. 

 96.

Volumen y centroide En los ejercicios 97 y 98, para la región 
acotada por las gráficas de las ecuaciones, encontrar a) el volumen 
del sólido formado al girar la región alrededor del eje x, y b) el 
centroide de la región.

 97.

 98.

En los ejercicios 99 a 102, usar la integración por partes para 
verificar la fórmula de la reducción.

 99.

 100.

 101.

2

0
sen12 x dx

2

0

1 cos 2 d

1 sec t
cos t 1

 dt

 
sen2 x cos2 x

cos x
 dx

cot3 t
csc t

 dt

cot3 3 x csc x dx

tan4 
x
2

 sec4 
x
2

 dx

tan4 t sec4 t  dt

1
sec x tan x

 dx

cot2 t
csc t

 dt

2x dxcsc4 

cot3 2x dx

2

2
 sen2 x 1  dx

 sen 5x cos 3x dx

4

0
sec2 t tan t dt

3

0
tan2 x dx

2

2
3 cos3 x dx

2

0

cos t
1 sen t

 dt

4

0
6 tan3 x dx

sen2  x dx

sec4 1 x  tan 1 x  dx

tan3 1 x  dx

sen2x cos2 x dx

sec5 x tan x dx

sec5 x dx

cos4 
x
2

 dx

2

0
sen4 x dx

4

0

sen 3  sen 4 d

x 4x 2,y sen x cos x,y cos2 x,

x 4x 4,y sen2 x,y cos2 x,

x 1x 0,y 0,y sen2 x,

x 2x 0,y sen3 x,y sen x,

x 2x 0,y sen 
x

2
,y cos 

x

2
,

x 4x 4y 0,y tan x,

x 2x 0,y 0,y cos x,

xx 0,y 0,y sen x,

 
n � 1
m � n

 cosm x senn�2 x dx

cosm x senn x dx � �
cosm 1 x senn 1 x

m n

cosn x dx
cosn 1 x sen x

n

n 1
n

 cosn 2 x dx

senn x dx
senn 1 x cos x

n

n 1
n

 senn 2 x dx

CAS

CAS

Para discusión

 tan400 x sec x dx tan400 x sec2 x dx,

 sin4 x cos4 x dx sin372 x cos x dx,sen sen



544  CAPÍTULO 8  Técnicas de integración, regla de L’Hôpital e integrales impropias

 102.

En los ejercicios 103 a 106, usar los resultados de los ejercicios 99 
a 102 para encontrar la integral.

 103.  104. 

 105.  106.

 107. Modelo matemático La tabla muestra las temperaturas máxi-
mas (alto) y mínimas (bajo) medias (en grados Fahrenheit) 
en Erie, Pennsylvania, durante cada mes del año. (Fuente: 
NOAA)

Las temperaturas máximas y mínimas admiten el modelo 
f(t) � a0 � a1 cos (Pt 6) � b1 sen (Pt 6) donde t � 0 corres-
ponden a enero y a0, a1 y b1 son como sigue.

 a) Aproximar el modelo H(t) para las temperaturas máximas. 
(Sugerencia: Usar la regla de Simpson para aproximar las 
integrales y usar los datos de enero dos veces.)

 b) Repetir el inciso a) para un modelo L(t) para los datos de 
temperatura mínimos.

 c) Usar una herramienta de graficación para comparar cada 
modelo con los datos reales. ¿Durante qué parte del año la 
diferencia es más grande entre las temperaturas máximas 
y mínimas?

 108. Fórmulas de Wallis Usar el resultado del ejercicio 100 para 
demostrar las versiones siguientes de las fórmulas de Wallis.

 a) Si n es impar (n � 3), entonces�
��2

0
cosn x dx �

2
3

4
5

6
7

  .  .  .  
n � 1

n
.

  b) Si n es par (n  2), entonces�
��2

0
cosn x dx �

1
2

3
4

5
6

  .  .  .  n � 1
n

�

2
.

 109. El producto escalar de dos funciones f y g sobre [a, b] está 
dado por ƒ, g   b

a ƒ(x)g(x) dx. Se dice que dos funciones 
distintas f y g son ortogonales si ƒ, g   0. Mostrar que el 
conjunto siguiente de funciones es ortogonal en [ , ].

{sen x, sen 2x, sen 3x, . . . , cos x, cos 2x, cos 3x, . . .}

 110. Serie de Fourier La suma siguiente es una serie de Fourier 
finita.

 � a1 sen x � a2 sen 2x � a3 sen 3x � .  .  . � aN sen Nx

 f �x� �

N

i�1

 ai sen ix

  a) Usar el ejercicio 109 para demostrar que el coeficiente de 

an está dado por an �
1
�

�

��

 f x  sen nx dx

 b) Sea ƒ(x)  x. Encontrar a1, a2 y a3.

sen4 x cos2 x dxsec4 
2�x

5
 dx

cos4 x dxsen5 x dx

Mes Ene Feb Mar Abr May Jun

Máx 33.5 35.4 44.7 55.6 67.4 76.2

Mín 20.3 20.9 28.2 37.9 48.7 58.5

Mes Jul Ago Sep Oct Nov Dic

Máx 80.4 79.0 72.0 61.0 49.3 38.6

Mín 63.7 62.7 55.9 45.5 36.4 26.8

b1 �
1
6

12

0
f t  sen 

�t

6
 dt

a1 �
1

6

12

0

f t  cos 
�t

6
 dta0 �

1

12

12

0

f t  dt

secn x dx
1

n 1
 secn 2 x tan x

n 2
n 1

 secn 2 x dx

Las líneas de potencia son construidas atando cables entre los soportes 
fijos y ajustando la tensión en cada tramo. El cable cuelga entre los 
apoyos en la forma de una catenaria, como se muestra en la figura.

Sea T la tensión (en libras) en un tramo de cable, u la densi- 
dad (en libras por pie), sea g  32.2 la aceleración debida a la gra- 
vedad (en pies s2), y sea L la distancia (en pies) entre dos so- 
portes consecutivos. Entonces la ecuación de la catenaria es 

y �
T

ug
 cosh 

ugx

T
� 1 , donde x y y son medidos en pies.

 a) Encontrar la longitud de la porción del cable entre dos soportes 
contiguos.

 b) Para medir la tensión en un tramo de la línea de potencia, los espe-
cialistas usan el método de la onda de retorno. Se golpea el cable 
en un soporte, creando una onda en la línea, y es medido el tiempo 
t (en segundos) que tarda la onda en hacer un viaje redondo. La 
velocidad v (en pies por segundo) se da por v  T  u. ¿Cuánto 
tiempo toma a la onda hacer un viaje redondo entre los soportes?

 c) El pandeo s (en pulgadas) puede obtenerse evaluando y cuando 
x  L 2 en la ecuación para la catenaria (y multiplicando por 
12). En la práctica, sin embargo, los especialistas de línea de 
potencia usan la “ecuación del instalador de líneas” dada por 
s  12.075t2. Usar el hecho que [cosh(ugL 2T)  1]  2 para 
derivar esta ecuación.

PARA MAYOR INFORMACIÓN Para aprender más sobre la ma-
temática de líneas de potencia, ver el artículo “Constructing Power 
Lines”, de Thomas O’Neil en The UMAP Journal.

PROYECTO DE TRABAJO  

Líneas de potencia

x

( L /2, 0)

(0, 0)

(L/2, 0)

y
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8.4 Sustituciones trigonométricas
■ Usar sustituciones trigonométricas para resolver una integral.

■ Usar las integrales para formular y resolver las aplicaciones de la vida real.

Sustituciones trigonométricas

Conociendo cómo evaluar las integrales que contienen potencias de funciones trigonométri-
cas, usar sustituciones trigonométricas para evaluar integrales que contienen radicales

  y u2 � a2.a2 � u2a2 � u2,

El objetivo de las sustituciones trigonométricas es eliminar al radical en el integrando. Hacer 
esto con las identidades pitagóricas.

  y tan2 U � sec2 U � 1.sec2 U � 1 � tan2 Ucos2 U � 1 � sen2 U,

Por ejemplo, si a � 0, sea u � a sen U, donde �P 2 � U � P 2. Entonces

Notar que cos U � 0, porque �P 2 � U � P 2.

SUSTITUCIONES TRIGONOMÉTRICAS (a � 0)

1. Para integrales que contienen a2 � u2, sea

u � a sen U.

Entonces a2 � u2 � a cos U, donde 
�P 2 � U � P 2.

2. Para integrales que contienen a2 � u2,  sea

u � a tan U.

Entonces a2 � u2 � a sec U, donde 
�P 2 � U � P 2.

3. Para integrales que contienen u2 � a2,  sea

u � a sec U.

Entonces 

u2 � a2 �  
a tan U, si u > a, donde 0 � U � P 2  
�a tan U si u � �a, donde P 2 � U � P.

NOTA  Las restricciones sobre U aseguran que la función que define la sustitución es inyectiva.  
De hecho, éstos son los mismos intervalos sobre los que se definen el arcseno, arctangente y arcse-
cante.  

 � a cos U.

 � a2 cos2 U

 � a2 1 � sen2 U

a2 � u2 � a2 � a2 sen2 U

a u

Q

a2 u2

a

u

Q

a
2 + u

2

a

u

Q

u2 a2

E X P L O R A C I Ó N

Integración de una función radi-
cal Hasta este punto del texto, no 
se ha evaluado la siguiente integral

1

�1
1 � x2 dx

Por argumentos geométricos se 
puede encontrar el valor exacto de 
esta integral. ¿Cuál es? Utilizando 
la integración simbólica con la regla 
de Simpson o de los trapecios, no se 
tiene la seguridad de la precisión de 
la aproximación. ¿Por qué?

Intentar calcular el valor exacto 
mediante la sustitución

x � sen U y dx � cos U d U

¿Coincide la respuesta con el valor 
obtenido usando el razonamiento 
geométrico?

«
¬
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EJEMPLO 1 Sustitución trigonométrica: u � a sen U

Encontrar 
dx

x2 9 � x2
.

Solución Primero, notar que ninguna de las reglas básicas de la integración aplica. Para 
usar la sustitución trigonométrica, observar que 9 � x2 es de la forma a2 � u2. Así que 
se puede utilizar la sustitución

x � a sen U � 3 sen U.

Usando la derivación y el triángulo mostrados en la figura 8.6, se obtiene

y x2 � 9 sen2 U.9 � x2 � 3 cos Udx � 3 cos U dU,

Así, la sustitución trigonométrica lleva a

 Sustituir.

 Simplificar.

 Identidad trigonométrica.

 Aplicar la regla del cosecante.

 Sustituir para cot U.

Notar que el triángulo en la figura 8.6 puede usarse para convertir los U anteriores a x como 
sigue.

 TECNOLOGÍA Usar un sistema algebraico por computadora para encontrar cada 
integral definida.

dx

x3 9 � x2

dx

x2 9 � x2

dx

x 9 � x2

dx

9 � x2

Entonces usar la sustitución trigonométrica para reproducir los resultados obtenidos con 
el sistema algebraico por computadora.

En un capítulo anterior se vio cómo pueden usarse las funciones hiperbólicas inversas 
para evaluar las integrales

y
du

u a2 p u2
.

du
a2 � u2

du

u2 p a2
,

También se pueden evaluar estas integrales por cambios de variable trigonométricos. Esto 
se muestra en el siguiente ejemplo.

cot U �
9 � x2

x
sen U �

x

3
,

 � �
9 � x2

9x
� C.

 � �
1
9

9 � x2

x
� C

 � �
1
9

 cot U � C

 �
1
9

csc2 UdU

 �
1
9

dU

sen2 U

 
dx

x2 9 � x2
�

3 cos UdU

9 sen2 U 3 cos U

 �
9 � x2

x

 cot U �
cateto ady.
cateto op.

Q

3 x

9 x2

Figura 8.6
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EJEMPLO 2 Sustitución trigonométrica: u � a tan U

Encontrar 
dx

4x2 � 1
. 

Solución Sea u � 2x, a � 1 y 2x � tan U, como se muestra en la figura 8.7. Entonces,

y 4x2 � 1 � sec U.dx �
1
2

 sec2 UdU

La sustitución trigonométrica produce

 Sustituir.

 Simplificar.

 Aplicar la regla de la secante.

 Deshacer el cambio.

Intentar verificar este resultado con un sistema algebraico por computadora. El resultado, 
¿se da en esta forma o en la forma de una función hiperbólica inversa?

Extender el uso de la sustitución trigonométrica para cubrir las integrales conteniendo 
expresiones como  (a2 � u2)n 2 escribiendo la expresión como

a2 � u2 n 2 � a2 � u2 n.

EJEMPLO 3 Sustitución trigonométrica: potencias racionales

Encontrar 
dx

x2 � 1 3 2.

Solución Empezar escribiendo (x2 � 1)3 2 como x2 � 1 3. Entonces, sea a � 1 y  
u � x tan U, como se muestra en la figura 8.8. Usando

y x2 � 1 � sec Udx � sec2 UdU

aplicar la sustitución trigonométrica como sigue

 Reescribir el denominador.

 Sustituir.

 Simplificar.

 Identidad trigonométrica.

 Aplicar la regla del coseno.

 Sustitución hacia atrás.

sen U �
x

x2 � 1
tan U � x,

 �
1
2

 ln 4x2 � 1 � 2x � C.

 �
1
2

 ln sec U � tan U � C

 �
1
2

sec UdU

1

4x2 � 1
 dx �

1
2

sec2 UdU

sec U

 �
x

x2 � 1
� C

 � sen U � C

 � cos U dU

 �
dU

sec U

 �
sec2 UdU

sec3 U

dx
x2 � 1 3 2 �

dx

x2 � 1 3

sec U � 4x2 � 1tan U � 2x,

Q

1

2x4x
2 + 1

Figura 8.8

Figura 8.7

Q

1

xx
2 + 1
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Para las integrales definidas, a menudo es conveniente determinar los límites de la in-
tegración para U, eso evita volver a convertir a x. Repasar este procedimiento en la sección 
4.5, ejemplos 8 y 9.

EJEMPLO 4 Transformación de los límites de integración

Evaluar 
2

3
 

x2 � 3
x

 dx.

Solución Debido a que x2 3 tiene la forma u2 a2, considerar

y x � 3 sec Ua � 3u � x,

como se muestra en la figura 8.9. Entonces,

y x2 � 3 � 3 tan U.dx � 3 sec Utan U dU

Para determinar los límites superiores e inferiores de la integración, usar la sustitución 
x 3 sec U como sigue

Así, se tiene

En el ejemplo 4, intentar volver a convertir a la variable x y evaluar la antiderivada en los 
límites originales de integración. Obtener

2

3
 

x2 � 3
x

 dx � 3 
x2 � 3

3
� arcsec 

x

3

2

3
.

Cuando Cuando

y
y

6
.

0.

sec 
2

3
x 2,sec 1x 3,

Límite superiorLímite inferior

 0.0931.

 � 1 �
3P

6

 � 3
1

3
�

P

6

 � 3 tan U � U
P 6

0

 � 3 
P 6

0
sec2 U � 1 dU

 �
P 6

0

3 tan2 UdU

 
2

3

x2 � 3
x

 dx �

P 6

0

 
3 tan U 3sec U tan U dU

3 sec U

Límites de
integración
para x

Límites de
integración
para U

tan U �
x2 � 3

3
sec U �

x

3
,

Q

x
x2 3

3

Figura 8.9
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Al calcular integrales definidas por cambios de variables trigonométricos, verificar que 
los valores de U están en los intervalos discutidos al principio de esta sección. Es decir, si 
se hubiera pedido evaluar la integral definida en el ejemplo 4

� 3

�2
 

x2 � 3
x

 dx

entonces usando u � x y a � 3 en el intervalo [�2, � 3 ] implicaría que u � �a. Así, 
al determinar los límites superiores e inferiores de integración, se tendría que escoger U tal 
que P 2 � U � P. En este caso la integral sería resuelta como sigue.

Las sustituciones trigonométricas pueden usarse completando el cuadrado. Por ejemplo, 
evaluar la integral siguiente.

x2 � 2x dx

Para empezar, completar el cuadrado y escribir la integral como

x � 1 2 � 12 dx.

Las sustituciones trigonométricas pueden usarse para evaluar las tres integrales listadas 
en el teorema siguiente. Estas integrales se encontrarán varias veces en el resto del texto. 
Cuando esto pase, simplemente se citará este teorema. (En el ejercicio 85 verificar las fór-
mulas contenidas en el teorema.)

TEOREMA 8.2 FÓRMULAS DE INTEGRACIÓN ESPECIALES (a � 0)

1. 

2.

3.

 �0.0931

 � �1 �
3P

6

 � � 3 0 � P � �
1

3
�

5P

6

 � � 3 tan U � U
P

5P 6

 � � 3 
P

5P 6

sec2 U � 1  dU

 �
P

5P 6
� 3 tan2 UdU

 
� 3

�2

x2 � 3
x

 dx �

P

5P 6

 
� 3 tan U 3 sec U tan U dU

3 sec U

u2 � a2 du �
1
2

u u2 � a2 � a2 ln u � u2 � a2 � C

u > au2 � a2 du �
1
2

u u2 � a2 � a2 ln u � u2 � a2 � C,

a2 � u2 du �
1
2

a2 arcsen 
u
a

� u a2 � u2 � C
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Aplicaciones

EJEMPLO 5 Cálculo de la longitud de arco

Encontrar la longitud de arco de la gráfica de ƒ(x) �  ,N x2 entre x � 0 a x � 1 (ver figura 
8.10).

Solución Referirse a la fórmula de longitud de arco en la sección 7.4.

 Fórmula para su longitud de arco.

 f a(x) � x.

 Sea a � 1 y x � tan U.

 Ejemplo 5, sección 8.2.

EJEMPLO 6 Comparación de las fuerzas de dos fluidos

Un barril de petróleo sellado (que pesa 48 libras por pie3) está flotando en el agua de mar 
(que pesa 64 libras por pie3), como se muestra en las figuras 8.11 y 8.12. (El barril no está 
completamente lleno de petróleo. Con el barril recargado de lado, la parte superior, 0.2 pies 
del barril, está vacía.) Comparar las fuerzas del fluido del interior y del exterior contra un 
extremo del barril.

Solución En la figura 8.12, localizar el sistema de coordenadas con el origen al centro del 
círculo dado por x 2 � y 2 � 1. Para encontrar la fuerza del fluido contra un extremo interior 
del barril, integrar entre �1 y 0.8 (usando un peso de w � 48).

 Ecuación general (ver sección 7.7).

Para encontrar la fuerza exterior del fluido, integrar entre �1 y 0.4 (usando un peso de 
w � 64).

 � 51.2 
0.4

�1
1 � y2 dy � 128

0.4

�1
 y 1 � y2 dy

 Fexterior � 64
0.4

�1
0.4 � y 2 1 � y2 dy

Los detalles de integración se dejan para completarse en el ejercicio 84. Intuitivamente, ¿se 
diría que la fuerza del petróleo (interior) o la fuerza del agua de mar (exterior) es mayor? 
Evaluando estas dos integrales, determinar que

Finterior  121.3 libras  y  Fexterior  93.0 libras

 �
1
2

2 � ln 2 � 1 1.148

 �
1
2

sec U tan U � ln sec U � tan U
P 4

0

 �
P 4

0
sec3 UdU

 �
1

0
1 � x2 dx

 s �

1

0
1 � f� x 2 dx

 � 76.8
0.8

�1
1 � y2 dy � 96

0.8

�1
 y 1 � y2 dy

 Finterior� 48
0.8

�1
 0.8 � y 2 1 � y2 dy

 F � w
d

c

 h y L y  dy

1

1
x

2
1x2

11

f(x) = 

2,

(0, 0)

y

x

1

1

1

1

x2 + y2 = 1

0.4 pie
0.8 pie

y

La longitud de arco de la curva para (0, 0) 
a (1,  ,N )
Figura 8.10

El barril no está completamente lleno de 
petróleo; la parte superior del barril está 
vacía 0.2 pies
Figura 8.11

Figura 8.12
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En los ejercicios 1 a 4, indicar la sustitución trigonométrica que se 
usaría para encontrar la integral. No efectuar la integración.

 1.  2. 

 3.  4. 

En los ejercicios 5 a 8, encontrar la integral indefinida usando la 
sustitución x � 4 sen U.

 5.  6.

 7.  8.

En los ejercicios 9 a 12, encontrar la integral indefinida usando 
la sustitución x � 5 sec U.

 9.  10.

 11.  12.

En los ejercicios 13 a 16, encontrar la integral indefinida usando 
la sustitución x � tan U.

 13.  14.

 15.  16. 

En los ejercicios 17 a 20, usar las fórmulas de integración especial 
(teorema 8.2) para encontrar la integral.

 17.  18.

 19.  20.

En los ejercicios 21 a 42, encontrar la integral.

 21.  22.

 23.  24. 

 25.  26.

 27.  28.

 29.  30.

 31.  32.

 33.  34.

 35.  36.

 37.  38.

 39.  40.

 41.  42.

En los ejercicios 43 a 46, completar el cuadrado y encontrar la 
integral.

 43.  44.

 45.  46.

En los ejercicios 47 a 52, evaluar, usando la integral, a) los límites 
de integración dados y b) los límites obtenidos por la sustitución 
trigonométrica.

 47.  48.

 49.  50.

 51.  52.

En los ejercicios 53 y 54, encontrar la solución simbólica de la 
ecuación diferencial.

 53.

 54.

En los ejercicios 55 a 58, utilizar un sistema algebraico de compu-
tadora para encontrar la integral. Verificar el resultado por 
derivación.

 55.  56. 

 57.  58.

Desarrollo de conceptos

 59.  Indicar la sustitución que haría si se usara sustitución trigo-
nométrica y la integral con el radical dado, donde a > 0. 
Explicar el razonamiento.

a) b) c) u2 � a2a2 � u2a2 � u2

x2

16 � x2
 dx

16 � x2

x
 dx

4

x2 16 � x2
 dx

1
16 � x2 3 2 dx

x3

x2 � 25
 dxx3 x2 � 25 dx

x2 � 25
x

 dx
1

x2 � 25
 dx

x2

1 � x2 2 dx
1

1 � x2 2 dx

9x3

1 � x2
 dxx 1 � x2 dx

 5x2 � 1 dx 25 � 4x2 dx

4 � x2 dx9 � 16x2 dx

x

36 � x2
 dx

x

x2 � 36
 dx

1

x 4x2 � 16
 dx

1

x 4x2 � 9
 dx

4x2 � 9
x4  dx

1 � x2

x4  dx

t

4 � t2 3 2 dt
1

x2 � 4
 dx

 x 16 � 4x2 dx16 � 4x2 dx

1

49 � x2
 dx

1

16 � x2
 dx

x

x2 � 6x � 5
 dx

x

x2 � 6x � 12
 dx

x2

2x � x2
 dx

1

4x � x2
 dx

6

3

x2 � 9
x2  dx

6

4

x2

x2 � 9
 dx

3 5

0
9 � 25x2 dx

3

0

x 3

x2 � 9
 dx

3 2

0

1
1 � t2 5 2 dt

3 2

0

t2

1 � t2 3 2 dt

y 0 � 4x ≥ �2,x2 � 4 
dy

dx
� 1,

y 3 � 1x ≥ 3,x 
dy

dx
� x2 � 9,

Ejercicios8.4

 
x2

16 � x2
 dx

 9 � x2 �2 dx

 x2 x2 � 25 3 2 dx

 4 � x2 dx

x arcsen x dxx >
1
2arcsec 2x dx,

x3 � x � 1
x4 � 2x2 � 1

 dx
1

4 � 4x2 � x4 dx

1 � x

x
 dxex 1 � e2x dx

x � 1 x2 � 2x � 2 dxe2x 1 � e2x dx

1
x2 � 5 3 2 dx

�3x

x2 � 3 3 2 dx

x2 x2 � 4 dx
x2

x2 � 1
 dx

x2 � 2x � 11 3 2 dx
x2

x2 � 10x � 9
 dx

CAS
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Desarrollo de conceptos (continuación)

En los ejercicios 60 y 61, indicar el método de integración que 
se usaría para realizar cada integración. Explicar por qué se 
eligió tal método. No efectuar la integración.

 60. x x2 1 dx  61. x2 x2 1 dx

 62.  a)  Evaluar la integral  
x

x2 � 9
 dx  utilizando la sustitución 

de u. Evaluar después usando sustitución trigonométrica. 
Discutir los resultados.

 b)  Evaluar la integral  
x2

x2 � 9
 dx  de manera algebraica 

utilizando x2 � (x2 � 9) � 9. Después, evaluar mediante 
sustitución trigonométrica. Discutir los resultados.

 c)  Evaluar la integral  
4

4 � x2
 dx  utilizando sustitución 

trigonométrica. Evaluar después usando la identidad 

4

4 � x2
�

1

x � 2
�

1

x � 2
.  Discutir los resultados.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 63 a 66, determinar si el 
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por qué o dar 
un ejemplo que demuestre su falsedad.

 63.

 64.

 65.

 66.

 67. Área Encontrar el área interior de la elipse mostrada en la 
figura.

x2

a2

y2

b2 1

 68. Área Encontrar el área de la región sombreada del círculo de 
radio a, si la cuerda está h unidades de (0 � h � a) del centro del 
círculo (ver la figura).

 69. Diseño mecánico La superficie de una parte de la máquina es 
la región entre las gráficas de y � x  y x2 � (y � k)2 �  25 (ver 
la figura).

 a) Encontrar k si el círculo 
es tangente a la gráfica de  
y � x .

 b) Encontrar el área de la 
superficie de la parte de  
la máquina.

 c) Encontrar el área de la su-
perficie de la parte de la 
máquina como una función 
del radio r del círculo.

 70. Volumen El eje de un tanque de almacenamiento cilíndrico 
horizontal (ver la figura). El radio y longitud del tanque son 1 y 
3 metros, respectivamente.

 a) Determinar el volumen del fluido en el tanque como una 
función de la profundidad d.

 b) Usar una herramienta de graficación para hacer la gráfica 
de la función en el inciso a).

 c) Diseñar una varilla de control para el tanque con las marcas 
de  ,I ,  ,N  y   I .

 d) El fluido está entrando en el tanque a una velocidad de  
 ,I  m3 min. Determinar la proporción de cambio de la pro-
fundidad del fluido como una función de su profundidad d.

 e) Usar una herramienta de graficación para hacer la gráfica de 
la función en el inciso d). ¿Cuándo es mínima la proporción 
de cambio de la profundidad? ¿Esto está de acuerdo con la 
intuición? Explicar.

Volumen de un toro En los ejercicios 71 y 72, encontrar el volu-
men del toro generado al girar la región acotada por la gráfica 
del círculo alrededor del eje y.

 71. (x � 3)2 � y2 � 1 (ver la figura)

 72. (x � h)2 � y2 � r2, h � r

Si entonces

Si entonces

Si entonces

Si entonces
1

1
 x
2 1 x2 dx 2

2

0
 sen2 cos2 d .x sen ,

3

0

dx

1 x2 3 2

4 3

0

cos d .x tan ,

x2 1
 x

 dx sec  tan d .x sec ,

dx

1 x2
d .x sen ,

b

a

y = b
a a2 x2

x

y

y =  b
a a2 x2

x
a

a

a

a

h

y

x

(0, k)

y

Para discusión

  Figura para 67  Figura para 68
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1 m
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(x ��3)2 + y2 = 1

y
Círculo:
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Longitud de arco En los ejercicios 73 y 74, encontrar la longitud 
de arco de la curva en el intervalo dado.

 73. 1, 5y � ln x,  74. 0, 4y �
1
2 x2,

 75. Longitud de arco Mostrar que la longitud de un arco de la 
curva del seno es igual a la longitud de un arco de la curva del 
coseno.

 76. Conjetura

 a) Encontrar las fórmulas para la distancia entre (0, 0) y  
(a, a2) a lo largo de la recta entre estos puntos y a lo largo 
de la parábola y  � x2.

 b) Usar las fórmulas del inciso a) para encontrar las distancias 
para a � 1 y a � 10.

 c) Hacer una conjetura sobre la diferencia entre las dos dis-
tancias cuando a crece.

Movimiento del proyectil En los ejercicios 77 y 78, a) usar una 
herramienta de graficación para hacer la gráfica de la trayectoria 
de un proyectil que sigue el camino dado por la gráfica de la ecua-
ción, b) determinar el rango del proyectil y c) usar integración en 
una herramienta de graficación para determinar la distancia de 
las trayectorias del proyectil.

 77. y � x � 0.005x2  78. y � x �
x2

72

Centroide En los ejercicios 79 y 80, encontrar el centroide de la 
región acotada por las gráficas de las desigualdades.

 79. 

 80. 

 81. Área de una superficie Encontrar el área de la superficie del 
sólido generada al girar la región acotada por las gráficas de  
y � x2, y � 0, x � 0 y x � 2 alrededor del eje x.

 82. Intensidad de campo La intensidad de campo H de un imán 
de longitud 2L sobre una partícula a r unidades del centro del 
imán es

H �
2mL

r2 � L2 3 2

donde �m son los polos del imán (ver la figura). Encontrar la 
intensidad de campo media cuando la partícula se mueve de 0 
a R unidades del centro evaluando la integral

1
R

R

0

2mL
r2 � L2 3 2 dr.

 83. Fuerza de un fluido Encontrar la fuerza de un fluido sobre 
una ventana vertical de observación circular de 1 pie de radio 
dentro de un tanque lleno de agua de un centro piscícola cuando 
el centro de la ventana es a) 3 pies y b) d pies (d � 1) debajo de 
la superficie de agua (ver la figura). Usar la sustitución trigono-
métrica para evaluar la integral. (Recordar que en la sección 7.7, 
en un problema similar, se evaluó una integral por una fórmula 
geométrica y la otra observando que el integrando era impar.)

 84. Fuerza de un fluido Evaluar las siguientes dos integrales que 
proporcionan las fuerzas del fluido en el ejemplo 6.

 a) 

 b)

 85. Usar la sustitución trigonométrica para verificar las fórmulas de 
la integración dadas en el teorema 8.2.

 86. Longitud de arco Mostrar que la longitud de arco de la gráfica 
y � sen x en el intervalo [0, 2P] es igual a la circunferencia de 
la elipse x2 � 2y2 � 2 (ver la figura).

 87. Área de un lune La región creciente acotada por dos círculos 
forman un lune (ver la figura). Encontrar el área del lune dado 
que el radio del círculo más pequeño es 3 y el radio del círculo 
más grande es 5.

 88.  Área Dos círculos de radio 3, con centros en (�2, 0) y (2, 0) 
se intersecan como se muestra en la figura. Encontrar el área de 
la región sombreada.

 89.  Evaluar

  
1

0

 
ln x � 1

x2 � 1
 dx.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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8.5 Fracciones simples o parciales
■ Entender el concepto de una descomposición en fracciones simples o parciales.

■ Usar la descomposición de fracciones simples con los factores lineales para integrar las 

funciones racionales.

■ Usar la descomposición de fracciones simples con los factores cuadráticos para integrar 

las funciones racionales.

Fracciones simples o parciales

En esta sección se examina un procedimiento para descomponer una función racional en 
funciones racionales más simples para poder aplicar las fórmulas básicas de la integración. 
Este procedimiento se llama método de las fracciones simples o parciales. Para ver el 
beneficio del método de las fracciones simples, considerar la integral

% 
1

x2 � 5x � 6
 dx.

Para evaluar esta integral sin las fracciones parciales, completar el cuadrado y hacer un 
cambio de variable trigonométrica (ver la figura 8.13) para obtener

Ahora, suponer que se ha observado que
1

x2 � 5x � 6
�

1
x � 3

�
1

x � 2
.
 

Descomposición en fracciones parciales.

Entonces, evaluar la integral fácilmente, como sigue.

 � ln\x � 3\ � ln\x � 2\ � C

 % 
1

x2 � 5x � 6
 dx � % � 1

x � 3
�

1
x � 2� dx

Este método es preferible a los cambios de variable trigonométricas. Sin embargo, su uso 
depende de la habilidad para factorizar el denominador, x2 � 5x � 6, y para encontrar las 
fracciones parciales

y �
1

x � 2
.

1
x � 3

En esta sección se estudiarán las técnicas para encontrar las descomposiciones de las frac-
ciones parciales.

sec U � 2x � 5

 � ln\x � 3\ � ln\x � 2\ � C.

 � ln\x � 3
x � 2\ � C

 � 2 ln\�x � 3
�x � 2\ � C

 � 2 ln\ x � 3
�x2 � 5x � 6\ � C

 � 2 ln\ 2x � 5

2�x2 � 5x � 6
�

1

2�x2 � 5x � 6\ � C

 � 2 ln\csc U � cot U\ � C

 � 2% csc U dU

dx �
1
2 sec U tan U dU � % 

S1Y2D sec U tan U dU

S1Y4D tan2 U

a �
1
2, x �

5
2 �

1
2 sec U % 

1
x2 � 5x � 6

 dx � % 
dx

Sx � 5Y2D2 � S1Y2D2 .

.

Q

2x 
5

1

x2 5x + 62

Figura 8.13

JOHN BERNOULLI (1667-1748)
El método de descomposición de las frac-
ciones simples o parciales fue introducido 
por John Bernoulli, matemático suizo cuyas 
investigaciones fueron fundamentales en 
el desarrollo temprano del cálculo. John 
Bernoulli fue profesor en la Universidad de 
Basilea donde contó con ilustres discípulos, 
el más famoso fue Leonhard Euler.
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Recordar del álgebra que cada polinomio con coeficientes reales puede factorizarse en 
factores lineales y cuadráticos irreductibles.* Por ejemplo, el polinomio

x5 � x4 � x � 1

puede escribirse como

donde (x � 1) es un factor lineal, (x � 1)2 es un factor lineal repetido y (x2 � 1) es un factor 
cuadrático irreducible. Usando esta factorización, escribir la descomposición de la fracción 
parcial de la expresión racional

NSxD
x5 � x4 � x � 1

donde N(x) es un polinomio de grado menor que 5, como sigue.

NSxD
Sx � 1DSx � 1D2Sx2 � 1D �

A
x � 1

�
B

x � 1
�

C
Sx � 1D2 �

Dx � E
x2 � 1

DESCOMPOSICIÓN DE N(x)YD(x) EN FRACCIONES SIMPLES

1. Dividir en caso impropio: Si N(x)YD(x) es una fracción impropia (es decir, si 
el grado del numerador es mayor o igual al grado del denominador), dividir el 
denominador en el numerador para obtener

NSxD
DSxD � Sa polinomio D �

N1SxD
DSxD

donde el grado de N1(x) es menor del grado de D(x). Entonces aplicar los pasos 
2, 3 y 4 a la expresión racional propia N1(x)YD(x).

2. Factorizar el denominador: Factorizar completamente el denominador en fac-
tores de los tipos

y Sax2 � bx � cDnS px � qDm

donde ax2 � bx � c es irreducible.
3. Factores lineales: Para cada factor lineal (px + q)m, la descomposición en frac-

ciones parciales debe incluir la suma siguiente de m fracciones.

A1

S px � qD �
A2

S px � qD2 � .  .  . �
Am

S px � qDm

4. Factores cuadráticos: Para cada factor cuadrático (ax2 � bx � c)n, la descom-
posición en fracciones parciales debe incluir la suma siguiente de n fracciones.

B1x � C1

ax2 � bx � c
�

B2x � C2

Sax2 � bx � cD2 � .  .  . �
Bnx � Cn

Sax2 � bx � cDn

* Para una revisión de técnicas de factorización, ver Precalculus, 7a. edición, por Larson y Hostetler o Precalculus: 
A Graphing Approach, 5a. edición, por Larson, Hostetler y Edwards (Boston, Massachusetts: Houghton Mifflin, 
2007 y 2008, respectivamente).

 � Sx � 1DSx � 1D2Sx2 � 1D
 � Sx2 � 1DSx � 1DSx � 1DSx � 1D
 � Sx2 � 1DSx2 � 1DSx � 1D
 � Sx4 � 1DSx � 1D

 x5 � x4 � x � 1 � x4Sx � 1D � Sx � 1D

AYUDA DE ESTUDIO  En cursos previos 
se vio cómo combinar funciones tales 
como

1
x � 2

�
�1

x � 3
�

5
Sx � 2DSx � 3D.

El método de las fracciones parciales 
muestra cómo invertir este proceso.

5
Sx � 2DSx � 3D �

?
x � 2

�
?

x � 3
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Factores lineales

Las técnicas algebraicas para determinar las constantes en los numeradores de una descom-
posición en fracciones parciales con factores lineales se muestran en los ejemplos 1 y 2.

EJEMPLO 1 Factores lineales distintos

Escribir la descomposición de la fracción parcial para 
1

x2 � 5x � 6
.

Solución Porque x2 � 5x � 6 � (x � 3)(x � 2), incluir una fracción parcial para cada 
factor y escribir

1
x2 � 5x � 6

�
A

x � 3
�

B
x � 2

donde A y B serán determinados. Multiplicando esta ecuación por el mínimo común deno-
minador (x � 3)(x � 2) da la ecuación básica

1 � A(x � 2) � B(x � 3). Ecuación básica.

Porque esta ecuación es cierta para todo x, se puede sustituir cualquier valor conveniente 
para x para obtener las ecuaciones en A y B. Los valores más convenientes son los que hacen 
los factores particulares igual a 0.

Para resolver para A, sea x � 3 y obtener

 Sea x � 3 en la ecuación básica.

Para resolver para B, sea x � 2 y obtener

 Sea x � 2 en la ecuación básica.

Así, la descomposición es

1
x2 � 5x � 6

�
1

x � 3
�

1
x � 2

como se muestra al principio de esta sección.

Asegurarse de que el método de fracciones parciales sólo es práctico para las integrales 
de funciones racionales cuyos denominadores factorizan “muy bien”. Por ejemplo, si el 
denominador en el ejemplo 1 se cambiara a x2 � 5x � 5, su factorización como

x2 � 5x � 5 � x �
5 � 5

2
x �

5 � 5
2

sería demasiado complicada como para usar con las fracciones simples parciales. En casos 
así, es preferible completar el cuadrado o recurrir a integración simbólica en un sistema 
algebraico por computadora para realizar la integración. Al hacer esto, se obtiene

 
1

x2 � 5x � 5
 dx �

5
5

 ln 2x � 5 � 5 �
5

5
 ln 2x � 5 � 5 � C.

A � 1.

1 � A 1 � B 0

1 � A 3 � 2 � B 3 � 3

B � �1.

1 � A 0 � B �1

1 � A 2 � 2 � B 2 � 3

NOTA  Notar que las sustituciones 
para x en el ejemplo 1 son escogidas 
por su conveniencia determinando los 
valores para A y B; x � 2 se elige para 
eliminar el término A(x � 2), y x � 3 
se elige para eliminar el término 
B(x � 3). La meta es hacer las 
sustituciones convenientes siempre que 
sea posible. 

PARA MAYOR INFORMACIÓN    
Para aprender un método diferente 
para encontrar la descomposición 
de las fracciones parciales, llamado 
Método de Heavyside, ver el artículo 
“Calculus to Algebra Connections in 
Partial Fraction Decomposition”, de 
Joseph Wiener y Will Watkins, en The 
AMATYC Review.
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EJEMPLO 2 Factores lineales repetidos

Encontrar % 
5x2 � 20x � 6
x3 � 2x2 � x

 dx.

Solución Porque

 � xSx � 1D2

 x3 � 2x2 � x � x(x2 � 2x � 1D

incluir una fracción para cada potencia de x y (x � 1) y escribir

5x2 � 20x � 6
xSx � 1D2 �

A
x

�
B

x � 1
�

C
Sx � 1D2.

Multiplicando por el mínimo común denominador x(x � 1)2 da la ecuación básica

5x2 � 20x � 6 � ASx � 1D2 � BxSx � 1D � Cx. Ecuación básica.

Para resolver para A, sea x � 0. Esto elimina los términos B y C y da

 A � 6.

 6 � AS1D � 0 � 0

Para resolver para C, sea x � �1. Esto elimina los términos A y B y da

 C � 9.

5 � 20 � 6 � 0 � 0 � C

Se han usado las opciones más convenientes para x, para encontrar el valor de B, usar 
cualquier otro valor de x junto con los valores calculados de A y C. Usando x � 1, A � 6 
y C � 9 producen

Así, sigue que

Intentar verificar este resultado derivando. Incluir álgebra en la verficación, simplificando 
la derivada hasta que haya obtenido el integrando original.

NOTA  Es necesario hacer tantas sustituciones para x como coeficientes desconocidos (A, B,  
C, . . .) para ser determinados. Así, en el ejemplo 2, se hicieron tres sustituciones (x � 0, x � �1 y  
x � 1) para resolver para A, B y C. 

 � ln\ x6

x � 1\ �
9

x � 1
� C.

 � 6 ln\x\ � ln\x � 1\ � 9
Sx � 1D�1

�1
� C

 % 
5x2 � 20x � 6

xSx � 1D2  dx � % �6
x

�
1

x � 1
�

9
Sx � 1D2� dx

 B � �1.

 �2 � 2B

 31 � 6S4D � 2B � 9

 5 � 20 � 6 � AS4D � BS2D � C

PARA MAYOR INFORMACIÓN    
Para un enfoque alternativo de usar 
las fracciones simples, ver el artículo 
“A Short-cut in Partial Fractions”, por 
Xun-Chen y Huang, en The College 
Mathematics Journal.

6
x

�
9

Sx � 1D2 �
1

x � 1

convertir �5x2 � 20x � 6
x3 � 2x2 � x

, fracsimp, x�

 TECNOLOGÍA Pueden usarse 
más sistemas algebraicos tales como 
Maple, Mathematica y TI-89, para 
descomponer una función racional 
en fracciones parciales. Por ejem-
plo, usando el Maple, se obtiene lo 
siguiente.
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Factores cuadráticos

Al usar el método de fracciones simples con los factores lineales, una opción conveniente de 
x da un valor inmediatamente por uno de los coeficientes. Con los factores cuadráticos, un 
sistema de ecuaciones lineales tiene que ser resuelto, sin tener en cuenta la opción de x.

EJEMPLO 3 Factores cuadráticos y lineales distintos

Encontrar % 
2x3 � 4x � 8

Sx2 � xDSx2 � 4D
 dx.

Solución Porque

Sx2 � xDSx2 � 4D � xSx � 1DSx2 � 4D

debe incluir una fracción simple para cada factor y escribir

2x3 � 4x � 8
xSx � 1DSx2 � 4D

�
A
x

�
B

x � 1
�

Cx � D
x2 � 4

.

Multiplicando por el mínimo común denominador x(x � 1)(x2 � 4) da la ecuación básica

2x3 � 4x � 8 � ASx � 1DSx2 � 4D � BxSx2 � 4D � SCx � DDSxDSx � 1D.

Para resolver para A, sea x � 0 y obtener

2 � A.�8 � AS�1DS4D � 0 � 0

Para resolver para B, sea x � 1 y obtener

�2 � B.�10 � 0 � BS5D � 0

En este punto, C y D serán determinados todavía. Encontrar estas constantes restantes eli-
giendo otros dos valores para x y resolviendo el sistema resultante de ecuaciones lineales. 
Si x � �1, entonces, usando A � 2 y B � �2, escribir

 2 � �C � D.

 �6 � S2DS�2DS5D � S�2DS�1DS5D � S�C � DDS�1DS�2D

Si x � 2, se tiene

 8 � 2C � D.

 0 � S2DS1DS8D � S�2DS2DS8D � S2C � DDS2DS1D

Resolviendo el sistema lineal sustrayendo la primera ecuación de la segunda

 2C � D � 8

 �C � D � 2

da C � 2. Por consiguiente, D � 4, y sigue que

 � 2 ln\x\ � 2 ln\x � 1\ � lnSx2 � 4D � 2 arctan 
x
2

� C.

% �2
x

�
2

x � 1
�

2x
x2 � 4

�
4

x2 � 4� dx% 
2x3 � 4x � 8

xSx � 1DSx2 � 4D
 dx �
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En los ejemplos 1, 2 y 3 la solución de la ecuación básica empezó con la sustitución 
de valores de x haciendo que factores lineales fueran igual a 0. Este método funciona bien 
cuando la descomposición de fracciones parciales contiene los factores lineales. Sin embargo, 
si la descomposición contiene sólo factores cuadráticos, es a menudo más conveniente un 
procedimiento alternativo.

EJEMPLO 4 Factores cuadráticos repetidos

Encontrar  
8x3 13x

x2 2 2  dx.

Solución Incluyen una fracción parcial para cada potencia de (x2 � 2) y escribir

8x3 13x

x2 2 2

Ax B

x2 2
Cx D

x2 2 2.

Multiplicando por el mínimo común denominador (x2 � 2)2 da la ecuación básica.

8x3 13x Ax B x2 2 Cx D.

Desarrollando la ecuación básica y agrupando como términos semejantes produce

8x3 13x Ax3 Bx2 2A C x 2B D .

8x3 13x Ax3 2Ax Bx2 2B Cx D

Ahora, igualar los coeficientes de términos semejantes en ambos lados de la ecuación.

Usando los valores conocidos A � 8 y B � 0, escribir

D 0.0 2B D 2 0 D

C 313 2A C 2 8 C

Por último, concluir que

 4 ln x2 2
3

2 x2 2
C.

  
8x3 13x

x2 2 2
 dx  

8x

x2 2

3x

x2 2 2
 dx

 TECNOLOGÍA  Usando un sistema algebraico por computadora para evaluar la inte-
gral en el ejemplo 4 podría encontrarse que la forma de la antiderivada es diferente. Por 
ejemplo, cuando se usa un sistema algebraico por computadora para trabajar el ejemplo 
4, se obtiene

 
8x3 13x

x2 2 2  dx ln x8 8x6 24x4 32x2 16
3

2 x2 2
C.

¿Este resultado es equivalente al obtenido en el ejemplo 4?

13 � 2A � C

0 � B

8x3 � 0x2 � 13x � 0 � Ax3 � Bx2 � S2A � CDx � S2B � DD

0 � 2B � D8 � A
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Cuando se integren expresiones racionales, tener presente que para las expresiones 
racionales impropias como

NSxD
DSxD

�
2x3 � x2 � 7x � 7

x2 � x � 2

primero dividir para obtener

NSxD
DSxD

� 2x � 1 �
�2x � 5

x2 � x � 2
.

La expresión racional propia se descompone entonces en sus fracciones parciales por los 
métodos usuales. Aquí están algunas estrategias para resolver la ecuación básica que se 
obtiene en una descomposición de fracciones parciales.

Estrategias para resolver la ecuación básica

Factores lineales

1. Sustituir en la ecuación básica las raíces de los distintos factores lineales.
2. Para factores lineales repetidos, usar los coeficientes lineales determinados en la 

estrategia 1 para reescribir la ecuación básica. Entonces sustituir otros valores 
convenientes de x y resolver para los coeficientes restantes.

Factores cuadráticos

1. Desarrollar la ecuación básica.
2. Agrupar términos atendiendo a las potencias de x.
3. Igualar los coeficientes de cada potencia para obtener un sistema de ecuaciones 

lineales conteniendo A, B, C, etcétera.
4. Resolver el sistema de ecuaciones lineales.

Antes de concluir se debe recordar lo siguiente. Primero, no es necesario usar siempre 
la técnica de las fracciones parciales en las funciones racionales. Por ejemplo, la integral 
siguiente se evalúa más fácil por la regla log.

 �
1
3

 ln\x3 � 3x � 4\ � C

 % 
x2 � 1

x3 � 3x � 4
 dx �

1
3% 

3x2 � 3
x3 � 3x � 4

 dx

Segundo, si el integrando no está en la forma reducida, reduciéndolo se puede eliminar la 
necesidad de las fracciones parciales, como se muestra en la integral siguiente.

Por último, pueden usarse las fracciones parciales con algunos cocientes que contienen 
funciones trascendentes. Por ejemplo, la sustitución u � sen x permite escribir

u � sen x, du � cos x dx.% 
cos x

sen xSsen x � 1D
 dx � % 

du
uSu � 1D

.

 �
1
2

 ln\x2 � 2x � 2\ � C

 � % 
x � 1

x2 � 2x � 2
 dx

 % 
x2 � x � 2
x3 � 2x � 4

 dx � % 
Sx � 1DSx � 2D

Sx � 2DSx2 � 2x � 2D
 dx



SECCIÓN 8.5  Fracciones simples o parciales  561

En los ejercicios 1 a 6, escribir la forma de la descomposición 
en fracciones parciales de la expresión racional. No resolver sus 
coeficientes.

 1.  2. 

 3.  4.

 5.  6.

En los ejercicios 7 a 28, usar las fracciones parciales para encon-
trar la integral.

 7.  8.

 9.  10.

 11.  12.

 13.  14.

 15.  16.

 17.  18.

 19.  20.

 21.  22.

 23.  24.

 25.  26.

 27.  28.

En los ejercicios 29 a 32, evaluar la integral definida. Usar una 
herramienta de graficación para verificar el resultado.

 29.  30.

 31.  32.

En los ejercicios 33 a 40, usar un sistema algebraico por computado-
ra para determinar la primitiva que atraviesa el punto dado. Usar 
el sistema para hacer la gráfica de la antiderivada resultante.

 33.  34.

 35.  36.

 37. 

 38.

 39.

 40.

En los ejercicios 41 a 50, usar una sustitución adecuada para 
encontrar la integral.

 41.  42. 

 43.  44. 

 45.  46. 

 47.  48. 

 49.  50. 

En los ejercicios 51 a 54, usar el método de fracciones parciales 
para verificar la fórmula de la integración.

 51.

 52.

53.

 54.

Campos de pendientes En los ejercicios 55 y 56, usar un sistema 
algebraico por computadora para hacer la gráfica del campo de 
pendientes para la ecuación diferencial y hacer la gráfica de la 
solución a través de la condición inicial dada.

 55.  56.

Desarrollo de conceptos

 57. ¿Cuál es el primer paso cuando se integra % x3

x � 5
 dx? Ex-

plicar.

 58. Describir la descomposición de la función racional propia 
N(x)YD(x) a) si D(x) � (px � q)m y b) si D(x) � (ax2 � bx  
� c)n, donde ax2 � bx � c es irreducible. Explicar por qué 
se eligió ese método.

2x 1
x�x2 1 2

x  9
x2 6x

x 4
x2 6x 5

2x 3
x3 10x

2x2 1
x 3 3

4
x2 8x

 
x2 x 3

x4 6x2 9
 dx 

x2 5
x3 x2 x 3

 dx

 
x2 4x 7

x3 x2 x 3
 dx 

x

16x4 1
 dx

 
x2 x 9

x2 9 2  dx 
x2

x4 2x2 8
 dx

 
6x

x3 8
 dx 

x2 1
x3 x

 dx

4x2

x3 x2 x 1
 dx

x2 3x 4
x3 4x2 4x

 dx

 
3x 4
x 1 2 dx 

4x2 2x 1
x3 x2  dx

 
x 2

x2 4x
 dx 

2x3 4x2 15x 5
x2 2x 8

 dx

 
x3 x 3
x2 x 2

 dx 
x2 12x 12

x3 4x
 dx

 
5x2 12x 12

x3 4x
 dx 

5 x

2x2 x 1
 dx

1

0
 

x2 x

x2 x 1
 dx

2

1
 

x 1
x x2 1

 dx

5

1
 

x 1
x2 x 1

 dx

2

0
 

3
4x2 5x 1

 dx

3, 4 
x3

x2 4 2 dx,0, 1 
x2 x 2

x2 2 2  dx,

2, 1 
6x2 1

x2 x 1 3 dx,6, 0 
5x

x2 10x 25
 dx,

2, 6 
x2 x 2

x3 x2 x 1
 dx,

7, 2 
1

x2 25
 dx,

3, 2 
x 2x 9

x3 6x2 12x 8
 dx,

3, 10 
2x2 2x 3

x3 x2 x 2
 dx,

 
1

x2 a bx
 dx

1
ax

b

a2 ln
x

a bx
C

 
x

a bx 2 dx
1
b2

a

a bx
ln a bx C

 
1

a2 x2 dx
1

2a
 ln

a x

a x
C

 
1

x a bx
 dx

1
a

 ln
x

a bx
C

y 0 5y 0 3

dy

dx

4
x2 2x 3

dy

dx

6
4 x2
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5

x2 3x 4
 dx

 
1

x2 9
 dx

 
x 2

x2 11x 18
 dx

 
1

4x2 1
 dx

CAS

 
sen x

cos x cos2 x
 dx 

sen x
cos x cos x 1

 dx

 
x

x 4
 dx

 
ex

ex 1 ex 4
 dx

 
sec2 x

tan2 x 5 tan x 6
 dx

 
cos x

sin x sin2 x
 dx

 
1

x 3 x
 dx

  
ex

e2x 1 ex 1
 dx

 
sec2 x

tan x tan x 1
 dx

 
5 cos x

sin2 x 3 sin x 4
 dx

CAS

sen sen sen sen
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 59. Área Encontrar el área de la región acotada por las gráficas de 
y  12 (x2  5x  6), y  0, x  0 y x  1.

 60.  Área Encontrar el área de la región acotada por las gráficas de  
y  15 (x2  7x  12), y  0, x  0 y x  2.

 61. Área Encontrar el área de la región acotada por las gráficas de 
y  7 (16  x2) y y  1.

 62.  Indicar el método que se utilizaría para evaluar cada integral. 
Explicar por qué se escogió tal método. No efectuar la inte-
gración.

  a) b)

  c)

 63. Modelo matemático El costo previsto de una compañía C (en 
cientos de miles de dólares) para quitar p% de un químico de su 
agua residual se muestra en la tabla.

Un modelo para los datos está dado por

0 p < 100.C �
124p

�10 � p �100 p
,

Usar el modelo para encontrar el costo medio para quitar entre 
75 y 80% del químico.

 64. Crecimiento logístico En el capítulo 6, la ecuación de creci-
miento exponencial se derivó de la suposición de que la pro-
porción de crecimiento era proporcional a la cantidad existente. 
En la práctica, a menudo existe una cota superior L por la cual 
el crecimiento no puede ocurrir. En la práctica, se debe asumir 
que la proporción de crecimiento no sólo es proporcional a la 
cantidad existente, sino también a la diferencia entre la cantidad 
existente y y la cota superior L. Que es, dy dt  ky(L  y). En 
la forma integral, escribir esta relación como

 
dy

y�L y
�  k dt.

 a) Se muestra un campo de pendientes para dy dt  y(3  y) 
de la ecuación diferencial. Dibujar una posible solución a 
la ecuación diferencial si y(0)  5, y otro si y(0)   ,N . 

 b) Donde y(0) es mayor que 3, ¿cuál es el signo de la pendiente 
de la solución?

 c) Para y  0, encontrar lím
tm

 y t .

 d) Evaluar las dos integrales dadas y resolver para y como una 
función de t donde y0 es la cantidad inicial.

 e) Usar el resultado del inciso d) para encontrar y hacer la 
gráfica de las soluciones en el apartado a). Usar una herra-
mienta de graficación para hacer la gráfica de las solucio-
nes y comparar los resultados con las soluciones en el in-
ciso a).

 f) La gráfica de la función y es una curva logística. Mostrar 
que la proporción de crecimiento es máxima en el punto 
de inflexión y que esto ocurre cuando y  L 2.

 65. Volumen y centroide Considerar la región acotada por las 
gráficas de y  2x (x2  1), y  0, x  0 y x  3. Encontrar el 
volumen del sólido generado al girar la región alrededor del eje 
x. Encontrar el centroide de la región.

 66. Volumen Considerar la región acotada por la gráfica de y2  
(2  x)2 (1  x)2 en el intervalo [0, 1]. Encontrar el volumen 
del sólido generado al girar esta región alrededor del eje x.

 67. Modelo de epidemias Un solo individuo infectado entra en 
una comunidad de n individuos susceptibles. Sea x el número de 
individuos recientemente infectados en el momento t. El modelo 
de epidemias común asume que la enfermedad se extiende a un 
ritmo proporcional al producto del número total infectado y al 
número no infectado todavía. Así, dx dt  k(x  1)(n  x) y 
se obtiene

 
1

�x � 1 �n x
 dx �  k dt.

Resolver para x como una función de t.

 68. Reacciones químicas En una reacción química, una unidad de 
compuesto Y y una unidad de compuesto Z se convierte en una 
sola unidad de X. El compuesto x es la cantidad de compuesto 
X formada, y la proporción de formación de X es proporcional 
al producto de las cantidades de compuestos no convertidos Y 
y Z. Entonces, dx dt  k(y0  x)(z0  x), donde el y0 y z0 son 
las cantidades iniciales de compuestos Y y Z. De esta ecuación 
se obtiene

 
1

�y0 x �z0 x
 dx � k dt.

.
 a) Realizar las dos integraciones y resolver para x en términos 

de t.
 b) Usar el resultado del inciso a) para encontrar x como  

t   si 1) y0  z0, 2) y0  z0 y 3) y0  z0.

 69. Evaluar

  

1

0
 

x

1 � x4 dx

  de dos maneras diferentes, una de las cuales por descomposición 
en fracciones parciales.

 70. Demostrar 
22
7

� �

1

0
 
x4�1 x 4

1 � x2  dx.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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t

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

y

4

x2 2x 5
 dx

x 1

x2 2x 8
 dx

7x 4

x2 2x 8
 dx

Para discusión

Preparación del examen Putnam
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8.6 Integración por tablas y otras técnicas de integración
■ Evaluar una integral indefinida usando una tabla de integrales.

■ Evaluar una integral indefinida usando las fórmulas de reducción.

■ Evaluar una integral indefinida que involucra funciones racionales de seno y coseno.

Integración por tablas

Ya se han estudiado en este capítulo algunas técnicas de integración utilizables con ayuda 
de las reglas básicas de integración. Pero el saber cómo usar varias técnicas no es suficiente. 
Se necesita saber cuándo usarlas. La integración es, por encima de todo, un problema de 
reconocimiento. Es decir, reconocer qué regla o técnica aplicar para obtener una antiderivada. 
Con frecuencia, una ligera alteración del integrando requerirá una técnica de integración 
diferente (o produce una función cuya antiderivada no es una función elemental), como se 
muestra abajo.

 Integración por partes.

 Regla de las potencias.

 Regla log.

 Función no elemental.

Muchas personas encuentran las tablas de integrales como un valioso suplemento a las 
técnicas de integración discutidas en este capítulo. Pueden encontrarse tablas de integrales 
comunes en el apéndice B. Pero la integración por tablas no es una “solución total” para 
todas las dificultades que pueden acompañar a la integración; usar tablas de integrales re-
quiere razonamiento considerable y visión, y a menudo involucra sustitución.

Cada fórmula de la integración en el apéndice B puede desarrollarse usando una o más 
de las técnicas de este capítulo. Intentar verificar algunas de las fórmulas. Por ejemplo, la 
fórmula 4

 
u

a bu 2 du
1
b2 

a
a bu

ln a bu C  Fórmula 4.

puede verificarse usando el método de fracciones simples, y la fórmula 19

 
a bu

u
 du 2 a bu a  

du

u a bu
 Fórmula 19.

puede verificarse integrando por partes. Notar que las integrales en el apéndice B son cla-
sificadas de acuerdo con formas que contienen lo siguiente.

 Funciones trigonométricas

Funciones trigonométricas inversas Función exponencial

Funciones logarítmicas 

 TECNOLOGÍA Un sistema al-
gebraico por computadora consiste, 
en parte, en una base de datos de 
fórmulas de integración. La diferen-
cia principal entre usar un sistema 
algebraico y usar tablas de integra-
les es que con un sistema algebraico 
por computadora busca en la base 
de datos una región adecuada. Con 
las tablas de integración, uno debe 
hacer la búsqueda.

  
x

ln x
 dx ?

  
1

x ln x
 dx ln ln x C

  
ln x
x 

 dx
ln x 2

2
C

  x ln x dx
x2

2
 ln x

x2

4
C

a2 u2

a2 u2

a bu cu2

un

u2 a2

a bu

a bu
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EJEMPLO 1 Integración por tablas

Encontrar  
dx

x x 1
 .

Solución Puesto que la expresión dentro del radical es lineal, considerar las integrales 
que contienen a bu.

Fórmula 17 a < 0 . 
du

u a bu

2

a
 arctan 

a bu
a

C

Sea a  1, b  1 y u  x. Entonces du  dx y puede escribirse

 
dx

x x 1
2 arctan x 1 C.

EJEMPLO 2 Integración por tablas

Encontrar  x x4 9 dx.

Solución Porque el radical tiene la forma u a2 2 , debe considerarse la fórmula 26.

 u2 a2 du
1
2

u u2 a2 a2 ln u u2 a2 C

Sea u  x2 y a  3. Entonces du  2x dx, y se tiene

 
1
4

x2 x4 9 9 ln x2 x4 9 C.

  x x4 9 dx
1
2

  x2 2 32 2x  dx

EJEMPLO 3 Integración por tablas

Encontrar  
x

1 e x2 dx.

Solución De las formas que contienen eu, considerar la fórmula siguiente.

 
du

1 eu u ln 1 eu C  Fórmula 84.

Sea u   x2. Entonces du  2x dx, y se tiene

 
1
2

 x2 ln 1 e x2 C.

 
1
2

 x2 ln 1 e x2 C

  
x

1 e x2 dx
1
2

  
2x dx

1 e x2

 TECNOLOGÍA El ejemplo 3 muestra la importancia de tener varias técnicas de so-
lución a disposición. Esta integral no es difícil de resolver con una tabla, pero cuando 
se ha intentado resolverla con un programa de integración simbólica muy conocido, la 
herramienta de graficación ha sido incapaz de encontrar la antiderivada.

E X P L O R A C I Ó N

Usar las tablas de integrales en el 
apéndice B y la sustitución

u x 1

para evaluar la integral en el ejem-
plo 1. Si se hace esto, se obtendrá

 
dx

x x 1
 

2 du
u2 1

.

¿Hacerlo produce el mismo resulta-
do que en el ejemplo 1?
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Fórmulas de reducción

Algunas integrales de las tablas tienen la forma  ƒ(x) dx  g(x)   h(x) dx. Tales fórmu-
las de integración se llaman fórmulas de reducción porque reducen una integral dada a la 
suma de una función y una integral más simple.

EJEMPLO 4 Aplicación de una fórmula de reducción

Encontrar  x3 sen x dx.

Solución Considerar las tres fórmulas siguientes.

Fórmula 52.

Fórmula 54.

Fórmula 55.  un cos u du un sen u n un 1 sen u du

  un sen  u du un cos u n  un 1 cos u du

  u sen  u du sen u u cos u C

Usando la fórmula 54, la 55 y entonces la 52 produce

 x3 cos x 3x2 sen x 6x cos x 6 sen x C.

 x3 cos x 3 x2 sen x 2  x sen x dx

  x3 sen x dx x3 cos x 3  x2 cos x dx

EJEMPLO 5 Aplicación de una fórmula de reducción

Encontrar  
3 5x

2x
 dx.

Solución Considerar las dos fórmulas siguientes 

Fórmula 17 

Fórmula 19.  
a bu

u
 du 2 a bu a  

du

u a bu

a > 0 .  
du

u a bu

1

a
 ln

a bu a

a bu a
C

Usando la fórmula 19, con a  3, b  5 y u  x, se produce

 3 5x
3
2

  
dx

x 3 5x
.

 
1
2

  
3 5x

x
 dx

1
2

2 3 5x 3  
dx

x 3 5x

Usando la fórmula 17, con a  3, b  5 y u  x, se produce

 3 5x
3

2
 ln

3 5x 3

3 5x 3
C.

  
3 5x
2x

 dx 3 5x
3

2

1

3
 ln

3 5x 3

3 5x 3
C

TECNOLOGÍA A veces, cuando 
se usa integración simbólica, se 
obtienen resultados que parecen 
muy diferentes, pero son realmente 
equivalentes. Aquí se muestra cómo 
varios sistemas diferentes evaluaron 
la integral en el ejemplo 5.

Notar que estos programas 
no incluyen una constante de 
integración.

3 arctanh 1
3 3 5x 3

3 5x

Maple                                    

Sqrt 3 5x

Sqrt 3
Sqrt 3  ArcTanh

Sqrt 3 5x

Mathematica                                
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Funciones racionales de seno y coseno

EJEMPLO 6 Integración por tablas

Encontrar  
sen 2x

2 cos x
 dx.

Solución Sustituir 2 sen x cos x para sen 2x produce

 
sen 2x

2 cos x
 dx 2  

sen x cos x
2 cos x

 dx.

Una verificación de las formas que contienen el sen u o cos u en el apéndice B muestra 
que ninguno de aquellos listados aplica. Así, considerar formas que contienen a  bu. Por 
ejemplo,

 
u du

a bu
1
b2 bu a ln a bu C.  Fórmula 3.

Sea a  2, b  1 y u  cos x. Entonces du  sen x dx, y se tiene

 2 cos x 4 ln 2 cos x C.

 2 cos x 2 ln 2 cos x C

 2  
sen x cos x
2 cos x

 dx 2  
cos x sen x dx 

2 cos x

El ejemplo 6 contiene una expresión racional de sen x y cos x. Si no se consigue encontrar 
una integral de esta forma en la integración por tablas, intentarlo usando la sustitución especial 
siguiente para convertir la expresión trigonométrica a una expresión racional normal.

SUSTITUCIÓN PARA FUNCIONES RACIONALES DE SENO Y COSENO

Para integrales que contienen funciones racionales de seno y coseno, la sustitución

u
sen x

1 cos x
tan 

x
2

hace que

y dx
2 du

1 u2.sen x
2u

1 u2cos x
1 u2

1 u2,

Demostración De la sustitución para u, se sigue que

u2 sen2 x
1 cos x 2

1 cos2 x
1 cos x 2

1 cos x
1 cos x

.

Resolviendo para cos x produce cos x  (1  u2) (1  u2). Para encontrar sen x, escribir 
u  sen x (1  cos x) como

sen x u 1 cos x u 1
1 u2

1 u2

2u
1 u2.

Por último, para encontrar dx, considerar u  tan (x 2). Entonces se tiene el arctan u  x 2 
y dx  (2 du) (1  u2).
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En los ejercicios 1 y 2, usar una tabla de integrales con formas que 
contienen a � bu para encontrar la integral.

 1.  2.

En los ejercicios 3 y 4, usar una tabla de integrales con formas que 
contienen u2  a2 para encontrar la integral.

 3.  4.

En los ejercicios 5 y 6, usar una tabla de integrales con formas que 
contienen a2  u2 para encontrar la integral.

 5.  6.

En los ejercicios 7 a 10, usar una tabla de integrales con formas 
que contienen las funciones trigonométricas para encontrar la 
integral.

 7.  8.

 9.  10.

En los ejercicios 11 y 12, usar una tabla de integrales con formas 
que contienen eu para encontrar la integral.

 11.  12.

En los ejercicios 13 y 14, usar una tabla de integrales con formas 
que contienen u para encontrar la integral.

 13.  14.

En los ejercicios 15 a 18, encontrar la integral indefinida a) usando 
las tablas de integración y b) usando el método dado.

Integral Método 

 15.  Integración por partes

 16.  Integración por partes

 17.  Fracciones parciales

 18.  Fracciones parciales

En los ejercicios 19 a 42, usar la integración por tablas para en-
contrar la integral.

 19.  20.

 21.  22.

 23.  24.

 25.  26.

 27.  28.

 29.  30.

 31.  32.

 33.  34.

 35. 

 36.

 37.  38.

 39.  40.

 41.  42.

En los ejercicios 43 a 50, usar la integración por tablas para 
evaluar la integral.

 43.  44.

 45.  46.

 47.  48.

 49.  50.

En los ejercicios 51 a 56, verificar la fórmula de integración.

 51. 

 52.

 53. 

 54.

 55.

 56. 

 
2

3x2 2x 5 2 dx 
x2

5 � x
 dx

 
x2 36

6x
 dx ex 1 � e2x dx

 
x

100 x 4
 dx 

1

x2 1 x2
 dx

 
1

1 tan 5x
 dx 

1

x 1 cos x
 dx

 
sen3 x

x
 dx cos4 3x dx

 e x 2 sen 2x dx 
1

1 � e2x
 dx

ln x 3 dx x7 ln x dx

 
1

x2 48
 dx

 
1

x2 x � 1
 dx

x 6 ln x dx

 x
2 e3x dx

 arcsec 2x dx x arcsec x2 � 1  dx

 cot4  d 
e3x

1 � e x 3 dx

 
5 x

5 � x
 dx 

x3

4 x2
 dx

 
cos x

sen2 x � 1
 dx 

x

x 4 6x2 � 5
 dx

 2x 3 2 2x 3 2 � 4 dx

 
x

x2 6x � 10 2 dx

 
ex

1 e2x 3 2  dx 
ln x

x 3 � 2 ln x
 dx

 x arctan x3 2 dx 
1

x2 2 � 9x2
 dx

 x2 2 � 9x2 dx 
cos 

3 � 2 sen � sen2 
 d

 
1

t 1 � ln t 2  dt 
x

1 sec x2 dx

 
e x

1 tan e x
 dx e x arccos e x dx

 
2

1 sen 3 d 
4x

2 5x 2 dx

1

0
 3 � x2 dx

2

0
 t3 cos t dt

6

4
 

x2

2x 7 2 dx

2

2
 

cos x
1 � sen2 x

 dx

0
 x cos x dx

2

1
 x4 ln x dx

7

0
 

x

9 � x
 dx

1

0
 xex2 dx

2

 arctan u du u arctan u ln 1 � u2 � C

 u n cos u du un sen u n  u n 1 sen u du

 
1

u2
± a2 3 2 du

±u

a2 u2
± a2

� C

2
2n � 1 b

un a � bu na
un 1

a � bu
 du 

un

a � bu
 du

1
b3 bu

a2

a � bu
2a ln a � bu � C 

u2

a � bu 2 du

Ejercicios8.6

 
1

x2 � 4x � 8
 dx 

1

x2 x2 4
 dx   !ln u n du � u ln u n � n  ln u n�1 du
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En los ejercicios 57 a 62, usar integración simbólica en el sistema 
algebraico por computadora para determinar la antiderivada que 
atraviesa el punto dado. Usar el sistema para hacer la gráfica de 
la antiderivada resultante.

 57. 

 58. 

 59. 

 60.

 61. 

 62.

En los ejercicios 63 a 70, encontrar o evaluar la integral.

 63.  64.

 65.  66.

 67.  68.

 69.  70.

Área En los ejercicios 71 y 72, encontrar el área de la región 
acotada por las gráficas de las ecuaciones.

 71.  72.

Desarrollo de conceptos

 73. a) Evaluar  xn ln x dx para n  1, 2 y 3. Describir cualquier 
modelo que se pueda observar.

  b) Escribir una regla general para evaluar la integral en el 
apartado a), para un entero n � 1.

 74. Describir lo que significa una fórmula de reducción. Dar un 
ejemplo.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 75 y 76, determinar si la 
declaración es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o 
dar un ejemplo que demuestre su falsedad.

 75. Para usar una tabla de integrales, la integral que se está evaluando 
debe aparecer en la tabla.

 76. Al usar una tabla de integrales, puede que se tenga que hacer la 
sustitución para volver a escribir la integral en la forma en que 
aparece en la tabla.

 77.  Volumen Considerar la región acotada por las gráficas de y  
x 16  x2, y  0, x  0 y x  4. Encontrar el volumen del 
sólido generado al girar la región alrededor del eje y.

 78.  Indicar (si es posible) el método o la fórmula de integración 
que se utilizaría para encontrar la antiderivada. Explicar 
por qué se eligió tal método o fórmula. No integrar.

  a) b)

  c) d)

  e) f )

 79. Trabajo Un cilindro hidráulico de una máquina industrial em-
puja un bloque de hierro a una distancia de x pies (0 � x � 5), 
donde la fuerza variable requerida es F(x)  2 000xe x libras. 
Encontrar el trabajo realizado al empujar el bloque 5 pies.

 80. Trabajo Repetir el ejercicio 79, usando una fuerza F x( ) 
x

x–

500

26 2  libras.

 81. Diseño arquitectónico La sección transversal de una viga de 
concreto para un edificio está acotada por las gráficas de las 
ecuaciones

  
y y � 3x �

2

1 y 2
, x �

�2

1 y 2
, y � 0

  donde x y y son medidos en pies. La longitud de la viga es de 20 
pies (ver la figura). a) Encontrar el volumen V y el peso W de 
la viga. Asumir que el concreto pesa 148 libras por pie cúbico. 
b) Entonces encontrar el centroide de una sección transversal 
de la viga.

 82. Población Una población está creciendo de acuerdo con el 

modelo logístico N
e t

5 000

1 4 8 1 9. .
 donde t es el tiempo en días. 

Encontrar la población media en el intervalo [0, 2].

En los ejercicios 83 y 84, usar una herramienta de graficación para 
a) resolver la ecuación integral para la constante k, y b) hacer la 
gráfica de la región cuya área está dada por la integral.

 83.  84.

 85. Evaluar

2

0

 
dx

1 tan x 2
.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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 d 
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1 cos 
 d 
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0

 
1
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1
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 d
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 d
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k
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8.7 Formas indeterminadas y la regla de L’Hôpital
■ Reconocer los límites que producen las formas indeterminadas.

■ Aplicar la regla de L’Hôpital para evaluar un límite.

Formas indeterminadas

Recordar que las formas 0Y0 e @Y@ son llamadas indeterminadas porque no garantizan 
que un límite existe, ni indican lo que el límite es, si existe. Cuando se encontró una de 
estas formas indeterminadas al principio del texto, se intentó volver a escribir la expresión 
usando varias técnicas algebraicas.

Forma 
indeterminada Límite Técnica algebraica  

Dividir numerador y denominador 
por (x � 1)

Dividir numerador y denominador 
por x2

Ocasionalmente, se pueden desarrollar estas técnicas algebraicas para encontrar los 
límites de las funciones trascendentes. Por ejemplo, el límite

lím
xm0

 
e2x � 1
e x � 1

produce la forma indeterminada 0Y0. Factorizando y dividiendo se tiene

lím
xm0

 
e2x � 1
e x � 1

� lím
xm0

 
Se x � 1DSe x � 1D

e x � 1
� lím

xm0
 Se x � 1D � 2.

Sin embargo, no todas las formas indeterminadas pueden ser evaluadas por la manipulación 
algebraica. Esto a menudo es verdad cuando las funciones algebraicas y trascendentes están 
mezcladas. Por ejemplo, el límite

lím
xm0

 
e2x � 1

x

produce la forma indeterminada 0Y0. Volviendo a escribir la expresión para obtener

lím
xm0

 �e2x

x
�

1
x�

simplemente produce otra forma indeterminada, @ � @. Obviamente, se podría usar la 
tecnología para estimar el límite, como se muestra en la tabla y en la figura 8.14. De la tabla 
y la gráfica, el límite parece ser 2. (Este límite se verificará en el ejemplo 1.)

 �
3
2

lím
xm@

 
3x2 � 1
2x2 � 1

� lím
xm@

 
3 � S1Yx2D
2 � S1Yx2D

@
@

 � �4

lím
xm�1

 
2x2 � 2
x � 1

� lím
xm�1 2Sx � 1D

0
0

El límite cuando x tiende a 0 parece ser 2
Figura 8.14

x
4 3 2 1 1

2

2

3

3

4

4

5

6

7

8

e2x 1
xy =

y
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x �1 �0.1 �0.01 �0.001 0 0.001 0.01 0.1 1

e2x 1

x
0.865 1.813 1.980 1.998 ? 2.002 2.020 2.214 6.389
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Regla de L’Hôpital

Para encontrar el límite ilustrado en la figura 8.14, se puede usar el teorema llamado la regla 
de L’Hôpital. Este teorema establece que bajo ciertas condiciones el límite del cociente 
f(x)Yg(x) es determinado por el límite del cociente de las derivadas

f�SxD
g�SxD.

Para demostrar este teorema, se puede usar un resultado más general llamado teorema 
general del valor medio.

TEOREMA 8.3 TEOREMA GENERAL DEL VALOR MEDIO

Si f y g son derivables en un intervalo abierto (a, b) y continuo en [a, b] tal que  
g�(x)  0 para cualquier x en (a, b), entonces allí existe un punto c en (a, b) tal que

f�ScD
g�ScD �

fSbD � fSaD
gSbD � gSaD.

NOTA  Para ver por qué éste se llama teorema general del valor medio, considerar el caso especial 
en que g(x) � x. Para este caso, se obtiene el teorema del valor medio “estándar” como se presenta 
en la sección 3.2.  

El teorema general del valor medio y la regla de L’Hôpital se demuestran en el apén-
dice A.

TEOREMA 8.4 LA REGLA DE L’HÔPITAL

Sea ƒ y g funciones que son derivables en un intervalo abierto (a, b) conteniendo c, 
excepto posiblemente el propio c. Asumir que g�(x)  0 para todo x en (a, b), excepto 
posiblemente el propio c. Si el límite de ƒ(x)Yg(x) cuando x tiende a c produce la forma 
indeterminada 0Y0, entonces

lím
xmc

 
fSxD
gSxD � lím

xmc
 
f�SxD
g�SxD

suponiendo que el límite en la derecha existe (o es infinito). Este resultado también 
aplica si el límite de ƒ(x)Yg(x) como x tiende a c produce cualquiera de las formas 
indeterminadas @Y@, (�@)Y@, @Y(�@), o (�@)Y(�@).

NOTA  Hay quienes en ocasiones usan incorrectamente la regla de L’Hôpital aplicando la regla del 
cociente a ƒ(x)Yg(x). Asegurarse de que la regla involucra ƒ�(x)Yg�(x), no la derivada de ƒ(x)Yg(x). 

La regla de L’Hôpital también puede aplicarse a los límites unilaterales. Por ejemplo, 
si el límite de ƒ(x)Yg(x) cuando x tiende a c por la derecha produce la forma indeterminada 
0Y0, entonces

lím
xmc�

 
f SxD
gSxD � lím

xmc�
 
f�SxD
g�SxD 

suponiendo que el límite existe (o es infinito).

GUILLAUME L’HÔPITAL (1661-1704)
La regla L’Hôpital debe su nombre al 
matemático francés Guillaume François 
Antoine de L’Hôpital, quien escribió el 
primer libro sobre cálculo diferencial (en 
1696), en el que aparece la citada regla. 
Se ha descubierto recientemente que tanto 
la regla como su demostración estaban 
contenidos en una carta de John Bernoulli a 
L’Hôpital. “… Reconozco que debo mucho 
a las mentes brillantes de los hermanos 
Bernoulli… He hecho libre uso de sus 
hallazgos…”, escribió L’Hôpital.

PARA MAYOR INFORMACIÓN    
Para reforzar la comprensión de la 
necesidad de la restricción que g�(x) sea 
no cero para todo x en (a, b), excepto 
posiblemente c, ver el artículo “Coun-
terexamples to L’Hôpital’s Rule”, por 
R.P. Boas, en The American Mathema-
tical Monthly.
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EJEMPLO 1 Forma indeterminada 0Y0

Evaluar lím
xm0

 
e2x � 1

x
.

Solución Ya que la sustitución directa resulta en la forma indeterminada 0Y0

lím
xm0 x � 0

lím
xm0

 
e2x � 1

x

lím
xm0

 Se2x � 1D � 0

se puede aplicar la regla de L’Hôpital como se muestra abajo.

 Aplicar la regla de L’Hôpital.

 Derivar numerador y denominador.

 Evaluar el límite. 

NOTA  Al escribir la cadena de ecuaciones en el ejemplo 1, no se sabe que el primer límite es igual 
al segundo hasta que se haya demostrado que el segundo límite existe. En otras palabras, si el segundo 
límite no hubiera existido, no habría sido permisible aplicar la regla de L’Hôpital. 

Otra forma de establecer la regla de L’Hôpital si el límite de ƒ(x)Yg(x) cuando x tiende 
a @ (o �@) produce la forma indeterminada 0Y0 si @Y@, entonces

lím
xm@

 
fSxD
gSxD � lím

xm@
 
f�SxD
g�SxD

suponiendo que el límite de la derecha existe.

EJEMPLO 2 Forma indeterminada Y

Evaluar lím
xm@

 
ln x

x
.

Solución Por sustitución directa llegamos a una forma indeterminada @Y@, así que se 
puede aplicar la regla de L’Hôpital para obtener

 Aplicar la regla de L’Hôpital.

 Derivar numerador y denominador.

 Evaluar el límite.

 � 2

 � lím
xm0

 
2e2x

1

 lím
xm0

 
e2x � 1

x
� lím

xm0
 

d
dx

Fe2x � 1G

d
dx

FxG

 � 0.

 � lím
xm@

 
1
x

 lím
xm@

 
ln x

x
� lím

xm@
 

d
dx

Fln x G

d
dx

FxG

 TECNOLOGÍA Métodos nu-
méricos y gráficos Usar un método 
numérico o gráfico para aproximar 
cada límite.

a)

b)

c)

d)

¿Qué patrón se observa? ¿Presenta 
una ventaja un método analítico 
para estos límites? En ese caso, 
explicar el razonamiento.

lím
xm0

 
52x � 1

x

lím
xm0

 
42x � 1

x

lím
xm0

 
32x � 1

x

lím
xm0

 
22x � 1

x

NOTA  Intentar representar gráfica-
mente y1 � ln x y y2 � x en la misma 
pantalla. ¿Qué función crece más 
rápido cuando x tiende a @? ¿Cómo 
se relaciona esta observación con el 
ejemplo 2? 
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En ocasiones es necesario aplicar la regla de L’Hôpital más de una vez para quitar una 
forma indeterminada, como se muestra en el ejemplo 3.

EJEMPLO 3 Aplicar la regla de L’Hôpital más de una vez

Evaluar lím
xm�@

 
x2

e�x
 .

Solución Ya que los resultados de la sustitución directa en la forma indeterminada @Y@, 
se puede aplicar la regla de L’Hôpital.

lím
xm�@

 
x2

e�x � lím
xm�@

 

d
dx

Fx2G

d
dx

Fe�xG
� lím

xm�@
 

2x
�e�x

Este límite da la forma indeterminada (�@)Y(�@) para poder aplicar la regla de L’Hôpital 
de nuevo y obtener

lím
xm�@

 
2x

�e�x � lím
xm�@

 

d
dx

F2xG

d
dx

F�e�xG
� lím

xm�@
 

2
e�x � 0.

Además de las formas 0Y0 y @Y@, hay otras formas indeterminadas como 0 · @, 
1@, @0, 00 y @ � @. Por ejemplo, considerar los cuatro límites siguientes que llevan a la 
forma indeterminada 0 . @.

El límite es 1 El límite es 2 El límite es 0 El límite es @ 

lím
xm@

 SexD�1
x�lím

xm@
 SxD� 1

ex�,lím
xm0

 SxD�2
x�,lím

xm0
 SxD�1

x�,

Puesto que cada límite es diferente, está claro que la forma 0 · @ es indeterminada en el 
sentido que no determina el valor del límite (o incluso la existencia) del límite. Los ejemplos 
siguientes indican los métodos para evaluar estas formas. Básicamente, se intenta convertir 
cada una de estas formas a 0Y0 o @Y@ para que la regla de L’Hôpital pueda aplicarse.

EJEMPLO 4 Forma indeterminada 0 · d

Evaluar lím
xm@

 e�x�x.

Solución Como la sustitución directa produce la forma indeterminada 0 · @, intentar 
reescribir el límite para adaptar a la forma 0Y0 o @Y@. En este caso, volver a escribir el 
límite para adaptar a la segunda forma.

lím
xm@

 e�x�x � lím
xm@

 
�x
ex

Por consiguiente, la regla de L’Hôpital permite concluir que

lím
xm@

 
�x
ex � lím

xm@
 
1YS2�x D

e x � lím
xm@

 
1

2�x e x
� 0.
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Si la estrategia de reducir un límite a los tipos 0Y0 o @Y@ no parece funcionar, intentar 
otro tipo. Así, en el ejemplo 4 se puede escribir el límite como

lím
xm@

 e�x�x � lím
xm@

 
e�x

x�1Y2

que da la forma indeterminada 0Y0. De hecho, aplicando la regla de L’Hôpital a este límite 
se tiene

lím
xm@

 
e�x

x�1Y2 � lím
xm@

 
�e�x

�1YS2x3Y2D

que también da la forma indeterminada 0Y0.
Las formas indeterminadas 1@, @0 y 00 provienen de los límites de funciones que tienen 

bases variables y exponentes variables. Cuando se vio este tipo de función previamente, se 
usó la derivación logarítmica para encontrar la derivada. Puede usarse un procedimiento 
similar al tomar los límites, como se muestra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 5 Forma indeterminada 1

Evaluar lím
xm@

 �1 �
1
x�

x

.

Solución Como la sustitución directa da la forma indeterminada 1@, proceder como sigue. 
Para empezar, asumir que el límite existe y es igual a y.

y � lím
xm@

 �1 �
1
x�

x

Tomando logaritmos naturales en esa ecuación se obtiene

ln y � ln� lím
xm@

 �1 �
1
x�

x

�.

Ya que la función logarítmica natural es continua, se puede escribir

 Forma indeterminada @ · 0.

 Forma indeterminada 0Y0.

 Regla de L’Hôpital.

Ahora, ya que se ha demostrado que ln y � 1, concluir que y � e y obtener

lím
xm@

 �1 �
1
x�

x

� e.

Utilizar una herramienta de graficación para confirmar este resultado, como se muestra en 
la figura 8.15. 

 � 1.

 � lím
xm@

 
1

1 � S1YxD

 � lím
xm@

 �S�1Yx2D(1YF1 � S1YxDG*
�1Yx2 �

 � lím
xm@

 �lnF1 � S1YxDG
1Yx �

 ln y � lím
xm@

 �x ln�1 �
1
x��

El límite de [1 � (1Yx)]x cuando x tiende a 
infinito es e
Figura 8.15

6

5

1

3

1
x )y =  1 +

x

(
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La regla de L’Hôpital también puede aplicarse a los límites unilaterales, como se de-
muestra en los ejemplos 6 y 7.

EJEMPLO 6 Forma indeterminada 00

Encontrar lím
x 0�

 "sen x x.

Solución Ya que la sustitución directa produce la forma indeterminada 00, proceder como 
se muestra abajo. Para empezar, asumir que el límite existe y es igual a y.

 Forma indeterminada 00.

 Tomar un logaritmo natural de cada lado.

 Continuidad.

 Forma indeterminada 0 · (�@).

 Forma indeterminada �@Y@.

 Regla de L’Hôpital.

 Forma indeterminada 0Y0.

 Regla de L’Hôpital.

Ahora, como ln y � 0, concluir que y � e0 � 1, y se sigue que

lím
x 0��sen x x � 1.

 TECNOLOGÍA Al evaluar límites complicados como en el ejemplo 6, es útil verificar la 
racionalidad de la solución con una herramienta de graficación. Por ejemplo, los cálculos 
en la tabla siguiente y la gráfica en la figura 8.16 son consistentes con la conclusión de 
que (sen x)x tiende a 1 cuando x tiende a 0 por la derecha.

1.0 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001

0.8415 0.7942 0.9550 0.9931 0.9991 0.9999
�
sen x�x

x

Usar un sistema algebraico por computadora para estimar los límites siguientes:

lím
x 0 �1 � cos x x

y

lím
x 0��tan x x.

Entonces verificar los resultados analíticamente.

 � lím
x 0�

 
�2x

sec2x
� 0

 � lím
x 0�

 
�x2

tan x 

 � lím
x 0�

 
cot x

�1�x2

 � lím
x 0�

 
ln�sen x

1�x

 � lím
x 0�

x ln sen x

 � lím
x 0�

ln sen x x

 ln y � ln lím
x 0�

 sen x x

 y � lím
x 0�

 sen x x

1

1

2

2

y = (sen x)x

El límite de (sen x)x es 1 cuando x tiende a 0 
por la derecha
Figura 8.16
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EJEMPLO 7 Forma indeterminada  � 

Evaluar lím
xm1�� 1

ln x
�

1
x � 1�.

Solución Ya que la sustitución directa da la forma indeterminada @ � @, intentar volver a 
escribir la expresión para producir una forma a la que se pueda aplicar la regla de L’Hôpital. 
En este caso, se pueden combinar las dos fracciones para obtener

lím
xm1�

 � 1
ln x

�
1

x � 1� � lím
xm1�

 �x � 1 � ln x
Sx � 1D ln x �.

Ahora, como la sustitución directa produce la forma indeterminada 0Y0, aplicar la regla de 
L’Hôpital para obtener

 � lím
xm1�

 � x � 1
x � 1 � x ln x�.

 � lím
xm1�

 � 1 � S1YxD
Sx � 1DS1YxD � ln x�

 lím
xm1�

 � 1
ln x

�
1

x � 1� � lím
xm1�

 

d
dx

Fx � 1 � ln xG

d
dx

FSx � 1D ln xG

Este límite también da la forma indeterminada 0Y0, para poder aplicar la regla de L’Hôpital 
de nuevo para obtener

 �
1
2

.

 lím
xm1�� 1

ln x
�

1
x � 1� � lím

xm1�� 1
1 � xS1YxD � ln x�

Las formas 0Y0, @Y@, @ � @, 0 · @, 00, 1@ y @0 se han identificado como indeter-
minadas. Hay formas similares que deben reconocerse como “determinadas”.

El límite es infinito positivo.

El límite es infinito negativo.

El límite es cero.

El límite es infinito positivo. 0�@ m  @

 0@ m  0

 �@ � @ m  �@

 @ � @ m  @

(Se pide verificar dos de estas afirmaciones en los ejercicios 116 y 117.)
Como comentario final, recordar que la regla de L’Hôpital sólo puede aplicarse a 

cocientes que llevan a las formas indeterminadas 0Y0 y @Y@. Por ejemplo, la aplicación 
siguiente de la regla de L’Hôpital es incorrecta.

Uso incorrecto de la regla de L’Hôpital.lím
xm0

 
ex

x
� lím

xm0
 
ex

1
� 1

La razón de que esta aplicación es incorrecta es que, aunque el límite del denominador es 0, 
el límite del numerador es 1, lo cual no satisface las hipótesis de la regla de L’Hôpital.

AYUDA DE ESTUDIO  En cada uno de los 
ejemplos presentados en esta sección, 
la regla de L’Hôpital se usa para encon-
trar un límite que existe. También pue-
de usarse para concluir que un límite 
es infinito. Por ejemplo, intentar con la 
regla de L’Hôpital para mostrar que

lím
xm@

 
ex

x
� @.
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Análisis numérico y gráfico En los ejercicios 1 a 4, completar 
la tabla y usar el resultado para estimar el límite. Usar una he-
rramienta de graficación para hacer la gráfica de la función y 
apoyar el resultado.

 1.

 2.

 3.

 4.

En los ejercicios 5 a 10, evaluar el límite a) usando las técnicas de 
los capítulos 1 y 3 y b) usando la regla de L’Hôpital.

 5.  6.

 7.  8.

 9.  10.

En los ejercicios 11 a 44, evaluar el límite, usando la regla de 
L’Hôpital si es necesario. (En el ejercicio 18, n es un entero po-
sitivo.)

 11.  12.

 13.  14.

 15.  16.

 17.  18.

 19.  20.

 21.  22.

 23.  24.

 25.  26.

 27.  28.

 29.  30.

 31.  32.

 33.  34.

 35.  36.

 37.  38.

 39.  40.

 41.  42.

 43.  44.

En los ejercicios 45 a 62, a) describir el tipo de forma indetermi-
nada (si hay) que se obtiene por sustitución directa, b) evaluar el 
límite, usando la regla de L’Hôpital si es necesario, c) usar una 
herramienta de graficación para hacer la gráfica de la función y 
verificar el resultado en el inciso b).

 45.  46.

 47.  48.

 49.  50.

 51.  52.

 53.  54.

 55.  56.

 57.  58.

 59.  60.

 61.  62.

lím
x 0

 
sen 5x

sen 2x

0.001 0.01 0.1

f x

0.0010.010.1x

lím
x 0

 
1 ex

x

0.001 0.01 0.1

f x

0.0010.010.1x

lím
x

 x5 e x 100

1 10

f x

105104103102x

lím
x

 
6x

3x2 2x

1 10

f x

105104103102x

lím
x 0

10
x

3
x2lím

x 1

3
ln x

2
x 1

lím
x 2

1
x2 4

x 1
x2 4

lím
x 2

8
x2 4

x
x 2

lím
x 0

 cos
2

x
x

lím
x 1

 ln x x 1

lím
x 4

 3 x 4 x 4lím
x 0

 3 x x 2

lím
x

 1 x 1 xlím
x 0

 1 x 1 x

lím
x

 1
1
x

x

lím
x

 x1 x

lím
x 0

e x x 2 xlím
x 0

 x1 x

lím
x

 x tan 
1
x

lím
x

x sen 
1
x

lím
x 0

 x 3 cot xlím
x

 x ln x

Ejercicios8.7

x

5x2 3x 1
3x2 5

x 6

x 10 4
x 6

x 4

3 x 4
x2 16

 

líím 

lím  

lím

x

2x 1
4x2 x

x 0 4x

x 2

2x2 x 6
x 2

lím  

sen 6x

lím  

lím 

x 0

e x 1 x

x3

x 0

e x 1 x

x

x 0

25 x2 5
x

x 3

x2 2x 3
x 3

líím 

lím 

lím 

lím  
x 0

e x 1 x

xn

x 1

ln x2

x2 1

x 5

25 x2

x 5

x 1

x2 2x 3
x 1

lím  

lím  

lím 

lím  

x

x
1 ln e4t 1  dt

x

x 0

arctan x

x 0 tan 9x

x

ex

x4

x

ln x
x2

x

cos x
x

x

x

x2 1

x

x3

ex 2

x

x2 4x 7
x 6

x

5x2 3x 1
4x2 5

x 0 x

x 0

x 1  
x11 1
x4 1

lím

 lím

lím 

lím  

lím  

lím   

lím  

lím  

lím  

lím  

lím  

lím  

lím  

sen 3x

arcsen x

sen 5x

sen 5x

sen x

x 1

x
1 cos d

x 1

x 0

x

arctan 2x

x 1

ln x
x

x

e x 2

x

x

ln x4

x3

x x

x

x2

x2 1

x

x3

ex2

x

x3

x 2

x

x 6
x2 4x 7

x 1

arctan x 4
x 1

b 0a,
x 0

x 1

xa 1
xb 1

lím  

lím  

lím  

lím  

lím  

lím  

lím  

lím  

lím  

lím  

lím 

lím 

lím 
sen ax

sen bx

, donde a, b 0

, donde 

sen x

sen 
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En los ejercicios 63 a 66, usar una herramienta de graficación para 
a) hacer la gráfica de la función y b) encontrar el límite requerido 
(si existe).

 63. lím
x 3

 
x 3

ln 2x 5
 64. lím

x 0
sen x x

 65. lím
x

x2 5x 2 x  66. lím
x

 
x3

e2x

Desarrollo de conceptos

 67. Listar seis formas indeterminadas diferentes.

 68. Establecer la regla de L’Hôpital.

 69. Encontrar las funciones derivables ƒ y g que satisfacen la 
condición especificada tal que

  y lím
xm5

 g x � 0.lím
xm5

 f x � 0

  Explicar cómo se obtuvieron las respuestas. (Nota: hay mu-
chas respuestas correctas.)

a) b)

c) lím
xm5

  
f x
g x

� @

lím
xm5

  
f x
g x

� 0lím
xm5

  
f x
g x

� 10

 70. Encontrar las funciones derivables ƒ y g tal que

 

y

lím
xm@

 f x � g x � 25.

lím
xm@

 f x � lím
xm@

 g x � @

  Explicar cómo se obtuvieron las respuestas. (Nota: hay 
muchas respuestas correctas.)

 71. Estimación numérica Completar la tabla para mostrar que x 
eventualmente “domina” a (ln x)4.

  

x 10 102 104 106 108 1010

ln x 4

x

 72. Estimación numérica Completar la tabla para mostrar que ex 
eventualmente “domina” a x5.

  

x 1 5 10 20 30 40 50 100

ex

x5

Comparación de funciones En los ejercicios 73 a 78, usar la regla 
de L’Hôpital para determinar las proporciones comparativas 
del incremento de las funciones f(x)  xm, g(x)  enx y h(x)   
(ln x)n donde n > 0, m > 0 y x m .

 73.  74.

 75.  76.

 77.  78.

En los ejercicios 79 a 82, encontrar cualquier asíntota y extremo 
relativo que pueden existir y usar una herramienta de graficación 
para hacer la gráfica de la función. (Sugerencia: Algunos de los 
límites requeridos para encontrar las asíntotas se han visto en los 
ejercicios precedentes.)

 79.  80.

 81.  82.

Para pensar En los ejercicios 83 a 87, la regla de L’Hôpital se usa 
incorrectamente. Describir el error.

 83. 

 84.

 85.

 86.

 87.

 88.  Determinar cuáles de los siguientes límites se pueden evaluar 
utilizando la regla de L’Hôpital. Explicar la respuesta. No 
evaluar el límite.

  a) b)

  c) d)

  e) f )

Estimación analítica En los ejercicios 89 y 90, a) explicar por qué 
la regla de L’Hôpital no puede usarse para encontrar el límite, 
b) encontrar el límite analíticamente y c) usar una herramienta 
de graficación para hacer la gráfica de la función y aproximar el 
límite de la gráfica. Comparar el resultado con el del inciso b).

 89.  90. 

Análisis gráfico En los ejercicios 91 y 92, representar la gráfi-
ca de ƒ(x)Yg(x) y ƒ�(x)Yg�(x) cerca de x  0. ¿Qué se nota sobre 
estas proporciones cuando x m 0? ¿Cómo ilustra esto la regla de 
L’Hôpital?

 91. 

 92. lím
xm@

  
xm

enxlím
xm@

  
Sln xDn

xm

lím
xm@

  
Sln xD2

x3lím
xm@

  
Sln xD3

x

lím
xm@

  
x3

e2xlím
xm@

 
x2

e5x 

y �
ln x

x
y � 2xe�x

x  >  0y � xx,x > 0y � x1Yx,

lím
xmPY2� 

tan x
sec x

lím
xm@

 
x

�x2 � 1

gSxD � xf SxD � e3x � 1,

gSxD � sen 4xf SxD � sen 3x,

 1

 
x�

x�
 

e x

1 e x x�

e x

e x

 0

 
x�

2

1 x2

x�

1
x x�

cos 1 x

1 x
 

x�0 

x 1
x x�0 

cos x

1

x�0 

e2x 1
e x x�0 

2e2x

e x x�0 
x 2

x�2 

3x2 4x 1
x2 x 2 x�2 

6x 4
2x 1 x�2 

6
2

3lím  

lím  

lím  

 lím   x cos lím  

sen 
lím   

lím  

lím  2e

lím   

lím   

sen 1 x 1 x

lím  

lím  

 lím  

lím  

x�1

cos x

ln x

x�

x3

ex

x�2

x 2
x3 x 6

lím 

lím 

lím  

Para discusión

x�1

1 x ln x 1
ln x x 1)

x�3

ex2
e9

x 3

x�0

x2 4x

2x 1
lím 

lím 

lím 
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 93. Velocidad en un medio resistente La velocidad v de un objeto 
que cae a través de un medio resistente como el aire o el agua 
está dada por

  
v �

32
k �1 � e�kt �

v0 ke�kt

32 �
  donde v0 es la velocidad inicial, t es el tiempo en segundos y k 

es la resistencia constante del medio. Usar la regla de L’Hôpital 
para encontrar la fórmula para la velocidad de un cuerpo cayendo 
en un vacío haciendo v0 y t fijos y k tendiendo a cero. (Asumir 
que la dirección descendente es positiva.)

 94. Interés compuesto La fórmula para la cantidad A en una cuenta 
de ahorro compuesto n veces por año durante t años a una tasa 
de interés r y un depósito inicial P está dada por

  A � P�1 �
r
n�

nt

.

  Usar la regla de L’Hôpital para demostrar que la fórmula del 
límite cuando el número de compuestos por año tiende a infinito 
está dada por A � Pert.

 95. Función gamma La función gamma '(n) se define en tér-
minos de la integral de la función dada por ƒ(x) � xn �1 e�x ,  
n � 0. Mostrar que para cualquier valor fijo de n, el límite de 
ƒ(x) cuando x tiende a infinito es cero.

 96. Tractriz Una persona se mueve del origen a lo largo del eje 
y positivo arrastrando un peso al final de una cuerda de 12 me-
tros (ver la figura). Inicialmente, el peso se localiza en el punto  
(12, 0).

 a) Mostrar que la pendiente de la recta tangente de la trayec-
toria del peso es

  

dy
dx

� �
�144 � x2

x
.

 b) Usar el resultado del apartado a) para encontrar la ecuación 
de la trayectoria del peso. Usar una herramienta de grafi-
cación para hacer la gráfica de la trayectoria y compararla 
con la figura.

 c) Encontrar cualquier asíntota vertical de la gráfica en el 
apartado b).

 d) Cuando la persona ha alcanzado el punto (0, 12), ¿qué tanto 
se ha movido el peso?

En los ejercicios 97 a 100, aplicar el teorema general del valor 
medio a las funciones ƒ y g en el intervalo dado. Encontrar todos 
los valores de c en el intervalo (a, b) tal que

f XcC
g XcC

f XbC f XaC
gXbC gXaC .

 97. 

 98.

 99. 

 100.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 101 a 104, determinar si 
la afirmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o 
dar un ejemplo que demuestre su falsedad.

 101. lím
xm0  �x2 � x � 1

x � � lím
xm0  �2x � 1

1 � � 1

 102. Si y � exYx2, entonces y� � exY2x.

 103. Si p(x) es un polinomio, entonces lím
xm@

 FpSxDYe xG � 0.

 104. Si lím
xm@

 
f SxD
gSxD � 1, entonces lím

xm@
 F f SxD � gSxDG � 0.

 105. Área Encontrar el límite cuando x tiende a 0, de la proporción 
del área del triángulo al área sombreada total en la figura.

 106. En la sección 1.3, un argumento geométrico (ver la figura) fue 
usado para demostrar que

  lím
Um0


sen U

U
� 1.

 a) Escribir el área de $ABD en términos de U.

 b) Escribir el área de la región sombreada en términos de U.

 c) Escribir la proporción R del área de $ABD para la región 
sombreada.

 d) Encontrar lím
Um0

 R.

x

2

2

4

4

6

6

8

8

10

10

12

12

x

12

(x, y)

Peso

y

F1, 4GgSxD � x3f SxD � ln x,

�0, 
P

2�gSxD � cos xf SxD � sen x,

F1, 2GgSxD � x2 � 4f SxD �
1
x
,

F0, 1GgSxD � x2 � 1f SxD � x3,

IntervaloFunciones       

x
PP P

2
P

2


1

2

(x, 1 cos x) (x, 1 cos x)

f(x) = 1 cos x
y

x

1

0 AD

B

C

Q

y
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Funciones continuas En los ejercicios 107 y 108, encontrar el 
valor de c que hace a la función continua en x  0.

 107. 

 108.

 109. Encontrar los valores de a y b tal que lím
xm0

 
a � cos bx

x2 � 2.

 110. Mostrar que lím
xm@

 
xn

ex � 0  para cualquier entero n � 0.

111. a) Sea ƒ�(x) continuo. Mostrar que

  lím
hm0

 
f Sx � hD � f Sx � hD

2h
� f�SxD.

  b) Explicar el resultado del inciso a) gráficamente.

 112. Sea ƒ��(x) continuo. Mostrar que

  
lím
hm0

 
f Sx � hD � 2f SxD � f Sx � hD

h2 � f�SxD.

 113. Dibujar la gráfica de

  
gSxD � �e�1Yx 2

0,
,     x p 0
      x � 0

y determinar g�(0).
 114. Usar una herramienta de graficación para hacer la gráfica

  
f SxD �

x k � 1
k

  para k � 1, 0.1 y 0.01. Entonces evaluar el límite

  lím
km0�

 
x k � 1

k
. 

 115. Considerar los límites lím
xm0�

 S�x ln xD.

 a) Describir el tipo de forma indeterminada que se obtiene 
por la sustitución directa.

 b) Evaluar el límite. Usar una herramienta de graficación para 
verificar el resultado.

PARA MAYOR INFORMACIÓN Para un enfoque geomé-
trico de este ejercicio, ver el artículo “A Geometric Proof 
of ” lím

dm0�
 S�d ln dD � 0  de John H. Mathews, en el College 

Mathematics Journal.

y

x
x  h x + hx

f

 116. Demostrar que si y lím
xma

 gSxD � @,lím
xma

 f SxD � 0f SxD r 0,  
entonces lím

xma
 f SxDgSxD � 0.

117. Demostrar que si y lím
xma

 gSxD � �@,lím
xma

 f SxD � 0 fSxD r 0,  
entonces lím

xma
 f SxDgSxD � @. 

 118. Demostrar la generalización siguiente del teorema del valor 
medio. Si ƒ es dos veces derivable en el intervalo cerrado  
[a, b], entonces

  
f SbD � f SaD � f�SaDSb � aD � %b

a

 f � StDSt � bD dt.

 119. Formas indeterminadas Mostrar que las formas indetermi-
nadas 00, @0 y 1@ no siempre tienen un valor de 1 evaluando 
cada límite.

a)

b)

c) lím
xm0

 Sx � 1DSln 2DYx

lím
xm@

 xln 2YS1� ln xD

lím
xm0�

 xln 2YS1� ln xD

 120. Historia del cálculo En 1696 el libro de texto de cálculo de 
L’Hôpital, ilustró su regla que usa el límite de la función

  f SxD �
�2a3 x � x4 � a 3�a2 x

a � 4�ax3

  cuando x tiende a a, a > 0. Encontrar este límite.

 121. Considerar la función

  hSxD �
x � sen x

x
.

 a) Usar una herramienta de graficación para hacer la gráfica 
de la función. Entonces usar el zoom y rasgos del trace 
para investigar lím

xm@
 hSxD.

 b) Encontrar lím
xm@

 hSxD analíticamente escribiendo

  hSxD �
x
x

�
sen x

x
.

 c) ¿Puede usarse la regla de L’Hôpital para encontrar lím
xm@

  
h(x)? Explicar el razonamiento.

 122.  Sea f(x) � x � x sen x y g(x) � x2 � 4. 

 a)  Demostrar que 
x�

f x

g x)
0.lím  

 b)  Demostrar que 
x�

lím   f(x) � @ y 
x�

lím   g(x) � @.

 c)  Evaluar el límite 
x�


f� x

g� x)
.lím   ¿Qué se puede notar?

 d)  ¿Las respuestas a los incisos a) a c) contradicen la regla 
de L’Hôpital? Explicar el razonamiento.

 123. Evaluar

  
lím

xm@
 �1

x
 �

ax � 1
a � 1 �

1Yx

  donde a > 0, a p 1.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

f SxD � �Sex � xD1Yx,
c,

x p 0
x � 0

f SxD � �4x � 2 sen 2x
2x3 ,

c,

x p 0

x � 0

Preparación del examen Putnam
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8.8 Integrales impropias
■ Evaluar una integral impropia que tiene un límite de integración infi nito.

■ Evaluar una integral impropia que tiene una discontinuidad infi nita.

Integrales impropias con límites de integración infi nitos

La definición de una integral definida

�b

a

 f �x� dx

requiere que el intervalo [a, b] sea finito. Además, el teorema fundamental del cálculo por 
el que se han estado evaluando las integrales definidas, requiere que ƒ sea continuo en 
[a, b]. En esta sección se estudiará un procedimiento para evaluar integrales que normalmente 
no satisfacen estos requisitos porque cualquiera de los dos límites de integración son infinitos, 
o ƒ tiene un número finito de discontinuidades infinitas en el intervalo [a, b]. Las integrales 
que poseen estas características son las integrales impropias. Notar que en una función se 
dice que ƒ tiene una discontinuidad infinita en c si, por la derecha o izquierda,

x→c

.

x→c

 lím f�x� � �lím f�x� � o

Para obtener una idea de cómo evaluar una integral impropia, considerar la integral

�b

1
 
dx

x2 � �
1
x�

b

1
� �

1
b

� 1 � 1 �
1
b

la cual puede interpretarse como el área de la región sombreada mostrada en la figura 8.17. 
Tomando el límite como b → 
 produce

�


1
 
dx

x2 �
b→


	�b

1
 
dx

x2
 �
b→


	1 �
1
b
 � 1.lím  lím  

Esta integral impropia se interpreta como el área de la región no acotada entre la gráfica de 
ƒ(x) � 1�x2 y el eje x (a la derecha de x � 1).

DEFINICIÓN DE INTEGRALES IMPROPIAS CON LÍMITES DE INTEGRACIÓN INFINITOS

1. Si ƒ es continuo en el intervalo [a, 
), entonces

�


a

 f�x� dx �
b→


�b

a

 f�x� dx. lím  

2. Si ƒ es continuo en el intervalo (�
, b], entonces

�b

�


 f�x� dx �
a→�


 �b

a

 f�x� dx.lím

3. Si ƒ es continuo en el intervalo (�
, 
), entonces

�


�


 f�x� dx � �c

�


 f�x� dx � �


c

 f�x� dx

 donde c es cualquier número real (ver ejercicio 120).

En los primeros dos casos, la integral impropia converge si el límite existe, en caso 
contrario, la integral impropia diverge. En el tercer caso, la integral impropia a la 
izquierda diverge si cualquiera de las integrales impropias a la derecha divergen.

La región n  ac tada tiene un área de 1
Figura 8.17

432

2

1

1

x

1
dx

x2

b

1 x2

b

1
f(x) =

b → ∞

y
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EJEMPLO 1 Una integral impropia divergente

Evaluar �


1

 
dx

x
.

Solución

 Tomar el límite como b → 
.

 Aplicar la regla log.

 Aplicar el teorema fundamental del cálculo.

 Evaluar el límite.

Ver figura 8.18.

NOTA  Intentar comparar las regiones mostradas en las figuras 8.17 y 8.18. Ellas parecen similares; 
sin embargo, la región en la figura 8.17 tiene un área finita de 1 y la región en la figura 8.18 tiene un 
área infinita.  

EJEMPLO 2 Integrales impropias convergentes

Evaluar cada integral impropia.

 a) �


0

 e�x dx  b) �


0

 
1

x2 � 1
 dx

Solución

 a) 

 � 1

 �
b→


�b � 1�

 �
b→
 �e�x�

b

0

 �


0

 e�x dx �
b→


�b

0

 e�x dxlím  

lím  

lím  ��e

 b) 

 �
�

2

 �
b→


 �
b→
 arctan x�

b

0

 �


0

 
1

x2 � 1
 dx �

b→

�b

0

 
1

x2 � 1
 dxlím  

lím  

lím  arctan b

Ver figura 8.19. Ver figura 8.20.

Esta región n  ac tada tiene un área 
infi nita
Figura 8.18

El área de la región n  ac tada es 1
Figura 8.19

El área de la región n  ac tada es �� 2
Figura 8.20

 � 


 �
b→


 �
b→
 ln x�

b

1

 �


1

 
dx

x
�

b→

�b

1

 
dx

x
lím  

lím  

lím  �ln b � 0�

2

1

321

x

1

x2 + 1
y =

y

2

1

321

x

y = e−x

y

2

1

321

x

1

x
y =

y

(área infinita)

Diverge
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En el ejemplo siguiente, notar cómo la regla de L’Hôpital puede usarse para evaluar 
una integral impropia.

EJEMPLO 3 Usando la regla de L’Hôpital con una integral impropia

Evaluar �


1

 �1 � x�e�x dx.

Solución Usar la integración por partes, con dv � e�x dx y u � (1 � x).

 � xe�x � C

 � �e�x � xe�x � e�x � C

 � �1 � x�e�x dx � �e�x�1 � x� � � e�x dx

Ahora, aplicar la definición de una integral impropia.

 � 	
b→


b

eb
 �
1

e

 �


1

 �1 � x�e�x dx �
b→


xe�x�
b

1

lím  

lím  

Por último, usando la regla de L’Hôpital en el límite derecho produce

b→


b

eb
�

b→


1

eb
� 0lím  lím  

de lo que es posible concluir que

�


1

 �1 � x�e�x dx � �
1

e
.

Ver figura 8.21.

EJEMPLO 4 Límites superior e inferior de integración infi nitos

Evaluar �


�


 
e x

1 � e2x
 dx.

Solución Notar que el integrando es continuo en (�
, 
). Para evaluar la integral, se 
puede descomponer en dos partes, eligiendo c � 0 como un valor conveniente.

Ver figura 8.22.

El área de la región n  ac tada es |�1�e|
Figura 8.21

El área de la región n  ac tada es � � 2
Figura 8.22

x

−0.03

−0.06

−0.09

−0.12

−0.15

y = (1 − x)e−x

42 8

y

2−1−2 1

x

ex

1 + e2x
y =

y

1

2

 �
�

2

 �
�

4
� 0 �  

�

2
�

�

4

 �
b→�


 	�

4
� arctan eb
 �

b→

	arctan eb �

�

4

 �

b→�

 arctan ex�

0

b
�

b→

arctan ex�

b

0

�


�


 
e x

1 � e2x
 dx � �0

�


 
ex

1 � e2x
 dx � �


0

 
e x

1 � e2x
 dx

lím lím  

lím lím  
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EJEMPLO 5 Envío de un módulo espacial a órbita

En el ejemplo 3 de la sección 7.5, se requerían 10 000 toneladas por milla de trabajo para 
propulsar un módulo espacial de 15 toneladas métricas a una altura de 800 millas sobre la 
Tierra. ¿Cuánto trabajo se requiere para propulsar el módulo a una distancia infinita fuera 
de la superficie de la Tierra?

Solución Al principio podría pensarse que se requeriría una cantidad infinita de trabajo. 
Pero si éste fuera el caso, sería imposible enviar los cohetes al espacio exterior. Ya que esto 
se ha hecho, el trabajo requerido debe ser finito. Se puede determinar el trabajo de la manera 
siguiente. Usando la integral del ejemplo 3, sección 7.5, reemplazar el límite superior de 
4 800 millas por 
 y escribir

Ver figura 8.23.

Integrales impropias con discontinuidades infi nitas

El segundo tipo básico de integral impropia es uno que tiene una discontinuidad infinita en 
o entre los límites de integración.

DEFINICIÓN DE INTEGRALES IMPROPIAS CON DISCONTINUIDADES INFINITAS

1. Si ƒ es continuo en el intervalo [a, b) y tiene una discontinuidad in� nita en b, 
entonces

�b

a

 f �x� dx �
c→b�

�c

a

 f�x� dx.lím  

2. Si ƒ es continuo en el intervalo (a, b] y tiene una discontinuidad in� nita en a, 
entonces

�b

a

 f �x� dx �
c→a�

�b

c

 f�x� dx.lím  

3. Si ƒ es continuo en el intervalo [a, b], excepto para algún c en (a, b) en que ƒ 
tiene una discontinuidad in� nita, entonces

�b

a

 f �x� dx � �c

a

 f�x� dx � �b

c

 f�x� dx.

En los primeros dos casos, la integral impropia converge si el límite existe, de otra 
forma, la integral impropia diverge. En el tercer caso, la integral impropia en la iz-
quierda diverge si alguna de las integrales impropias a la derecha diverge.

El trabaj  requerid  para m ver un módu-
l  espacial a una distancia n  ac tada fuera 
de la Tierra es apr ximadamente 6.9 4 � 
1011 libras�pie
Figura 8.23

 � 6.984 � 1011

 �
b→


	�
b

� 

 �

b→

�

x �
b

4000

 W � �


 
x2

 dx

lím  

lím  

pies-libra.

240 000 000

4 000

240 000 000

240 000 000 240 000 000

 � 60 000 millas-toneladas

4 000

4 000
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EJEMPLO 6 Una integral impropia con una discontinuidad infi nita

Evaluar �1

0

 
dx
3�x

.

Solución El integrando tiene una discontinuidad infinita en x � 0, como se muestra en la 
figura 8.24. Se puede evaluar esta integral como se muestra abajo.

EJEMPLO 7 Una integral impropia divergente

Evaluar �2

0

 
dx

x3
.

Solución Como el integrando tiene una discontinuidad infinita en x � 0, se puede escribir

Así pues, se puede concluir que la integral impropia diverge.

EJEMPLO 8 Una integral impropia con una discontinuidad interior

Evaluar �2

�1

 
dx

x3
.

Solución Esta integral es impropia porque el integrando tiene una discontinuidad infinita 
en el punto interior x � 0, como se muestra en la figura 8.25. Así, se puede escribir

�2

�1

 
dx

x3
� �0

�1

 
dx

x3
� �2

0

 
dx

x3
.

Del ejemplo 7 se sabe que la segunda integral diverge. Así, la integral impropia original 
también diverge.

NOTA  Cuando se investiga si una integral es impropia o no, hay que averiguar si tiene discontinui-
dad infinita en un punto terminal o en un punto interior del intervalo de integración. Por ejemplo, si 
no se hubiera reconocido que la integral en el ejemplo 8 era impropia, se habría obtenido el resultado 
incorrecto.

�2

�1

 
dx

x3
�

�1

2x2�
2

�1

� �
1

8
�

1

2
�

3

8
. Evaluación incorrecta.

 

Disc ntinuidad infi nita en x � 0
Figura 8.24

La integral impr pia �2

�1
 1�x3 dx  diverge

Figura 8.25
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(1, 1)
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y
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2

2
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−1

−1

−2

x

y

x3

1

 �
3

2

 �
b→0�

3

2
�1 � b2�3� 

�1

0

 x�1�3 dx �
b→0� x2�3

2�3�
1

b

lím  

lím  

 � 
.

 �
b→0� 	�

1

8
�

1

2b2

 �2

0

 
dx

x3
�

b→0� �
1

2x2�
2

b

lím  

lím  
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La integral en el próximo ejemplo es impropia por dos razones. Un límite de integra-
ción es in� nito, y el integrando tiene una discontinuidad in� nita en el límite exterior de 
integración.

EJEMPLO 9 Una integral doblemente impropia

Evaluar �


0

 
dx

�x �x � 1�
.

Solución Para evaluar esta integral, elegir un punto conveniente (por ejemplo, x � 1) y 
escribir

Ver figura 8.26.

EJEMPLO 10 Una aplicación que involucra longitud de arco

Usar la fórmula de la longitud de arco para demostrar que la circunferencia del círculo 
x2 � y2 � 1 es 2�.

Solución Para simplificar el trabajo, considerar el cuarto de círculo dado por y � �1 � x2, 
donde 0 � x � 1. La función y es derivable para cualquier x en este intervalo, excepto 
x � 1. Por consiguiente, la longitud de arco del cuarto de círculo está dada por la integral 
impropia

Esta integral es impropia porque tiene una discontinuidad infinita en x � 1. Así, se puede 
escribir

Por último, multiplicando por 4, concluir que la circunferencia del círculo es 4s � 2�, como 
se muestra en la figura 8.27.

El área de la región infi nita es �
Figura 8.26

La circunferencia del círcul  es 2�

Figura 8.27

1

1

2

2

x

y = 1

x (x + 1)

y

1

1

−1

−1
x

1 − x2y =
y

, 0 ≤ x ≤ 1

 � �.

 � 2	�

4
 � 0 � 2	�

2
 � 2	�

4

 �

b→0� 2 arctan �x�
1

b

�
c→
 2 arctan �x�

c

1

 �


0

 
dx

�x�x � 1�
� �1

0

 
dx

�x�x � 1�
� �


1

 
dx

�x�x � 1�

lím  lím  

 � �1

0

 
dx

�1 � x2
.

 � �1

0
�1 � 	 �x

�1 � x2

2

 dx

 s � �1

0

�1 � �y� �2 dx

 �
�

2
.

 �
�

2
� 0

 �
b→1�  �

b

0

 s � �1

0

 
dx

�1 � x2

lím  arcsen x
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Esta sección concluye con un teorema útil que describe la convergencia o divergencia 
de un tipo común de integral impropia. La prueba de este teorema se deja como ejercicio 
(ver ejercicio 55).

TEOREMA 8.5 UN TIPO ESPECIAL DE INTEGRAL IMPROPIA

EJEMPLO 11 Aplicación a un sólido de revolución

El sólido formado al girar (alrededor del eje x) la región no acotada que queda entre la 
gráfica de ƒ(x) � 1�x y el eje x (x � 1) se llama la trompeta de Gabriel. (Ver figura 8.28.) 
Mostrar que este sólido tiene un volumen finito y un área de superficie infinita.

Solución Usando el método de los discos y el teorema 8.5, determinar el volumen para 
ser

 � �	 1

2 � 1
 � �.

V � ��


1

 	1

x

2

 dx  Teorema 8.5, p � 2 > 1.

El área de la superficie está dada por

S � 2��


1

 f �x��1 � � f��x��2 dx � 2��


1

 
1

x�1 �
1

x4
 dx.

Porque

�1 �
1

x4
> 1

en el intervalo [1, 
), y la integral impropia

�


1

 
1

x
 dx

diverge, se puede concluir que la integral impropia

�


1

 
1

x�1 �
1

x4
 dx

también diverge. (Ver ejercicio 58.) Así, el área de la superficie es infinita.

x

5 6 7 8 9 10

1

−1

−1

f (x) = 1x

y

,  x ≥ 1

La tr mpeta de Gabriel tiene un v lumen fi nit  y un área de superfi cie infi nita
Figura 8.28

PARA MAYOR INFORMACIÓN    
Para la investigación extensa de sólidos 
que tienen volúmenes finitos y áreas de 
superficie infinitas, ver el artículo “Su-
persolids: Solids Having Finite Volume 
and Infinite Surfaces”, de William P. 
Love, en Mathematics Teacher.

PARA MAYOR INFORMACIÓN     

Para aprender sobre otra función que 
tiene un volumen finito y un área 
de superficie infinita, ver el artículo 
“Gabriel’s Wedding Cake”, de Julian 
F. Fleron, en The College Mathematics 

Journal.

�


1

 
dx

xp
� �

1

p � 1

� 1

,        si p > 1

diverge,      si p
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En los ejercicios 1 a 8, decidir si la integral es impropia. Explicar 
el razonamiento.

 1.  2. 

 3.  4. 

 5.  6. 

 7.  8.

En los ejercicios 9 a 14, explicar por qué la integral es impropia y 
determinar si es divergente o convergente. Evaluar las que sean 
convergentes.

 9. �4

0

 
1

�x
 dx 10. �4

3

 
1

�x � 3�3�2
 dx

 11. �2

0

 
1

�x � 1�2
 dx 12. �2

0

 
1

�x � 1�2�3
 dx

 13. �


0

 e�x dx 14. �0

�


 e3x dx

Redacción En los ejercicios 15 a 18, explicar por qué la evaluación 
de la integral es incorrecta. Usar la integración en una herramien-
ta de gra� cación para intentar evaluar la integral. Determinar si 
la herramienta de gra� cación da la respuesta correcta.

 15. �1

�1

 
1

x2
 dx � �2 16. �2

�2

 
�2

�x � 1�3
 dx �

8

9

 17. �


0

 e�x dx � 0  18. ��

0

 sec x dx � 0

En los ejercicios 19 a 36, determinar si la integral impropia es 
divergente o convergente. Evaluar la integral si es convergente.

 19.  20. 

 21.  22.

 23.  24.

 25.  26.

 27.  28.

 29.  30.

 31.  32.

 33.  34.

 35.  36.

En los ejercicios 37 a 54, determinar si la integral impropia es 
divergente o convergente. Evaluar la integral si converge, y veri-
� car los resultados con los obtenidos usando una herramienta de 
gra� cación para hacer la grá� ca.

 37.  38.

 39.  40.

 41.  42.

 43.  44.

 45.  46.

 47.  48.

 49.  50. �3

1

2

�x � 2�8�3
 dx�2

0

 
1

3�x � 1
 dx

�5

0

 
1

25 � x2
 dx�4

2

 
1

�x2 � 4
 dx

�2

0

 
1

�25 � x2
 dx�4

2

 
2

x�x2 � 4
 dx

���2

0

 sec � d����2

0

 tan � d�

�e

0

ln x2 dx�1

0

 x ln x dx

�12

0

9

�12 � x
 dx�8

0

 
1

3�8 � x
 dx

�5

0

 
10

x
 dx�1

0

 
1

x2
 dx

�


0

 sen 
x

2
 dx

�


0

 
ex

1 � ex
 dx

�


0

 
x3

�x2 � 1�2
 dx

�


1

 
ln x

x
 dx

a > 0�


0

 e�ax sen bx dx,

�


0

 �x � 1�e�x dx

�


0

 xe�x�4 dx

�


1

4
4�x

 dx

�


1

3

x5
 dx

�


0

 cos �x dx

�


0

 
1

ex � e�x
 dx

�


�


  
4

16 � x2
 dx

�


4

1

x�ln x�3
 dx

�


0

 e�x cos x dx

�


0

 x2e�x dx

�0

�


 xe�4x dx

�


1

3
3�x

 dx

�


1

 
1

x3
 dx

Ejercicios8.8

�


�


 
4 � x2

 dx

�2

0

 e�x dx

�1

0

 
2x � 5

x2 � 5x � 6
 dx

�1

0

 
dx

5x � 3

sen x ���4

0

 csc x dx

�


0

 cos x dx

�


1

 ln�x2� dx

�2

1

 
dx
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 51.  52.

 53.  54.

En los ejercicios 55 y 56, determinar todos los valores de p para 
los que la integral impropia es convergente.

 55. �


1

 
1

xp
 dx  56. �1

0

 
1

xp
 dx

 57. Usar la inducción matemática para veri� car que la integral 
siguiente converge para todo entero positivo n.

�


0

 xne�x dx

 58.  Prueba de comparación de integrales impropias En algunos 
casos, es imposible encontrar el valor preciso de una integral 
impropia, aunque es importante determinar si la integral con-
verge o diverge. Suponer que las funciones f y g son continuas 
y que 0 � ƒ(x) � g(x) en el intervalo [a, 
). Se puede mostrar 
que si �


a f(x) dx converge, entonces �

a g(x) dx igualmente lo 

hace, y si �

a g(x) dx diverge, entonces �


a f(x) dx también diverge. 
Esto se conoce como la prueba de comparación de integrales 
impropias.

 a)  Utilizar la prueba de comparación para determinar si 
�


1 e�x
2

2 dx converge o diverge. (Sugerencia: Utilizar el 
hecho de que e�x

2

2 � e�x para x � 1.)
 b)  Usar la prueba de comparación para determinar si 

�

1  

1

x5 � 1
 dx converge o diverge. (Sugerencia: Utilizar 

el hecho de que 
1

x5 � 1
�

1

x5  para x � 1.)

En los ejercicios 59 a 70, usar los resultados de los ejercicios 55 a 
58 para determinar si la integral impropia converge o diverge.

 59.  60.

 61.  62.

 63.  64.

 65.  66.

 67.  68.

 69.  70.

Desarrollo de conceptos

 71. Describir los diferentes tipos de integrales impropias.

 72. Definir las condiciones de convergencia o divergencia al 
trabajar con integrales impropias.

Desarrollo de conceptos (continuación)

 73. Explicar por qué �1

�1
 
1

x3
 dx � 0.

 74. Considerar la integral

�3

0

 
10

x2 � 2x
 dx.

Para determinar la convergencia o divergencia de la integral, 
¿cuántas integrales impropias deben analizarse? ¿Qué debe 
ser verdadero en cada integral para que la integral dada 
converja?

Área En los ejercicios 75 a 78, encontrar el área no acotada de 
la región sombreada.

 75. y � ex, �
 < x � 1 76. y � �ln x

 77. La bruja de Agnesi: 78. La bruja de Agnesi:

Área y volumen En los ejercicios 79 y 80, considerar la región que 
satisface las desigualdades. a) Encontrar el área de la región. 
b) Encontrar el volumen del sólido generado al girar la región al-
rededor del eje x. c) Encontrar el volumen del sólido generado al 
girar la región alrededor del eje y.

 79. x � 0y � 0,y � e�x,  80. x � 1y � 0,y �
1

x2
,

 81. Longitud de arco Dibujar la grá� ca del hipocicloide de cuatro 
cúspides x2�3 � y2�3 � 4 y encontrar su perímetro.

 82. Longitud de arco Encontrar la longitud de arco de la grá� ca 
de y � �16 � x2  sobre el intervalo [0, 4].

 83. Área de una super� cie La región acotada por (x � 2)2 � y2 
� 1 se gira alrededor del eje y para formar un toro. Encontrar 
el área de la super� cie del toro.

�


0

 
4

�x�x � 6�
 dx

�


3

 
1

x�x2 � 9
 dx

�


1

1

x ln x
 dx

�


5

 
1

x�x2 � 25
 dx

�


1

 
x2

 dx

�


1

 
2 � e�x

x
 dx

�


2

 
1

3�x�x � 1�
 dx

�


1

 
1

x2 � 5
 dx

�


1

 
1

x5
 dx

�1

0

 
1

x5
 dx

1 � sen x �


2

 
1

�x ln x
 dx

�


0

 
1

ex � x
 dx

�


1

 
1

�x �x � 1�
 dx

�


2

 
1

�x � 1
 dx

�


0

 x4e�x dx

�1

0

 
1
5�x

 dx
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y
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−1

2

3

y

x

y

x

−2−4−6 2 4 6
−2

−4

−6

4

6

−1−2−3 1 2 3
−1

−2

−3

2

3

y

x

y �
8

x2 � 4
y �

1

x2 � 1



SECCIÓN 8.8  Integrales impropias  589

 84. Área de una super� cie Encontrar el área de la super� cie 
formada al girar la grá� ca de y � 2e�x en el intervalo [0, 
) 
alrededor del eje x.

Propulsión En los ejercicios 85 y 86, usar el peso del cohete para 
contestar cada pregunta. (Usar 4 000 millas como el radio de la 
Tierra y no considerar el efecto de la resistencia al aire.)

 a) ¿Cuánto trabajo se requiere para propulsar el cohete a una 
distancia in� nita fuera de la super� cie de la Tierra?

 b) ¿Qué tan lejos ha viajado el cohete cuando la mitad del trabajo 
total ha ocurrido?

 85. Cohete de 5 toneladas 86. Cohete de 10 toneladas

Probabilidad Una función no negativa ƒ se llama función de 
densidad de probabilidad si

��

��

 f �t� dt � 1.

La probabilidad de que x quede entre a y b está dada por

P�a � x � b� � �b

a

 f �t� dt.

El valor esperado de x está dado por

E�x� � ��

��

 t f �t� dt.

En los ejercicios 87 y 88, a) mostrar que la función no negativa es 
una función de densidad de probabilidad, b) encontrar P(0 � x 
� 4) y c) encontrar E(x).

 87. f �t� � �
1
7e�t�7,

0,

     t � 0

     t < 0
 88. f �t� � �

2
5e�2t�5,     

0,

t � 0

t < 0

Costo capitalizado En los ejercicios 89 y 90, encontrar el costo 
capitalizado C de un recurso a) para n � 5 años, b) para n � 10 
años y c) para siempre. El costo capitalizado está dado por

C � C0 1 �n

0

 c�t�e�rt dt

donde C0 es la inversión original, t es el tiempo en años, r es el 
interés compuesto continuo del interés anual y c(t) es el costo 
anual de mantenimiento.

 89. C0 � $650 000 90. C0 � $650 000 

c(t) � $25 000  c(t) � $25 000(1 � 0.08t)

r � 0.06  r � 0.06   

 91. Teoría electromagnética El potencial magnético P en un punto 
en el eje de un circuito circular está dado por

P �
2� NIr

k
 �


c

 
1

�r2 � x2�3�2
 dx

donde N, I, r, k y c son las constantes. Encontrar P.

 92. Fuerza gravitacional Una varilla uniforme “semiinfinita” 
ocupa el eje x no negativo. La varilla tiene una densidad lineal 
� la cual mide un segmento de longitud dx que tiene una masa 
de � dx. Una partícula de masa M se localiza en el punto (�a, 0). 
La fuerza gravitatoria F que la varilla ejerce en la masa está dada 

por F � �


0
 

GM�

�a � x�2
 dx, donde G es la constante gravitatoria. 

Encontrar F.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 93 a 96, determinar si la 
a� rmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o dar 
un ejemplo que demuestre que es falso.

 93. Si ƒ es continua en [0, 
) y 
x→

lím  f �x� � 0, entonces �


0  f �x� dx 
converge.

 94. Si ƒ es continua en [0, 
) y �

0  f �x� dx diverge, entonces 

x→

lím  f �x� � 0.

 95. Si ƒ′ es continua en [0, 
) y 
x→

lím  f �x� � 0, entonces,

�

0  f� �x� dx � �f �0�.

 96. Si la grá� ca de ƒ es simétrica con respecto al origen o al eje y, 
entonces �


0  f �x� dx  converge si y sólo si �

�
 f �x� dx  con-

verge.

 97.  a)  Demostrar que �

�


 sen x dx  diverge.

 b)  Demostrar que 
a→


 �a

�a
 lím  sen x dx � 0.

 c)  ¿Qué indican los incisos a) y b) acerca de la de� nición de 
integrales impropias?

 98.  Para cada integral, encontrar el número real no negativo 
b que haga que la integral sea impropia. Explicar el ra-
zonamiento.

 a)  b)

 c)  d)

 e)  f)

 99. Redacción

 a) Las integrales impropias

�


1
 
1

x2
 dx�


1
 
1

x
 dx y

divergen y convergen, respectivamente. Describir las 
diferencias esenciales entre los integrandos que son causa 
del distinto comportamiento.

 b) Dibujar una grá� ca de la función y � sen x�x sobre el 
intervalo (1, 
). Usar el conocimiento de la integral 
de� nida para inferir si la integral

�
1

 
x

 dx

 sen x

converge o no. Dar las razones de la respuesta.

 c) Usar una iteración de integración por partes en la integral 
en el inciso b) para determinar su divergencia o conver-
gencia.

�b

0

 tan 2x dx

�b

0

 
x

x2 � 7x � 12
 dx

�b

0

 
1

x2 � 9
 dx

�b

0

 
cos x

 dx

�10

b

 ln x dx

�b

0

 
1

�4 � x
 dx

1 � sen x

Para discusión
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 100. Exploración Considerar la integral

���2

0

4

1 � �tan x�n
 dx

donde n es un entero positivo.

 a) ¿La integral es impropia? Explicar.
 b) Usar una para hacer la grá� ca del integrando para n � 2, 

4, 8 y 12.
 c) Usar las grá� cas para aproximar la integral como n → 
.
 d) Usar un sistema algebraico por computadora para evaluar 

la integral para los valores de n en el apartado b). Hacer 
una conjetura sobre el valor de la integral para cualquier 
entero positivo n. Comparar los resultados con la respuesta 
en el apartado c).

 101. Función gamma La función gamma Γ(n) se de� ne por

n > 0.��n� � �


0

 xn�1e�x dx,

 a) Encontrar Γ(1), Γ(2) y Γ(3).
 b) Usar la integración por partes para mostrar que Γ(n � 1) 

� nΓ(n).
 c) Escribir Γ(n) usando notación factorial donde n es un 

entero positivo.

 102. Demostrar que In � 	n � 1

n � 2
In�1, donde

n � 1.In � �


0

 
x2n�1

�x2 � 1�n�3
 dx,

Entonces evaluar cada integral.

 a)  b)

 c)

Transformada de Laplace Sea ƒ(t) una función de� nida para 
todos los valores positivos de t. La transformada de Laplace de 
f(t) se de� ne por

F�s� � ��

0

e�st f �t� dt

si la integral impropia existe. Se usa la transformada de Laplace 
para resolver las ecuaciones diferenciales. En los ejercicios 103 a 
110, encontrar la transformada de Laplace de la función.

 103.  104. 

 105.  106.

 107.  108.

 109.  110.

 111. Probabilidad normal La altura media de hombres estadouni-
denses entre 20 y 29 años de edad es 70 pulgadas, y la desvia-
ción estándar es 3 pulgadas. Un hombre de 20 a 29 años de 
edad es elegido al azar de entre la población. La probabilidad 
de que sea de 6 pies de alto o más es

P�72 � x < 
� � �


72

 
1

3�2�
e��x�70�2�18 dx.

(Fuente: National Center for Health Statistics)

 a) Usar una herramienta de gra� cación para representar 
grá� camente el integrando. Usar la herramienta de gra-
� cación para veri� car que el área entre el eje x y el inte-
grando es 1.

 b) Usar una herramienta de graficación para aproximar 
P(72 � x < 
).

 c) Aproximar 0.5 � P(70 � x � 72) usando una herramien-
ta de gra� cación. Usar la grá� ca en el inciso a) para ex-
plicar por qué este resultado es igual a la respuesta del 
inciso b).

 112. a) Dibujar el semicírculo y � �4 � x2.

  b) Explicar por qué

�2

�2

 
2 dx

�4 � x2
� �2

�2

�4 � x2 dx

sin evaluar cualquier integral.

 113. ¿Para qué valor de c la integral converge?

�


0

 	 1

�x2 � 1
�

c

x � 1
 dx

Evaluar la integral para este valor de c.

 114. ¿Para qué valor de c la integral converge?

�


1

 	 cx

x2 � 2
�

1

3x
 dx

Evaluar la integral para este valor de c.

 115. Volumen Encontrar el volumen del sólido generado al girar 
la región acotada por la grá� ca de ƒ alrededor del eje x.

f �x� � �x ln x,

0,

0 < x � 2

x � 0

 116. Volumen Encontrar el volumen del sólido generado al girar 
la región no acotada que queda entre y � �ln x y el eje y 
(y � 0) alrededor del eje x.

u-Sustitución En los ejercicios 117 y 118, volver a escribir la 
integral impropia como una integral propia usando la sustitución 
de u dada. Entonces usar la regla de los trapecios con n � 5 para 
aproximar la integral.

 117.

 118.

 119. a) Usar una herramienta de gra� cación para representar 
grá� camente la función y � e�x2.

   b) Mostrar que �


0

 e�x2

 dx � �1

0

��ln y dy.

 120. Sea �


�


 f �x� dx  convergente y sean a y b los números reales 

donde a � b. Mostrar que

�a

�


 f �x� dx � �


a

 f �x� dx � �b

�


 f �x� dx � �


b

 f �x� dx.

�


0

 
x5

�x2 � 1�6
 dx

�


0

 
x

�x2 � 1�4
 dx �


0

 
x3

�x2 � 1�5
 dx

f �t� � cosh at

f �t� � cos at

f �t� � t2

f �t� � 1

f �t� � eat

f �t� � t

f �t� � sen at

f �t� � senh at

u � �1 � x�1

0

 
cos x

�1 � x
 dx,

u � �x�1

0

 
�x

 dx,
sen x

CAS



En los ejercicios 1 a 8, usar las reglas básicas de integración para 
encontrar o evaluar la integral.

 1.  2. 

 3.  4.

 5.  6.

 7.  8.

En los ejercicios 9 a 18, usar la integración por partes para en-
contrar la integral.

 9.  10.

 11.  12.

 13.  14.

 15.  16.

 17.  18.

En los ejercicios 19 a 24, encontrar la integral trigonométrica.

 19.  20.

 21.  22.

 23.  24.

Área En los ejercicios 25 y 26, encontrar el área de la región.

 25. y � sen4 x 26. y � sen 3x cos 2x

En los ejercicios 27 a 32, usar la sustitución trigonométrica para 
encontrar o evaluar la integral.

 27.  28.

 29.  30.

 31.  32. 

En los ejercicios 33 y 34, encontrar la integral usando cada mé-
todo.

 33. � 
x3

�4 � x2
 dx

 a) Sustitución trigonométrica
 b) Sustitución: u2 � 4 � x2

 c) Integración por partes: dv � (x�  4 � x2) dx

 34. � x�4 � x dx

 a) Sustitución trigonométrica
 b) Sustitución: u2 � 4 � x
 c) Sustitución: u � 4 � x
 d) Integración por partes: dv � 4 � x dx

En los ejercicios 35 a 40, usar las fracciones parciales para en-
contrar la integral.

 35.  36.

 37.  38.

 39.  40.

En los ejercicios 41 a 48, usar la integración por tablas para en-
contrar o evaluar la integral.

 41. � x

�4 � 5x�2
 dx  42. � x

�4 � 5x
 dx

 43.  44.

 45.  46.

 47.  48.

 49. Verificar la fórmula de la reducción

� �ln x�n dx � x�ln x�n � n� �ln x�n�1 dx.

 50. Verificar la fórmula de la reducción

� tann x dx �
1

n � 1
 tann�1 x � � tann�2 x dx.

� 
x4 � 2x2 � x � 1

�x2 � 1�2  dx� 
100

�100 � x2
 dx

�2

3�2
 2x�2x � 3 dx�e

1
 
ln�2x�

x
 dx

� x

�25 � x2
 dx� x

x2 � 49
 dx

�xe x2�1 dx�x�x2 � 36 dx

� cos 2��sen � � cos ��2 d�� 
1

1 � sen �
 d�

� tan � sec4 � d�� sec4 
x

2
 dx

� sen2 
�x

2
 dx� cos3��x � 1� dx

���2

0

 
sen �

1 � 2 cos2 �
 d��0

�2

 �4 � x2 dx

� 
sec2 �

tan � �tan � � 1� d�� 
x2

x2 � 5x � 24
 dx

� 
4x � 2

3�x � 1�2 dx� 
x2 � 2x

x3 � x2 � x � 1
 dx

� 
2x3 � 5x2 � 4x � 4

x2 � x
 dx� x � 39

x2 � x � 12
 dx

� 
1

1 � tan �x
 dx� 1

sen �x cos �x
 dx

x >

1
3� 

3

2x�9x2 � 1
 dx,� 

x

x2 � 4x � 8
 dx

�1

0

 
x

1 � ex2 dx����2

0

x

1 � sen x2 dx
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Ejercicios de repaso8

� ex arctan ex dx� x arcsen 2x dx

� ln�x2 � 4 dx� x2 sen 2x dx

�arctan 2x dx�x�x � 1 dx

� �x2 � 3x�ex dx� e2x sen 3x dx

� xe3x dx � x3 ex dx

y

x

6

1

−1

π

3

π

4 )) , 0 
π

y

x

4

3π

4

π

2

π

2

π

4

π π

x > 3� 
�x2 � 9

x
 dx,� 

�12

x2�4 � x2
 dx

��25 � 9x2 dx� x3

�4 � x2
 dx
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En los ejercicios 51 a 58, encontrar la integral usando cualquier 
método.

 51.  52. 

 53.  54.

 55.  56.

 57.  58.

En los ejercicios 59 a 62, resolver la ecuación diferencial usando 
cualquier método.

 59.  60.

 61.  62.

En los ejercicios 63 a 68, evaluar la integral de� nida usando 
cualquier método. Usar una herramienta de gra� cación para 
veri� car el resultado.

 63.  64.

 65.  66.

 67.  68.

Área En los ejercicios 69 y 70, encontrar el área de la región.

 69. y � x�4 � x  70. y �
1

25 � x2

Centroide En los ejercicios 71 y 72, encontrar el centroide de la 
región acotada por las grá� cas de las ecuaciones.

 71. 

 72. 

Longitud de arco En los ejercicios 73 y 74, aproximar a dos 
posiciones decimales la longitud de arco de la curva sobre el 
intervalo dado.

  Función Intervalo

 73.

 74.

En los ejercicios 75 a 82, usar la regla de L’Hôpital para evaluar 
el límite.

 75.  76. 

 77.  78.

 79.  80.

 81.  82.

En los ejercicios 83 a 90, determinar si la integral impropia es 
divergente o convergente. Evaluar la integral si converge.

 83.  84.

 85.  86.

 87.  88.

 89. �


2

 
1

x�x2 � 4
 dx  90. �


0

 
2

�x�x � 4�
 dx

 91. Valor presente La junta directiva de una corporación está 
calculando el precio a pagar por un negocio que se prevé rendirá 
un flujo continuo de ganancia de $500 000 por año. Si el dinero 
ganará una tasa nominal de 5% por año compuesto continua-
mente, ¿cuál es el valor presente del negocio

 a) durante 20 años?

 b) para siempre (a perpetuidad)?

(Nota: El valor presente para t0 años es, �t
0

0 500 000e�0.05t dt.)

 92. Volumen Encontrar el volumen del sólido generado al girar 
la región acotada por las gráficas de y � xe�x, y � 0 y x � 0 
alrededor del eje x.

 93. Probabilidad La longitud media (del pico a la cola) de es-
pecies diferentes de pájaros orientales en Estados Unidos se 
distribuye aproximadamente con una media de 12.9 centímetros 
y una desviación normal de 0.95 centímetros (ver la figura). La 
probabilidad de que un pájaro seleccionado al azar tenga una 
longitud entre a y b centímetros es

P�a x b� �
1

0.95�2�
 �b

a

 e��x�12.9�2�2�0.95�2 dx.

Usar una herramienta de graficación para aproximar la probabili-
dad de que un pájaro seleccionado al azar tenga una longitud de 
a) 13 centímetros o mayor y b) 15 centímetros o mayor. (Fuente: 

Peterson’s Field Guide: Eastern Birds)

� �sen � � cos ��2 d�� cos x ln�sen x� dx

� 
3x3 � 4x

�x2 � 1�2 dx� �1 � cos x dx

� �1 � �x dx� 
x1�4

1 � x1�2 dx

� 
csc�2x

�x
 dx� � sen � cos � d�

y� � �1 � cos �y� � ln�x2 � x�

dy

dx
�

�4 � x2

2x

dy

dx
�

9
x2 � 25

�5

0
 

x

�1 � x
 dx��

0
 x sen x dx

�2

0
 xe3x dx�4

1
 
ln x

x
 dx

�1

0
 

x

�x � 2��x � 4� dx��5

2

 x�x2 � 4�3�2 dx

�0, ��y � sen2 x

�0, ��y � sen x

�x � 4�2 � y 2 � 4�x � 1�2 � y 2 � 1,

y � 0y � �1 � x2,

lím
x→1� 	 2

ln x
�

2
x � 1
lím

n→

 1 000	1 �

0.09
n 


n

lím
x→1� �x � 1�ln xlím

x→

 �ln x�2�x

lím
x→


  xe�x2
lím

x→

  
e2x

x2

lím
x→0  

sen �x

sen 5�x
lím
x→1

  
�ln x�2

x � 1
 

�


1
 

1
4�x

 dxdx�


1
 
ln x
x2

�


0
 
e�1�x

x2  dx�


1
 x2 ln x dx

�2

0
 

7
x � 2

 dx�16

0
 

1
4�x

 dx

2 4

0.5

1

x

y

1 2 3 4

1

2

3

4

y

x

x
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 1. a) Evaluar las integrales

�1

�1

�1 � x2�2 dx.�1

�1

�1 � x2� dx y

   b) Usar las fórmulas de Wallis para demostrar que

�1

�1

�1 � x2�n dx �
22n�1�n!�2

�2n � 1�!

para todos los n enteros positivos.

 2. a) Evaluar las integrales �1

0

�ln x�2 dx.�1

0

ln x dx y 

  b) Demostrar que

�1

0

�ln x�n dx � ��1�n n!

para todos los n enteros positivos.

 3. Encontrar el valor de la constante positiva c tal que

x→

	x � c

x � c

x

� 9.lím  

 4. Encontrar el valor de la constante positiva c tal que

x→

	x � c

x � c

x

�
1

4
.lím  

 5. La recta x � 1 es tangente a la circunferencia unitaria en A. La 
longitud del segmento QA es igual a la longitud del arco circu-
lar �PA (ver la figura). Mostrar que la longitud del segmento OR 
tiende a 2 cuando P tiende a A.

 6. El segmento BD es la altura de �OAB. Sea R el cociente entre 
el área de �DAB y de la región sombreada formada al suprimir 
�OAB en el sector circular subtendido por el ángulo � (ver la 
figura). Encontrar 

�→0�
lím  R.

 7. Encontrar el área de la región acotada por el eje x, la recta 
x � 4 y la curva

y �
x2

�x2 � 9�3�2
.

 a) Usar una herramienta de gra� cación para hacer la grá� ca 
de la región y aproximar su área.

 b) Usar una sustitución trigonométrica apropiada para encon-
trar el área exacta.

 c) Usar la sustitución x � 3 senh u para encontrar el área 
exacta y veri� car que se obtiene la misma respuesta que 
en el inciso b).

 8. Usar la sustitución u � tan 
x

2
 para encontrar el área de la región 

sombreada bajo la gráfica de y �
1

2 � cos x
,  0 � x � ��2 (ver 

la figura).

  Figura para 8  Figura para 9

 9. Encontrar la longitud de arco de la gráfica de la función y � ln 
(1 � x2) en el intervalo 0 � x �  ��  (ver la figura).

 10. Encontrar el centroide de la región sobre el eje x y acotada 
anteriormente por la curva y � e�c2x2 donde c es una constante 
positiva (ver la figura).

�


0

e�c2x2
 dx �

1

c
�


0

e�x2
 dx.
	Sugerencia: Mostrar que

 11. Algunas funciones elementales, tales como ƒ(x) � sen(x2), no 
tienen antiderivadas que son funciones elementales. Joseph 
Liouville comprobó que
p

�ex

x
 dx

  no tiene una antiderivada elemental. Utilizar este hecho para 
demostrar que

� 1

ln x
 dx

no es elemental.
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 12. a) Sea y � ƒ�1(x) la función inversa de ƒ. Usar la integración 
por partes para derivar la fórmula

�f �1�x� dx � x f �1�x� � �f �y� dy.

   b) Usar la fórmula del inciso a) para encontrar la integral 

�arcsen x dx.

  c) Usar la fórmula del inciso a) para encontrar el área bajo la 
gráfica de y � ln x, 1 � x � e (ver la figura).

 13. Factorizar el polinomio p(x) � x4 � 1 y entonces encontrar el área 

bajo la gráfica de 0 � x � 1y �
1

x 4 � 1
,  (ver la figura).

 14. a) Usar la sustitución u �
�

2
� x  para evaluar la integral

���2

0

  dx.
sen x

cos x � sen x

  b) Sea n un entero positivo. Evaluar la integral

���2

0

 
n

n n
 dx.

sen  x

cos  x � sen  x

 15. Usar una herramienta de graficación para estimar cada límite. 
Entonces calcular cada límite usando la regla de L’Hôpital. ¿Qué 
se puede concluir sobre la forma indeterminada 0 � 
?

 16. Suponer que el denominador de una fracción se descompone en 
productos de factores lineales distintos

D(x) � (x � c1)(x � c2)…(x � cn)

para un n entero positivo y un número real distinto c1, c2,…, cn. 
Si N es un polinomio de grado menor de n, mostrar que

N�x�
D�x� �

P1

x � c1

�
P2

x � c2

� .  .  . �
Pn

x � cn

donde Pk � N(ck)�D′(ck) para k � 1, 2,..., n. Notar que esto es la 
descomposición de las fracciones simples de N(x)�D(x).

 17. Usar los resultados del ejercicio 16 para encontrar la descom-
posición de las fracciones parciales de

x3 � 3x2 � 1

x4 � 13x2 � 12x
.

 18. La velocidad v (en pies por segundo) de un cohete cuya masa 
inicial (incluido el combustible) es m, está dada por

t <

m

r
v � gt � u ln 

m

m � rt
,

donde u es la velocidad de la expulsión del combustible, r es 
la proporción en que el combustible se consume, y g � �32 
pies�s2 son la aceleración debida a la gravedad. Encontrar la 
ecuación de la posición para un cohete para el cual m � 50 000 
libras, u  � 12 000 pies por segundo y r � 400 libras por se-
gundo. ¿Cuál es la altura del cohete cuando t � 100 segundos? 
(Asumir que el cohete despegó al nivel del suelo y se desplaza 
verticalmente.)

 19. Suponer que ƒ(a) � ƒ(b) � g(a) � g(b) � 0 y las segundas 
derivadas de f y g son continuas en el intervalo cerrado [a, b]. 
Demostrar que

�b

a

f �x�g��x� dx � �b

a

f ��x�g�x� dx.

 20. Suponer que ƒ(a) � ƒ(b) � 0 y las segundas derivadas de ƒ 
existen en el intervalo cerrado [a, b]. Demostrar que

�b

a

�x � a��x � b�f ��x� dx � 2�b

a

f �x� dx.

 21. Usando la desigualdad

1

x5
�

1

x10
�

1

x15
<

1

x5 � 1
<

1

x5
�

1

x10
�

2

x15

para x � 2, aproximar �


2

 
1

x5 � 1
 dx.

 22.  Considerar la región sombreada entre la gráfica de y � sen x, 
donde 0 � x � �, y la línea y � c, donde 0 � c � 1 (ver la 
figura). Se forma un sólido al girar la región alrededor de la recta 
y � c.

 a)  ¿Para qué valor de c el sólido tiene un volumen mínimo?
 b)  ¿Para qué valor de c el sólido tiene un volumen máximo?

x

y

1

e1 2 3

x

y

1

1

h d i f i l f i b

x→0� 	cot x �
1

x
	cot x �
1

x
�
x→0� 	cot x �

1

x
x→0� 	cot x �
1

x
lím  lím  

lím  

b)

c)

a)
y

x
π

y = c

y = sen x
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9 Series infinitas

Este capítulo se divide en dos partes.
Las primeras seis secciones describen
sucesiones infinitas y series infinitas.
Las últimas cuatro estudian polinomios
de Taylor y Maclaurin y series de
potencias.

En este capítulo, se aprenderá:

� Cómo determinar si una sucesión
converge o diverge. (9.1)

� Cómo determinar si una serie infini-
ta converge o diverge. (9.2 a 9.6)

� Cómo encontrar las aproximaciones
polinomiales de Taylor o Maclaurin
de funciones elementales. (9.7)

� Cómo encontrar el radio y el interva-
lo de convergencia de una serie de
potencias y cómo diferenciar e inte-
grar la serie de potencias. (9.8)

� Cómo representar funciones median-
te series de potencia. (9.9)

� Cómo encontrar una serie de Taylor
o de Maclaurin para una función.
(9.10)

Eric Haines

El copo esférico que se muestra arriba es un fractal generado por computadora que
creó Eric Haines. El radio de la esfera grande es de 1. A la esfera grande se unen
nueve esferas que tienen de radio. A cada una de éstas, se añaden nueve1

3

Los polinomios de Maclaurin aproximan una función dada en un intervalo cerca de x � 0. A medida que se agre-

gan términos al polinomio de Maclaurin, éste se convierte en una aproximación cada vez mejor de la función dada

cerca de x � 0. En la sección 9.10 se verá que la serie de Maclaurin equivale a la función dada (bajo condiciones

adecuadas).

esferas que tienen de radio. Este proceso continúa de manera infinita. ¿El área
superficial del copo esférico es finita o infinita? (Ver la sección 9.2, ejercicio 114.)

1
9



� Enunciar los términos de una sucesión.

� Determinar si una sucesión converge o diverge.

� Escribir una fórmula para el término n-ésimo de una sucesión.

� Usar las propiedades de las sucesiones monótonas y de las sucesiones acotadas.

Sucesiones

En matemáticas, la palabra “sucesión” se usa en un sentido muy parecido al lenguaje
usual. Se dice que una colección de objetos o eventos está en sucesión significa general-
mente que la colección está ordenada de manera que tiene un primer miembro, un segun-
do miembro, un tercer miembro, y así sucesivamente.

Matemáticamente, una sucesión se define como una función cuyo dominio es el con-
junto de los enteros positivos. Aunque una sucesión es una función, es común representar
las sucesiones empleando subíndices en lugar de la notación habitual de la función. Por
ejemplo, en la sucesión

1, 2, 3, 4,

Sucesión.

al 1 se le asigna a1, al 2 se le asigna a2, y así sucesivamente. Los números a1, a2, a3,…, an…
son los términos de la sucesión. El número an es el término n-ésimo de la sucesión, y la
sucesión completa se denota por {an}.

EJEMPLO 1 Dar los términos de una sucesión

a) Los términos de la sucesión son

2, 4, 2, 4,

b) Los términos de la sucesión son

c) Los términos de la sucesión son

d) Los términos de la sucesión definida en forma recursiva o recurrente {dn}, donde d1
= 25 y , son

. . .15 � 5 � 10,20 � 5 � 15,25 � 5 � 20,25,

dn�1 � dn � 5

. . .
16

15
,

9

7
,

4

3
,

1

1
,

. . .42

24 � 1
,

32

23 � 1
,

22

22 � 1
,

12

21 � 1
,

�cn
� � � n2

2n � 1�

. . .�
4

7
,�

3

5
,�

2

3
,�1,

. . .
4

1 � 2 � 4
,

3

1 � 2 � 3
,

2

1 � 2 � 2
,

1

1 � 2 � 1
,

�bn
� � � n

1 � 2n�
. . .

. . .3 � ��1�4,3 � ��1�3,3 � ��1�2,3 � ��1�1,

�an
� � �3 � ��1�n�

. . .an,. . . ,a4,a3,a2,a1,

. . .n,. . . ,

E X P L O R A C I Ó N

Búsqueda de patrones Describir
un patrón para cada una de las
sucesiones siguientes. Después usar
la descripción para escribir una fór-
mula para el término n-ésimo de
cada sucesión. A medida que n se
incrementa, ¿los términos parecen
acercarse a algún límite? Explique
su razonamiento.

a)

b)

c)

d)

e) 3
7,

5
10,

7
13,

9
16,

11
19, . . .

1
4,

4
9,

9
16,

16
25,

25
36, . . .

10,
10
3 ,

10
6 ,

10
10,

10
15, . . .

1,
1
2,

1
6,

1
24,

1
120, . . .

1,
1
2,

1
4,

1
8,

1
16, . . .

Algunas suce-
siones se definen en forma recursiva o
recurrente. Para definir una sucesión
en forma recursiva se necesita dar uno
o más de los primeros términos.
Todos los otros términos de la suce-
sión son definidos usando los térmi-
nos anteriores, como se muestra en el
ejemplo 1d.

AYUDA DE ESTUDIO

De vez en cuando, es conve-
niente empezar una sucesión con 
para que los términos de la sucesión
sean �a0, a1, a2, a3, . . . , an, . . .

a0,

NOTA

596 CAPÍTULO 9 Series infinitas
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Límite de una sucesión

El punto principal de este capítulo son las sucesiones cuyos términos tienden a valores límite.
Tales sucesiones se llaman convergentes. Por ejemplo, la sucesión

converge a 0, como se indica en la definición siguiente.

Gráficamente, esta definición dice que finalmente (para y ) los términos
de una sucesión que converge a L quedarán dentro de la franja entre las rectas  
y como se muestra en la figura 9.1.

Si una sucesión coincide con una función en cada entero positivo, y si  tiende
a un límite L a medida que la sucesión debe converger al mismo límite L.

El inverso del teorema 9.1 no es cierto (ver el ejercicio 138). �

EJEMPLO 2 Encuentre el límite de una sucesión

Hallar el límite de la sucesión cuyo término n-ésimo es 

Solución A partir del teorema 5.15

Por tanto, puede aplicar el teorema 9.1 para concluir que

� e.

lim
n→�

an � lim
n→�

�1 �
1

n�
n

lim
x→�

�1 �
1

x�
x

� e.

an � �1 �
1

n�
n

.

NOTA

x→�,

f �x�f�an
�

y � L � �,

y � L � �

� > 0n > M

1

2
,

1

4
,

1

8
,

1

16
,

1

32
, . . .

�1�2n�

n
642 31 5

ε

ε
L

M

L +

L −

y = an

Para todos los términos de la suce-
sión distan de L menos de unidades
Figura 9.1

�

n > M,

Hay diferentes situaciones en
las que una sucesión puede no tener un
límite. Una situación así es cuando los
términos de la sucesión crecen sin
límite o decrecen sin límite. Estos
casos son escritos simbólicamente
como sigue. 
Los términos crecen sin límite:

Los términos decrecen sin límite:

�lim
n→�

an � ��

lim
n→�

an � �

NOTA

DEFINICIÓN DEL LÍMITE DE UNA SUCESIÓN

Sea un número real. El límite de una sucesión  es escrito como

si para cada existe tal que siempre que  Si el
límite L de una sucesión existe, entonces la sucesión converge a L. Si el límite de una
sucesión no existe, entonces la sucesión diverge.

n > M.�an � L� < �M > 0� > 0,

lim
n→�

an � L

L,�an
�L

TEOREMA 9.1 LÍMITE DE UNA SUCESIÓN

Sea un número real. Sea una función de una variable real tal que

Si es una sucesión tal que para cada entero positivo n, entonces

lim
n→�

an � L.

f �n� � an
�an

�

lim
x→�

f �x� � L.

fL

lím

lím

lím

lím

lím

lím

lím lím
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Las siguientes propiedades de límites de sucesiones corresponden a aquellas dadas
para los límites de funciones en una variable real en la sección 1.3.

EJEMPLO 3 Análisis de convergencia o divergencia

a) Como la sucesión tiene los términos

Vea el ejemplo 1a, página 596.

que alternan entre 2 y 4, el límite

no existe. Por tanto, la sucesión diverge.

b) Para divida el numerador y denominador entre n para obtener

Vea el ejemplo 1b, página 596.

lo cual implica que la sucesión converge a 

EJEMPLO 4 Uso de la regla de L’Hôpital para determinar

la convergencia

Mostrar que la sucesión cuyo término n-ésimo es converge.

Solución Considere la función en una variable real

Aplicando la regla de L’Hôpital dos veces se obtiene

Como para todo entero positivo, puede aplicarse el teorema 9.1 para concluir
que

Vea el ejemplo 1c, página 596.

Así, la sucesión converge a 0.

lim
n→�

n2

2n � 1
� 0.

f �n� � an

lim
x→�

x2

2x � 1
� lim

x→�

2x

�ln 2�2x
� lim

x→�

2

�ln 2�22x
� 0.

f �x� �
x2

2x � 1
.

an �
n2

2n � 1

�
1
2.

lim
n→�

n

1 � 2n
� lim

n→�

1

�1�n� � 2
� �

1

2

�bn
� � � n

1 � 2n� ,

lim
n→�

an

2, 4, 2, 4, .  .  .

�an
� � �3 � ��1�n�

TEOREMA 9.2 PROPIEDADES DE LOS LÍMITES DE SUCESIONES

Sea y 

1. 2. es cualquier número real

3. 4. y K 	 0bn 	 0lim
n→�

an

bn

�
L

K
,lim

n→�

�anbn� � LK

clim
n→�

can � cL,lim
n→�

�an ± bn� � L ± K

lim
n→�

bn � K.lim
n→�

an � L

TECNOLOGÍA Representar en
una herramienta de graficación la fun-
ción del ejemplo 4. Nótese que cuan-
do x tiende a infinito, el valor de la
función se acerca a 0. Si se tiene acce-
so a una herramienta de graficación
que pueda generar los términos de
una sucesión, úsese para generar los
primeros 20 términos de la sucesión
del ejemplo 4. Después examinar los
términos para observar numérica-
mente que la sucesión converge a 0.

lím lím

lím lím

lím lím

lím

lím lím

lím lím lím

lím



El símbolo (se lee “ factorial” o “factorial de n”) se usa para simplificar algunas
de las fórmulas desarrolladas en este capítulo. Sea n un entero positivo; entonces n facto-
rial se define como

Como un caso especial, el cero factorial se define como De esta definición, se
puede ver que y así sucesivamente. Los fac-
toriales siguen las mismas convenciones respecto al orden de las operaciones que los expo-
nentes. Es decir, así como y implican un orden diferente de las operaciones,
y implica los órdenes siguientes.

y

Otro teorema útil para límites que puede reescribirse para sucesiones es el teorema del
encaje o del emparedado de la sección 1.3.

EJEMPLO 5 Aplicación del teorema del encaje

Pruebe que la sucesión converge, y encuentre su límite.

Solución Para aplicar el teorema del encaje, debe encontrar dos sucesiones con-
vergentes que puedan relacionarse a la sucesión dada. Dos posibilidades son  
y ambas convergen en 0. Comparando el término con se puede ver que

factores

y

factores

Esto implica que para y tiene

como se muestra en la figura 9.2. Por tanto, el teorema del encaje o del emparedado impli-
ca que 

lim
n→�

��1�n 1

n!
� 0.

n ≥ 4
�1

2n
≤ ��1�n 1

n!
≤

1

2n
,

n ≥ 4, 2n
< n!,

n � 4

�n ≥ 4�2n � 2 � 2 � 2 � 2 � 2 � 2 . . . 2 � 16 � 2 � 2 . . . 2.

n � 4

�n ≥ 4�n! � 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 . . . n � 24 � 5 � 6 . . . n

2n,n!bn � 1�2n,

an � �1�2n

�cn
� � ���1�n 1

n!�

�2n�! � 1 � 2 � 3 � 4 . . . n � �n � 1� . . . 2n

2n! � 2�n!� � 2�1 � 2 � 3 � 4 . . . n�

�2n�!
2n!�2x�32x3

3! � 1 � 2 � 3 � 6,2! � 1 � 2 � 2,1! � 1,

0! � 1.

n! � 1 � 2 � 3 � 4 . . . �n � 1� � n.

nn!

n

1

0.5

1.0

−1.5

−1.0

−0.5

2n

2n

(−1)n

1

1
−

n!

an

Para queda confirmado
entre y 
Figura 9.2

1� 2n.�1� 2n

��1�n� n!n ≥ 4,

El ejemplo 5 sugiere algo
acerca del ritmo o velocidad a la que 
aumenta cuando Como la figu-
ra 9.2 sugiere, ambos y tien-
den a 0 a medida que Si bien

se aproxima a 0 mucho más rápi-
do que 

De hecho, puede demostrarse que para
cualquier número fijo 

Esto significa que la función factorial

crece más rápido que cualquier fun-

ción exponencial.  �

lim
n→�

kn

n!
� 0.

k,

lim
n→�

1�n!

1�2n
� lim

n→�

2n

n!
� 0.

1�2n

1�n!

n→�.

1�n!1�2n

n→�.

n!

NOTA

TEOREMA 9.3 TEOREMA DEL ENCAJE O DEL EMPAREDADO PARA SUCESIONES

Si

y existe un entero N tal que para todo entonces

lim
n→�

cn � L.

n > N,an ≤ cn ≤ bn

lim
n→�

an � L � lim
n→�

bn
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En el ejemplo 5, la sucesión tiene tanto términos positivos como negativos. Para
esta sucesión, sucede que la sucesión de valores absolutos, también converge a 0.
Esto se puede demostrar por medio del teorema del encaje o del emparedado usando la
desigualdad

En tales casos, es a menudo conveniente considerar la sucesión de los valores absolutos y
entonces aplicar el teorema 9.4 que establece que si la sucesión de los valores absolutos
converge a 0, la sucesión original también converge a 0.

Considere las dos sucesiones y Como ambas sucesiones
convergen a 0 y

se puede usar el teorema del encaje o del emparedado para concluir que converge
a 0.

Reconocimiento de patrones en las sucesiones

A veces los términos de una sucesión se generan mediante alguna regla que no identifica
explícitamente el término n-ésimo de la sucesión. En tales casos, puede ser necesario des-
cubrir el patrón en la sucesión y describir el término n-ésimo. Una vez que el término
n-ésimo se ha especificado, se puede investigar la convergencia o divergencia de la suce-
sión.

EJEMPLO 6 El término n-ésimo de una sucesión

Hallar una sucesión cuyos cinco primeros términos son

y después determine si la sucesión particular que se ha elegido converge o diverge.

Solución Primero, note que los numeradores son potencias sucesivas de 2, y los denomi-
nadores forman la sucesión de enteros impares positivos. Comparando  con n, se tiene
el esquema siguiente.

Usando la regla de L’Hôpital para evaluar el límite de se obtiene

Por tanto, la sucesión diverge.

lim
n→�

2n

2n � 1
� �.lim

x→�

2x

2x � 1
� lim

x→�

2x�ln 2�
2

� �

f �x� � 2x��2x � 1�,

21

1
,

22

3
,

23

5
,

24

7
,

25

9
, . . . ,

2n

2n � 1

an

2

1
,

4

3
,

8

5
,

16

7
,

32

9
, . . .

�an
�

�an
�

��an� ≤ an ≤ �an�

���an��.��an��DEMOSTRACIÓN

n ≥ 4.0 ≤
1

n!
≤

1

2n
,

��cn��,

�cn
�

TEOREMA 9.4  TEOREMA DE VALOR ABSOLUTO

Dada la sucesión si 

entonces lim
n→�

an � 0.lim
n→�

�an� � 0

�an
�,

lím lím

lím lím lím



Sin una regla específica para la generación de los términos de una sucesión o algún
conocimiento del contexto en que se obtienen los términos de la sucesión, no es posible
determinar la convergencia o divergencia de la sucesión meramente a partir de sus
primeros términos. Por ejemplo, aunque los primeros tres términos de las siguientes cua-
tro sucesiones son idénticos, las primeras dos sucesiones convergen a 0, la tercera sucesión
converge a y la cuarta sucesión diverge.

El proceso de determinar un término n-ésimo a partir del patrón observado en los primeros
términos de una sucesión es un ejemplo de razonamiento inductivo.

EJEMPLO 7 Cálculo del término n-ésimo de una sucesión

Determine un término n-ésimo de una sucesión cuyos primeros cinco términos son

y después decida si la sucesión converge o diverge.

Solución Note que los numeradores son de la forma menos 1. Por tanto, se puede
razonar que los numeradores están dados por la regla Factorizando los deno-
minadores se obtiene

Esto sugiere que los denominadores son de la forma Finalmente, como los signos son
alternados, se puede escribir el término n-ésimo como

De la discusión sobre el crecimiento de se sigue que

Aplicando el teorema 9.4, puede concluirse que

Así, la sucesión converge a 0.�an
�

lim
n→�

an � 0.

lim
n→�

�an� � lim
n→�

3n � 1

n!
� 0.

n!,

an � ��1�n�3n � 1

n! �.

n!.

120 � 1 � 2 � 3 � 4 � 5 . . . .

24 � 1 � 2 � 3 � 4

6 � 1 � 2 � 3

2 � 1 � 2

1 � 1

3n � 1.

3n.

1
9,
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�dn
� :

1

2
,

1

4
,

1

8
, 0, . . . ,

�n�n � 1��n � 4�
6�n2 � 3n � 2� , . . .

�cn
� :

1

2
,

1

4
,

1

8
,

7

62
, . . . ,

n2 � 3n � 3

9n2 � 25n � 18
, . . .

�bn
� :

1

2
,

1

4
,

1

8
,

1

15
, . . . ,

6

�n � 1��n2 � n � 6� , . . .

�an
� :

1

2
,

1

4
,

1

8
,

1

16
, . . . ,

1

2n
, . . .

�
2

1
,

8

2
, �

26

6
,

80

24
, �

242

120
, . . .
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Sucesiones monótonas y sucesiones acotadas

Hasta ahora se ha determinado la convergencia de una sucesión encontrando su límite. Aun
cuando no pueda determinarse el límite de una sucesión particular, puede ser útil saber si
la sucesión converge. El teorema 9.5 proporciona un criterio de convergencia para suce-
siones sin determinar el límite. Primero, se dan algunas definiciones preliminares.

EJEMPLO 8 Determinar si una sucesión es monótona

Determinar si la sucesión que tiene el término n-ésimo dado es monótona.

a) b) c)

Solución

a) Esta sucesión alterna entre 2 y 4. Por tanto, no es monótona.

b) Esta sucesión es monótona porque cada término sucesivo es mayor que su predecesor.
Para ver esto, comparar los términos y [Nótese que, como n es positivo, se
puede multiplicar cada lado de la desigualdad por y sin invertir el signo
de la desigualdad.]

Empezando con la última desigualdad, que es válida, se pueden invertir los pasos para
concluir que la desigualdad original también es válida.

c) Esta sucesión no es monótona, porque el segundo término es mayor que el primer tér-
mino, y mayor que el tercero. (Nótese que si se suprime el primer término, la sucesión
resultante es monótona.)

La figura 9.3 ilustra gráficamente estas tres sucesiones.

En el ejemplo 8b, otra manera de ver que la sucesión es monótona es argumentar que la
derivada de la función derivable correspondiente es positiva para toda x. Esto
implica que f es creciente, lo cual a su vez implica que  es creciente. ��an

�
f �x� � 2x��1 � x�

NOTA

c2, c3, c4, . . .
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c) No monótona
Figura 9.3

n

1

1

2

2

3

3

4

4

a
1

a
2

a
3

a
4

{an} = {3 + (−1)n}

an

a) No monótona

n

1

1

2

2

3

3

4

4

b
1

b
2

b
3

b
4

{bn} = { }2n
1 + n

bn

b) Monótona

DEFINICIÓN DE UNA SUCESIÓN MONÓTONA

Una sucesión es monótona si sus términos son no decrecientes

o si sus términos son no crecientes

a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ . . . ≥ an ≥ . . . .

a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ . . . ≤ an ≤ . . .

�an
�



Una propiedad importante de los números reales es que son completos. Infor-
malmente, esto significa que no hay huecos en la recta del número real. (El conjunto de
números racionales no tiene la propiedad de ser completo.) El axioma de completitud para
los números reales puede usarse para concluir que si una sucesión tiene una cota supe-
rior, debe tener una mínima cota superior (una cota superior que es menor que cual-
quier otra cota superior de la sucesión). Por ejemplo, el límite superior de la sucesión

es 1. El teorema de completitud se usa en la demostración del teorema 9.5.

Suponer que la sucesión es no decreciente, como se muestra en la figu-
ra 9.4. Para simplificar, también suponer que todo término de la sucesión es positivo.
Como la sucesión es acotada, debe existir una cota superior M tal que

Del axioma de completitud, se sigue que existe una mínima cota superior L tal que

Para se sigue que y por consiguiente no puede ser una cota supe-
rior de la sucesión. Por consiguiente, por lo menos un término de es mayor que 
Es decir, para algún entero positivo Como los términos de  son no
decrecientes, se sigue que para todo Ahora se sabe que L – e < aN ≤ an ≤
L < L + e, para todo Se sigue que para todo lo cual por defini-
ción significa que converge a L. La demostración para una sucesión no creciente es
similar (ver ejercicio 139).

EJEMPLO 9 Sucesiones acotadas y monótonas

a) La sucesión es acotada y monótona, y por tanto, por el teorema 9.5, debe
converger.

b) La sucesión divergente es monótona, pero no acotada. (Es acota-
da inferiormente.)

c) La sucesión divergente es acotada, pero no monótona.�cn
� � ���1�n�

�bn
� � �n2��n � 1��

�an
� � �1�n�

�an
�

n > N,�an � L� < �n > N.
n > N.aN ≤ an

�an
�N.L � � < aN

L � �.�an
�

L � �L � � < L,� > 0,

a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ . . . ≤ an ≤ . . . ≤ L.

a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ . . . ≤ an ≤ . . . ≤ M.

DEMOSTRACIÓN

1
2

,
2
3

,
3
4

,
4
5

, . . . ,
n

n � 1
, . . .

�an
� � �n��n � 1��,

Todas las sucesiones
mostradas en la figura 9.3 son aco-
tadas. Para ver esto, considerar
lo siguiente.

�0 ≤ cn ≤
4
3

1 ≤ bn ≤ 2

2 ≤ an ≤ 4

NOTA

n

1

1

2

2

3

3

4 5

4

a1

a2

a3

a4
a5

L

a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ ⋅⋅⋅ ≤ L

an

Toda sucesión acotada no decreciente 
converge
Figura 9.4

DEFINICIÓN DE UNA SUCESIÓN ACOTADA

1. Una sucesión es acotada superiormente o por arriba si existe un número real
tal que para todo n. El número es llamado una cota superior de la

sucesión.
2. Una sucesión es acotada inferiormente o por abajo si hay un número real 

tal que para todo El número N es llamado una cota inferior de la suce-
sión.

3. Una sucesión es acotada si lo está superior e inferiormente.�an
�

n.N ≤ an

N�an
�

Man ≤ MM

�an
�

TEOREMA 9.5 SUCESIONES MONÓTONAS ACOTADAS

Si una sucesión es acotada y monótona, entonces converge.�an
�

SECCIÓN 9.1 Sucesiones 603SECCIÓN 9.1 Sucesiones 603



604 CAPÍTULO 9 Series infinitas

En los ejercicios 1 a 10, escribir los primeros cinco términos de
la sucesión.

1. an = 3n 2.

3. 4.

5. 6.

7. 8.

9. 10.

En los ejercicios 11 a 14, escribir los primeros cinco términos de
la sucesión definida por recurrencia.

11. 12.

13. 14.

En los ejercicios 15 a 18, asociar la sucesión con su gráfica. [Las
gráficas se etiquetan a), b), c) y d).]

a) b)

c) d)

15. 16.

17. 18.

En los ejercicios 19 a 22, relacionar la sucesión con la expresión
correcta para su término n-ésimo. [Los términos n-ésimos se
indican mediante a), b), c) y d).]

a) b)

c) d)

19. 20.

21. 22.

En los ejercicios 23 a 28, escribir los siguientes dos términos de
la sucesión. Describir el patrón que se utilizó para encontrar
estos términos.

23. 24.

25. 26.

27. 28.

En los ejercicios 29 a 34, simplificar el cociente de factoriales.

29. 30.

31. 32.

33. 34.

En los ejercicios 35 a 40, encontrar el límite (si es posible) de la
sucesión.

35. 36.

37. 38.

39. 40.

En los ejercicios 41 a 44, usar una herramienta de graficación
para representar los primeros 10 términos de la sucesión. Usar
la gráfica para hacer una conjetura acerca de la convergencia o
divergencia de la sucesión. Verificar su conjetura analíticamente
y, si la sucesión converge, encontrar su límite.

41. 42.

43. 44.

En los ejercicios 45 a 72, determinar la convergencia o divergen-
cia de la sucesión con el término n-ésimo dado. Si la sucesión
converge, encontrar su límite.
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En los ejercicios 73 a 86, escribir una expresión para el término
n-ésimo de la sucesión. (Hay más de una respuesta correcta.)

73. 74.

75. 76.

77. 78.

79.

80.

81. 82.

83.

84.

85. 2, 24, 720, 40 320, 3 628 800, .  .  .

86. 1, 6, 120, 5 040, 362 880, .  .  .

En los ejercicios 87 a 98, determinar si la sucesión con el térmi-
no n-ésimo dado es monótona. Discutir la existencia de cotas de
la sucesión. Usar una herramienta de graficación para confir-
mar sus resultados.

En los ejercicios 99 a 102, a) usar el teorema 9.5 para mostrar
que la sucesión con el término n-ésimo dado converge y b) usar
una herramienta de graficación para representar los primeros
10 términos de la sucesión y encontrar su límite.

99. 100.

101. 102.

103. Sea una sucesión creciente tal que Explicar
por qué tiene un límite. ¿Qué puede concluir sobre el
límite?

104. Sea una sucesión monótona tal que Discutir la
convergencia de Si converge, ¿qué se puede concluir
acerca del límite?

105. Interés compuesto Considerar la sucesión de la cual el
término n-ésimo está dado por

donde es el capital invertido, es el balance de la cuenta
después de n meses y r es la proporción de interés compuesto
anualmente.

a) ¿Es una sucesión convergente? Explicar.

b) Hallar los primeros 10 términos de la sucesión si
P � $10 000 y r � 0.055.

106. Interés compuesto Se hace un depósito de $100 al principio de
cada mes en una cuenta a una tasa de interés anual compuesto
mensualmente de 3%. El balance en la cuenta después de n

meses es  

a) Calcular los primeros seis términos de la sucesión 

b) Hallar el balance en la cuenta después de 5 años calculando
el término 60 de la sucesión.

c) Hallar el balance en la cuenta después de 20 años calculan-
do el término 240 de la sucesión.
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SECCIÓN 9.1 Sucesiones 605

Desarrollo de conceptos

107. ¿Es posible que una sucesión converja a dos números dife-
rentes? Si lo es, dar un ejemplo. Si no, explicar por qué.

108. En sus propias palabras, definir.

a) Sucesión b) Convergencia de una sucesión

c) Sucesión monótona d) Sucesión acotada

109. Las gráficas de dos sucesiones se muestran en las figuras.
¿Qué gráfica representa la sucesión con signos alternos?
Explicar su razonamiento.
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111. Los gastos gubernamentales Un programa gubernamental
que actualmente cuesta a los contribuyentes $4.5 mil millones
por año, se va a reducir 20% por año.

a) Escribir una expresión para la cantidad presupuestada para
este programa después de n años.

b) Calcular los presupuestos durante los primeros 4 años.

c) Determinar la convergencia o divergencia de la sucesión de
presupuestos reducidos. Si la sucesión converge, encontrar
su límite.

112. Inflación Si la proporción de inflación es  por año y el
precio medio de un automóvil es actualmente $25 000, el pre-
cio medio después de n años será

Calcular los precios medios durante los próximos 5 años.

113. Modelo matemático En la tabla se muestran las deudas fede-
rales (en miles de millones de dólares) de Estados Unidos
de 2002 hasta 2006, donde n representa el año y n = 2 corres-
ponde al año 2002. (Fuente: U.S. Office of Management and

Budget)

a) Utilizar la función de regresión de una herramienta de grafi-
cación para encontrar un modelo de la forma

para los datos. Utilizar una herramienta de graficación para
colocar los puntos y graficar el modelo.

b) Usar el modelo para predecir la cantidad de la deuda federal
en el año 2012.

114. Modelo matemático Los ingresos per cápita an en Estados
Unidos de 1996 hasta 2006 se indican enseguida como pares
ordenadas de la forma (n, an), donde n representa el año y n = 6
corresponde al año 1996. (Fuente: U.S. Bureau of Economic

Analysis)

(6, 24 176), (7, 25 334), (8, 26 880), (9, 27 933),

(10, 29 855), (11, 30 572), (12, 30 805), (13, 31 469),

(14, 33 102), (15, 34 493), (16, 36 313)

a) Usar la función de regresión de una herramienta de grafi-
cación para encontrar el modelo de la forma

an = bn + c, n = 6, 7, …, 16

para los datos. Comparar gráficamente los puntos y el modelo.

b) Usar el modelo para predecir los ingresos per cápita en el
año 2012.

115. Comparación del crecimiento exponencial y factorial Con-
siderar la sucesión 

a) Hallar dos términos consecutivos que sean iguales en magni-
tud.

b) ¿Son los términos que siguen a los encontrados en el apar-
tado a) crecientes o decrecientes?

c) En la sección 8.7, ejercicios 73 a 78, se mostró que para va-
lores “grandes” de la variable independiente, una función
exponencial crece más rápidamente que una función polino-
mial. Del resultado del inciso b), ¿qué inferencia puede
obtenerse acerca del crecimiento de una función exponencial
en comparación con una función factorial, para valores ente-
ros “grandes” de n?

116. Calcular los primeros seis términos de la sucesión

Si la sucesión converge, encontrar su límite.

117. Calcular los primeros seis términos de la sucesión
Si la sucesión converge, encontrar su límite.

118. Demostrar que si converge en y entonces existe
un número tal que para 

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 119 a 124, determinar si la
afirmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
dar un ejemplo que demuestre que es falsa.

119. Si converge a 3 y converge a 2, entonces 
converge a 5.

120. Si converge, entonces 

121. Si entonces 

122. Si converge, entonces converge a 0.

123. Si {an} converge a 0 y {bn} está acotada, entonces {anbn} con-
verge a 0.

124. Si {an} diverge y {bn} diverge, entonces {an + bn} diverge.

125. Sucesión de Fibonacci En un estudio de la reproducción de
conejos, Fibonacci (hacia 1170-1240) encontró la sucesión que
lleva ahora su nombre. La sucesión se define recursivamente por

donde y 

a) Escribir los primeros 12 términos de la sucesión.

b) Escribir los primeros 10 términos de la sucesión definida por

c) Usando la definición en el apartado b), mostrar que

d) La razón áurea � puede definirse por Mos-

trar que y resolver esta ecuación para �.� � 1 � 1��

lím
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�an
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�an
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1
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an � 10n�n!.

an

41
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Para discusión

110. Dar un ejemplo de una sucesión que satisfaga la condición
o explicar por qué no existe tal sucesión. (Los ejemplos no
son únicos.)

a) Una sucesión monotónicamente creciente que converge
a 10.

b) Una sucesión acotada monotónicamente creciente que no
converge.

c) Una sucesión que converge a .

d) Una sucesión no acotada que converge a 100.

3
4

n 2 3 4 5 6

an 6 198.4 6 760.0 7 354.7 7 905.3 8 451.4

Pn $25 000 1.045 n.

n 2, 3, 4, 5, 6an bn2 cn d,



126. Conjetura Sea considerar la sucesión  dada por la
fórmula

Usar una herramienta de graficación para calcular los primeros
10 términos de la sucesión y hacer una conjetura sobre el límite
de la sucesión.

127. Considerar la sucesión

a) Calcular los primeros cinco términos de esta sucesión.

b) Escribir una fórmula de recurrencia para  para 

c) Hallar 

128. Considerar la sucesión

a) Calcular los primeros cinco términos de esta sucesión.

b) Escribir una fórmula de recurrencia para para 

c) Hallar 

129. Considerar la sucesión donde 
y

a) Mostrar que es creciente y acotada.

b) Demostrar que existe.

c) Hallar 

130. Media aritmética-geométrica Sea Sea la
media aritmética de y y sea la media geométrica de  
y

Media aritmética

Media geométrica

Ahora definir las sucesiones y como sigue.

a) Sea  y Escribir los primeros cinco términos
de y de Comparar los términos de Com-
parar y ¿Qué se puede notar?

b) Usar la inducción para mostrar que 
para 

c) Explicar por qué y son ambos convergentes.

d) Mostrar que 

131. a) Sea y Mostrar que 

b) Sea derivable en el intervalo y 
Considerar la sucesión donde Mostrar
que 

132. Considerar la sucesión Decidir si converge

para todo valor r.
a) b) c)

d) ¿Para qué valores de r converge la sucesión ?

133. a) Mostrar que para 

b) Dibujar una gráfica similar a la que se muestra

c) Usar los resultados de los apartados a) y b) para mostrar que

para 

d) Usar el teorema del encaje o del emparedado para sucesio-
nes y el resultado del apartado c) para mostrar que 

e) Probar el resultado del apartado d) para y 100.

134. Considerar la sucesión 

a) Escribir los primeros cinco términos de 

b) Mostrar que interpretando como una su-

ma Riemann de una integral definida.

135. Demostrar, mediante la definición del límite de una sucesión, que

136. Demostrar, usando la definición del límite de una sucesión, que

para 

137.  Encontrar la sucesión divergente {an} de manera que {a2n}
converja.

138.  Demostrar que el inverso del teorema 9.1 no es cierto. [Suge-

rencia: Encontrar una función f (x) de manera que f (n) = an

converge pero no existe.]

139. Terminar la demostración del teorema 9.5.

lím
x→

f x

�1 < r < 1.lím
n→

rn 0

lím
n→

1
n3 0.

anlím
n→

an ln 2

�an
�.

�an
� � �1

n �
n

k�1

1
1 � �k�n��.

n � 20, 50,

lím
n→

n n! n 1 e.

n > 1.
nn

en�1 < n! <

�n � 1�n�1

en
,

ln�n!� < �n�1
1 ln x dx.

1 2 3 4 n

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5
y = ln x

x

y

n ≥ 2.�n

1 ln x dx < ln�n!�

�nrn�
r �

3
2r � 1r �

1
2

�an
��an

� � �nr n�.

lím
n→

an f 0 .
an � n f �1�n�.�an

�,
f �0� � 0.�0, 1�f �x�

lím
n→

an f 0 1.

an n sen1 n.f x sen x

lím
n→

an lím
n→

bn.

�bn
��an

�
a0 > b0 > 0.

an > an�1 > bn�1 > bn,

bn.an

�bn
�.�bn

�.�an
�

b0 � 3.a0 � 10

bn � �an�1bn�1an �
an�1 � bn�1

2

�bn
��an

�

b1 � �a0b0

a1 �
a0 � b0

2

b0.
a0b1b0a0

a1a0 > b0 > 0.

lím
n→

an.

lím
n→

an.

�an
�

k > 0.
an�1 ��k � an,a1 � �k,�an

�
lím

n→
an.

n ≥ 2.an,

�6, �6 � �6, �6 � �6 � �6, .  .  .

lím
n→

an.

n ≥ 2.an,

�2, �2 � �2, �2 � �2 � �2, .  .  .

n � 1, 2, .  .  . .xn �
1
2

xn�1 �
1

xn�1
,

xnx0 � 1
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Preparación del examen Putman

140. Sea una sucesión de números reales distintos
de cero tal que para 

Demostrar que existe un número real a tal que xn�1 �

axn � xn – 1, para todo 

141. Sea y, para 

Los primeros 10 términos de la sucesión son

2, 3, 6, 14, 40, 152, 784, 5 168, 40 576, 363 392.

Encontrar, con demostración, una fórmula para de la
forma  donde y sean sucesiones
muy conocidas.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

�Bn
��An

�Tn � An � Bn,
Tn

Tn � �n � 4�Tn�1 � 4nTn�2 � �4n � 8�Tn�3.

n ≥ 3,T2 � 6,T1 � 3,T0 � 2,

n ≥ 1.

n � 1, 2, 3, .  .  . .x 2
n � xn�1 xn�1 � 1

n ≥ 0,�xn
�,
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9.2 Series y convergencia
� Entender la definición de una serie infinita convergente.

� Usar propiedades de las series infinitas geométricas.

� Usar el criterio del término n-ésimo para la divergencia de una serie infinita.

Series infinitas

Una aplicación importante de las sucesiones infinitas es la representación de “sumas infini-
tas”. Informalmente, si es una sucesión infinita, entonces

es una serie infinita (o simplemente una serie). Los números  a3 son los términos
de la serie. En algunas series es conveniente empezar con el índice  (o algún otro
entero). Como convenio de escritura, es común representar una serie infinita simplemente
como En tales casos, el valor inicial para el índice debe deducirse del contexto
establecido.

Para encontrar la suma de una serie infinita, considerar la siguiente sucesión de
sumas parciales.

Si esta sucesión de sumas parciales converge, se dice que la serie converge y tiene la suma
indicada en la definición siguiente.

Sn � a1 � a2 � a3 � . . . � an

�

S3 � a1 � a2 � a3

S2 � a1 � a2

S1 � a1

� an.

n � 0
a2,a1,

�an
�

Series infinitas.�
�

n�1
an � a1 � a2 � a3 � . . . � an � . . .

SERIES INFINITAS

El estudio de las series infinitas fue conside-
rado toda una novedad en el siglo XIV. El
lógico Richard Suiseth, cuyo apodo era el
Calculador, resolvió este problema.

Si durante la primera mitad de un

intervalo de tiempo una variación tiene cierta

intensidad, durante el siguiente cuarto la

intensidad es el doble, en el siguiente octavo

la intensidad es el triple, y así de forma
infinita, entonces, la intensidad media

durante todo el intervalo será la intensidad de

la variación durante el segundo subintervalo.

Esto es lo mismo que decir que la suma de
las series infinitas

es 2.

1
2

�
2
4

�
3
8

� . . . �
n

2n
� . . .

DEFINICIÓN DE SERIE CONVERGENTE Y DIVERGENTE

Dada una serie infinita la n-ésima suma parcial está dada por

Si la sucesión de sumas parciales converge a entonces la serie con-

verge. El límite S se llama suma de la serie.

Si diverge, entonces la serie diverge.�Sn
�

S � �
�

n�1
anS � a1 � a2 � . . . � an � . . .

�
�

n�1
anS,�Sn

�

Sn � a1 � a2 � . . . � an.

�
�

n�1
an,

E X P L O R A C I Ó N

Encontrar la suma de una serie infinita Hallar la suma de cada serie infinita.
Explicar su razonamiento.

a) b)

c) d) 15
100 �

15
10,000 �

15
1,000,000 � . . .1 �

1
2 �

1
4 �

1
8 �

1
16 � . . .

3
10 �

3
100 �

3
1000 �

3
10,000 � . . .0.1 � 0.01 � 0.001 � 0.0001 � . . .

A medida que se
estudie este capítulo, se verá que hay
dos preguntas básicas relacionadas con
series infinitas. ¿Una serie converge o
diverge? Si una serie converge, ¿cuál
es su suma? Estas preguntas no siem-
pre son fáciles de contestar, sobre todo
la segunda.

AYUDA DE ESTUDIO

,

1000



EJEMPLO 1 Series convergente y divergente

a) La serie

tiene las sumas parciales siguientes.

Como

se sigue que la serie converge y su suma es 1.

b) La n-ésima suma parcial de la serie

está dada por

Como el límite de es 1, la serie converge y su suma es 1. 

c) La serie

diverge porque y la sucesión de sumas parciales divergen.

La serie en el ejemplo lb es una serie telescópica de la forma

Nótese que es cancelada por el segundo término, es cancelada por el tercer término,
y así sucesivamente. Como la suma parcial n-ésima de esta serie es

se sigue que una serie telescópica convergerá si y sólo si tiende a un número finito cuan-
do Es más, si la serie converge, su suma es

S b1 lím
n→

bn 1.

n→�.
bn

Sn � b1 � bn�1

b3b2

Sn � n

�
�

n�1
1 � 1 � 1 � 1 � 1 � . . .

Sn

Sn � 1 �
1

n � 1
.

�
�

n�1
�1

n
�

1
n � 1� � �1 �

1
2� � �1

2
�

1
3� � �1

3
�

1
4� � . . .

lím
n→

2n 1
2n

1

Sn �
1
2

�
1
4

�
1
8

� . . . �
1
2n

�
2n � 1

2n

�

S3 �
1
2

�
1
4

�
1
8

�
7
8

S2 �
1
2

�
1
4

�
3
4

S1 �
1
2

�
�

n�1

1
2n

�
1
2

�
1
4

�
1
8

�
1

16
� . . .

Serie telescópica.�b1 � b2� � �b2 � b3� � �b3 � b4� � �b4 � b5� � . . . .

Puede determinar geométri-
camente las sumas parciales de la serie
del ejemplo 1a usando la figura 9.6. �

NOTA

1

1

1
2

1
4

1
8

1
16

1
32

1
64

Figura 9.6

0 16
0

1.25

PARA MAYOR INFORMACIÓN
Para saber más sobre las sumas par-
ciales de series infinitas, ver el artículo
“Six Ways to Sum a Series” de Dan
Kalman en The College Mathematics

Journal.

TECNOLOGÍA La figura 9.5
muestra las primeras 15 sumas par-
ciales de la serie infinita en el ejem-
plo 1a. Observar cómo los valores
parecen tender hacia la recta 

Figura 9.5

y � 1.

SECCIÓN 9.2 Series y convergencia 609
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EJEMPLO 2 Expresar una serie en forma telescópica

Encuentre la suma de la serie 

Solución
Usando fracciones parciales, puede escribirse

En esta forma telescópica, puede verse que la n-ésima suma parcial es

Así pues, la serie converge y su suma es 1. Es decir,

Series geométricas

La serie dada en el ejemplo 1a es una serie geométrica. En general, la serie dada por

es una serie geométrica de razón r.

Es fácil ver que la serie diverge si Si entonces
Multiplicando por r se obtiene

Restando la segunda ecuación de la primera resulta Por consiguiente,
y la n-ésima suma parcial es

Si se sigue que cuando y se obtiene

lo cual significa que la serie es convergente y que su suma es  Se deja al lector
la demostración de que la serie diverge cuando �r� > 1.

a��1 � r�.

n→�,rn→ 00 < �r� < 1,

Sn �
a

1 � r
�1 � rn�.

Sn�1 � r� � a�1 � rn�,
Sn � rSn � a � arn.

rSn � ar � ar2 � ar3 � . . . � arn.

a � ar � ar2 � . . . � arn�1.Sn �

r 	 ±1,r � ±1.DEMOSTRACIÓN

Sn � �1
1

�
1
3� � �1

3
�

1
5� � . . . � � 1

2n � 1
�

1
2n � 1� � 1 �

1
2n � 1

.

an �
2

4n2 � 1
�

2
�2n � 1��2n � 1� �

1
2n � 1

�
1

2n � 1
.

�
�

n�1

2
4n2 � 1

.

Serie geométrica.a 	 0�
�

n�0
arn � a � ar � ar2 � . . . � arn � . . . ,

TEOREMA 9.6 CONVERGENCIA DE UNA SERIE GEOMÉTRICA

Una serie geométrica de razón r diverge si  Si entonces la
serie converge a la suma

0 < �r� < 1.�
�

n�0
arn �

a

1 � r
,

0 < �r� < 1,�r� ≥ 1.

E X P L O R A C I Ó N

En “Proof Without Words” de
Benjamin G. Klein e Irl C. Bivens,
los autores presentan el diagrama
siguiente. Explicar por qué la última
afirmación bajo el diagrama es váli-
da. ¿Cómo está relacionado este
resultado con el teorema 9.6?

Ejercicio tomado de “Proof Without
Words” de Benjamin G. Klein e Irl
C. Bivens, Mathematics Magazine,
octubre de 1988, con permiso de los
autores.

1 � r � r2 � r3 � . . . �
1

1 � r

�PQR 	 �TSP

P

Q

R

S1

1 1

1 − r r

r

r2

r2r3
r3

T

n 1

2
4n2 1

lím
n→

Sn lím
n→

1
1

2n 1
1.

lím
n→

Sn lím
n→

a

1 r
1 rn

a

1 r
lím

n→

1 rn
a

1 r
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EJEMPLO 3 Series geométricas convergentes y divergentes

a) La serie geométrica

tiene razón con Como la serie converge y su 
suma es

b) La serie geométrica

tiene razón de Como la serie diverge.

La fórmula para la suma de una serie geométrica puede usarse para escribir un de-
cimal periódico como el cociente de dos enteros, como muestra el próximo ejemplo.

EJEMPLO 4 Series geométricas para un decimal periódico

Usar una serie geométrica para expresar como cociente de dos enteros.

Solución El decimal periódico se puede escribir

En esta serie, se tiene y Así que,

Probar dividiendo 8 entre 99 en una herramienta de graficación para ver que resulta

La convergencia de una serie no es afectada por la eliminación de un número fini-
to de términos iniciales de la serie. Por ejemplo, las series geométricas

y

ambas convergen. Además, como la suma de la segunda serie es se
puede concluir que la suma de la primera serie es

�
1
8

.� 2 �
15
8

S � 2 � �1
2�

0

� �1
2�

1

� �1
2�

2

� �1
2�

3

�

a��1 � r� � 2,

�
�

n�0
�1

2�
n

�
�

n�4
�1

2�
n

0.08.

0.080808 .  .  . �
a

1 � r
�

8�102

1 � �1�102� �
8

99
.

r � 1�102.a � 8�102

� �
�

n�0
� 8

102�� 1
102�

n

.

0.080808 .  .  . �
8

102 �
8

104 �
8

106 �
8

108 � . . .

0.08,

0.08

�r� ≥ 1,r �
3
2.

�
�

n�0
�3

2�
n

� 1 �
3
2

�
9
4

�
27
8

� . . .

S �
a

1 � r
�

3
1 � �1�2� � 6.

0 < �r� < 1,a � 3.r �
1
2

� 3�1� � 3�1
2� � 3�1

2�
2

� . . .

�
�

n�0

3
2n

� �
�

n�0
3�1

2�
n

TECNOLOGÍA Usar una herra-
mienta de graficación o escribiendo
un programa de computadora para
calcular la suma de los primeros 20
términos de la sucesión en el ejem-
plo 3a. Se debe obtener una suma de
aproximadamente 5.999994.
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Las propiedades siguientes son consecuencias directas de las propiedades correspon-
dientes de límites de sucesiones.

Criterio del término n-ésimo para la divergencia

El siguiente teorema establece que si una serie converge, el límite de su término 
n-ésimo debe ser 0.

Suponga que

Entonces, como y

se sigue que

lo cual implica que converge a 0.

El contrarrecíproco del teorema 9.8 proporciona un criterio útil para demostrar la
divergencia. Este criterio del término n-ésimo para la divergencia establece que si el
límite del término n-ésimo de una serie no converge a 0, la serie debe divergir.

�an
�

Sn � Sn�1 � an

DEMOSTRACIÓN

Asegurarse de ver que el
recíproco del teorema 9.8 generalmente
no es verdad. Es decir, si la sucesión

converge a 0, entonces la serie
puede converger o puede

divergir. �
� an

�an
�

NOTA

TEOREMA 9.7 PROPIEDADES DE SERIES INFINITAS

Sea ∑an y ∑bn una serie convergente y sea A, B y c números reales. Si ∑an = A y
∑bn = B, entonces la serie siguiente converge a las sumas indicadas.

1.

2.

3. �
�

n�1
�an � bn� � A � B

�
�

n�1
�an � bn� � A � B

�
�

n�1
can � cA

TEOREMA 9.8 LÍMITE DEL TÉRMINO N-ÉSIMO DE UNA SERIE CONVERGENTE

Si converge, entonces �
�

n�1
an

TEOREMA 9.9 CRITERIO DEL TÉRMINO N-ÉSIMO PARA LA DIVERGENCIA

Si entonces diverge.�
�

n�1
an

Al estudiar este
capítulo es importante distinguir entre
una serie infinita y una sucesión. Una
sucesión es una colección ordenada de
números

mientras que una serie es una suma
infinita de los términos de una sucesión

a1 � a2 � . . . � an � . . . .

a1, a2, a3, . . . , an, . . .

AYUDA DE ESTUDIO

lím
n→

Sn lím
n→

Sn 1 L

lím
n→

an 0.

n 1
an lím

n→

Sn L.

L lím
n→

an

lím
n→

Sn 1 lím
n→

an

L lím
n→

Sn lím
n→

Sn 1 an

lím
n→

an 0,
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EJEMPLO 5 Aplicación del criterio del término n-ésimo 
para la divergencia

a) En la serie se tiene

Así pues, el límite del término n-ésimo no es 0, y la serie diverge.

b) En la serie se tiene

Así pues, el límite del término n-ésimo no es 0, y la serie diverge.

c) En la serie se tiene

Como el límite del término n-ésimo es 0, el criterio del término n-ésimo para la diver-
gencia no es aplicable y no se puede obtener alguna conclusión sobre convergencia o
divergencia. (En la próxima sección se verá que esta serie particular diverge.)

EJEMPLO 6 Problema de la pelota que bota

Una pelota se deja caer de una altura de 6 pies y empieza a botar, como se muestra en la
figura 9.7. La altura de cada salto es de tres cuartos la altura del salto anterior. Encontrar
la distancia vertical total recorrida por la pelota.

Solución Cuando la pelota toca por primera vez el suelo, ha recorrido una distancia de
pies. Para los saltos subsecuentes, sea la distancia recorrida al subir y bajar. Por

ejemplo, y son como sigue.

Subida Bajada

Subida Bajada

Continuando este proceso, puede determinarse que la distancia total vertical recorrida es

 � 6 � 9�4�

 � 6 � 9� 1

1 �
3
4
�

 � 6 � 12�3
4� �

�

n�0
 �3

4�n

 � 6 � 12 �
�

n�0
 �3

4�n�1

 D � 6 � 12�3
4� � 12�3

4�2
� 12�3

4�3
� .  .  .

D3 � 6�3
4��3

4� � 6�3
4��3

4� � 12�3
4�2

D2 � 6�3
4� � 6�3

4� � 12�3
4�

D3D2

DiD1 � 6

�
�

n�1
 
1
n

,

�
�

n�1
 

n!
2n! � 1

,

�
�

n�0
 2n,

i
1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4

5

6

7

D

La altura de cada salto es tres cuartos la
altura del salto anterior
Figura 9.7

La serie del ejem-
plo 5c jugará un papel importante en
este capítulo.

Se verá que esta serie diverge aunque
el término n-ésimo tienda a 0 cuando
n tiende a �.

�
�

n�1
 
1
n

� 1 �
1
2

�
1
3

�
1
4

� .  .  .

AYUDA DE ESTUDIO

lím
n→

 2n .

lím
n→

n!
2n! 1

1
2

.

lím
n→

1
n

0.

42 pies.



9.2 Ejercicios
En los ejercicios 1 a 6, encontrar los primeros cinco términos de
la sucesión de las sumas parciales S1, S2, S3, S4 y S5.

1.

2.

3.

4.

5. 6.

En los ejercicios 7 y 8, determinar si {an} y Σan son conver-
gentes.

7. 8.

En los ejercicios 9 a 18, verificar que la serie infinita diverge.

9. 10.

11. 12.

13. 14.

15. 16.

17. 18.

En los ejercicios 19 a 24, asignar la serie a la gráfica de su suce-
sión de sumas parciales. [Las gráficas se etiquetan a), b), c), d),
e) y f).] Usar la gráfica para estimar la suma de la serie.
Confirmar la respuesta analíticamente.

a) b)

c) d)

e) f)

19. 20.

21. 22.

23. 24.

En los ejercicios 25 a 30, verificar que la serie infinita converge.

25. 26.

27.

28.

29.

30.

Análisis numérico, gráfico y analítico En los ejercicios 31 a 36,
a) hallar la suma de la serie, b) usar una herramienta de grafi-
cación para encontrar la suma parcial indicada y completar
la tabla, c) usar una herramienta de graficación y representar
gráficamente los primeros 10 términos de la sucesión de sumas
parciales y una recta horizontal que represente la suma, y d)
explicar la relación entre las magnitudes de los términos de la
serie y la tasa a la que la sucesión de sumas parciales se aproxi-
ma a la suma de la serie.

31. 32.

33. 34.

35. 36.

En los ejercicios 37 a 52, encontrar la suma de las series conver-
gentes.

�
�

n�1
5��1

3�
n�1

�
�

n�1
10�0.25�n�1

�
�

n�1
3�0.85�n�1�
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2�0.9�n�1

�
�

n�1
 

4
n�n � 4��

�

n�1
 

6
n�n � 3�

Sn

�
�

n�0
 ��0.6�n

� 1 � 0.6 � 0.36 � 0.216 � .  .  .

�
�

n�0
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 �2
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 �1
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En los ejercicios 53 a 58, a) expresar el decimal periódico como
una serie geométrica y b) expresar su suma como el cociente de
dos enteros.

53. 54.

55. 56.

57. 58.

En los ejercicios 59 a 76, determinar la convergencia o divergen-
cia de la serie.

En los ejercicios 83 a 90, encontrar todos los valores de x para los
cuales las series convergen. Para estos valores de x, escribir la
suma de la serie como una función de x.

83. 84.

85. 86.

87. 88.

89. 90.

En los ejercicios 91 y 92, encontrar el valor de c para el cual la
serie iguala a la suma indicada.

93. Para pensar Considerar la fórmula

Dados y ¿se puede concluir que alguna de las
afirmaciones siguientes son verdaderas? Explicar el razonamiento.

a)

b)

En los ejercicios 95 y 96, a) hallar la razón común a las series
geométricas, b) escribir la función que da la suma de la serie, y c)
usar una herramienta de graficación para representar la función
y las sumas parciales  y ¿Qué se puede notar?

95. 96. 1 �
x

2
�

x2

4
�

x3

8
� .  .  .1 � x � x2 � x3 � .  .  .

S5.S3

�1 � 1 � 2 � 4 � 8 � .  .  .

1
2
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�

n�0
 �1

x�
n

�
�

n�0
 ��1�n x2n�

�

n�0
 ��1�n xn

�
�

n�0
 4�x � 3

4 �
n

�
�

n�1
 �x � 1�n

�
�

n�1
 �3x�n�

�

n�1
 
xn

2n

0.2150.075

0.010.81

0.90.4

Desarrollo de conceptos

77. Enunciar las definiciones de series convergente y diver-
gente.

78. Describir la diferencia entre y

79. Definir una serie geométrica, enuncie cuándo converge y dar
la fórmula para la suma de una serie geométrica conver-
gente.

�
�

n�1
an � 5.

lím
n→

an 5

Desarrollo de conceptos (continuación)

80. Dé el criterio del término n-ésimo para la divergencia.

81. Explicar todas las diferencias entre las series siguientes.

a) b) c)

82. a) Se elimina un número finito de términos de una serie
divergente. ¿La nueva serie aún diverge? Explicar el
razonamiento.

b) Se agrega un número finito de términos a una serie con-
vergente. ¿La nueva serie aún converge? Explicar el
razonamiento.

�
�

n�1
 ak�

�

k�1
 ak�

�

n�1
 an
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39. 40.

41. 42.

43. 44.

45.

46.

47. 48.

49. 50.

51. 52.
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63. 64.

65. 66.

67. 68.
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71. 72.

73. 74.

75. 76.
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91. 92.
n 0

ecn 5
n 2

1 c n 2

1
1 x

1 x x2 x3 .  .  . .

Para discusión

94. Para pensar ¿Son verdaderos los siguientes enunciados?
¿Por qué sí y por qué no?

a) Ya que se aproxima a 0 cuando n se aproxima al • ,

b) Ya que la serie converge.
n 1

1
4 n

lím
n→

1
4 n

0,

1
n4

n 1

1
n4 0.
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En los ejercicios 97 y 98, usar una herramienta de graficación
para representar la función. Identificar la asíntota horizontal de
la gráfica y determinar su relación con la suma de la serie.

Redacción En los ejercicios 99 y 100, usar una herramienta de
graficación para hallar el primer término menor que 0.0001 en
cada una de las series convergentes. Notar que las respuestas son
muy diferentes. Explicar cómo afecta esto a la razón en que con-
verge la serie.

99. 100.

101. Comercio Un fabricante de juegos electrónicos que produce
un nuevo producto estima que las ventas anuales serán 8 000
unidades. Cada año 5% de las unidades que se han vendido
dejan de funcionar. Así pues, 8 000 unidades estarán en uso
después de un año, [8 000 + 0.95(8 000)] unidades estarán en
uso después de 2 años, y así sucesivamente. ¿Cuántas unidades
estarán en uso después de n años?

102. Depreciación Una compañía compra una máquina por 
$475 000, la cual se deprecia a un ritmo o velocidad de 30%
por año. Encontrar una fórmula para el valor de la máquina
después de n años. ¿Cuál es su valor después de 5 años?

103. Efecto multiplicador El ingreso anual por turismo en una
ciudad es de $200 millones. Aproximadamente 75% de ese
ingreso se reinvierte en la ciudad, y de esa cantidad aproxi-
madamente 75% se reinvierte en la misma ciudad, y así suce-
sivamente. Escribir la serie geométrica que da la cantidad total
de gasto generado por los $200 millones y encontrar la suma de
la serie.

104. Efecto del multiplicador Repetir el ejercicio 103 si el por-
centaje del ingreso que es gastado de nuevo en la ciudad
decrece a 60%.

105. Distancia Una pelota se deja caer de una altura de 16 pies.
Cada vez que cae desde h pies, rebota 0.81h pies. Encontrar la
distancia total recorrida por la pelota.

106. Tiempo La pelota en el ejercicio 105 tarda los tiempos si-
guientes en cada caída.

Empezando con la pelota toma la misma cantidad de tiem-
po para botar hacia arriba que para caer, de tal modo que el
tiempo total que tarda hasta quedar en reposo está dado por 

Encontrar este tiempo total.

Probabilidad En los ejercicios 107 y 108, la variable aleato-
ria n representa el número de unidades de un producto vendidas
por día en una tienda. La distribución de probabilidad de n está
dada por Calcular la probabilidad de que se vendan dos
unidades en un día determinado y demostrar que

107. 108.

109. Probabilidad Una moneda es lanzada repetidamente. La pro-
babilidad de que se obtenga la primera cara en el lanzamiento
n-ésimo está dada por donde 

a) Mostrar que  

b) El número esperado de lanzamientos requeridas hasta que
la primera cara ocurra en el experimento está dado por

¿Es geométrica esta serie?

c) Usar un sistema algebraico por computadora para encontrar
la suma en el apartado b).

110. Probabilidad En un experimento, tres personas lanzan una
moneda, y una de ellas cae cara. Determinar, para cada per-
sona, la probabilidad que él o ella lance la primera cara.
Verificar que la suma de las tres probabilidades es 1.

111. Área Los lados de un cuadrado son de 16 pulgadas de longi-
tud. Un nuevo cuadrado se forma uniendo los puntos medios de
los lados del cuadrado original, y dos de los triángulos fuera
del segundo cuadrado están sombreados (ver la figura).
Determinar el área de las regiones sombreadas a) si este pro-
ceso se repite cinco veces más y b) si este patrón de sombrea-
do se repite infinitamente.

Figura para 111 Figura para 112

112. Longitud Un triángulo rectángulo se muestra arriba,
donde y Segmentos de recta son continua-
mente dibujados perpendiculares al triángulo, como se muestra
en la figura.

a) Hallar la longitud total de los segmentos perpendiculares
en términos de z y 

b) Si  y encontrar la longitud total de los seg-
mentos perpendiculares.

En los ejercicios 113 a 116, usar la fórmula para la n-ésima suma
parcial de una serie geométrica
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113. Valor presente Al ganador de $2 000 000 de una lotería se le
pagará $100 000 por año durante 20 años. El dinero gana
6% de interés por año. El valor presente de las ganancias es 

Calcular el valor presente e interpretar su

significado.
114. Copo esférico Un copo esférico (mostrado abajo) es un frac-

tal generado por computadora creado por Eric Haines. El radio
de la esfera grande es 1. A la esfera grande se unen nueve
esferas de radio . A cada una de éstas se unen nueve esferas de
radio . Este proceso es infinitamente continuo. Demostrar que
el copo esférico tiene una superficie de área infinita.

115. Salario Una persona va a trabajar en una compañía que paga
0.01 de dólar el primer día, 0.02 el segundo, 0.04 el tercero, y
así sucesivamente. Si el salario se mantiene así, doblándose
cada día, ¿cuánto habrá cobrado en total por trabajar a) 29 días,
b) 30 días y c) 31 días?

116. Anualidades Al recibir a fin de mes su paga, un empleado
invierte P dólares en un plan de pensiones. Los depósitos se
hacen cada mes durante t años y la cuenta gana interés a un
ritmo o tasa porcentual anual r. Si el interés es compuesto men-
sualmente, la cantidad A en la cuenta al final de t años es

Si el interés es compuesto continuo, la cantidad A en la cuenta
después de t años es

Verificar las fórmulas para las sumas dadas.

Anualidades En los ejercicios 117 a 120, considerar que se efec-
túan depósitos mensuales de P dólares en una cuenta de ahorro
a una tasa de interés anual r. Usar los resultados del ejercicio 116
para encontrar el balance A después de t años si el interés se
compone a) mensualmente y b) continuamente.

121. Salario Una persona acepta un trabajo cuyo salario es de
50 000 dólares para el primer año. Durante los siguientes 39
años recibe 4% de aumento cada año. ¿Cuál sería su compen-
sación total en el periodo de 40 años?

122.  Salario Repetir el ejercicio 121 si el aumento que recibe la
persona cada año es de 4.5%. Comparar los resultados.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 123 a 128, determinar si la
afirmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
dar un ejemplo que lo demuestre.

123. Si entonces converge.

124. Si entonces 

125. Si entonces 

126. La serie diverge.

127.

128. Cada decimal con un conjunto de dígitos periódico es un
número racional.

129. Mostrar que la serie puede expresarse en forma teles- 

cópica

donde y es la n-ésima suma parcial.

130. Sea una serie convergente, y sea

el resto de la serie después de los N primeros términos.
Demostrar que 

131. Encontrar dos series divergentes y tales que
converja.

132. Dadas dos series infinitas y tales que converge
y diverge, demostrar que diverge.

133. Suponer que diverge y c es una constante distinta de  cero.
Demostrar que diverge.

134. Si converge, donde es distinta de cero, demostrar que 

diverge.

135. La sucesión de Fibonacci se define recurrentemente mediante
donde y 

a) Mostrar que 

b) Mostrar que 

136. Encontrar los valores de x para la cual la serie infinita 

converge. ¿Cuál es la suma cuando la serie converge?

137. Demostrar que para �r� > 1.
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138. Encontrar la suma de la serie 

Sugerencia: Encontrar las constantes A, B y C tales que

139. a) El integrando de cada integral definida es una diferencia de
dos funciones. Trazar la gráfica de cada función y sombrear
la región cuya área esté representada por la integral.

b) Encontrar el área de cada región en el apartado a).

c) Sea Evaluar an y ¿Qué se
puede observar?

140. Redacción La figura de abajo representa una manera infor- 

mal de demostrar que Explicar cómo la figura 

implica esta conclusión.

PARA MAYOR INFORMACIÓN Para más información sobre
este ejercicio, ver el artículo “Convergence with Pictures” de
P. J. Rippon en American Mathematical Monthly.

141. Redacción Leer el artículo “The Exponential-Decay Law
Applied to Medical Dosages” de Gerald M. Armstrong y Calvin
P. Midgley en Mathematics Teacher. Después escribir un pá-
rrafo sobre cómo una sucesión geométrica puede usarse para
encontrar la cantidad total de una droga que permanece en el sis-
tema de un paciente después de que se le han administrado n
dosis iguales (en iguales intervalos de tiempo).

11
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0 xn 1 xn dx.
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n
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n 1
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n 2
.

n 1

1
n n 1 n 2

.

El procedimiento siguiente muestra cómo hacer desaparecer una
mesa ¡quitando sólo la mitad de ésta!

a) La mesa original tiene una longitud 

b) Eliminar de la mesa centrándose en el punto medio. Cada parte
restante tiene una longitud menor de 

c) Eliminar de la mesa tomando secciones de de longitud de la
parte central de cada una de las dos piezas restantes. Ahora, usted
ha eliminado de la mesa. Cada pieza restante tiene 

una longitud menor de 

d) Eliminar de la mesa tomando secciones de longitud de las
partes centrales de cada uno de los cuatro fragmentos restantes.
Ahora, usted ha eliminado de la mesa. Cada trozo 

restante tiene una longitud menor de  

Continuando este proceso ¿ocasionará que desaparezca la mesa,
aunque se haya eliminado sólo la mitad? ¿Por qué?

PARA MAYOR INFORMACIÓN Lea el artículo “Cantor’s Disappea-
ring Table” de Larry E. Knop en The College Mathematics Journal.
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Preparación del examen Putman

142. Expresar como un número

racional.

143. Sea la suma de los primeros n términos de la sucesión 0,
1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, .  .  . , donde el término n-ésimo está dado
por

Mostrar que si x y y son enteros positivos y , entonces

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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La mesa que desaparece

PROYECTO DE TRABAJO



9.3 Criterio de la integral y series p
� Emplear el criterio de la integral para determinar si una serie infinita converge o

diverge.

� Usar las propiedades de las series p y de las series armónicas.

El criterio de la integral

En esta sección y en la siguiente, se estudiarán varios criterios de convergencia que apli-
can a las series con términos positivos.

Comenzamos dividiendo el intervalo en subintervalos de
longitud unidad o unitaria, como se muestra en la figura 9.8. Las áreas totales de los rec-
tángulos inscritos y los rectángulos circunscritos son

Área inscrita.

Área circunscrita.

El área exacta bajo la gráfica de f para a se encuentra entre las áreas inscrita
y circunscrita.

Empleando la n-ésima suma parcial, se puede escribir
esta desigualdad como

Ahora, suponiendo que converge a se sigue que para 

Por consiguiente, es acotada y monótona, y por el teorema 9.5 converge. Por consi-
guiente, converge. Para la otra dirección de la demostración, asumir que la integral
impropia diverge. Entonces tiende a infinito cuando y la desigualdad

implica que diverge. Así pues, diverge.

Recordar que la convergencia o divergencia de no se ve afectada al anular los
primeros términos. Análogamente, si las condiciones para el criterio de la integral se satisfacen
para todo se puede simplemente usar la integral como criterio de conver-
gencia o divergencia. (Esto se ilustra en el ejemplo 4.) �
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�
n

i�2
f �i� � f �2� � f �3� � . . . � f �n�

n � 1�1, n�DEMOSTRACIÓN

x
1 2 3 4 n − 1 n

a

a4 = f (4)
a3 = f (3)

a2 = f (2)

an = f (n)

Σ f (i) = área
n

i = 2

Rectángulos inscritos:

y

x
1 2 3 4 n − 1 n

a1 = f (1)
a2 = f (2)

a3 = f (3)

a
n − 1 = f (n − 1)

Σ f (i) = área
n − 1

i = 1

Rectángulos circunscritos:

y

Figura 9.8

TEOREMA 9.10 EL CRITERIO DE LA INTEGRAL

Si es positiva, continua y decreciente para y entonces

y

o ambas convergen o ambas divergen.

��

1
f �x� dx�

�

n�1
an

an � f �n�,x ≥ 1f
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EJEMPLO 1 Aplicación del criterio de la integral

Aplicar el criterio de la integral a la serie 

Solución La función es positiva y continua para Para deter-
minar si f es decreciente, encontrar la derivada.

Así, para y se sigue que f satisface las condiciones del criterio de la inte-
gral. Se puede integrar para obtener

Por tanto, la serie diverge.

EJEMPLO 2 Aplicación del criterio de la integral

Aplique el criterio de la integral a la serie 

Solución Como satisface las condiciones para el criterio de la inte-
gral (verificar), se puede integrar para obtener

Por tanto, la serie converge (ver la figura 9.9).

f �x� � 1��x2 � 1�

�
�

n�1

1
n2 � 1

.

x > 1f
�x� < 0

f
�x� �
�x2 � 1��1� � x�2x�

�x2 � 1�2 �
�x2 � 1
�x2 � 1�2

x ≥ 1.f �x� � x��x2 � 1�

�
�

n�1

n

n2 � 1
.

x

1 2 3 4 5

0.25

0.50

0.75

1.00

1.25

f(x) =
x2 + 1

1

y

Como la integral impropia converge, la
serie infinita también converge
Figura 9.9

TECNOLOGÍA En el ejemplo 2, el hecho de que la integral impropia converja a 
no implica que la serie infinita converja a Para aproximar la suma de la serie, se
puede usar la desigualdad

(Ver el ejercicio 68.) Entre mayor sea el valor N, mejor es la aproximación. Por ejem-
plo, usando se obtiene N � 200

��4.
��4

.

1
2

lím
b→

ln b2 1 ln 2

1
2

lím
b→

ln x2 1
b

1

1
2

lím
b→

b

1

2x

x2 1
dx

1

x

x2 1
dx

1
2 1

2x

x2 1
dx

4
.

2 4

lím
b→

arctan b arctan 1

lím
b→

arctan x

b

1

1

1
x2 1

dx lím
b→

b

1

1
x2 1

dx

N

n 1

1
n2 1

≤

n 1

1
n2 1

≤

N

n 1

1
n2 1 N

1
x2 1

dx.

1.072 1 n2 1 1.077.



SECCIÓN 9.3 Criterio de la integral y series p 621

Series p y series armónicas

En el resto de esta sección se investigará un segundo tipo de serie que admite un criterio
aritmético de convergencia o divergencia muy sencillo. Una serie de la forma

es una serie p donde p es una constante positiva. Para la serie

es la serie armónica. Una serie armónica general es de la forma  En músi-
ca, las cuerdas del mismo material, diámetro y tensión cuyas longitudes forman una serie
armónica producen tonos armónicos.

El criterio de la integral es adecuado para establecer la convergencia o divergencia de
las series p. Esto se muestra en la demostración del teorema 9.11.

La demostración se sigue del teorema del criterio de la integral y del teo-
rema 8.5 los cuales establecen que

converge si y diverge si 

EJEMPLO 3 Serie p convergente y divergente

Discutir la convergencia o divergencia de a) la serie armónica y b) la serie p con 

Solución

a) Del teorema 9.11, se sigue que la serie armónica

diverge.

b) Del teorema 9.11, sigue que la serie p

converge.

p � 2�
�

n�1

1
n2 �

1
12 �

1
22 �

1
32 � . . .

p � 1�
�

n�1

1
n

�
1
1

�
1
2

�
1
3

� . . .

p � 2.

0 < p ≤ 1.p > 1

��

1

1
xp

dx

DEMOSTRACIÓN

�1��an � b�.

p � 1,

Serie p.�
�

n�1

1
np

�
1
1p

�
1
2p

�
1
3p

� . . .

Serie armónica.�
�

n�1

1
n

� 1 �
1
2

�
1
3

� . . .

La suma de la serie del ejem-
plo 3b puede mostrarse que es 
(Esto fue demostrado por Leonhard
Euler, pero la demostración es dema-
siado difícil para presentarla aquí.)
Asegurarse de ver que el criterio de la
integral no dice que la suma de la serie
sea igual al valor de la integral. Por
ejemplo, la suma de la serie en el
ejemplo 3b es

pero el valor de la integral impropia 
correspondiente es

���

1

1
x2 dx � 1.

�
�

n�1

1
n2 �

� 2

6
	 1.645

� 2�6.
NOTA

TEOREMA 9.11 CONVERGENCIA DE SERIES p

La serie p

1. converge si y

2. diverge si 0 < p ≤ 1.

p > 1,

�
�

n�1

1
np

�
1
1p

�
1
2p

�
1
3p

�
1
4p

� . . .

SERIE ARMÓNICA

Pitágoras y sus discípulos prestaron minu-
ciosa atención al desarrollo de la música
como una ciencia abstracta. Esto llevó al
descubrimiento de la relación entre el tono y
la longitud de la cuerda vibrante. Se
observó que las armonías musicales más her-
mosas correspondían a las proporciones más
simples de números enteros. Matemáticos
posteriores desarrollaron esta idea en la
serie armónica donde los términos de la
serie armónica corresponden a los 
nodos en una cuerda vibrante que produce
múltiplos de la frecuencia fundamental. Por
ejemplo,  es el doble de la frecuencia 
fundamental, es el triple de la frecuencia,
y así sucesivamente.

1
3

1
2
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En los ejercicios 1 a 24 confirmar que el criterio de la integral

puede aplicarse en la serie. Entonces, usar el criterio de la inte-

gral para determinar la convergencia o divergencia de la serie.

7.

8.

9.

10.
ln 2
�2

�
ln 3
�3

�
ln 4
�4

�
ln 5
�5

�
ln 6
�6

� . . .

ln 2
2

�
ln 3

3
�

ln 4
4

�
ln 5

5
�

ln 6
6

� . . .

1
3

�
1
5

�
1
7

�
1
9

�
1

11
� . . .

1
2

�
1
5

�
1

10
�

1
17

�
1

26
� . . .

EJEMPLO 4 Análisis de la convergencia de una serie

Determinar si la siguiente serie converge o diverge.

Solución Esta serie es similar a la serie armónica divergente. Si sus términos fueran
mayores que los de la serie armónica, se esperaría que fuera divergente. Sin embargo,
como sus términos son menores, no se sabe qué esperar. La función es
positiva y continua para Para determinar si f es decreciente, primero se escribe f
como y después se encuentra su derivada.

Así, para y se sigue que f satisface las condiciones para el criterio in-
tegral.

La serie diverge.

La serie infinita en el ejemplo 4 diverge muy lentamente. Por ejemplo, la suma de los
primeros 10 términos es aproximadamente 1.6878196, y la suma de los primeros 100 términos es
sólo un poco más grande: 2.3250871. La suma de los primeros 10 000 términos es aproximadamente
3.015021704. Se puede ver que aunque la serie infinita “suma hacia el infinito”, lo hace muy lenta-
mente. �

NOTA

� lim
b→�

�ln�ln b� � ln�ln 2�� � �

� lim
b→�

ln�ln x��
b

2

��

2

1
x ln x

dx � ��

2

1�x

ln x
dx

x > 2f
�x� < 0

f
�x� � ��1��x ln x��2�1 � ln x� � �
1 � ln x
x2�ln x�2

f �x� � �x ln x��1
x ≥ 2.

f �x� � 1��x ln x�

�
�

n�2

1
n ln n

9.3 Ejercicios

1. 2.

3. 4.

5. 6. �
�

n�1
ne �n�2�

�

n�1
e�n

�
�

n�1
3 �n�

�

n�1

1
2n

�
�

n�1

2
3n � 5�

�

n�1

1
n � 3

11.

12.

13. 14.

15. 16.

17. 18.

19. 20.

21. 22.

23. 24. �
�

n�1

n

n4 � 2n2 � 1�
�

n�1

n

�4n � 5�3�2
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n�1

n
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1
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1
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�
2
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�
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n

n2 � 3
� . . .
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1

�n��n � 1� � . . .
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1
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1
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En los ejercicios 25 y 26, aplicar el criterio de la integral para

determinar la convergencia o divergencia de la serie donde k es

un entero positivo.

25. 26.

En los ejercicios 27 a 30, explicar por qué el criterio de la inte-

gral no aplica a la serie.

27. 28.

29. 30.

En los ejercicios 31 a 34, aplicar el criterio de la integral para

determinar la convergencia o divergencia de la serie p.

31. 32.

33. 34.

En los ejercicios 35 a 42, usar el teorema 9.11 para determinar la

convergencia o divergencia de la serie p.

35. 36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

En los ejercicios 43 a 48, asignar la serie a la gráfica de la 

sucesión de sus sumas parciales. [Las gráficas se etiquetan a), b),

c), d), e) y f).] Determinar la convergencia o divergencia de la

serie.

a) b)

c) d)

e) f)

43. 44.

45. 46.

47. 48.

49. Análisis numérico y gráfico Usar una herramienta de grafi-
cación para encontrar la suma parcial indicada y completar la
tabla. Entonces usar una herramienta de graficación para repre-
sentar los primeros 10 términos de la sucesión de sumas par-
ciales. En cada caso comparar el ritmo o velocidad a la cual la
sucesión de las sumas parciales se aproxima a la suma de la
serie.

a) b)

50. Razonamiento numérico Como la serie armónica diverge, se
sigue que para cualquier número real positivo M existe un entero
positivo N tal que la suma parcial

a) Usar una herramienta de graficación para completar la tabla.

b) Conforme el número real M crece a incrementos iguales, ¿N

crece también a incrementos iguales? Explicar.

�
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1
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En los ejercicios 57 a 62, encontrar los valores positivos de p para

la cual la serie converge.

En ejercicios 63 a 66, usar el resultado del ejercicio 57 para

determinar la convergencia o divergencia de la serie.

63. 64.

65. 66.

67. Sea f una función positiva, continua y decreciente para  
tal que Demuestre que si la serie

converge a S, entonces el residuo está acotado por

68. Mostrar que el resultado del ejercicio 67 puede escribirse como

En los ejercicios 69 a 74, usar el resultado del ejercicio 67 para

aproximar la suma de la serie convergente usando el número

indicado de términos. Incluir una estimación del error máximo

en su aproximación.

69. seis términos

70. cuatro términos

71. diez términos

72. diez términos

73. cuatro términos

74. cuatro términos

En los ejercicios 75 a 80, usar el resultado del ejercicio 67 para

encontrar N tal que en las series convergentes.

75. 76.

77. 78.

79. 80.

81. a) Mostrar que converge y diverge.

b) Comparar los primeros cinco términos de cada serie del
apartado a).

c) Hallar tal que

82. Se usan diez términos para aproximar una serie p convergente.
Por consiguiente, el resto es una función de p y es

a) Realizar la integración en la desigualdad.

b) Usar una herramienta de graficación para representar gráfi-
camente la desigualdad.

c) Identificar cualquier asíntota de la función error e interpretar
su significado.

p > 1.0 ≤ R10� p� ≤ ��

10

1
xp

dx,

1
n1.1 <

1
n ln n

.

n > 3

�
�

n�2

1
n ln n�

�

n�2

1
n1.1

�
�

n�1

2
n2 � 5�

�

n�1

1
n2 � 1

�
�

n�1
e�n�2�

�

n�1
e�5n

�
�

n�1

1
n3�2�

�

n�1

1
n4

RN ≤ 0.001

�
�

n�1
e�n,

�
�

n�1
ne�n2,

�
�

n�1

1
�n � 1��ln�n � 1��3,

�
�

n�1

1
n2 � 1

,

�
�

n�1

1
n5,

�
�

n�1

1
n4,

�
N

n�1

an ≤ �
�

n�1
an ≤ �

N

n�1

an � ��

N

f �x� dx.

0 ≤ RN ≤ ��

N

f �x� dx.

RN � S � SN

�
�

n�1
an

an � f �n�.
x ≥ 1,

�
�

n�2

1
n ln�n2��

�

n�2

1
n�ln n�2

�
�

n�2

1

n 3��ln n�2�
�

n�2

1
n ln n

Desarrollo de conceptos

51. Enunciar el criterio de la integral y dar un ejemplo de su uso.

52. Definir una serie p y enunciar los requisitos para su conver-
gencia.

53. Un alumno de la clase de cálculo le dice a un amigo que la
serie siguiente converge porque los términos son muy
pequeños y se aproximan a 0 rápidamente. ¿Está el alumno
en lo correcto? Explicar.

54. En los ejercicios 43 a 48, para todas las series

pero no todas convergen. ¿Es ésta una contradicción del teo-
rema 9.9? Por qué algunas convergen y otras divergen?
Explicar.

55. Sea f una función positiva, continua y decreciente para
tal que Usar una gráfica para ordenar las

cantidades siguientes en orden decreciente. Explicar su
razonamiento.

a) b) c) �
6

n�1

an�7

1

f �x� dx�
7

n�2

an

an � f �n�.x ≥ 1,

Para discusión

56. Usar una gráfica para demostrar que la desigualdad es cierta.
¿Qué se puede concluir acerca de la convergencia o diver-
gencia de la serie? Explicar.

a) b)
n 1

1

n
>

1

1

x
dx

n 2

1
n2 <

1

1
x2 dx

57. 58.

59. 60.

61. 62.
n 3

1
n ln n ln ln n p

n 1

1
pn

n 1
n 1 n2 p

n 1

n

1 n2 p

n 2

ln n

np
n 2

1
n ln n p

1
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1
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1
10 002

. . .
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83. Constante de Euler Sea

a) Mostrar que 

b) Mostrar que la sucesión es acotada.

c) Mostrar que la sucesión es decreciente.

d) Mostrar que converge a un límite (llamado constante de
Euler).

e) Aproximar usando 

84. Encontrar la suma de la serie 

85. Considerar la serie

a) Determinar la convergencia o divergencia de la serie para

b) Determinar la convergencia o divergencia de la serie para

c) Hallar los valores positivos de x para la cual la serie converge.

86. La función zeta de Riemann para los números reales se define
para todo x para el cual la serie

converge. Encontrar el dominio de la función.

Repaso En los ejercicios 87 a 98, determinar la convergencia o

divergencia de las series.

��x� � �
�

n�1
n�x

x � 1�e.

x � 1.

�
�

n�2
xln n.

�
�

n�2
ln�1 �

1
n2�.

a100.�

�an

�an
�

�an
� � �Sn � ln n�

ln�n � 1� ≤ Sn ≤ 1 � ln n.

Sn � �
n

k�1

1
k

� 1 �
1
2

� . . . �
1
n

.

La serie armónica

es una de las series más importantes en este capítulo. Aunque sus tér-
minos tienden a cero cuando n aumenta,

la serie armónica diverge. En otras palabras, aunque los términos se van
haciendo cada vez más y más pequeños, la suma “es infinita”.

a) Una manera de demostrar que la serie armónica diverge se
atribuye a Jakob Bernoulli. Él agrupó los términos de la serie
armónica como sigue:

Escribir un párrafo corto que explique cómo se puede usar esta
manera de agrupar los términos para mostrar que la serie armó-
nica diverge.

b) Usar la demostración del criterio de la integral, teorema 9.10,
para mostrar que

c) Usar el inciso b) para determinar cuántos términos M se necesi-
tarían para que

d) Mostrar que la suma del primer millón de términos de la serie
armónica es menor de 15.

e) Mostrar que las desigualdades siguientes son válidas.

f) Usar las ideas del inciso e) para encontrar el límite

lim
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�
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9.4 Comparación de series

� Usar el criterio de comparación directa para determinar si una serie converge o

diverge.

� Usar el criterio de comparación en el límite para determinar si una serie converge o

diverge.

Criterio de comparación directa
Para los criterios de convergencia desarrollados hasta ahora, los términos de la serie tienen
que ser bastante simples y la serie debe tener características especiales para que los cri-
terios de convergencia se puedan aplicar. Una ligera desviación de estas características es-
peciales puede hacer que los criterios no sean aplicables. Por ejemplo, en los pares si-
guientes, la segunda serie no puede analizarse con el mismo criterio de convergencia que
la primera serie aunque sean similares.

1. es geométrica, pero no lo es.

2. es una serie p, pero no lo es.

3. se integra fácilmente, pero no.

En esta sección se estudian dos criterios adicionales para series con términos positivos.
Estos dos criterios amplían la variedad de series que se pueden analizar respecto a con-
vergencia o divergencia. Permiten comparar una serie que tenga términos complicados
con una serie más simple cuya convergencia o divergencia es conocida.

Para demostrar la primera propiedad, sea y sea

Como la sucesión es no decreciente y acotada superiormente
por L, así que debe converger. Como

se sigue que converge. La segunda propiedad es lógicamente equivalente a la pri-
mera.

Como se ha enunciado, el criterio de comparación directa requiere que para
todo Como la convergencia de una serie no depende de sus primeros términos, se podría modificar
el criterio requiriendo sólo que para todo n mayor que algún entero �N.0 < an bn

n.
0 < an bnNOTA

� a
n

S3, . . .S2,S1,0 < an ≤ bn,

Sn � a1 � a2 � . . . � an.

L � �
�

n�1
bn

DEMOSTRACIÓN

bn �
n2

�n2 � 3�2an �
n

�n2 � 3�2

�
�

n�1

1
n3 � 1�

�

n�1

1
n3

�
�

n�0

n

2n�
�

n�0

1
2n

TEOREMA 9.12 CRITERIO DE COMPARACIÓN DIRECTA

Sea para todo 

1. Si converge, entonces converge.

2. Si diverge, entonces diverge.�
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bn�
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�
�
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EJEMPLO 1 Aplicación del criterio de comparación directa

Determinar la convergencia o divergencia de

Solución Esta serie se parece a

Serie geométrica convergente.

La comparación término a término da

Por tanto, por el criterio de la comparación directa, la serie converge.

EJEMPLO 2 Aplicación del criterio de comparación directa

Determinar la convergencia o divergencia de 

Solución Esta serie se parece a

Serie p divergente.

La comparación término a término da

la cual no satisface los requisitos para la divergencia. (Recordar que si la comparación tér-
mino a término revela que una serie es menor que una serie divergente, el criterio de com-
paración directa no concluye nada.) Esperando que la serie dada sea divergente, se puede
comparar con

Serie armónica divergente.

En este caso, la comparación término a término da

y, por el criterio de comparación directa, la serie dada diverge.

Recordar que ambas partes del criterio de comparación directa requieren que  
Informalmente, el criterio dice lo siguiente sobre las dos series con términos no

negativos.

1. Si la serie “mayor” converge, la serie “menor” también converge.

2. Si la serie “menor” diverge, la serie “mayor” también diverge.

an ≤ bn.
0 <

�
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n�1

1
n

.
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1
n1�2.
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�

n�1

1
2 ��n

.
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�
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1
3n

.

�
�

n�1

1
2 � 3n

.

Para verificar la última
desigualdad en el ejemplo 2, intentar 
mostrar que cuando

�n ≥ 4.
2 � �n ≤ n

NOTA

an �
1

2 � 3n
<

1
3n

� bn, n � 1.

1
2 � �n

�
1
�n

, n � 1
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1
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Criterio de comparación en el límite

A menudo una serie dada parece una serie p o una serie geométrica; sin embargo, no se puede
establecer la comparación término a término necesaria para aplicar el criterio de compara-
ción directa. Bajo estas circunstancias se puede aplicar un segundo criterio de comparación,
llamado criterio de comparación en el límite.

Como y 

existe tal que

para 

Esto implica que

Por tanto, por el criterio de comparación directa, la convergencia de implica la con-
vergencia de Similarmente, el hecho de que

puede usarse para mostrar que la convergencia de implica la convergencia de  

EJEMPLO 3 Aplicación del criterio de comparación en el límite

Mostrar que la siguiente serie armónica general diverge.

Solución Por comparación con

Serie armónica divergente.

se tiene

Como este límite es mayor que 0, se puede concluir por el criterio de comparación en el
límite que la serie dada diverge.

�
�

n�1

1
n

b > 0a > 0,�
�

n�1

1
an � b

,

� bn.� an

� an.
� bn

0 < an < �L � 1�bn.

n ≥ N.

N > 0

bn > 0,an > 0,DEMOSTRACIÓN
Como con el criterio de com-

paración directa, el criterio de com-
paración en el límite puede modificarse
para requerir sólo que y sean po-
sitivos para todo mayor que algún
entero �N.

n

bnan

NOTA

TEOREMA 9.13 CRITERIO DE COMPARACIÓN EN EL LÍMITE

Suponga que y

donde L es finito y positivo. Entonces las dos series y o convergen ambas
o divergen ambas.

� bn� a
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L
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El criterio de comparación en el límite funciona bien para comparar una serie algebraica
“complicada” con una serie p. Al elegir una serie p apropiada, se debe elegir una en la que
el término n-ésimo sea de la misma magnitud que el término n-ésimo de la serie dada.

Ambas serie convergen.

Ambas serie divergen.

Ambas serie convergen.

En otras palabras, al elegir una serie para comparación, se pueden despreciar todos menos
las potencias más altas de n en el numerador y el denominador.

EJEMPLO 4 Aplicación del criterio de comparación en el límite

Determinar la convergencia o divergencia de 

Solución Despreciando todas las potencias de n menos las potencias más altas en el
numerador y en el denominador, se puede comparar la serie con

Serie p convergente.

Como

se puede concluir por el criterio de comparación en el límite que las series dadas conver-
gen.

EJEMPLO 5 Aplicación del criterio de comparación en el límite

Determinar la convergencia o divergencia de 

Solución Una comparación razonable será comparar con las series

Serie divergente.

Nótese que estas series divergen según el criterio del término n-ésimo. Por el límite

se puede concluir que la serie dada diverge.
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1. Análisis gráfico Las figuras muestran la gráfica de los prime-
ros 10 términos y la gráfica de los primeros 10 términos de la
sucesión de sumas parciales, de cada serie.

y

a) Identificar la serie en cada figura.

b) ¿Qué serie es una serie p? ¿Es convergente o divergente?

c) En las que no son series p, comparar las magnitudes de sus
términos con los términos de la serie p. ¿Qué conclusión se
obtiene acerca de la convergencia de las series?

d) Explicar la relación entre las magnitudes de los términos de
las series y las magnitudes de sus sumas parciales.

Gráfica de términos Gráfica de sumas parciales

2. Análisis gráfico Las figuras muestran la gráfica de los prime-
ros 10 términos y la gráfica de los primeros 10 términos de la
sucesión de sumas parciales, de cada serie.

y

a) Identificar la serie en cada figura.

b) ¿Qué serie es una serie p? ¿Es convergente o divergente?

c) Para las que no son series p, comparar las magnitudes de sus
términos con las magnitudes de los términos de la serie p.
¿Qué conclusión se saca sobre la convergencia de las series?

d) Explicar la relación entre las magnitudes de los términos de
las series y las magnitudes de sus sumas parciales.

Gráfica de términos Gráfica de sumas parciales

En los ejercicios 3 a 14, aplicar el criterio de comparación direc-
ta para determinar la convergencia o divergencia de las series.

En los ejercicios 15 a 28, aplicar el criterio de comparación en el
límite para determinar la convergencia o divergencia de las series.

En los ejercicios 29 a 36, analizar la convergencia o divergencia,
usando por lo menos una vez cada criterio. Identificar qué crite-
rio fue usado.

a) Criterio del término n-ésimo b) Criterio de la serie
geométrica

c) Criterio de la serie p d) Criterio de la serie
telescópica

e) Criterio de la integral f) Criterio de comparación
directa

g) Criterio de comparación en el límite
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37. Aplicar el criterio de comparación en el límite con la serie ar-
mónica para mostrar que la serie (donde )
diverge si es finito y distinto de cero.

38. Demostrar que, si y son polinomios de grado j y k,
respectivamente, entonces la serie

converge si y diverge si 

En los ejercicios 39 a 42, aplicar el criterio polinomial del ejerci-
cio 38 para determinar si la serie converge o diverge.

39.

40.

41. 42.

En los ejercicios 43 y 44, aplicar el criterio de divergencia del
ejercicio 37 para demostrar que la serie diverge.

43. 44.

En los ejercicios 45 a 48, determinar la convergencia o divergen-
cia de la serie.

45.

46.

47.

48.

53. Considerar la serie  

a) Verificar que la serie converge.

b) Usar una herramienta de graficación para completar la tabla.

c) La suma de la serie es Hallar la suma de la serie 

d) Usar una herramienta de graficación para encontrar la suma
de la serie

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 55 a 60, determinar si la
afirmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
dar un ejemplo que lo demuestre.

55. Si y converge, entonces  diverge.

56. Si y converge, entonces converge.

57. Si y converge, entonces las series y

convergen. (Asumir que los términos de las tres series 

son positivos.)

58. Si y diverge, entonces las series  y

divergen. (Asumir que los términos de las tres series 

son positivos.)

59. Si y diverge, entonces  diverge.

60. Si y diverge, entonces diverge.�
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Desarrollo de conceptos

49. Revisar los resultados de los ejercicios 45 a 48. Explicar por
qué se requiere el análisis cuidadoso para determinar la con-
vergencia o divergencia de una serie y por qué considerar
sólo las magnitudes de los términos de una serie puede ser
engañoso.

50. Enunciar el criterio de comparación directa y dar un ejemplo
de su uso.

51. Enunciar el criterio de comparación en el límite y dar un
ejemplo de su uso.

52. La figura muestra los primeros 20 términos de la serie con- 

vergente y los primeros 20 términos de la serie 

Identificar las dos series y explicar su razonamiento al hacer
la elección.
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n .�
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Para discusión

54. Parece que los términos de la serie

son menores que los términos que corresponden a la serie
convergente

Si el enunciado anterior es correcto, la primera serie con-
verge. ¿Esto es correcto? ¿Por qué sí o por qué no? Plantear
un enunciado sobre cómo la divergencia o convergencia de
una serie es afectada por la inclusión o exclusión del primer
número finito de términos.
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61. Demostrar que si las series no negativas

y

convergen, entonces también converge la serie

62. Usar el resultado del ejercicio 61 para demostrar que si la serie

no negativa converge, entonces también converge la serie

63. Encontrar dos series que demuestren el resultado del ejercicio 61.

64. Encontrar dos series que demuestren el resultado del ejercicio 62.

65. Suponer que y son series con términos positivos. 

Demostrar que si y converge, también

converge.

66. Suponer que y son series con términos positivos.

Demostrar que si y diverge, también

diverge.

67. Usar el resultado del ejercicio 65 para mostrar que cada serie
converge.

a) b)

68. Usar el resultado del ejercicio 66 para mostrar que cada serie
diverge.

a) b)

69. Suponer que es una serie con términos positivos. Demos-
trar que si converge, entonces también converge.

70. Demostrar que la serie converge.

71. Demostrar que converge en comparación con 
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La mayoría de los vinos se produce completamente de uvas culti-
vadas en un solo año. El jerez, sin embargo, es una mezcla comple-
ja de vinos viejos con vinos nuevos. Esto se hace con una sucesión
de barriles (llamada una solera) apilados unos encima de los otros,
como se muestra en la fotografía.

El vino más viejo está en la hilera inferior de barriles, y el más nuevo
está en la hilera superior. Cada año, la mitad de cada barril en la fila
inferior se embotella como jerez. Los barriles inferiores se llenan
entonces con vino de los barriles de la hilera siguiente. Este proceso

se repite a lo largo de la solera, con vino nuevo que se agrega a los
barriles de arriba. Un modelo matemático para la cantidad, por año,
de vino de n años que se extrae de la solera (con k hileras) cada año
es

a) Considerar una solera que tiene cinco hileras k, numeradas
2, 3, 4 y 5. En 1990 , la mitad de cada barril en la fila

de arriba (fila 1) se llenó con el vino nuevo. ¿Cuánto de este vino se
extrajo de la solera en 1991? ¿En 1992? ¿En 1993? . . . ¿En 2005?
¿Durante qué año(s) se extrajo de la solera la mayor cantidad del
vino de 1990?

b) En el apartado a), sea la cantidad de vino de 1990 que es
extraído de la solera en el año n. Calcular

PARA MAYOR INFORMACIÓN Ver el artículo “Finding Vintage
Concentrations in a Sherry Solera” por Rhodes Peele y John T.
MacQueen en los UMAP Modules.
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Preparación del examen Putman

72. ¿Es la serie infinita

convergente? Demostrar su afirmación.

73. Demostrar que si es una serie convergente de números 

reales positivos, entonces también lo es

Estos problemas fueron preparados por el Committe on the Putnam Prize
Competition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reser-
vados.
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9.5 Series alternadas o alternantes

� Usar el criterio de la serie alternada o alternante para determinar si una serie infinita

converge.

� Usar el resto o residuo de una serie alternada o alternante para aproximar la suma de

esa serie.

� Clasificar una serie como absolutamente convergente o condicionalmente conver-

gente.

� Reordenar una serie infinita para obtener una suma diferente.

Series alternadas o alternantes

Hasta ahora sólo hemos analizado series con términos positivos. En esta sección y la si-
guiente se estudian series que contienen términos positivos y negativos. Las series más
sencillas de este tipo son las series alternadas o alternantes cuyos términos alternan en
signo. Por ejemplo, la serie geométrica

es una serie geométrica alternante con Las series alternadas o alternantes pueden
ser de dos tipos: los términos impares son negativos o los términos pares son negativos.

Considerar la serie alternada o alternante En esta serie, la
suma parcial (donde 2n es par)

todos sus términos son no negativos, y por consiguiente es una sucesión no decre-
ciente. Pero también se puede escribir

que implica que para todo entero n. Así pues, es una sucesión acotada, no
decreciente que converge a algún valor L. Como y se tiene

Como tanto como convergen al mismo límite L, se sigue que también converge
a L. Consecuentemente, la serie alternada o alternante dada converge.

La segunda condición en el criterio de la serie alternada o alternante se puede modificar
para requerir sólo que para todo n mayor que algún entero N. �0 < an�1 ≤ an
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TEOREMA 9.14 CRITERIO DE LA SERIE ALTERNADA O ALTERNANTE

Sea Las series alternadas o alternantes

y

convergen si se satisfacen las siguientes dos condiciones.

1. 2. para todo nfan 1 an,lím
n→

an 0

�
�

n�1
��1�n�1 an�

�

n�1
��1�n an

an > 0.

L.L lím
n→

a2n

lím
n→

S2n 1 lím
n→

S2n lím
n→

a2n
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EJEMPLO 1 Aplicación del criterio de la serie alternada o alternante

Determinar la convergencia o divergencia de 

Solución Notar que Así, la primera condición del teorema 9.14

es satisfecha. También notar que la segunda condición del teorema 9.14 está satisfecha
porque

para todo Por consiguiente, aplicando el criterio de la serie alternada o alternante, se
puede concluir que la serie converge.

EJEMPLO 2 Aplicación del criterio de la serie alternada o alternante

Determinar la convergencia o divergencia de 

Solución Para aplicar el criterio de la serie alternada o alternante, notar que, para 

Así, para todo Además, por la regla de L’Hôpital,

Por consiguiente, por el criterio de la serie alternada o alternante, la serie converge.

EJEMPLO 3 Casos en los que el criterio de series alternadas 
o alternantes no funciona

a) La serie alternada o alternante

cumple la segunda condición del criterio de la serie alternada o alternante porque 
para todo Sin embargo, no se aplica el criterio de la serie alternada o alternante, porque
la serie no satisface la primera condición. De hecho, la serie diverge.

b) La serie alternada o alternante

satisface la primera condición porque tiende a 0 cuando Sin embargo, no se
puede aplicar el criterio de la serie alternada o alternante, porque la serie no satisface la
segunda condición. Para concluir que la serie diverge, se puede argumentar que es igual
a la N-ésima suma parcial de la serie armónica divergente. Esto implica que la sucesión de
sumas parciales diverge. Así pues, la serie diverge.
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La serie del ejemplo 1 es lla-
mada serie armónica alternada o alter-

nante. Volveremos a esta serie en el
ejemplo 7. �

NOTA

En el ejemplo 3a, recordar
que siempre que una serie no satisface
la primera condición del criterio de la
serie alternada o alternante, se puede
usar el criterio del término n-ésimo
para la divergencia para concluir que la
serie diverge. �

NOTA

an 1
1

n 1
1
n

an

lím
n→

n

2n 1 0.lím
x→

x

2x 1 lím
x→

1
2x 1 ln 2

0
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El resto o residuo de una serie alternada o alternante

Para una serie alternada o alternante convergente, la suma parcial puede ser una apro-
ximación útil para la suma S de la serie. El error al usar es el resto o residuo

La serie obtenida al eliminar los N primeros términos de la serie dada sa-
tisface las condiciones del criterio de series alternadas y tiene una suma de  

Por consiguiente, lo cual prueba el teorema.

EJEMPLO 4 Cálculo aproximado de la suma de una serie alternada 
o alternante

Aproximar la suma de la serie siguiente por medio de sus primeros seis términos.

Solución La serie converge según el criterio de la serie alternada o alternante porque

y

La suma de los primeros seis términos es

y, por el teorema del resto de la serie alternada o alternante, se tiene

Así, la suma de S está entre y y se concluye que 

0.63174 ≤ S ≤ 0.63214.

0.63194 � 0.0002,0.63194 � 0.0002

�S � S6� � �R6� ≤ a7 �
1

5040
	 0.0002.
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144
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� . . .

�S � SN� � �RN� ≤ aN�1,

� aN�1 � �aN�2 � aN�3� � �aN�4 � aN�5� � . . . ≤ aN�1

�RN� � aN�1 � aN�2 � aN�3 � aN�4 � aN�5 � . . .
� ��1�N �aN�1 � aN�2 � aN�3 � . . .�
� ��1�N aN�1 � ��1�N�1 aN�2 � ��1�N�2 aN�3 � . . .

RN � S � SN � �
�

n�1

��1�n�1 an � �
N

n�1

��1�n�1 an

RN.
DEMOSTRACIÓN

RN � S � SN.
S 	 SN

SN

TEOREMA 9.15 RESTO DE UNA SERIE ALTERNADA O ALTERNANTE

Si una serie alternada o alternante convergente satisface la condición 
entonces el valor absoluto del resto o residuo que se tiene al aproximar la suma 
con es menor (o igual) que el primer término desechado. Es decir,

�S � SN� � �RN� ≤ aN�1.

SN

SRN

an�1 ≤ an,

TECNOLOGÍA Más adelante,
en la sección 9.10, se podrá
demostrar que la serie del ejemplo 4
converge a 

Por ahora, utilizar una herramienta
de graficación para obtener una
aproximación a la suma de la serie.
¿Cuántos términos se necesitan para
obtener una aproximación que no
esté a más de 0.00001 de la suma
real?

e � 1
e

	 0.63212.

5 040
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Convergencia absoluta y condicional

Ocasionalmente, una serie puede tener tanto términos positivos como negativos sin ser una
serie alternada o alternante. Por ejemplo, la serie

tiene términos positivos y negativos, pero no es una serie alternada o alternante. Una ma-
nera de tener alguna información sobre la convergencia de esta serie es investigar la con-
vergencia de la serie

Mediante comparación directa, se tiene para todo por lo que

Por consiguiente, por el criterio de la comparación directa, la serie converge 

El siguiente teorema dice que la serie original también converge.

Como para todo n, la serie

converge por la comparación con la serie convergente

Además, como se puede escribir

donde las dos series de la derecha convergen. Por tanto, se sigue que converge.

El recíproco del teorema 9.16 es falso. Por ejemplo, la serie armónica alternada o
alternante

converge de acuerdo con el criterio de la serie alternada o alternante. Sin embargo, la serie
armónica diverge. Este tipo de convergencia se llama convergencia condicional.
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0 ≤ an � �an� ≤ 2�an�DEMOSTRACIÓN
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TEOREMA 9.16 CONVERGENCIA ABSOLUTA

Si la serie converge, entonces la serie también converge.� an��an�

DEFINICIONES DE CONVERGENCIA ABSOLUTA Y CONDICIONAL

1. es absolutamente convergente si converge.

2. es condicionalmente convergente si converge pero diverge.� �an�� an� an

� �an�� an

n 1.
senn

n2

1
n2,

n 1

sen n

n2 .
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EJEMPLO 5 Convergencia absoluta y condicional

Determinar si cada una de las series es convergente o divergente. Clasificar cada serie
como absolutamente convergente o condicionalmente convergente.

a)

b)

Solución

a) Por el criterio del término n-ésimo para la divergencia, se concluye que esta serie
diverge.

b) La serie dada puede mostrarse que es convergente por el criterio de la serie alternada o
alternante. Además, como la serie p

diverge, la serie dada es condicionalmente convergente.

EJEMPLO 6 Convergencia absoluta y condicional

Determinar si cada una de las series es convergente o divergente. Clasificar cada serie
como absolutamente convergente o condicionalmente convergente.

a)

b)

Solución

a) Ésta no es una serie alternada o alternante. Sin embargo, como

es una serie geométrica convergente, se puede aplicar el teorema 9.16 para concluir que
la serie dada es absolutamente convergente (y por consiguiente convergente).

b) En este caso, el criterio de la serie alternada o alternante indica que la serie dada con-
verge. Sin embargo, la serie

diverge por la comparación directa con los términos de la serie armónica. Por consi-
guiente, la serie dada es condicionalmente convergente.

Reordenación de series

Una suma finita como puede reordenarse sin cambiar el valor de la
suma. Esto no es necesariamente cierto en el caso de una serie infinita. En este caso
depende de que la serie sea absolutamente convergente (toda reordenación tiene la misma
suma) o condicionalmente convergente.
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En los ejercicios 1 a 6, asociar la serie con la gráfica de su suce-
sión de sumas parciales. [Las gráficas se etiquetan a), b), c), d),
e) y f).]

a) b)

c) d)

e) f)

1. 2.

3. 4.

5. 6.

Análisis numérico y gráfico En los ejercicios 7 a 10, explorar el
resto de la serie alternada o alternante.

a) Usar una herramienta de graficación para encontrar la suma
parcial indicada y completar la tabla. 

b) Usar una herramienta de graficación para representar los
primeros 10 términos de la sucesión de sumas parciales y una
recta horizontal que represente la suma. 

c) ¿Qué patrón existe entre el diagrama de los puntos sucesivos
en el apartado b) y la recta horizontal que representa la suma
de la serie? ¿La distancia entre los puntos sucesivos de la recta
horizontal crece o decrece? 

d) Discutir la relación entre las respuestas en el apartado c) y el
resto de la serie alternada o alternante como se indicó en el
teorema 9.15.
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EJEMPLO 7 Reordenamiento de una serie

La serie armónica alternada o alternante converge a ln 2. Es decir,

(Ver ejercicio 59, sección 9.10.) 

Reordenar la serie para producir una suma diferente.

Solución Considerar la reordenación siguiente.

Reordenando los términos se obtiene una suma que es la mitad de la suma original.
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PARA MAYOR INFORMACIÓN Georg
Friedrich Riemann (1826-1866)
demostró que si  es condicional-
mente convergente y S es cualquier
número real, pueden reordenarse los
términos de la serie para converger a S.
Para más sobre este tema, ver el artícu-
lo “Riemann’s Rearrangement
Theorem” de Stewart Galanor en
Mathematics Teacher.
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9.5 Ejercicios
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En los ejercicios 11 a 36, determinar la convergencia o divergen-
cia de la serie.

En los ejercicios 37 a 40, aproximar la suma de la serie usando
los primeros seis términos. (Ver ejemplo 4.)

En los ejercicios 41 a 46, a) aplicar el teorema 9.15 para deter-
minar el número de términos requerido para aproximar la suma
de la serie convergente con un error menor de 0.001, y b) usar
una herramienta de graficación para aproximar la suma de la
serie con un error menor de 0.001.

En los ejercicios 47 a 50, aplicar el teorema 9.15 para determi-
nar el número de términos requerido para aproximar la suma de
la serie con un error menor de 0.001.

En los ejercicios 51 a 70, determinar si la serie converge condi-
cionalmente o absolutamente, o diverge.

Desarrollo de conceptos

71. Definir una serie alternada o alternante.

72. Enunciar la prueba de serie alternada o alternante.

73. Escribir el residuo después de N términos de una serie alter-
nada o alternante convergente.

74. En sus propias palabras, establecer la diferencia entre con-
vergencia absoluta y convergencia condicional de una serie
alternada o alternante.

75. En las figuras se muestran las gráficas de las sucesiones de
las sumas parciales de dos series. ¿Qué gráfica representa las
sumas parciales de una serie alternada o alternante? Ex-
plicar.
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¿Verdadero o falso? En los ejercicios 77 y 78, determinar si las
declaraciones son verdaderas o falsas. Si es falsa, explicar por
qué o dar un ejemplo que lo demuestre.

77. En la serie alternada o alternante la suma parcial 

es un sobreestimado de la suma de la serie.

78. Si y convergen, entonces converge.

En los ejercicios 79 y 80, encontrar los valores de p para los
cuales la serie converge.

79. 80.

81. Demostrar que si converge, entonces converge. ¿Es
verdadero el recíproco? Si no lo es, dar un ejemplo que demues-
tre su falsedad.

82. Usar el resultado del ejercicio 79 para dar un ejemplo de una
serie p alternada o alternante que converja, pero cuya serie p co-
rrespondiente diverja.

83. Dar un ejemplo de una serie que demuestre la declaración del
ejercicio 81.

84. Encontrar todos los valores de x para los cuales la serie 
a) converja absolutamente y b) converja condicionalmente.

85. Considerar la serie siguiente.

a) ¿Satisface esta serie las condiciones del teorema 9.14?
Explicar por qué sí o por qué no.

b) ¿Converge la serie? En ese caso, ¿cuál es la suma?

86. Considerar la serie siguiente.

a) ¿Satisface esta serie las condiciones del teorema 9.14?
Explicar por qué sí o por qué no.

b) ¿Converge la serie? En ese caso, ¿cuál es la suma?

Repaso En los ejercicios 87 a 96, demostrar la convergencia o
divergencia e identificar el criterio usado.

97. El argumento siguiente, es incorrecto. Describir el error.

98. El argumento siguiente, es incorrecto. Describir el error.
Multiplicar cada lado de la serie armónica alternada o alternante

por 2 para obtener

Ahora reunir los términos con un mismo denominador (como lo
indican las flechas) para obtener

La serie resultante es la misma con que se empezó. Así,
y dividir cada lado por S para obtener 

PARA MAYOR INFORMACIÓN Para más sobre este ejercicio,
ver el artículo “Riemann’s Rearrangement Theorem” de Stewart
Galanor en Mathematics Teacher.
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Para discusión

76. ¿Son correctas las siguientes afirmaciones? ¿Por qué sí o por
qué no?

a) Si y convergen, entonces converge.

b) Si diverge, entonces diverge.� �an�� an

� �an�� ��an�� an

87. 88.

89. 90.
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Preparación del examen Putman

99. Asumir como sabido a ciencia cierta (verdadero) que la serie
armónica alternada o alternante

1)

es convergente, y denota su suma por s. Reordenar la serie
1) como sigue:

2)

Asumir como sabido a ciencia cierta (verdadero) que la serie
2) también es convergente, y denotar su suma por S. Denotar
sk y Sk, la suma k-ésima parcial de la serie 1) y 2), respecti-
vamente. Demostrar cada declaración.

i) ii)

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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9.6 El criterio del cociente y el criterio de la raíz

� Usar el criterio del cociente para determinar si una serie converge o diverge.

� Usar el criterio de la raíz para determinar si una serie converge o diverge.

� Revisar los criterios de la convergencia y divergencia de una serie infinita.

El criterio del cociente

Esta sección empieza con un criterio de convergencia absoluta: el criterio del cociente.

Para demostrar la propiedad 1, asumir que

y elegir un tal que  Por la definición en el límite de una sucesión, existe
un tal que para todo Por tanto, se pueden escribir las
desigualdades siguientes.

La serie geométrica converge, y
así, por el criterio de la comparación directa, la serie

también converge. Esto implica a su vez que la serie converge, porque suprimir un
número finito de términos no afecta la convergencia. Por consiguiente, por el
teorema 9.16, la serie es absolutamente convergente. La demostración de la propiedad
2 es similar y se deja como ejercicio (ver ejercicio 99).

El hecho de que el criterio del cociente no sea concluyente cuando puede
verse comparando las dos series y La primera serie diverge y la segunda converge,
pero en ambos casos

�

� �1�n2�.� �1�n�
�an�1�an� → 1NOTA

� an

�n � N � 1)
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�
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< �aN�R3

�aN�2� < �aN�1�R < �aN�R2

�aN�1� < �aN�R

n > N.�an�1�an� < RN > 0
0 ≤ r < R < 1.R

DEMOSTRACIÓN

TEOREMA 9.17 CRITERIO DEL COCIENTE

Sea una serie con términos distintos de cero.

1. es absolutamente convergente si 

2. es divergente si 

3. El criterio del cociente no es concluyente si 
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� an

� an
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Aunque el criterio del cociente no es una panacea como criterio de convergencia, es
particularmente útil para series que convergen rápidamente. Series que involucran facto-
riales o exponenciales frecuentemente son de este tipo.

EJEMPLO 1 Aplicación del criterio del cociente

Determinar la convergencia o divergencia de 

Solución Como se puede escribir lo siguiente.

La serie converge porque el límite de es menor que 1.

EJEMPLO 2 Aplicación del criterio del cociente

Determinar si cada serie converge o diverge.

a) b)

Solución

a) Esta serie converge porque el límite de es menor que 1.

b) Esta serie diverge porque el límite de es mayor que 1.�an�1�an�

�an�1�an�

�
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Un paso frecuente
en la aplicación del criterio del
cociente es simplificar cocientes
o factoriales. Así, en el ejemplo 1
notar que
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EJEMPLO 3 Un caso en que el criterio del cociente no decide

Determinar la convergencia o divergencia de 

Solución El límite de es igual a 1.

Por tanto, el criterio del cociente no es concluyente. Para determinar si la serie converge
se necesita recurrir a un criterio diferente. En este caso, se puede aplicar el criterio de la
serie alternada. Para demostrar que sea

Entonces la derivada es

Como la derivada es negativa para se sabe que es una función decreciente.
También, por la regla de L’Hôpital,

Por consiguiente, por el criterio de la serie alternada o alternante, la serie converge.

La serie del ejemplo 3 es condicionalmente convergente. Esto se sigue del hecho que
la serie

diverge por el criterio de comparación en el límite con pero la serie

converge.
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TECNOLOGÍA Una computadora o herramienta de graficación puede reforzar la
conclusión de que la serie del ejemplo 3 converge condicionalmente. Sumando los
primeros 100 términos de la serie, se obtiene una suma de aproximadamente –0.2. (La
suma de los primeros 100 términos de la serie es aproximadamente  17.)� �an�

Para toda serie p, el criterio
del cociente no es concluyente. �

NOTA
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El criterio de la raíz

El siguiente criterio para convergencia o divergencia de series es especialmente adecuado
para series que involucran n-ésimas potencias. La demostración de este teorema es similar
a la dada para el criterio del cociente, y se deja como ejercicio (ver ejercicio 100).

El criterio de la raíz siempre es no concluyente para toda serie p. �

EJEMPLO 4 Aplicación del criterio de la raíz

Determinar la convergencia o divergencia de

Solución Se puede aplicar el criterio de la raíz como sigue.

Como este límite es menor que 1, se puede concluir que la serie es absolutamente conver-
gente (y por consiguiente converge).

Para ver la utilidad del criterio de la raíz en el caso de la serie del ejemplo 4, tratar de
aplicar el criterio del cociente a esa serie. Al hacer esto, se obtiene lo siguiente.

Notar que este límite no es tan fácil de evaluar como el límite obtenido con el criterio de
la raíz en el ejemplo 4.

�
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n�1

e2n

nn
.

NOTA

TEOREMA  9.18 EL CRITERIO DE LA RAÍZ

Sea una serie.

1. converge absolutamente si 

2. diverge si 

3. El criterio de la raíz no es concluyente si

� an

lím
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n an < 1.� an

� an

PARA MAYOR INFORMACIÓN
Para más información sobre la utilidad
del criterio de la raíz, ver el artículo
“N! and the Root Test” de Charles C.
Mumma II en The American

Mathematical Monthly.
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Estrategias para analizar la convergencia de series

Hasta ahora se han estudiado 10 criterios para determinar la convergencia o divergencia de
una serie infinita. (Ver el resumen en la tabla en la página 646.) La habilidad de elegir y
aplicar los criterios sólo se adquiere con la práctica. A continuación se da un conjunto de
pautas para elegir un criterio apropiado.

En algunos casos puede haber más de un criterio aplicable. Sin embargo, el objetivo debe
ser aprender a elegir el criterio más eficaz.

EJEMPLO 5 Aplicación de las pautas para analizar series

Determinar la convergencia o divergencia de cada serie.

a) b) c)

d) e) f)

g)

Solución

a) En esta serie, el límite del término n-ésimo no es 0 o Por tanto, de
acuerdo con el criterio del término n-ésimo, la serie diverge.

b) Esta serie es geométrica. Es más, como la razón de los términos es menor que
1 en el valor absoluto, puede concluirse que la serie converge.

c) Como la función se integra fácilmente, se puede usar el criterio de la inte-
gral para concluir que la serie converge.

d) El término n-ésimo de esta serie se puede comparar al término n-ésimo de la serie
armónica. Después de usar el criterio de comparación en el límite, se puede concluir
que la serie diverge.

e) Ésta es una serie alternada o alternante cuyo término n-ésimo tiende a 0. Como
se puede usar el criterio de la serie alternada o alternante para concluir que

la serie converge.

f) El término n-ésimo de esta serie involucra un factorial, lo que indica que el criterio del
cociente puede ser el adecuado. Después de aplicar el criterio del cociente, se puede
concluir que la serie diverge.

g) El término n-ésimo de esta serie involucra una variable que se eleva a la potencia
n-ésima que indica que el criterio de la raíz puede ser el adecuado. Después de aplicar
el criterio de la raíz, se puede concluir que la serie converge.
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Estrategia para analizar la convergencia o divergencia de series

1. ¿Tiende a 0 el término n-ésimo? Si no es así, la serie diverge.

2. ¿Es la serie de alguno de los tipos especiales: geométrica, serie p, telescópica o
alternante?

3. ¿Se puede aplicar el criterio de la integral, el de la raíz o el cociente?

4. ¿Puede compararse la serie favorable o fácilmente con uno de los tipos especiales?
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Resumen de criterios para las series

Criterio

Término n-ésimo

Series geométricas

Series telescópicas

Series p

Series alternadas 
o alternantes

Integral 
( continua,
positiva y
decreciente)

Raíz

Cociente

Comparación 
directa 

Comparación en el
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f
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Comentario

Este criterio no sirve 
para demostrar la con-
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Suma:

Suma:

Residuos:

Residuo:
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yente si 

El criterio no es conclu-
yente si 
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En los ejercicios 1 a 4, verificar la fórmula.

1.

2.

3.

4.

En los ejercicios 5 a 10, asociar la serie con la gráfica de su suce-
sión de sumas parciales. [Las gráficas se etiquetan a), b), c), d),
e) y f).]

a) b)

c) d)

e) f )

5.

6.

7.

8.

9.

10.

Análisis numérico, gráfico y analítico En los ejercicios 11 y 12, a)
verificar que la serie converge. b) Usar una herramienta de grafi-
cación para encontrar la suma parcial indicada y completar la
tabla. c) Usar una herramienta de graficación para representar
gráficamente los primeros 10 términos de la sucesión de sumas
parciales. d) Usar la tabla para estimar la suma de la serie. e)
Explicar la relación entre las magnitudes de los términos de la
serie y el ritmo o velocidad a la que la sucesión de las sumas par-
ciales se aproxima a la suma de la serie.

11.

12.

En los ejercicios 13 a 34, aplicar el criterio del cociente para
determinar la convergencia o divergencia de la serie.
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9.6 Ejercicios
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En los ejercicios 35 a 50, aplicar el criterio de la raíz para deter-
minar la convergencia o divergencia de la serie.

37. 38.

39. 40.

41. 42.

43. 44.

45. 46.

47. 48.

49. 50.

En los ejercicios 51 a 68, determinar la convergencia o divergen-
cia de la serie usando el criterio apropiado de este capítulo.
Identificar el criterio aplicado.

En los ejercicios 69 a 72, identificar las dos series que son idén-
ticas.

69. a) 70. a)

b) b)

c) c)

71. a) 72. a)

b) b)

c) c)

En los ejercicios 73 y 74, escribir una serie equivalente en la que
el índice de suma empiece en 

En los ejercicios 75 y 76, a) determinar el número de términos
requerido para aproximar la suma de la serie con un error
menor que 0.0001, y b) usar una herramienta de graficación
para aproximar la suma de la serie con un error menor que
0.0001.

75. 76.

En los ejercicios 77 a 82, los términos de una serie se

definen por recurrencia. Determinar la convergencia o divergen-
cia de la serie. Explicar el razonamiento.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

En los ejercicios 83 a 86, aplicar el criterio del cociente o el de 
la raíz para determinar la convergencia o divergencia de la serie.

83.

84.

85.

86.
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En los ejercicios 87 a 92, encontrar los valores de x para las cua-
les la serie converge.

87. 88.

89. 90.

91.

92.

99. Demostrar la propiedad 2 del teorema 9.17.

100. Demostrar el teorema 9.18. (Sugerencia para la propiedad 1:

Si el límite es elija un número real tal que 
De acuerdo con las definiciones del límite, existe algún 
tal que para 

En los ejercicios 101 a 104, verificar que la prueba del cociente
no es conclusiva para la serie p.

105. Mostrar que el criterio de la raíz no es concluyente para la serie p.

106. Mostrar que el criterio del cociente y de la raíz no son con-
cluyentes para la serie p logarítmica.

107. Determinar la convergencia o divergencia de la serie

cuando a) b) c) y d) x es un entero posi-
tivo.

108. Mostrar que si es absolutamente convergente, entonces

109. Redacción Lea el artículo “A Differentiation Test for
Absolute Convergence” de Yaser S. Abu-Mostafa en Mathe-

matics Magazine. Escribir después un párrafo que describa ese
criterio. Incluir ejemplos de series que convergen y ejemplos
de serie que divergen.

� ��n�1
an� ≤ �

�

n�1
�an�.

�
�

n�1
an

x � 3,x � 2,x � 1,

�
�

n�1

�n!�2

�xn�!

�
�

n�2

1
n�ln n�p

.

�
�

n�1

1
np

.

n > N.�n��an� < R

N > 0
r < R < 1.Rr < 1,

�
�

n�0

�x � 1�n

n!

�
�

n�0
n!�x

2�
n

�
�

n�0
2�x � 1�n�

�

n�1

��1�n�x � 1�n

n

�
�

n�0
�x � 1

4 �
n

�
�

n�0
2�x

3�
n

Desarrollo de conceptos

93. Enunciar el criterio del cociente.

94. Enunciar el criterio de la raíz.

95. Se dice que los términos de una serie positiva parecen tender
a cero rápidamente cuando n tiende a infinito. De hecho,

No habiendo otra información, ¿implica esto
que la serie converge? Apoyar la conclusión en ejemplos.

96. La gráfica muestra los primeros 10 términos de la sucesión
de sumas parciales de la serie convergente.

Encontrar una serie tal que los términos de su sucesión de
sumas parciales sean menores que los términos correspon-
dientes de la sucesión en la figura, pero tales que la serie
diverja. Explicar el razonamiento.

97. Aplicando el criterio del cociente, se determina que una serie
alternada o alternamente converge. ¿Converge la serie condi-
cional o absolutamente? Explicar.

Sn

n

1

2 64 8 10

1

3

2

2

�
�

n�1
� 2n

3n � 2�
n

.

a 7 ≤ 0.0001.

Para discusión

98. ¿Qué se puede concluir acerca de la convergencia o divergen-
cia de para cada una de las siguientes condiciones?
Explicar la respuesta.

� an

a) b)

c) d)

e) f ) lím
n→

n an elím
n→

n an 1

lím
n→

n an 2lím
n→

an 1

an

3
2

lím
n→

an 1

an

1lím
n→

an 1

an

0

101. 102.

103. 104.
n 1

1
np

n 1

1
n4

n 1

1
n1 2

n 1

1
n3 2

Preparación del examen Putman

110. ¿Es la serie siguiente convergente o divergente?

111. Mostrar que si la serie

converge, entonces la serie

también converge.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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54�19

7 �
4

� . . .



650 CAPÍTULO 9 Series infinitas

9.7 Polinomios de Taylor y aproximación

� Encontrar aproximaciones polinomiales de las funciones elementales y compararlas

con las funciones elementales.

� Encontrar aproximaciones mediante polinomios de Taylor y Maclaurin a funciones

elementales.

� Emplear el residuo de un polinomio de Taylor.

Aproximaciones polinomiales a funciones elementales

El objetivo de esta sección es mostrar cómo pueden usarse las funciones polinomiales
como aproximaciones a otras funciones elementales. Para encontrar una función polino-
mial que aproxime otra función se comienza por elegir un número en el dominio de

en el que y t tengan el mismo valor. Es decir,

Las gráficas de y pasan por 

Se dice que la aproximación polinomial se expande alrededor de c o está centrada en c.
Geométricamente, el requisito de que P(c) = f (c) significa que la gráfica de P debe pasar
por el punto (c, f (c)). Por supuesto, hay muchos polinomios cuyas gráficas pasan por el
punto (c, f (c)). La tarea es encontrar un polinomio cuya gráfica se parezca a la gráfica de
f en la cercanía de este punto. Una manera de hacer esto es imponer el requisito adicional
de que la pendiente de la función polinomial sea la misma que la pendiente de la gráfica
de f en el punto (c, f (c)).

Las gráficas de y tienen la misma pendiente en 

Con estos dos requisitos se puede obtener una aproximación lineal simple a f, como se
muestra en la figura 9.10.

EJEMPLO 1 Aproximación a mediante un polinomio
de primer grado

Dada la función encontrar una función polinomial de primer grado

cuyo valor y pendiente en x � 0 coincidan con el valor y la pendiente de f.

Solución Como y el valor y la pendiente de f en x � 0 están dados
por

y

Como se puede usar la condición para concluir que
Es más, como se puede usar la condición para concluir

que Por consiguiente,

La figura 9.11 muestra las gráficas de y 

En el ejemplo 1 no es la primera vez que se usa una función lineal para aproximar otra fun-
ción. El mismo procedimiento se usó como base para el método de Newton. �

NOTA

d f �x� � ex.P1�x� � 1 � x

P1�x� � 1 � x.

a1 � 1.
f
�0�P1
�0� �P1
�x� � a1,a0 � 1.

P1�0� � f �0�P1�x� � a0 � a1x,

f
�0� � e0 � 1.

f �0� � e0 � 1

f
�x� � ex,f �x� � ex

P1�x� � a0 � a1x

f �x� � ex,

f
x� � ex

�c, f �c��.PfP
�c� � f
�c�

�c, f �c��.PfP�c� � f �c�.

Pf

cf,P

Cerca de la gráfica de puede
usarse para aproximar la gráfica de
Figura 9.10

f.
P�c, f �c��,

es la aproximación polinomial de
primer grado de
Figura 9.11

f �x� � e x.
P1

x

P(c) = f (c)

P ′(c) = f ′(c)

(c, f (c))f

P

y

1 2

2

1

y

x

P1(x) = 1 + x

f (x) = ex



SECCIÓN 9.7 Polinomios de Taylor y aproximación 651

En la figura 9.12 se puede ver que, en los puntos cercanos a (0, 1), la gráfica de

Aproximación de primer grado.

está razonablemente cerca a la gráfica de Sin embargo, al alejarse de (0, 1), las
gráficas se apartan y la precisión de la aproximación disminuye. Para mejorar la aproxi-
mación, se puede imponer otro requisito todavía: que los valores de las segundas derivadas
de P y f sean iguales en El polinomio de menor grado, que satisface los tres re-
quisitos, y , puede mostrarse que es

Aproximación de segundo grado.

Es más, en la figura 9.12 se puede ver que es una mejor aproximación que Si se con-
tinúa con este patrón, requiriendo que los valores de y de sus primeras n coincidan
con las de en se obtiene lo siguiente.

Aproximación de n-ésimo grado.

EJEMPLO 2 Aproximación a mediante un polinomio
de tercer grado

Construir una tabla que compare los valores del polinomio

Aproximación de tercer grado.

con para varios valores de cercanos a 0.

Solución Usando una herramienta de graficación o una computadora, se pueden obtener
los resultados mostrados en la tabla. Note que para las dos funciones tienen el
mismo valor, pero al alejarse x del valor 0, la precisión de la aproximación polinomial

disminuye.P3�x�

x � 0,

xf �x� � ex

P3�x� � 1 � x �
1
2

x2 �
1
3!

x3

f
x� � ex

	 ex

Pn�x� � 1 � x �
1
2

x2 �
1
3!

x3 � . . . �
1
n!

xn

x � 0,f �x� � ex

Pn�x�
P1.P2

P2�x� � 1 � x �
1
2

x2.

P2� �0� � f� �0�P2
�0� � f
�0�,P2�0� � f �0�,
P2,x � 0.

f �x� � e x.

P1�x� � 1 � x

es la aproximación polinomial de segun-
do grado para
Figura 9.12

f �x� � e x.
P2

1 2

2

1

−1

y

x

P2(x) = 1 + x + x21
2

f(x) = ex

P1

es la aproximación polinomial de tercer
grado para
Figura 9.13

f �x� � e x.
P3

−3 3

−1

9

f P3

f P3 TECNOLOGÍA Puede usarse una herramienta de graficación para comparar la gráfi-
ca del polinomio de aproximación con la gráfica de la función f. Por ejemplo, en la figu-
ra 9.13 la gráfica de

Aproximación de tercer grado.

se compara con la gráfica de Si se tiene acceso a una herramienta de grafi-
cación, se puede tratar de comparar las gráficas de

Aproximación de cuarto grado.

Aproximación de quinto grado.

Aproximación de sexto grado.

con la gráfica de f. ¿Qué se nota?

P6�x� � 1 � x �
1
2 x2 �

1
6 x3 �

1
24 x4 �

1
120 x5 �

1
720 x6

P5�x� � 1 � x �
1
2 x2 �

1
6 x3 �

1
24 x4 �

1
120 x5

P4�x� � 1 � x �
1
2 x2 �

1
6 x3 �

1
24 x4

f �x� � ex.

P3�x� � 1 � x �
1
2 x2 �

1
6 x3

x �1.0 �0.2 �0.1 0 0.1 0.2 1.0

ex 0.3679 0.81873 0.904837 1 1.105171 1.22140 2.7183

P3
x� 0.3333 0.81867 0.904833 1 1.105167 1.22133 2.6667



652 CAPÍTULO 9 Series infinitas

Polinomios de Taylor y de Maclaurin

La aproximación polinomial de dada en el ejemplo 2 estaba centrada en 
Para aproximaciones centradas en un valor arbitrario de c, es conveniente escribir el poli-
nomio en la forma

En esta forma, las derivadas sucesivas dan como resultado

Sea obteniendo entonces

y como el valor de y sus primeras derivadas debe coincidir con el valor de y sus
primeras derivadas en se sigue que

Con estos coeficientes se puede obtener la definición siguiente de polinomios de Taylor,
en honor al matemático inglés Brook Taylor, y polinomios de Maclaurin, en honor al
matemático inglés Colin Maclaurin (1698-1746).

EJEMPLO 3 Un polinomio de Maclaurin para 

Encuentre el polinomio de Maclaurin de grado n para 

Solución De la discusión en la página 651, el polinomio de Maclaurin de grado n para 

está dado por

Pn �x� � 1 � x �
1
2!

 x2 �
1
3!

x3 � . . . �
1
n!

xn.

f �x� � ex

f �x� � ex.

f
x� � ex

f �c� � a0, f
�c� � a1,
f ��c�
2!

� a2, . . . ,
f �n��c�

n!
� an.

x � c,n

Pnnf

Pn �c� � a0, Pn
 �c� � a1, Pn� �c� � 2a2, . . . , Pn
�n��c� � n!an

x � c,

Pn
�n��x� � n �n � 1��n � 2� . . . �2��1�an.

�

Pn�
 �x� � 2�3a3� � . . . � n�n � 1��n � 2�an�x � c�n�3

Pn� �x� � 2a2 � 2�3a3��x � c� � . . . � n �n � 1�an�x � c�n�2

Pn
 �x� � a1 � 2a2�x � c� � 3a3�x � c�2 � . . . � nan�x � c�n�1

Pn�x� � a0 � a1�x � c� � a2�x � c�2 � a3�x � c�3 � . . . � an�x � c�n.

c � 0.f �x� � ex

Los polinomios de Maclaurin
son tipos especiales de polinomios de
Taylor en los que �c � 0.

NOTA

DEFINICIONES DEL POLINOMIO DE TAYLOR Y DE MACLAURIN DE GRADO n

Si f tiene n derivadas en c, entonces el polinomio

se llama polinomio de Taylor de grado n para f en el punto c. Si entonces

también se llama polinomio de Maclaurin de grado n para f.

P
n
�x� � f �0� � f
�0�x �

f��0�
2!

x2 �
f 



�0�

3!
x3 � . . . �

f �n��0�
n!

xn

c � 0,

Pn �x� � f �c� � f
�c��x � c� �
f ��c�
2!

�x � c�2 � . . . �
f �n��c�

n!
�x � c�n

PARA MAYOR INFORMACIÓN
Para ver cómo usar series para obtener
otras aproximaciones para e, ver el
artículo “Novel Series-based
Approximations to e” de John Knox y
Harlan J. Brothers en The College

Mathematics Journal.

BROOK TAYLOR (1685-1731)

Aunque Taylor no fue el primero en buscar
aproximaciones polinomiales para funciones
trascendentes, su trabajo, publicado en
1715, fue una de las primeras obras acerca
de la materia.

T
he

G
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ng
er

C
ol
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n
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EJEMPLO 4 Encontrar polinomios de Taylor para ln x

Encontrar los polinomios de Taylor y para centrado en 

Solución Desarrollando respecto a se obtiene lo siguiente.

Por consiguiente, los polinomios de Taylor son como sigue.

La figura 9.14 compara las gráficas de y con la gráfica de 
Notar que cerca de las gráficas son casi indistinguibles. Por ejemplo,

y ln �0.9� 	 �0.105361.�0.105358
P4 �0.9� 	x � 1

f �x� � ln x.P4P3 ,P2 ,P1,

� �x � 1� �
1
2

�x � 1�2 �
1
3

�x � 1�3 �
1
4

�x � 1�4

�
f �4��1�

4!
�x � 1�4

P4 �x� � f �1� � f
�1��x � 1� �
f � �1�
2!

�x � 1�2 �
f
� �1�

3!
�x � 1�3

� �x � 1� �
1
2

�x � 1�2 �
1
3

�x � 1�3

P3 �x� � f �1� � f
�1��x � 1� �
f � �1�
2!

�x � 1�2 �
f �
�1�

3!
�x � 1�3

� �x � 1� �
1
2

�x � 1�2

P2 �x� � f �1� � f
�1��x � 1� �
f � �1�
2!

�x � 1�2

P1 �x� � f �1� � f
�1��x � 1� � �x � 1�

P0 �x� � f �1� � 0

f �4��1� � �
3!
14 � �6f �4��x� � �

3!
x4

f �
�1� �
2!
13 � 2f
� �x� �

2!
x3

f ��1� � �
1
12 � �1f ��x� � �

1
x2

f
�1� �
1
1

� 1f
�x� �
1
x

f �1� � ln 1 � 0f �x� � ln x

c � 1

c � 1.f �x� � ln xP4P3 ,P2 ,P1 ,P0 ,

x

1

2

−1

−2

1 2 3 4

P1

f

y

x

1

2

−1

1 2 3 4

P2

f

y

x

1

2

−1

−2

1 2 3 4

P3

f

y

x

1

2

−1

−2

1 2 3 4

f

P4

y

Cuando n aumenta, la gráfica de se convierte en una mejor aproximación de la gráfica de cerca de 
Figura 9.14

x � 1.f �x� � ln xPn



654 CAPÍTULO 9 Series infinitas

EJEMPLO 5 Encontrar los polinomios de Maclaurin para cos x

Encontrar los polinomios de Maclaurin y para Usar para
aproximar el valor de 

Solución Desarrollando respecto de se obtiene lo siguiente.

A través de repetida derivación puede verse que el patrón se repite y se
obtienen los polinomios de Maclaurin siguientes.

Usando se obtiene la aproximación que coincide con el
valor de la herramienta de graficación a nueve decimales. En la figura 9.15 se comparan
las gráficas de 

Notar que en el ejemplo 5 los polinomios de Maclaurin para el cos x sólo tienen poten-
cias pares de x. Similarmente, los polinomios de Maclaurin para sen x sólo tienen po-
tencias impares de x (ver ejercicio 17). Esto generalmente no es verdad para los poli-
nomios de Taylor para sen x y cos x desarrollados respecto de como se puede ver
en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 6 Encontrar un polinomio de Taylor para sen x

Encontrar el tercer polinomio de Taylor para desarrollado respecto de

Solución Desarrollando respecto de se obtiene lo siguiente.

Así, el tercer polinomio de Taylor para desarrollado respecto a es 

La figura 9.16 compara las gráficas de y P3 .f x sen x

�
1
2

�
�3
2 �x �

�

6� �
1

2 �2!� �x �
�

6�
2

�
�3

2�3!� �x �
�

6�
3
.

P3 �x� � f ��

6� � f
��

6��x �
�

6� �

f � ��6�
2! �x �

�

6�
2

�

f �
��

6�
3! �x �

�

6�
3

c � ��6,f x sen x,

c � ��6

c � ��6.
f x sen x,

c 	 0,

f x cos x y P6 .

cos�0.1� 	 0.995004165,P6 �x�,

P6 �x� � 1 �
1
2!

x2 �
1
4!

 x4 �
1
6!

 x6P4 �x� � 1 �
1
2!

 x2 �
1
4!

 x4,

P2 �x� � 1 �
1
2!

 x2,P0 �x� � 1,

1, 0, �1, 0

c � 0

cos �0.1�.
P6 �x�f �x� � cos x.P6P4 ,P2 ,P0 ,

En la cercanía de la gráfica de
puede usarse para aproximar la gráfica

de 
Figura 9.16

f x sen x

P3

���6, 1�2�,

En la cercanía de la gráfica de 
puede usarse para aproximar la gráfica de

Figura 9.15
f �x� � cos x.

P6�0, 1�,

x

2

2

−2

−1

P6

f (x) = cos x

y

πππ−

f 0 sen 0 0f x sen x

f 0 cos 0 1f x cos x

f 0 sen 0 0f x sen x

f 0 cos 0 1f x cos x

f
6

cos
6

3
2

f x cos x

f
6

sen
6

1
2

f x sen x

f
6

cos
6

3
2

f x cos x

f
6

sen
6

1
2

f x sen x

x

2

1

−2

−1

P3

f(x) = sen x

y

π−
−

2
π

2
ππ
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Los polinomios de Taylor y de Maclaurin pueden usarse para aproximar el valor de
una función en un punto específico. Por ejemplo, para aproximar el valor de ln(1.1), se
pueden usar los polinomios de Taylor para desarrollados respecto de 
como se muestra en el ejemplo 4, o se pueden usar los polinomios de Maclaurin, como se
muestra en el ejemplo 7.

EJEMPLO 7 Aproximación por polinomios de Maclaurin

Usar un polinomio de Maclaurin para aproximar el valor de ln(1.1).

Solución Como 1.1 está más cerca de 1 que de 0, se deben considerar polinomios de
Maclaurin para la función 

Notar que se obtienen los mismos coeficientes que en el ejemplo 4. Por consiguiente, el
polinomio de Maclaurin de cuarto grado para es

Por consiguiente,

Verificar que el polinomio de Taylor de cuarto grado (del ejemplo 4), evaluado en
da el mismo resultado.

La tabla a la izquierda ilustra la precisión de la aproximación del polinomio de Taylor
al valor que da la herramienta de graficación para ln(1.1). Se puede ver que conforme n
crece, tiende al valor de la herramienta de graficación que es 0.0953102.

Por otro lado, la siguiente tabla ilustra que conforme se aleja uno del punto de desa-
rrollo (o de expansión)  la precisión de la aproximación disminuye.

Aproximación de mediante un polinomio de Taylor de cuarto grado

Estas dos tablas ilustran dos puntos muy importantes sobre la precisión de los poli-
nomios de Taylor (o de Maclaurin) para su uso en aproximaciones.

1. La aproximación es normalmente mejor en los valores de x cercanos a c que en valores
alejados de c.

2. La aproximación es generalmente mejor para los polinomios de Taylor (o de Maclau-
rin) de grado más alto que para los de grado más bajo.

ln
1 � x�

c � 1,

Pn �0.1�

x � 1.1,

ln�1.1� � ln�1 � 0.1� 	 P4 �0.1� 	 0.0953083.

 � x �
1
2

 x2 �
1
3

 x3 �
1
4

 x4.

 P4 �x� � g�0� � g
�0�x �
g� �0�

2!
 x2 �

g
� �0�
3!

 x3 �
g�4��0�

4!
 x4

g�x) � ln�1 � x�

g�x� � ln�1 � x�.

c � 1,f �x� � ln x

g�4��x� � �6�1 � x��4

g�
 �x� � 2�1 � x��3

g� �x� � ��1 � x��2

g
�x� � �1 � x��1

g�x� � ln�1 � x�

g�4��0� � �6�1 � 0��4 � �6

g
� �0� � 2�1 � 0��3 � 2

g� �0� � ��1 � 0��2 � �1

g
�0� � �1 � 0��1 � 1

g�0� � ln�1 � 0� � 0

n Pn
0.1�

1 0.1000000

2 0.0950000

3 0.0953333

4 0.0953083

x 0 0.1 0.5 0.75 1.0

ln
1 1 x� 0 0.0953102 0.4054651 0.5596158 0.6931472

P4
x� 0 0.0953083 0.4010417 0.5302734 0.5833333



656 CAPÍTULO 9 Series infinitas

Residuo de un polinomio de Taylor

Una técnica de aproximación es de poco valor sin alguna idea de su precisión. Para medir
la precisión de una aproximación al valor de una función f(x) mediante un polinomio de
Taylor se puede usar el concepto de residuo definido como sigue.

Así, El valor absoluto de se llama error de la aproximación.
Es decir,

El siguiente teorema da un procedimiento general para estimar el residuo de un poli-
nomio de Taylor. Este importante teorema es conocido como el teorema de Taylor, y el
residuo dado en el teorema se llama fórmula del residuo de Lagrange. (La demostración
del teorema es larga, y se da en el apéndice A.)

Una consecuencia útil del teorema de Taylor es que

máx 

donde es el valor máximo de               entre x y c.  �

Para el teorema de Taylor establece que si f es derivable en un intervalo I conte-
niendo c, entonces, para cada x en I, existe z entre x y c tal que

o

¿Reconoce este caso especial del teorema de Taylor? (Es el teorema del valor medio.)
Al aplicar el teorema de Taylor, no se debe esperar poder encontrar el valor exacto de

z. (Si se pudiera hacer esto, no sería necesaria una aproximación.) Más bien, se trata de
encontrar límites para a partir de los cuales se puede decir qué tan grande es el
resto .Rn�x�

f �n�1��z�

f
�z� �
f �x� � f �c�

x � c
.f �x� � f �c� � f
�z��x � c�

n � 0,

max� f �n�1��z��

� f �n�1��z���Rn�x�� ≤
�x � c�n�1

�n � 1�!

NOTA

Rn�x�Rn�x� � f �x� � Pn �x�.

Rn�x�,Pn �x�,

Resto

Error � �Rn�x�� � � f �x� � Pn �x��.

f �x� � Pn �x� � Rn�x�

Valor
exacto

Valor 
aproximado

TEOREMA 9.19 TEOREMA DE TAYLOR

Si una función f es derivable hasta el orden n � 1 en un intervalo I que contiene a c,
entonces, para toda x en I, existe z entre x y c tal que

donde

Rn�x� �
f �n�1��z�
�n � 1�! �x � c�n�1.

f �x� � f �c� � f
�c��x � c� �
f � �c�
2!

�x � c�2
� .  .  . �

f �n��c�
n!

�x � c�n
� Rn�x�

máx f �n�1��z�
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EJEMPLO 8 Determinar la precisión de una aproximación

El polinomio de Maclaurin de tercer grado para sen x está dado por

Usar el teorema de Taylor para aproximar sen (0.1) mediante y determinar la pre-
cisión de la aproximación.

Solución Aplicando el teorema de Taylor, se tiene

donde Por consiguiente,

Como se sigue que el error puede acotarse como sigue.

Esto implica que

EJEMPLO 9 Aproximar un valor con una precisión determinada

Determinar el grado del polinomio de Taylor desarrollado respecto de que
debe usarse para aproximar de manera que el error sea menor que 0.001.

Solución Siguiendo el modelo del ejemplo 4, se puede ver que la derivada de orden
de está dada por

Usando el teorema de Taylor, se sabe que el error está dado por

donde En este intervalo, es menor que 
. Así pues, se busca un valor de n tal que

Por ensayo y error, puede determinarse que el menor valor de n que satisface esta desigual-
dad es Por tanto, se necesita el polinomio de Taylor de tercer grado para lograr la
precisión deseada al aproximar ln�1.2�.

n � 3.

�0.2�n�1

�n � 1� < 0.001

n 1 .
0.2 n 11 < z < 1.2.

�Rn�1.2��

f �n�1��x� � ��1�n 
n!

xn�1.

f �x� � ln x�n � 1�

ln�1.2�
c � 1Pn�x�

�R3�0.1��f 4 z sen z,

0 < z < 0.1.

P3 �0.1�

P3 �x� � x �
x3

3!
.

Intentar verificar los resulta-
dos obtenidos en los ejemplos 8 y 9
usando una herramienta de graficación.
En el ejemplo 8, se obtiene

En el ejemplo 9, se obtiene

y

�ln�1.2� 	 0.1823.

P3 �1.2� 	 0.1827

NOTA

sen x x
x3

3!
R3 x x

x3

3!
f 4 z

4!
x4

sen 0.1 0.1
0.1 3

3!
0.1 0.000167 0.099833.

0 < R3 0.1
sen z

4!
0.1 4

<

0.0001
4!

0.000004

sen 0.1 0.0998334.

0.099833 < sen 0.1 < 0.099837.

0.099833 < sen 0.1 0.099833 R3 x < 0.099833 0.000004

0.2 n 1

zn 1 n 1

Rn 1.2
f n 1 z

n 1 !
1.2 1 n 1 n!

zn 1

1
n 1 !

0.2 n 1

0.2 n 1 zn 1 n 1

1 000 < n 1 5n 1.
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En los ejercicios 1 a 4, asociar la aproximación polinomial de
Taylor para la función con la gráfica correcta.
[Las gráficas se etiquetan a), b), c) y d).]

a) b)

c) d)

1.

2.

3.

4.

En los ejercicios 5 a 8, encontrar una función polinomial de
primer grado cuyo valor y pendiente coincidan con el valor y
pendiente de en Usar una herramienta de graficación
para representar gráficamente y ¿Cómo se le llama a ?

Análisis gráfico y numérico En los ejercicios 9 y 10, usar una
herramienta de graficación para representar gráficamente f y su
aproximación polinomial de segundo grado en 
Completar la tabla que compara los valores de y 

9.

10.

11. Conjetura Considerar la función y sus poli-
nomios de Maclaurin y (ver ejemplo 5).

a) Usar una herramienta de graficación para representar gráfi-
camente f y las aproximaciones polinomiales indicadas.

b) Evaluar y comparar los valores de y para
4 y 6.

c) Usar los resultados del apartado b) para hacer una conjetura
sobre y 

12. Conjetura Considerar la función 

a) Encontrar los polinomios de Maclaurin y para 

b) Usar una herramienta de graficación para representar 
y 

c) Evaluar y comparar los valores de y para
3 y 4.

d) Usar los resultados del apartado c) para hacer una conjetura
sobre y 

En los ejercicios 13 a 24, encontrar el polinomio de Maclaurin de
grado n para la función.

En los ejercicios 25 a 30, encontrar el polinomio de Taylor de
grado n centrado en c.

Pn
�n��0�.f �n��0�

n � 2,
Pn

�n��0�f �n��0�
P4 .P3 ,

P2 ,f,

f.P4P3 ,P2 ,

f �x� � x2ex.

Pn
�n��0�.f �n��0�

n � 2,
Pn

�n��0�f �n��0�

P6P4 ,P2 ,
f �x� � cos x

P2�x� � �2 � �2�x �
�

4� �
3
2
�2�x �

�

4�
2

f �x� � sec x,  c �
�

4

P2�x� � 4 � 2�x � 1� �
3
2�x � 1�2

f �x� �
4
�x

,    c � 1

P2.f
x � c.P2

P1P1.f
x � c.f

P1

g�x� � e�1�2�1
3�x � 1�3 � �x � 1� � 1�

g�x� � e�1�2��x � 1� � 1�
g�x� �

1
8 x4 �

1
2 x2 � 1

g�x� � �
1
2 x2 � 1

x

1

2

2
−1

−1

−2

−2

y

x

1

2

2
−1

−1

−2

−2

y

x

1

2

2
−1

−2

−2

y

x

1

2

2
−1

−1

−2

−2

y

f 
x� � e�x2
/ 2

9.7 Ejercicios

x 0 0.8 0.9 1 1.1 1.2 2

f x

P2 x

x 2.15 0.585 0.685
4

0.885 0.985 1.785

f x

P2 x

25.

26.

27.

28.

29.

30. f x x2 cos x,  n 2,  c

f x ln x,  n 4,  c 2

f x 3 x,  n 3,  c 8

f x x,  n 3,  c 4

f x
1
x2,  n 4,  c 2

f x
2
x
,  n 3,  c 1

13. 14.

15. 16.

17. 18.

19. 20.

21. 22.

23. 24. f x tan x,  n 3f x sec x,  n 2

f x
x

x 1
,  n 4f x

1
x 1

,  n 5

f x x2e x,  n 4f x xex,  n 4

f x sen x,  n 3f x sen x,  n 5

f x ex 3,  n 4f x e x 2,  n 4

f x e x,  n 5f x e3x,  n 4

5. 6.

7. 8. f x tan x,  c
4

f x sec x,  c
4

f x
6

3 x
,  c 8f x

8

x
,  c 4
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En los ejercicios 31 y 32, usar un sistema algebraico por
computadora para encontrar los polinomios de Taylor indicados
para la función f. Representar gráficamente la función y los poli-
nomios de Taylor.

33. Aproximaciones numéricas y gráficas

a) Usar los polinomios de Maclaurin y para
para completar la tabla.

b) Usar una herramienta de graficación para representar
y los polinomios de Maclaurin en el apartado a).

c) Describir el cambio en la precisión de una aproximación
polinomial conforme aumenta la distancia al punto en el que
se centra el polinomio.

Aproximaciones numéricas y gráficas En los ejercicios 35 y 36,
a) encontrar el polinomio de Maclaurin para b) 
completar la tabla para y y c) dibujar las gráficas de

y en el mismo eje de coordenadas.

En los ejercicios 37 a 40, la gráfica de se muestra con
cuatro de sus polinomios de Maclaurin. Identificar los poli-
nomios de Maclaurin y usar una herramienta de graficación
para confirmar sus resultados.

En los ejercicios 41 a 44, aproximar la función al valor dado de
x, usando el polinomio encontrado en el ejercicio indicado.

En los ejercicios 45 a 48, usar el teorema de Taylor para obtener
una cota superior para el error de la aproximación. Después
calcular el valor exacto del error.

En los ejercicios 49 a 52, determinar el grado del polinomio de
Maclaurin requerido para que el error en la aproximación de la
función en el valor indicado de x sea menor que 0.001.

y � f 
x�

P3 
x�f 
x�
P3 
x�,f 
x�

f 
x�,P3 
x�

f x sen x

f x sen x

P5 �x�P3�x�,P1 �x�,

Para discusión

34. Aproximaciones numéricas y gráficas

a) Usar los polinomios de Taylor y corres-
pondientes a centrada en para completar
la tabla.

b) Usar una herramienta de graficación para graficar
y los polinomios de Taylor en el inciso a).

c) Describir el cambio en la precisión de aproximaciones
polinomiales a medida que aumenta el grado.

f x ex

c � 1f x ex

P4�x�P2�x�,P1 �x�,

x 0 0.25 0.50 0.75 1.00

sen x 0 0.2474 0.4794 0.6816 0.8415

P1 x

P3 x

P5 x

CAS

x 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

ex e 3.4903 4.4817 5.7546 7.3891

P1 x

P2 x

P4 x

x 0.75 0.50 0.25 0 0.25 0.50 0.75

f x

P3 x

41. ejercicio 13

42. ejercicio 20

43. ejercicio 29

44. ejercicio 30f
7
8

,f x x2 cos x,

f 2.1 ,f x ln x,

f
1
5 ,f x x2e x,

f
1
2 ,f x e3x,

45.

46.

47.

48. arctan 0.4 0.4
0.4 3

3

arcsen 0.4 0.4
0.4 3

2 3

e 1 1
12

2!
13

3!
14

4!
15

5!

cos 0.3 1
0.3 2

2!
0.3 4

4!

49.

50.

51.

52. ln 1.25

e0.6

cos 0.1

sen 0.3

31. 32.

(a) (a)

(b) (b) n 4,  c 1n 3,  c 1 4

n 4,  c 0n 3,  c 0

f x 1 x2 1f x tan x

35. 36. f x arctan xf x arcsen x

37. 38.

39. 40.

x

2

4

−4 4

y y = 4xe (−x2/4)

x

2

1

−1

3

−2 21

y y = ln(x2 + 1)

−2

2

11

x

y = arctan x

1 3−3 −2

y

−6

−4

2

4

6

x

y = cos x

86−6

y
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En los ejercicios 53 a 56, determinar el grado del polinomio de
Maclaurin requerido para que el error en la aproximación de la
función en el valor indicado de x sea menor que 0.0001. Usar un
sistema algebraico por computadora para obtener y evaluar las
derivadas requeridas.

53. aproximación 

54. aproximación 

55. aproximación 

56. aproximación 

En los ejercicios 57 a 60, determinar los valores de x para los
cuales la función pueda reemplazarse por el polinomio de Tay-
lor si el error no puede ser mayor que 0.001.

57.

58.

59.

60.

67. Comparación de los polinomios de Maclaurin

a) Comparar los polinomios de Maclaurin de grado 4 y grado 5,
respectivamente, para las funciones y 
¿Cuál es la relación entre ellos?

b) Usar el resultado en el apartado a) y el polinomio de
Maclaurin de grado 5 para para encontrar un
polinomio de Maclaurin de grado 6 para la función

c) Usar el resultado en el apartado a) y el polinomio de Mac-
laurin de grado 5 para para encontrar un po-
linomio de Maclaurin de grado 4 para la función

68. Derivación de los polinomios de Maclaurin

a) Derivar el polinomio de Maclaurin de grado 5 para f(x) =
sen x y comparar el resultado con el polinomio de Maclaurin
de grado 4 para 

b) Derivar el polinomio de Maclaurin de grado 6 para
y comparar el resultado con el polinomio de

Maclaurin de grado 5 para 

c) Derivar el polinomio de Maclaurin de grado 4 para 
Describir la relación entre las dos series.

69. Razonamiento gráfico La figura muestra la gráfica de la fun-
ción y el polinomio de Taylor de segundo
grado centrado en 

a) Usar la simetría de la gráfica de f para escribir el polinomio
de Taylor de segundo grado Q2(x) para f centrado en

b) Usar una traslación horizontal del resultado en el apartado a)
para encontrar el polinomio de Taylor de segundo grado
R2(x) para f centrado en 

c) ¿Es posible usar una traslación horizontal del resultado en el
apartado a) para escribir el polinomio de Taylor de segundo
grado para f centrado en Explicar su razonamiento.

70. Demostrar que si f es una función impar, entonces su polinomio
de Maclaurin de grado n contiene sólo términos con potencias
impares de x.

71. Demostrar que si f es una función par, entonces su polinomio de
Maclaurin de grado n contiene sólo términos con potencias
pares de x.

72. Sea el polinomio de Taylor de grado n para f en c.
Demostrar que y para 
(Ver ejercicios 9 y 10.)

73. Redacción La demostración en el ejercicio 72 garantiza que el
polinomio de Taylor y sus derivadas coinciden con la función y
sus derivadas en Usar las gráficas y tablas de los ejerci-
cios 33 a 36 para discutir qué pasa con la precisión del poli-
nomio de Taylor cuando uno se aleja de x � c.

x � c.

1 ≤ k ≤ n.P�k��c� � f �k��c�Pn �c� � f �c�
Pn �x�

x � 4?

x � 6.

x � �2.

x

2

4

−4

2 4

y

f(x)

P2(x)

x � 2.P2 x 1 2 32 x 2 2

f x sen x 4

f �x� � ex.

g x sen x.
f �x� � cos x

g�x� � cos x.

g x sen x x.

r f x sen x

g x x sen x.

r f x sen x

g�x� � xex.f �x� � ex

f �x� � e�2x 	 1 � 2x � 2x2 �
4
3

x3

f �x� � cos x 	 1 �
x2

2!
�

x4

4!

f �x� � ex 	 1 � x �
x2

2!
�

x3

3!
,    x < 0

f �1�.f �x� � e�x,

f �1.3�.f �x� � e��x,

f �0.6�.f �x� � cos�� x2�,
f �0.5�.f �x� � ln�x � 1�,

Desarrollo de conceptos

61. Una función elemental se aproxima por un polinomio. En
sus propias palabras, describir qué significa decir que el
polinomio se desarrolla respecto a c o centrado en c.

62. Cuando una función elemental es aproximada por un
polinomio de segundo grado centrada en ¿qué se sabe
sobre y en Explicar el razonamiento.

63. Enumerar la definición de un polinomio de Taylor grado n
para centrado en 

64. Describir la precisión del polinomio de Taylor grado n para f
centrado en c conforme aumenta la distancia entre c y x.

65. En general, ¿cómo cambia la precisión de un polinomio de
Taylor cuando el grado del polinomio aumenta? Explicar el
razonamiento.

66. Las gráficas muestran aproximaciones polinomiales de
primero, segundo y tercer grados de y para una
función Etiquetar las gráficas de y P3.P2,P1,f.

P3P2,P1,

c.f

c?P2f

c,P2

f

f x sen x x
x3

3!

CAS

x

20−20 10

2

−2

−4

4

6

8

10 f

y



9.8 Series de potencia

� Comprender la definición de una serie de potencia.

� Calcular el radio y el intervalo de convergencia de una serie de potencia.

� Determinar la convergencia en los puntos terminales de una serie de potencia.

� Derivar e integrar una serie de potencia.

Series de potencia

En la sección 9.7 se presentó el concepto de aproximación de las funciones por medio de
polinomios de Taylor. Por ejemplo, la función puede ser aproximada por sus
polinomios de Maclaurin como sigue.

Polinomio de grado 1.

Polinomio de grado 2.

Polinomio de grado 3.

Polinomio de grado 4.

Polinomio de grado 5.

En esa sección se vio que la aproximación es mejor cuanto mayor es el grado del poli-
nomio.

En ésta y las próximas dos secciones se verá que varios tipos importantes de fun-
ciones, incluyendo 

pueden ser representadas exactamente por medio de una serie infinita llamada serie de
potencia. Por ejemplo, la representación de serie de potencia para es

Para cada número real x puede mostrarse que la serie infinita a la derecha converge al
número Sin embargo, antes de hacer esto se tratan algunos resultados preliminares rela-
cionados con series de potencias, empezando con la definición siguiente.

Para simplificar la notación para series de potencia, se establece que aun
cuando �x � c.

�x � c�0 � 1,NOTA

ex.

ex � 1 � x �
x2

2!
�

x3

3!
� . . . �

xn

n!
� . . . .

ex

f�x� � ex

ex 	 1 � x �
x2

2!
�

x3

3!
�

x4

4!
�

x5

5!

ex 	 1 � x �
x2

2!
�

x3

3!
�

x4

4!

ex 	 1 � x �
x2

2!
�

x3

3!

ex 	 1 � x �
x2

2!

ex 	 1 � x

f�x� � ex

DEFINICIÓN DE SERIES DE POTENCIA

Si x es una variable, entonces una serie infinita de la forma

se llama serie de potencia. De manera más general, una serie infinita de la forma

se llama serie de potencia centrada en c, donde c es una constante.

�
�

n�0
an�x � c�n � a0 � a1�x � c� � a2�x � c�2 � . . . � an�x � c�n � . . .

�
�

n�0
anxn � a0 � a1x � a2x

2 � a3x
3 � . . . � anxn � . . .

E X P L O R A C I Ó N

Razonamiento gráfico Usar una
herramienta de graficación para
aproximar la gráfica de cada serie de
potencia cerca de (Usar los
primeros términos de cada serie.)
Cada serie representa una función
muy conocida. ¿Cuál es la función?

a)

b)

c)

d)

e) �
�

n�0

2n xn

n!

�
�

n�0

��1�n x2n�1

2n � 1

�
�

n�0

��1�n x2n�1

�2n � 1�!

�
�

n�0

��1�n x2n

�2n�!

�
�

n�0

��1�nxn

n!

x � 0.
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EJEMPLO 1 Series de potencia

a) La serie de potencia siguiente está centrada en 0.

b) La serie de potencia siguiente está centrada en 

c) La serie de potencia siguiente está centrada en 1.

Radio e intervalo de convergencia

Una serie de potencia en x puede verse como una función de 

donde el dominio de f es el conjunto de todas las x para el que la serie de potencia con-
verge. La determinación del dominio de una serie de potencia es la preocupación primaria
en esta sección. Claro está que cada serie de potencia converge en su centro c porque 

Así, c siempre queda en el dominio de f. El importante teorema siguiente establece que el
dominio de una serie de potencia puede tomar tres formas básicas: un solo punto, un inter-
valo centrado en c, o toda la recta real, como se muestra en la figura 9.17. Una
demostración se da en el apéndice A.

� a0.

� a0�1� � 0 � 0 � . . . � 0 � . . .

f�c� � �
�

n�0
an�c � c�n

f�x� � �
�

n�0
an�x � c�n

x

�
�

n�1

1
n

�x � 1�n � �x � 1� �
1
2

�x � 1�2 �
1
3

�x � 1�3 � . . .

�
�

n�0
��1�n �x � 1�n � 1 � �x � 1� � �x � 1�2 � �x � 1�3 � . . .

�1.

�
�

n�0

xn

n!
� 1 � x �

x2

2
�

x3

3!
� . . .

c
x

Un solo punto

El dominio de una serie de potencia tiene
sólo tres formas básicas: un solo punto, un
intervalo centrado en c, o toda la recta real
Figura 9.17

c
x

R R

Un intervalo

c
x

La recta real

TEOREMA 9.20 CONVERGENCIA DE UNA SERIE DE POTENCIA

Para una serie de potencia centrada en c, exactamente una de las siguientes afirma-
ciones es verdadera.

1. La serie converge sólo en 

2. Existe un número real tal que la serie converge absolutamente para
y diverge para 

3. La serie converge absolutamente para todo 

El número es el radio de convergencia de la serie de potencia. Si la serie sólo
converge en c, el radio de convergencia es y si la serie converge para todo x,
el radio de convergencia es El conjunto de todos los valores de x para los
cuales la serie de potencia converge es el intervalo de convergencia de la serie de
potencia.

R � �.
R � 0,

R

x.
�x � c� > R.�x � c� < R,

R > 0

c.
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EJEMPLO 2 Hallar el radio de convergencia

Hallar el radio de convergencia de 

Solución Para se obtiene

Para cualquier valor fijo de x tal que sea Entonces

Por consiguiente, por el criterio del cociente, la serie diverge para y sólo converge
en su centro, 0. Por tanto, el radio de convergencia es 

EJEMPLO 3 Hallar el radio de convergencia

Hallar el radio de convergencia de

Solución Para sea Entonces

Por el criterio del cociente, la serie converge si y diverge si Por
consiguiente, el radio de convergencia de la serie es 

EJEMPLO 4 Hallar el radio de convergencia

Hallar el radio de convergencia de 

Solución Para Entonces  

Para cualquier valor fijo x, este límite es 0. Por el criterio del cociente, la serie con-
verge para todo x. Por consiguiente, el radio de convergencia es R � �.

un � ��1�nx2n�1��2n � 1�!.

�
�

n�0

��1�nx2n�1

�2n � 1�! .

R � 1.
�x � 2� > 1.�x � 2� < 1

un � 3�x � 2�n.x 	 2,

�
�

n�0
3�x � 2�n.

R � 0.
�x� > 0

un � n!xn.�x� > 0,

f�0� � �
�

n�0
n!0n � 1 � 0 � 0 � . . . � 1.

x � 0,

�
�

n�0
n!xn.

Para determinar el
radio de convergencia de una serie de
potencia, aplicar el criterio del
cociente, como se demuestra en los
ejemplos 2, 3 y 4.

AYUDA DE ESTUDIO

.

x lím
n→

n 1

lím
n→

un 1

un

lím
n→

n 1 !xn 1

n!xn

x 2 .

lím
n→

x 2

lím
n→

un 1

un

lím
n→

3 x 2 n 1

3 x 2 n

lím
n→

x2

2n 3 2n 2
.

lím
n→

un 1

un

lím
n→

1 n 1 x2n 3

2n 3 !
1 n x2n 1

2n 1 !
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Convergencia en los puntos terminales

Notar que para una serie de potencia cuyo radio de convergencia es un número finito el
teorema 9.20 no dice nada sobre la convergencia en los puntos terminales del intervalo de
convergencia. Cada punto terminal debe analizarse separadamente respecto a convergencia o
divergencia. Como resultado, el intervalo de convergencia de una serie de potencia puede
tomar cualquiera de las seis formas mostradas en la figura 9.18.

EJEMPLO 5 Hallar el intervalo de convergencia

Hallar el intervalo de convergencia de 

Solución Haciendo se tiene que

Por tanto, por el criterio del cociente, el radio de convergencia es Y como la serie
es centrada en 0, converge en el intervalo Sin embargo, este intervalo no es nece-
sariamente el intervalo de convergencia. Para determinar el intervalo se  debe analizar la
convergencia en cada uno de sus puntos terminales. Cuando se obtiene la serie
armónica divergente

Diverge cuando .

Cuando se obtiene la serie armónica alternada o alternante convergente

Converge cuando .

Por tanto, el intervalo de convergencia para la serie es como se muestra en la figu-
ra 9.19.

��1, 1�,

x � �1�
�

n�1

��1�n

n
� �1 �

1
2

�
1
3

�
1
4

� . . . .

x � �1,

x � 1�
�

n�1

1
n

�
1
1

�
1
2

�
1
3

� . . . .

x � 1,

��1, 1�.
R � 1.

un � xn�n

�
�

n�1

xn

n
.

R,

Radio: R = 1

c = 0
x

−1 1

Intervalo: [−1, 1)

Figura 9.19

c
x

Radio: 0

c
x

R

(c − R, c + R)

RRadio:

c
x

(c − R, c + R]

R

c
x

[c − R, c + R)

R

c
x

[c − R, c + R]

R

Intervalos de convergencia
Figura 9.18

Radio: �

c
x

x .

lím
n→

nx

n 1

lím
n→

un 1

un

lím
n→

xn 1

n 1
xn

n
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EJEMPLO 6 Hallar el intervalo de convergencia

Hallar el intervalo de convergencia de 

Solución Haciendo se obtiene

Por el criterio del cociente, la serie converge si o Por tanto,
el radio de convergencia es Como la serie está centrada en converge en el
intervalo Además, en los puntos terminales se tiene

Diverge cuando .

y

Diverge cuando .

ambos divergen. Por tanto, el intervalo de convergencia es como se muestra en la
figura 9.20.

EJEMPLO 7 Hallar el intervalo de convergencia

Hallar el intervalo de convergencia de 

Solución Haciendo se obtiene

Por tanto, el radio de convergencia es Como la serie es centrada en converge
en el intervalo Cuando se obtiene la serie p convergente

Converge cuando .

Cuando se obtiene la serie alternada convergente

Converge cuando .

Por consiguiente, el intervalo de convergencia para la serie dada es ��1, 1�.

x � �1�
�

n�1

��1�n

n2 � �
1
12 �

1
22 �

1
32 �

1
42 � . . . .

x � �1,

x � 1�
�

n�1

1
n2 �

1
12 �

1
22 �

1
32 �

1
42 � . . . .

x � 1,��1, 1�.
x � 0,R � 1.

un � xn�n2

�
�

n�1

xn

n2.

��3, 1�,

x � 1�
�

n�0

��1�n�2�n

2n
� �

�

n�0
��1�n

x � �3�
�

n�0

��1�n ��2�n

2n
� �

�

n�0

2n

2n
� �

�

n�0
1

��3, 1�.
x � �1,R � 2.
�x � 1� < 2.��x � 1��2� < 1

un � ��1�n�x � 1�n�2n

�
�

n�0

��1�n�x � 1�n

2n
.

Figura 9.20

x 1
2

.

lím
n→

2n x 1
2n 1

lím
n→

un 1

un

lím
n→

1 n 1 x 1 n 1

2n 1

1 n x 1 n

2n

lím
n→

n2x

n 1 2 x .

lím
n→

un 1

un

lím
n→

xn 1 n 1 2

xn n2

Radio: R = 2

c = −1
x

−3 −2 10

Intervalo: (−3, 1)
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Derivación e integración de series de potencia

La representación de funciones mediante series de potencias ha jugado un papel importante
en el desarrollo del cálculo. De hecho, mucho del trabajo de Newton con derivación e inte-
gración fue realizado en el contexto de las series de potencias especialmente su trabajo con
funciones algebraicas complicadas y con funciones trascendentes. Euler, Lagrange, Leib-
niz y Bernoulli usaron ampliamente las series de potencias en cálculo.

Una vez que se ha definido una función con una serie de potencia, es natural pregun-
tarse cómo se pueden  determinar las características de la función. ¿Es continua? ¿Deri-
vable? El teorema 9.21, el cual se establece sin la demostración, contesta estas preguntas.

El teorema 9.21 establece que, en muchos aspectos, una función definida me-diante
una serie de potencia se comporta como un polinomio. Es continua en su intervalo de con-
vergencia, y tanto su derivada como su antiderivada o primitiva pueden ser determinadas
derivando e integrando cada término de la serie de potencia dada. Por ejemplo, la deriva-
da de la serie de potencia 

es

Nótese que ¿Se reconoce esta función?f
�x� � f�x�.

� f�x�.

� 1 � x �
x2

2
�

x3

3!
�

x4

4!
� . . .

f
�x� � 1 � �2� x

2
� �3� x2

3!
� �4� x3

4!
� . . .

� 1 � x �
x2

2
�

x3

3!
�

x4

4!
� . . .

f�x� � �
�

n�0

xn

n!

TEOREMA  9.21 PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DEFINIDAS MEDIANTE SERIES
DE POTENCIA

Si la función dada por

tiene un radio de convergencia de entonces, en el intervalo es
derivable (y por consiguiente continua). Además, la derivada y la primitiva o anti-
derivada de son como sigue.

1.

2.

El radio de convergencia de la serie obtenida mediante la derivación o integración de
una serie de potencia es el mismo que el de la serie de potencia original. Sin embar-
go, el intervalo de convergencia puede diferir como resultado del comportamiento en
los puntos terminales.

� C � a0�x � c� � a1
�x � c�2

2
� a2

�x � c�3

3
� . . .

�f�x� dx � C � �
�

n�0
an

�x � c�n�1

n � 1

� a1 � 2a2�x � c� � 3a3�x � c�2 � . . .

f
�x� � �
�

n�1
nan�x � c�n�1

f

f�c � R, c � R�,R > 0,

� a0 � a1�x � c� � a2�x � c�2 � a3�x � c�3 � . . .

f�x� � �
�

n�0
an�x � c�n

JAMES GREGORY (1638-1675)

Uno de los primeros matemáticos que traba-
jaron con series de potencias fue el escocés
James Gregory. Él desarrolló un método de
series de potencias para interpolar valores
en una tabla, método que usó después Brook
Taylor en el desarrollo de los polinomios de
Taylor y las series de Taylor.

T
he

G
ra

ng
er

C
ol

le
ct

io
n
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EJEMPLO 8 Intervalos de convergencia de e 

Considerar la función dada por

Calcular los intervalos de convergencia para cada una de las siguientes expresiones.

a) b) c)

Solución Por el teorema 9.21, se tiene

y

Por el criterio del cociente, se puede demostrar que cada serie tiene un radio de conver-
gencia Considerando el intervalo se tiene lo siguiente.

a) Para la serie

Intervalo de convergencia: .

converge para y su intervalo de convergencia es Ver figura 
9.21a.

b) Para la serie

Intervalo de convergencia: .

converge para y diverge para Por tanto, su intervalo de convergencia es
Ver figura 9.21b.

c) Para la serie

Intervalo de convergencia: .

diverge para y su intervalo de convergencia es Ver figura 9.21c.

En el ejemplo 8 parece que de las tres series, la de la derivada, es la que tiene
menor posibilidad de converger en los puntos terminales. De hecho, puede mostrarse que
si la serie de converge en los puntos terminales la serie de también
converge en ellos.

f�x�x � c ± R,f
�x�

f
�x�,

��1, 1�.x � ±1,

��1, 1��
�

n�1
xn�1

f
�x�,
��1, 1�.

x � 1.x � �1

��1, 1��
�

n�1

xn

n

f�x�,

��1, 1�.x � ±1,

��1, 1��
�

n�1

xn�1

n�n � 1�

� f�x� dx,

��1, 1�,R � 1.

� C �
x2

1 � 2
�

x3

2 � 3
�

x4

3 � 4
� . . . .

� f �x� dx � C � �
�

n�1

xn�1

n�n � 1�

� 1 � x � x2 � x3 � . . .

f
�x� � �
�

n�1
xn�1

f
�x�f�x�� f�x� dx

f�x� � �
�

n�1

xn

n
� x �

x2

2
�

x3

3
� . . . .

� f
x� dxf�
x�,f
x�,

Radio: R = 1

c = 0

x

−1 1

Intervalo: [−1, 1]
Radio: R = 1

c = 0

x

−1 1

Intervalo: [−1, 1)
Radio: R = 1

c = 0

x

−1 1

Intervalo: (−1, 1)

a) b) c)
Figura 9.21
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En los ejercicios 1 a 4, establecer dónde está centrada la serie de
potencia.

En los ejercicios 5 a 10, hallar el radio de convergencia de la serie
de potencia.

En los ejercicios 11 a 34, hallar el intervalo de convergencia de la
serie de potencia. (Asegurarse de incluir un análisis de la con-
vergencia en los puntos terminales del intervalo.)

En los ejercicios 35 y 36, hallar el radio de convergencia de la
serie de potencia, donde y es un entero positivo.

35. 36.

En los ejercicios 37 a 40, hallar el intervalo de convergencia de la
serie de potencia. (Asegurarse de incluir un análisis de la con-
vergencia en los puntos terminales del intervalo.)

37. 38.

39.

40.

En los ejercicios 41 a 44, escribir una serie equivalente en la que
el índice para la suma empiece en 

41. 42.

43. 44.

En los ejercicios 45 a 48, calcular los intervalos de convergencia
de a) b) c) y d) Incluir una verifi-
cación para la convergencia en los puntos terminales del inter-
valo.

45.

46.

47.

48.

Redacción En los ejercicios 49 a 52, relacionar la gráfica de los
primeros 10 términos de la sucesión de sumas parciales de la
serie

con el valor indicado de la función. [Las gráficas se etiquetan a),
b), c) y d).] Explicar cómo eligió su opción.

a) b) Sn

n

2

2
4
6
8

10
12

4 6 8

Sn

n

2

2

4 6 8

1

3

g
x� � �
�

n�0
�x

3
n

f �x� � �
�

n�1

��1�n�1�x � 2�n

n

f �x� � �
�

n�0

��1�n�1�x � 1�n�1

n � 1

f �x� � �
�

n�1

��1�n�1 �x � 5�n

n5n

f �x� � �
�

n�0
�x

2�
n

� f 
x� dx.f � 
x�,f�
x�,f 
x�,

�
�

n�0

��1�n x2n�1

2n � 1�
�

n�0

x2n�1

�2n � 1�!

�
�

n�0
��1�n�1�n � 1�xn�

�

n�0

xn

n!

n � 1.

�
�

n�1

n!�x � c�n

1 � 3 � 5 . . . �2n � 1�

k ≥ 1�
�

n�1

k�k � 1��k � 2� . . . �k � n � 1�xn

n!
,

�
�

n�1

��1�n�1�x � c�n

ncn
k > 0�

�

n�0
�x

k�
n

,

�
�

n�0

�n!�k xn

�kn�!�
�

n�1

�x � c�n�1

c n�1

kc > 0

9.8 Ejercicios

1. 2.

3. 4. �
�

n�0

��1�n�x � ��2n

�2n�!�
�

n�1

�x � 2�n

n3

�
�

n�1

��1�n1 � 3 . . . �2n � 1�
2nn!

xn�
�

n�0
nxn

11. 12.

13. 14.

15. 16.

17. 18.

19. 20.

21. 22.

23. 24.

25. 26.

27. 28.

29. 30.

31.

32.

33.

34. �
�

n�1

n!�x � 1�n

1 � 3 � 5 . . . �2n � 1�

�
�

n�1

��1�n�1 3 � 7 � 11 . . . �4n � 1��x � 3�n

4n

�
�

n�1
 2 � 4 � 6 . . . 2n

3 � 5 � 7 . . . �2n � 1�� x2n�1

�
�

n�1

2 � 3 � 4 . . . �n � 1�xn

n!

�
�

n�1

n!xn

�2n�!�
�

n�0

x3n�1

�3n � 1�!

�
�

n�0

��1�n x2n

n!�
�

n�1

n

n � 1
��2x�n�1

�
�

n�0

��1�n x2n�1

2n � 1�
�

n�1

�x � 3�n�1

3n�1

�
�

n�1

(�1�n�1�x � 2�n

n2n�
�

n�0

��1�n�1�x � 1�n�1

n � 1

�
�

n�0

�x � 3�n�1

�n � 1�4n�1�
�

n�1

��1�n�1�x � 4�n

n9n

�
�

n�0

��1�n n!�x � 5�n

3n�
�

n�1

��1�n�1xn

4n

�
�

n�0

��1�n xn

�n � 1��n � 2��
�

n�0
�2n�! �x

3�
n

�
�

n�0

�3x�n

�2n�!�
�

n�0

x5n

n!

�
�

n�0
��1�n�1�n � 1�xn�

�

n�1

��1�n xn

n

�
�

n�0
�x

7�
n

�
�

n�0
�x

4�
n

5. 6.

7. 8.

9. 10. �
�

n�0

�2n�!x2n

n!�
�

n�0

x2n

�2n�!

�
�

n�0

��1�n xn

5n�
�

n�1

�4x�n

n2

�
�

n�0
�4x�n�

�

n�0
��1�n

xn

n � 1
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c) d)

49. 50.

51. 52.

Redacción En los ejercicios 53 a 56, relacionar la gráfica de los
primeros 10 términos de la sucesión de sumas parciales de la
serie

con el valor indicado de la función. [Las gráficas se etiquetan a),
b), c) y d).] Explicar cómo eligió su opción.

a) b)

c) d)

53. 54.

55. 56.

63. Sea y

a) Hallar los intervalos de convergencia de y 

b) Mostrar que 

c) Mostrar que 

d) Identificar las funciones y 

64. Sea 

a) Hallar el intervalo de convergencia de 

b) Demostrar que 

c) Demostrar que 

d) Identificar las funciones 

En los ejercicios 65 a 70, demostrar que la función representada
por la serie de potencia es una solución de la ecuación diferencial.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71. Función de Bessel La función de Bessel de orden 0 es

a) Mostrar que la serie converge para todo 

b) Mostrar que la serie es una solución de la ecuación diferen-
cial 

c) Usar una herramienta de graficación para representar el poli-
nomio constituido por los primeros cuatro términos de 

d) Aproximar  a una precisión de dos decimales.�1
0 J0 dx

J0.

x2 J0� � x J0
 � x2 J0 � 0.

x.

J0�x� � �
�

k�0

��1�k x2k

22k �k!�2 .

y� � x 2 y � 0y � 1 � �
�

n�1

��1�n x 4n

22n n! � 3 � 7 � 11 . . . �4n � 1�,

y� � xy
 � y � 0y � �
�

n�0

x2n

2n n!
,

y� � y � 0y � �
�

n�0

x2n

�2n�!,

y� � y � 0y � �
�

n�0

x2n�1

�2n � 1�!,

y� � y � 0y � �
�

n�0

��1�n x2n

�2n�!

y� � y � 0y � �
�

n�0

��1�n x2n�1

�2n � 1�! ,

f.

f �0� � 1.

f
�x� � f �x�.
f.

f �x� � �
�

n�0

xn

n!
.

g.f

g
�x� � �f �x�.
f
�x� � g�x�.

g.f

g�x� � �
�

n�0

��1�n x2n

�2n�! .f �x� � �
�

n�0

��1�n x2n�1

�2n � 1�!

g�3
8�g� 9
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g��
1
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Desarrollo de conceptos (continuación)

60. Describir cómo derivar e integrar una serie de potencia con
un radio de convergencia ¿Tendrán las series resultantes
de las operaciones de derivación e integración un radio de
convergencia diferente? Explicar.

61. Dar ejemplos que demuestren que la convergencia de una
serie de potencia en los puntos terminales de su intervalo de
convergencia puede ser condicional o absoluta. Explicar su
razonamiento.

R.

Desarrollo de conceptos

57. Definir una serie de potencia centrada en 

58. Describir el radio de convergencia de una serie de potencia.
Describir el intervalo de convergencia de una serie de poten-
cia.

59. Describir las tres formas básicas del dominio de una serie de
potencia.

c.

Para discusión

62. Escribir una serie de potencia que tenga el intervalo de la
convergencia indicado. Explicar su razonamiento.

a) b) c) d) ��2, 6���1, 0���1, 1���2, 2�
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72. Función de Bessel La función de Bessel de orden 1 es

a) Demostrar que la serie converge para todo 

b) Demostrar que la serie es una solución de la ecuación dife-
rencial

c) Usar una herramienta de grafiación para representar el poli-
nomio constituido por los primeros cuatro términos de 

d) Mostrar que 

En los ejercicios 73 a 76, la serie representa una función muy
conocida. Usar un sistema algebraico por computadora para
representar gráficamente la suma parcial e identificar la fun-
ción a partir de la gráfica.

73. 74.

75.

76.

77. Investigación El intervalo de convergencia de la serie geo-

métrica 

a) Hallar la suma de la serie cuando Usar una herra-
mienta de graficación para representar gráficamente los
primeros seis términos de la sucesión de sumas parciales y la
recta horizontal que representan la suma de la serie.

b) Repetir el apartado a) para

c) Escribir un párrafo corto comparando el ritmo o velocidad de
convergencia de las sumas parciales con la suma de la serie en
los apartados a) y b). ¿Cómo difieren las graficas de las sumas
parciales cuando convergen hacia la suma de la serie?

d) Dado cualquier número real positivo M, existe un entero po-
sitivo N tal que la suma parcial

Usar una calculadora para completar la tabla.

78. Investigación El intervalo de convergencia de la serie

es 

a) Hallar la suma de la serie cuando Usar una herra-
mienta de graficación para representar gráficamente los
primeros seis términos de la sucesión de sumas parciales y la
recta horizontal que representan la suma de la serie.

b) Repitir el apartado a) con 

c) Escribir un párrafo corto comparando el ritmo o velocidad de
convergencia de las sumas parciales con la suma de la serie en
los apartados a) y b). ¿Cómo difieren las gráficas de las sumas
parciales cuando convergen hacia la suma de la serie?

d) Dado cualquier número real positivo M, existe un entero po-
sitivo N tal que la suma parcial

Usar una herramienta de graficación para completar la tabla.

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 79 a 82, determinar si la
afirmación es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
dar un ejemplo que demuestre su falsedad.

79. Si la serie de potencia converge para entonces

también converge para 

80. Es posible encontrar una serie de potencia cuyo intervalo de
convergencia es 

81. Si el intervalo de convergencia de es entonces

el intervalo de convergencia de es 

82. Si converge para entonces

83. Demostrar que la serie de potencia

tiene un radio de convergencia de si p y q son enteros
positivos.

84. Sea donde los coefi-
cientes son y para

a) Hallar el intervalo de convergencia de la serie.

b) Hallar una fórmula explícita para 

85. Sea donde para 

a) Hallar el intervalo de convergencia de la serie.

b) Hallar una fórmula explícita para 

86. Demostrar que si la serie de potencia tiene un radio 

de convergencia de R, entonces  tiene un radio de con-

vergencia de 

87. Para sea y Demostrar que si el intervalo

de convergencia de la serie es [x0 � R, x0 � R],

entonces la serie converge condicionalmente en x0 R.

�
�

n�0
cn�x � x0�n

cn > 0.R > 0n > 0,

�R.

�
�

n�0
cn x2n

�
�

n�0
cn x n

f �x�.

n ≥ 0.cn�3 � cnf �x� � �
�

n�0
cn xn,

g�x�.

n ≥ 0.c2n�1 � 2c2n � 1
g�x� � 1 � 2x � x2 � 2x3 � x4 � . . . ,

R � �

�
�

n�0

�n � p�!
n!�n � q�! xn

�
�

n�0

an

n � 1
.�1

0

f �x� dx �

�x� < 2,f �x� � �
�

n�0
an xn

�0, 2�.�
�

n�0
an �x � 1�n

��1, 1�,�
�

n�0
an xn

0, .

x � �2.

x � 2,�
�

n�0
an xn

�
N

n�0
�3 �

2
3�

n

> M.

x � �
1
6.

x �
1
6.

��1
3, 1

3�.�
�

n�0
�3x�n

x
5
2.

x
5
2.

�1 ≤ x ≤ 1f �x� � �
�

n�0
��1�n

x2n�1

2n � 1
,

�1 < x < 1f �x� � �
�

n�0
��1�n xn,

f �x� � �
�

n�0
��1�n

x2n�1

�2n � 1�!f �x� � �
�

n�0
��1�n

x2n

�2n�!

S10

J0
�x� � �J1�x�.
J1.

x2 J1� � x J1
 � �x2 � 1� J1 � 0.

x.

J1�x� � x �
�

k�0

��1�k x2k

22k�1 k!�k � 1�!.
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9.9 Representación de funciones en series de potencia

� Hallar una serie geométrica de potencia que representa una función.

� Construir una serie de potencia aplicando operaciones de series.

Series geométricas de potencia 

En esta sección y en la próxima, se estudiarán varias técnicas para hallar una serie de
potencia que represente una función dada.

Considerar la función dada por La forma de f se parece mucho a la
suma de una serie geométrica  

En otros términos, si se toma y una representación de en forma de
una serie de potencia centrada en 0, es

Naturalmente, esta serie representa a sólo en el intervalo mien-
tras que f está definida para todo como se muestra en la figura 9.22. Para represen-
tar f en otro intervalo, se debe desarrollar otra serie diferente. Por ejemplo, para obtener la
serie de potencia centrada en �1, se podría escribir

lo cual implica que y Así, para se tiene 

la cual converge en el intervalo ��3, 1�.

�x � 1� < 2�
1
21 �

�x � 1�
2

�
�x � 1�2

4
�

�x � 1�3

8
� . . .�,

1
1 � x

� �
�

n�0
�1

2��
x � 1

2 �
n

�x � 1� < 2,r � �x � 1��2.a �
1
2

1
1 � x

�
1

2 � �x � 1� �
1�2

1 � ��x � 1��2� �
a

1 � r

x 	 1,
��1, 1�,f �x� � 1��1 � x�

�x� < 1.� 1 � x � x2 � x3 � . . . ,

1
1 � x

� �
�

n�0
xn

1��1 � x�,r � x,a � 1

�r� < 1.�
�

n�0
arn �

a

1 � r
,

f�x� � 1��1 � x�.

f (x) = 1
1 − x

, dominio: todo x ≠ 1

x

2

1

−1

−2

1 2 3−1

y

x

2

1

−1

−2

1 2 3−1

f (x) = Σ
∞

n = 0
xn, dominio: −1 < x < 1

y

Figura 9.22

JOSEPH FOURIER (1768-1830)

Parte de las contribuciones acerca de la re-
presentación de funciones mediante series de
potencia se deben al matemático francés
Joseph Fourier. El trabajo de Fourier es
importante en la historia del cálculo, en
parte porque obligó a matemáticos del siglo
XVIII a cuestionar el estrecho concepto de
función que prevalecía entonces. Cauchy y
Dirichlet fueron motivados por el trabajo de
Fourier sobre series, y en 1837 Dirichlet
publicó la definición general de una función
que se usa actualmente.
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EJEMPLO 1 Hallar una serie geométrica de potencia 
centrada en 0

Hallar una serie de potencia para centrada en 0.

Solución Escribiendo en la forma se obtiene

lo cual implica que y Por tanto, la serie de potencia para es

Esta serie de potencia converge cuando

lo cual implica que el intervalo de convergencia es 

Otra manera de determinar una serie de potencia para una función racional como la
del ejemplo 1 es usar la división larga. Por ejemplo, dividiendo en 4, se obtiene el
resultado mostrado a la izquierda.

EJEMPLO 2 Hallar una serie geométrica de potencia 
centrada en 1

Hallar una serie de potencia para centrada en 1.

Solución Escribiendo en la forma se obtiene

lo cual implica que y Por tanto, la serie de potencia para
es

Esta serie de potencia converge cuando

lo cual implica que el intervalo de convergencia es �0, 2�.
�x � 1� < 1

� 1 � �x � 1� � �x � 1�2 � �x � 1�3 � . . . .

� �
�

n�0
��1�n�x � 1�n

� �
�

n�0
���x � 1��n

1
x

� �
�

n�0
arn

f �x�
r � 1 � x � ��x � 1�.a � 1

1
x

�
1

1 � ��x � 1� �
a

1 � r

a��1 � r�f�x�

f �x� �
1
x
,

2 � x

��2, 2�.

��x

2� < 1

� 2�1 �
x

2
�

x2

4
�

x3

8
� . . .�.

� �
�

n�0
2��

x

2�
n

4
x � 2

� �
�

n�0
arn

f �x�r � �x�2.a � 2

4
2 � x

�
2

1 � ��x�2� �
a

1 � r

a��1 � r�f�x�

f �x� �
4

x � 2
,

División larga

�
1
2 x3 �

1
4x4

�
1
2x3

x2 �
1
2x3

x2
�2x � x2
�2x

4 � 2x

2 � x ) 4

2 � x �
1
2 x2 �

1
4 x3 � . . .
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Operaciones con series de potencia

La versatilidad de las series geométricas de potencia se mostrará más adelante en esta sec-
ción, después de una discusión acerca de las operaciones con series de potencia. Estas
operaciones, usadas con la derivación y la integración, proporcionan un medio para desa-
rrollar series de potencia para una gran variedad de funciones elementales. (Por simplici-
dad, las propiedades siguientes se enuncian para una serie centrada en 0.)

Las operaciones descritas pueden modificar el intervalo de convergencia de la serie
resultante. Por ejemplo, en la suma siguiente, el intervalo de convergencia de la suma es
la intersección de los intervalos de convergencia de las dos series originales.

EJEMPLO 3 Suma de dos series de potencia

Hallar una serie de potencia, centrada en 0, para 

Solución Usando las fracciones parciales, se puede escribir como

Sumando las dos series geométricas de potencia 

y

se obtiene la serie de potencia siguiente.

El intervalo de convergencia para esta serie de potencia es ��1, 1�.

3x � 1
x2 � 1

� �
�

n�0
�2��1�n � 1� xn � 1 � 3x � x2 � 3x3 � x4 � . . .

�x� < 1
1

x � 1
�

�1
1 � x

� � �
�

n�0
xn,

�x� < 1
2

x � 1
�

2
1 � ��x� � �

�

n�0
2��1�nxn,

3x � 1
x2 � 1

�
2

x � 1
�

1
x � 1

.

f �x�

f�x� �
3x � 1
x2 � 1

.

��1, 1����2, 2�	��1, 1�

�
�

n�0
�1 �

1
2n�xn��

�

n�0
�x

2�
n

��
�

n�0
xn

OPERACIONES CON SERIES DE POTENCIA

Sea  y 

1.

2.

3. f�x� ± g�x� � �
�

n�0
�an ± bn�xn

f�xN� � �
�

n�0
anxnN

f�kx� � �
�

n�0
anknxn

g�x� � � bnxn.f �x� � � anxn
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EJEMPLO 4 Hallar una serie de potencia mediante integración

Hallar una serie de potencia para centrada en 1.

Solución Por el ejemplo 2, se sabe que

Intervalo de convergencia: .

Integrando esta serie se obtiene

Haciendo se concluye que Por consiguiente,

Notar que la serie converge en Esto es consistente con la observación hecha en la
sección precedente de que la integración de una serie de potencia puede alterar la conver-
gencia en los puntos terminales del intervalo de convergencia.

x � 2.

�
�x � 1�

1
�

�x � 1�2

2
�

�x � 1�3

3
�

�x � 1�4

4
� . . . .

ln x � �
�

n�0
��1�n

�x � 1�n�1

n � 1

C � 0.x � 1,

� C � �
�

n�0
��1�n

�x � 1�n�1

n � 1
.

ln x � � 1
x

dx � C

�0, 2�
1
x

� �
�

n�0
��1�n�x � 1�n.

f�x� � ln x,

Intervalo de 
convergencia: .�0, 2�

TECNOLOGÍA En la sección 9.7, el polinomio de Taylor de cuarto grado para la fun-
ción logarítmica natural

fue usado para aproximar 

Se sabe ahora por el ejemplo 4 que este polinomio representa los primeros cuatro tér-
minos de la serie de potencia para ln x. Es más, usando el resto de la serie alternada o
alternante, puede determinarse que el error en esta aproximación es menor que  

En los siglos XVII y XVIII se calcularon tablas matemáticas para los logaritmos y para va-
lores de otras funciones trascendentes. Tales técnicas numéricas están lejos de ser obso-
letas, porque es precisamente con estos medios que las modernas herramientas de grafi-
cación están programadas para evaluar funciones trascendentes.

� 0.000002.

�
1
5

�0.1�5

�R4� ≤ �a5�

	 0.0953083

ln�1.1� 	 �0.1� �
1
2

�0.1�2 �
1
3

�0.1�3 �
1
4

�0.1�4

ln�1.1�.

ln x 	 �x � 1� �
�x � 1�2

2
�

�x � 1�3

3
�

�x � 1�4

4
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EJEMPLO 5 Hallar una serie de potencia mediante integración

Hallar una serie de potencia para centrado en 0.

Solución Como puede usarse la serie

Intervalo de convergencia: .

Sustituyendo para se obtiene

Por último, integrando, se obtiene

Sea x � 0, entonces C � 0.

Intervalo de convergencia: .

Puede mostrarse que la serie de potencia desarrollada para en el ejemplo 5
también converge (a ) para Por ejemplo, cuando puede escribirse

Sin embargo, esta serie (desarrollada por James Gregory en 1671) no proporciona una
manera práctica de aproximar � debido a que converge tan lentamente que se necesitarían
cientos de términos para obtener una precisión razonable. El ejemplo 6 muestra cómo usar
dos series diferentes de arctangente para obtener una aproximación muy buena de � usan-
do unos cuantos términos. Esta aproximación fue desarrollada por John Machin en 1706.

EJEMPLO 6 Aproximación a mediante una serie

Usar la identidad trigonométrica

para aproximar el número � [ver ejercicio 50b].

Solución Al usar sólo cinco términos de cada una de las series para el y
se obtiene

lo cual coincide con el valor exacto de � con un error menor que 0.0000001.

4�4 arctan 
1
5

� arctan 
1

239� 	 3.1415926

arctan�1�239�,
arctan�1�5�

4 arctan 
1
5

� arctan 
1

239
�

�

4




�
�

4
.

arctan 1 � 1 �
1
3

�
1
5

�
1
7

� . . .

x � 1,x � ±1.arctan x
arctan x

��1, 1�� x �
x3

3
�

x5

5
�

x7

7
� . . . .

� �
�

n�0
��1�n

x2n�1

2n � 1

� C � �
�

n�0
��1�n

x2n�1

2n � 1

arctan x � � 1
1 � x2 dx � C

xx2

��1, 1�f�x� �
1

1 � x
� �

�

n�0
��1�nxn.

Dx�arctan x� � 1��1 � x2�,

g�x� � arctan x,

SRINIVASA RAMANUJAN (1887-1920)

Las series que pueden usarse para aproximar
p han interesado a matemáticos durante los
últimos 300 años. Una serie interesante para
aproximar 1/p la descubrió el matemático
hindú Srinivasa Ramanujan en 1914 (ver
ejercicio 67). Cada término sucesivo de la
serie de Ramanujan agrega aproximada-
mente ocho dígitos más al valor de 1/p.
Para más información sobre el trabajo de
Ramanujan, ver el artículo “Ramanujan and
Pi”de Jonathan M. Borwein y Peter B.
Borwein en Scientific American.
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En los ejercicios 1 a 4, calcular una serie geométrica de potencia
para la función, centrada en 0, a) mediante la técnica mostrada
en los ejemplos 1 y 2, y b) mediante la división larga.

En los ejercicios 5 a 16, hallar una serie de potencia para la fun-
ción, centrada en c, y determinar el intervalo de convergencia.

En los ejercicios 17 a 26, usar la serie de potencia

para determinar una serie de potencia, centrada en 0, para la
función. Identificar el intervalo de convergencia.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23. 24.

25. 26.

Análisis gráfico y numérico  En los ejercicios 27 y 28, sea

�

Usar una herramienta de graficación para confirmar gráfica-
mente la desigualdad. Después completar la tabla para confir-
mar numéricamente la desigualdad.

27.

28.

En los ejercicios 29 y 30, a) representar gráficamente varias
sumas parciales de la serie, b) hallar la suma de la serie y su
radio de convergencia, c) usar 50 términos de la serie para
aproximar la suma cuando x = 0.5, y d) determinar qué repre-
senta la aproximación y qué tan buena es.

29.

30.

En los ejercicios 31 a 34, relacionar la aproximación polinomial
de la función con la gráfica correcta. [Las gráfi-
cas se etiquetan a), b), c) y d).]

a) b)

c) d)

31. 32.

33. 34. g�x� � x �
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dx � � 1
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2
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dx2  1
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1
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d
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1
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1
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1
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1
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1
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9.9 Ejercicios

1. 2.

3. 4. f �x� �
2

5 � x
f �x� �

3
4 � x

f �x� �
1

2 � x
f �x� �

1
4 � x

5. 6.

7. 8.

9. 10.

11. 12.

13.

14.

15.

16. c � 0f �x� �
5

5 � x2,

c � 0f �x� �
2

1 � x2,

c � 0g�x� �
3x � 8

3x2 � 5x � 2
,

c � 0g�x� �
4x

x2 � 2x � 3
,

c � 3f �x� �
4

3x � 2
,c � 0f �x� �

2
2x � 3

,

c � 2f �x� �
3

2x � 1
,c � �3g�x� �

5
2x � 3

,

c � 0h�x� �
1

1 � 5x
,c � 0f �x� �

1
1 � 3x

,

c � �3f �x� �
4

5 � x
,c � 1f �x� �

1
3 � x

,

x 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sn

ln
x 1 1�

Sn11
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En los ejercicios 35 a 38, uasar la serie para ƒ(x) = arctan x para
aproximar el valor, usando 

35. 36.

37. 38.

En los ejercicios 39 a 42, usar la serie de potencia

Hallar la representación por medio de una serie de la función y
determinar su intervalo de convergencia.

39. 40.

41. 42.

43. Probabilidad Una moneda se lanza repetidamente. La proba-
bilidad que la primera cara ocurra en la n-ésima lanzada es

Cuando este juego se repite muchas veces, el
número medio de lanzadas requerido hasta que la primera cara
ocurra es

(Este valor se llama valor esperado de n.) Usar los resultados de
los ejercicios 39 a 42 para encontrar ¿Es la respuesta lo
que se esperaba? ¿Por qué sí o por qué no?

44. Usar los resultados de los ejercicios 39 a 42 para encontrar la
suma de cada serie.

a) b)

Redacción En los ejercicios 45 a 48, explicar cómo usar la se-
rie geométrica

para encontrar la serie para la función. No calcular la serie.

45. 46.

47. 48.

49. Demostrar que para

siempre que el valor del lado izquierdo de la ecuación
esté entre y 

50. Usar el resultado del ejercicio 49 para verificar cada identidad.

a)

b)

[Sugerencia: Usar el ejercicio 49 dos veces para encontrar
Después usar el apartado a).]

En los ejercicios 51 y 52, a) verificar la ecuación dada, y b) usar
la ecuación y la serie para el arctangente para aproximar �� para
una precisión de dos decimales.

51. 52.

En los ejercicios 53 a 58, calcular la suma de la serie convergente
usando una función muy conocida. Identificar la función y
explicar cómo se obtuvo la suma.

53. 54.

55. 56.

57. 58.

En los ejercicios 65 y 66, hallar la suma de la serie.

65. 66.

67. Ramanujan y Pi Usar una herramienta de graficación para
demostrar que 
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1
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�
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1
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 ��1�n�1 2n

5nn
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�
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1
3nn�
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1
2nn
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xy 	 1

arctan x � arctan y � arctan 
x � y

1 � xy
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1 � x

f �x� �
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1 � x2f �x� �
1

1 � x

�x� < 1g
x� �
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1 � x
� �

�

n�0
xn,

1
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 n� 9
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n1
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n�1
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3�
n

E�n�.
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n�1
 nP�n�.

P�n� � �1
2�n

.

f �x� �
x�1 � x�
�1 � x�2f �x� �

1 � x

�1 � x�2

f �x� �
x

�1 � x�2f �x� �
1

�1 � x�2

�x� < 1.
1

1 � x
� �
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n�0
 xn,
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0

 x2 arctan x dx�1�2

0

 
arctan x2

x
 dx

�3�4

0

 arctan x2 dxarctan 
1
4

RN ≤ 0.001.

Desarrollo de conceptos

59. Usar los resultados de los ejercicios 31 a 34 para dar un ar-
gumento geométrico del porqué las series para la aproxima-
ción de tienen sólo potencias impares de x.

60. Usar los resultados de los ejercicios 31 a 34 para hacer una
conjetura sobre los grados de las series para la aproxima-
ción de que tienen extremos relativos.

61. Una de las series en los ejercicios 53 a 58 converge a su suma
a un ritmo mucho menor que las otras cinco series. ¿Cuál es?
Explicar por qué esta serie converge tan lentamente. Usar una
herramienta de graficación para ilustrar el ritmo o velocidad
de convergencia.

62. El radio de convergencia de las series de potencia 

es 3. ¿Cuál es el radio de convergencia de la serie

Explicar el razonamiento.

63. Las series de potencia convergen para 

¿Qué se puede concluir acerca de la serie 

Explicar el razonamiento.
�
�

n�0
 an 

xn�1

n � 1
?

�x � 1� < 4.�
�

n�0
 an x n

�
�

n�1
 nan x n�1?

�
�

n�0
 an x n

f �x� � arctan x

f �x� � arctan x

Para discusión

64. Encontrar el error  Describir por qué el enunciado está
incorrecto.

n 0
xn

n 0

x

5

n

n 0
1

1
5

xn

8
9801 n 0

4n ! 1103 26 390n

n! 3964n

1
.
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9.10 Series de Taylor y de Maclaurin

� Hallar una serie de Taylor o de Maclaurin para una función.

� Hallar una serie binomial.

� Usar una lista básica de series de Taylor para hallar otras series de Taylor.

Series de Taylor y de Maclaurin

En la sección 9.9 se obtuvieron series de potencia para varias funciones usando series geo-
métricas con derivación o integración término-por-término. En esta sección se estudia un
procedimiento general para obtener la serie de potencia para una función que tiene deri-
vadas de todos los órdenes. El teorema siguiente da la forma que debe tomar toda serie de
potencia convergente.

Suponer que la serie de potencia tiene un radio de conver-
gencia Entonces, por el teorema 9.21, se sabe que la n-ésima derivada de existe para

y mediante derivación sucesiva se obtiene lo siguiente.

Evaluando cada una de estas derivadas en se ve que

y, en general, Despejando se encuentra que los coeficientes de las series
de potencia que representan a son

Nótese que los coeficientes de la serie de potencia en el teorema 9.22 son precisamente los
coeficientes de los polinomios de Taylor para en como se definió en la sección 9.7.
Por esta razón, la serie se llama serie de Taylor para en c.f�x�

cf�x�

an �
f �n��c�

n!
.

f �x�
an,f �n��c� � n!an.

f �3��c� � 3!a3

f �2��c� � 2!a2

f �1��c� � 1!a1

f �0��c� � 0!a0

x � c

f �n��x� � n!an � �n � 1�!an�1�x � c� � . . .
�

f �3��x� � 3!a3 � 4!a4�x � c� � . . .

f �2��x� � 2a2 � 3!a3�x � c� � 4 � 3a4�x � c�2 � . . .

f �1��x� � a1 � 2a2�x � c� � 3a3�x � c�2 � 4a4�x � c�3 � . . .

f �0��x� � a0 � a1�x � c� � a2�x � c�2 � a3�x � c�3 � a4�x � c�4 � . . .

�x � c� < R,
fR.

� an�x � c�nDEMOSTRACIÓN

Asegurarse de entender el
teorema 9.22. Éste dice que si una

serie de potencia converge a la
serie debe ser una serie de Taylor. El
teorema no dice que toda serie formada
con los coeficientes de Taylor 

converge a �f �x�.f �n��c��n!
an �

f �x�,

NOTA

TEOREMA 9.22 FORMA DE UNA SERIE DE POTENCIA CONVERGENTE

Si se representa por una serie de potencias para todo en un
intervalo abierto que contiene entonces y

f�x� � f�c� � f
�c��x � c� �
f��c�
2!

�x � c�2 � . . . �
f �n��c�

n!
�x � c�n � . . . .

an � f �n��c��n!c,I

xf �x� � � an�x � c�nf
COLIN MACLAURIN (1698-1746)

Se acredita el desarrollo de las series de
potencia para representar funciones al tra-
bajo combinado de muchos matemáticos de
los siglos XVII y XVIII. Gregory, Newton,
John y James Bernoulli, Leibniz, Euler,
Lagrange, Wallis y Fourier contribuyeron a
este trabajo. Sin embargo, los dos nombres
más comúnmente asociados con las series de
potencia son Brook Taylor (1685-1731) y
Colin Maclaurin.
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Si se conoce el patrón para los coeficientes de los polinomios de Taylor para una fun-
ción, se puede desarrollar fácilmente el patrón para formar la serie de Taylor correspon-
diente. Por ejemplo, en el ejemplo 4 de la sección 9.7, se encuentra que el polinomio de
Taylor de cuarto grado para ln x, centrado en 1, es

A partir de este patrón se puede obtener la serie de Taylor para ln x centrada en 

EJEMPLO 1 Construcción de una serie de potencia

Aplicar la función para formar la serie de Maclaurin

y determinar el intervalo de convergencia.

Solución La derivación sucesiva de da

y así sucesivamente. El patrón se repite después de la tercera derivada. Por tanto, la serie
de potencia es como sigue.

Por el criterio del cociente puede concluirse que esta serie converge para todo x.

� x �
x3

3!
�

x5
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�

x7

7!
� . . .

�
��1�

7!
x7 � . . .
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�
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��1�n x2n�1
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��1�
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0
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f �n��0�
n!

xn � f�0� � f
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x2 �
f �3��0�

3!
x3 �

f �4��0�
4!

x4 � . . .

f�x�

�
�

n�0

f �n��0�
n!

xn � f�0� � f
�0�x �
f��0�
2!

 x2 �
f �3��0�
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x3 �

f �4��0�
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 x4 � . . .

f x sen x

�x � 1� �
1
2

�x � 1�2 � . . . �
��1�n�1

n
�x � 1�n � . . . .

c � 1,

P4�x� � �x � 1� �
1
2

�x � 1�2 �
1
3

�x � 1�3 �
1
4

�x � 1�4.

DEFINICIÓN DE LAS SERIES DE TAYLOR Y DE MACLAURIN

Si una función tiene derivadas de todos los órdenes en entonces la serie

se llama serie de Taylor para en c. Además, si entonces la serie es
serie de Maclaurin para f.

c � 0,f
x�

�
�

n�0

f �n��c�
n!

�x � c�n � f�c� � f
�c��x � c� � . . . �
f �n��c�

n!
�x � c�n � . . .

x � c,f

f 5 0 cos 0 1f 5 x cos x

f 4 0 sen 0 0f 4 x sen x

f 3 0 cos 0 1f 3 x cos x

f 0 sen 0 0f x sen x

f 0 cos 0 1f x cos x

f 0 sen 0 0f x sen x
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Notar que en el ejemplo 1 no se puede concluir que la serie de potencia converge a sen
x para todo x. Simplemente se puede concluir que la serie de potencia converge a alguna
función, pero no se sabe con seguridad a qué función. Esto es un punto sutil, pero impor-
tante, en relación con las series de Taylor o de Maclaurin. Para persuadir que la serie  

podría converger a otra función que no fuera recordar que las derivadas se evalúan en un
solo punto. Puede pasar fácilmente que otra función coincida con los valores de en

y discrepe en otros valores de x. Por ejemplo, si se forma la serie de potencia (cen-
trada en 0) para la función mostrada en la figura 9.23, se obtiene la misma serie que en el
ejemplo 1. Se sabe que la serie converge para todo x, pero obviamente no puede converger
tanto hacia como hacia sen x para todo 

Si tiene derivadas de todos los órdenes en un intervalo abierto centrado en La
serie de Taylor para no puede converger para algún en O, aun cuando converja, puede
no tener como su suma. No obstante, el teorema 9.19 dice que para cada 

donde

Notar que en esta fórmula del residuo el valor particular de que hace la fórmula del
residuo verdadero depende de los valores de y Si entonces el teorema siguiente
dice que la serie de Taylor para realmente converge en para todo en 

Para una serie de Taylor, la n-ésima suma parcial coincide con el n-ésimo
polinomio de Taylor. Es decir, Además, como 

se sigue que

Así, para un dado, la serie de Taylor (la sucesión de sumas parciales) converge a 

si y sólo si cuando 

En otras palabras, el teorema 9.23 dice que una serie de potencia formado con los coefi-
cientes de Taylor converge a la función de la que se derivó precisamente en aquellos
valores en los que el residuo tiende a 0 cuando    �n→�.

an � f �n��c��n!
NOTA

n→�.Rn�x�→0

f�x�x,

Pn�x� � f�x� � Rn�x�

Sn�x� � Pn�x�.
DEMOSTRACIÓN

I.xf �x�f
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Rn�x� �
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Figura 9.23

TEOREMA 9.23 CONVERGENCIA DE LAS SERIES DE TAYLOR

Si para todo en el intervalo entonces la serie de Taylor para 

converge y es igual a 
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En el ejemplo 1, derivamos la serie de potencia de la función del seno y también con-
cluimos que la serie converge a alguna función en toda la recta real. En el ejemplo 2 ve-
remos que la serie realmente converge para sen x. La observación clave es que aunque el
valor de z no es conocido, es posible obtener una cota superior para  

EJEMPLO 2 Una serie de Maclaurin convergente

Mostrar que la serie de Maclaurin para converge para sen para todo 

Solución Usando el resultado del ejemplo 1, se necesita demostrar que

es verdad para todo x. Como

o

se sabe que para todo número real Por consiguiente, para cualquier  x
fijo, se puede aplicar el teorema de Taylor (teorema 9.19) para concluir que

De la discusión en la sección 9.1 respecto de los ritmos relativos de convergencia de suce-
siones exponenciales y factoriales, se sigue que para un x fijo

Por último, por el teorema del encaje o del emparedado, se sigue que para todo x,
cuando Así, por el teorema 9.23, la serie de Maclaurin para sen x converge a sen x
para todo x.

La figura 9.24 ilustra visualmente la convergencia de la serie de Maclaurin para sen x
comparando las gráficas del polinomio de Maclaurin y con la grá-
fica de la función seno. Notar que a medida que el grado del polinomio aumenta, su gráfi-
ca se parece más a la de la función seno.

P7�x�P5�x�,P3�x�,P1�x�,

n→�.

z.f n 1 z 1
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x.xr f x sen x
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ππππ π2−
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3!
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Conforme n aumenta, la gráfica de se parece más a la de la función seno.
Figura 9.24
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Las pasos para encontrar una serie de Taylor para en c se resumen a continuación.

La determinación directa de los coeficientes de Taylor o de Maclaurin usando
derivación sucesiva puede ser difícil, y el siguiente ejemplo ilustra una manera más sen-
cilla para encontrar los coeficientes de manera indirecta usando los coeficientes de una
serie de Taylor o de Maclaurin conocida.

EJEMPLO 3 Serie de Maclaurin para una función compuesta

Encontrar la serie de Maclaurin para 

Solución Para encontrar los coeficientes directamente para esta serie de Maclaurin,
deben calcularse derivadas sucesivas de Calculando solamente las dos pri-
meras,

y

puede verse que esta tarea sería bastante complicada. Afortunadamente hay una alternativa.
Primero considerar la serie de Maclaurin para sen x encontrada en el ejemplo 1.

Ahora, como sen puede sustituirse para en la serie para sen x y obtener

Asegurarse de entender el punto ilustrado en el ejemplo 3. Como el cálculo directo de los
coeficientes de Taylor o de Maclaurin puede ser tedioso, la manera más práctica de encontrar
una serie de Taylor o de Maclaurin es desarrollar series de potencia para una lista básica de
funciones elementales. A partir de esta lista puede determinarse la serie de potencia para
otras funciones mediante las operaciones de adición, sustracción, multiplicación, división,
derivación, integración o composición con series de potencia conocidas.

� x2 �
x6

3!
�

x10

5!
�

x14

7!
� . . . .

x2xx2 g x2 ,

� x �
x3

3!
�

x5

5!
�

x7

7!
� . . .

f
�x� � 2x cos x2

f x sen x2.

f x sen x2.

f �x�

Pasos para encontrar una serie de Taylor

1. Derivar varias veces y evaluar cada derivada en 

Intentar reconocer un patrón en estos números.

2. Usar la sucesión desarrollada en el primer paso para formar los coeficientes de
Taylor y determinar el intervalo de convergencia de la serie de
potencia resultante

3. Dentro de este intervalo de convergencia, determinar si la serie converge o no a
f�x�.

f �c� � f
�c��x � c� �
f� �c�
2!

�x � c�2 � . . . �
f �n��c�

n!
�x � c�n � . . . .

an � f �n��c��n!,

f�c�, f
�c�, f� �c�, f


�c�, . . . , f �n� �c�, . . .

c.f�x�

f x 4x2 sen x2 2 cos x2

g x senx

sen x2 g x2
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Series binomiales

Antes de presentar la lista básica de funciones elementales, construir una serie más para una
función de la forma Esto produce la serie binomial.

EJEMPLO 4 Serie binomial

Hallar la serie de Maclaurin para y determinar su radio de convergencia.
Asumir que k no es un entero positivo.

Solución Mediante derivación sucesiva, se tiene que

la cual produce la serie

Como puede aplicarse el criterio del cociente para concluir que el radio de
convergencia es Por tanto, la serie converge a alguna función en el intervalo

Notar que el ejemplo 4 muestra que la serie de Taylor para converge a algu-
na función en el intervalo Sin embargo, el ejemplo no muestra que la serie real-
mente converge a Para hacer esto, podría mostrarse que el resto  converge
a 0, como se ilustra en el ejemplo 2.

EJEMPLO 5 Hallar una serie binomial

Hallar la serie de potencia para 

Solución Usando la serie binomial

se hace y se escribe

la cual converge para �1 ≤ x ≤ 1.

�1 � x�1�3 � 1 �
x

3
�

2x2

322!
�

2 � 5x3

333!
�

2 � 5 � 8x4

344!
� . . .

k �
1
3

�1 � x�k � 1 � kx �
k�k � 1�x2

2!
�

k�k � 1��k � 2�x3

3!
� . . .

f �x� � 3�1 � x.

Rn�x��1 � x�k.
��1, 1�.

�1 � x�k

��1, 1�.
R � 1.

an�1�an→1,

1 � kx �
k�k � 1�x2

2
� . . . �

k�k � 1� . . . �k � n � 1�xn

n!
� . . . .

f �n��x� � k . . . �k � n � 1��1 � x�k�n

�

f


�x� � k�k � 1��k � 2��1 � x�k�3

f��x� � k�k � 1��1 � x�k�2

f
�x� � k�1 � x�k�1

f�x� � �1 � x�k

f�x� � �1 � x�k

f�x� � �1 � x�k.

Figura 9.25

TECNOLOGÍA Usar una herramienta de graficación para confirmar el resultado del
ejemplo 5. Al graficar las funciones

y

en la misma pantalla, debe obtenerse el resultado mostrado en la figura 9.25.

P4�x� � 1 �
x

3
�

x2

9
�

5x3

81
�

10x4

243
f�x� � �1 � x�1�3

f �n��0� � k�k � 1� . . . �k � n � 1�
�

f


�0� � k�k � 1��k � 2�
f��0� � k�k � 1�
f
�0� � k

f �0� � 1

−2 2

−1

P4

f(x) = 1 + x
3

2
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Obtención de la serie de Taylor de una lista básica

La lista siguiente proporciona las series de potencia para varias funciones elementales con
los intervalos de convergencia correspondientes.

La serie binomial es válida para los valores no enteros de k. Pero, si k es un entero positi-
vo, la serie binomial se reduce a un simple desarrollo binomial. �

EJEMPLO 6 Obtención de una serie de potencia a partir
de la lista básica

Hallar la serie de potencia para 

Solución Usando la serie de potencia

puede reemplazarse por para obtener la serie

Esta serie converge para todo x en el dominio de , es decir, para x ≥ 0.cos�x

cos�x � 1 �
x

2!
�

x2

4!
�

x3

6!
�

x4

8!
� . . . .

�xx

cos x � 1 �
x2

2!
�

x4

4!
�

x6

6!
�

x8

8!
� . . .

f�x� � cos�x.

NOTA

Series de potencia para funciones elementales

Intervalo de 

Función convergencia

* La convergencia a depende del valor de k.x � ±1

�1 � x�k � 1 � kx �
k�k � 1�x2

2!
�

k�k � 1��k � 2�x3

3!
�

k�k � 1��k � 2��k � 3�x4

4!
� . . .

arcsin x � x �
x3

2 � 3
�

1 � 3x5

2 � 4 � 5
�

1 � 3 � 5x7

2 � 4 � 6 � 7
� . . . �

�2n�!x2n�1

�2nn!�2�2n � 1� � . . .

arctan x � x �
x3

3
�

x5

5
�

x7

7
�

x9

9
� . . . �

��1�n x2n�1

2n � 1
� . . .

cos x � 1 �
x2

2!
�

x4

4!
�

x6

6!
�

x8

8!
� . . . �

��1�n x2n

�2n�! � . . .

ex � 1 � x �
x2

2!
�

x3

3!
�

x4

4!
�

x5

5!
� . . . �

xn

n!
� . . .

ln x � �x � 1� �
�x � 1�2

2
�

�x � 1�3

3
�

�x � 1�4

4
� . . . �

��1�n�1�x � 1�n

n
� . . .

1
1 � x

� 1 � x � x2 � x3 � x4 � x5 � . . . � ��1�n xn � . . .

1
x

� 1 � �x � 1� � �x � 1�2 � �x � 1�3 � �x � 1�4 � . . . � ��1�n �x � 1�n � . . .

*�1 < x < 1

�� < x < �

�� < x < �

�� < x < �

�1 < x < 1

0 < x < 2

sen x x
x3

3!
x5

5!
x7

7!
x9

9!
. . . 1 n x2n 1

2n 1 !
. . .

0 < x 2

1 x 1

1 x 1arcsen
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Las series de potencia pueden multiplicarse y dividirse como los polinomios. Después
de encontrar los primeros términos del producto (o cociente), se puede reconocer un
patrón.

EJEMPLO 7 Multiplicación y división de series de potencia

Hallar los primeros tres términos distintos de cero de cada una de las series de Maclaurin.

a) b)

Solución

a) Al usar las series de Maclaurin para y arctan x de la tabla, se tiene

Multiplicar estas expresiones y reunir los términos como se haría al multiplicar poli-
nomios.

Así,

b) Al usar la serie de Maclaurin para sen x y cos x de la tabla, se tiene

Dividir usando la división larga.

Así, tan x � x �
1
3 x3 �

2
15 x5

� . . . .

ex arctan x � x � x2 �
1
6 x3 � . . . .

x � x2 �
1
6x3 �

1
6x4 �

3
40 x5 � . . .

�
1
5x5 � . . .

�
1
3x3 �

1
3x4 �

1
6 x5 � . . .

x � x2 �
1
2 x3 �

1
6x4 �

1
24x5 � . . .

x �
1
3 x3 �

1
5 x5 � . . .

1 � x �
1
2 x2 �

1
6 x3 �

1
24x4 � . . .

ex arctan x � �1 �
x

1!
�

x2

2!
�

x3

3!
�

x4

4!
� . . .��x �

x3

3
�

x5

5
� . . .�.

ex

tan xex arctan x

tan x
sen x

cos x

x
x3

3!
x5

5!
. . .

1
x2

2!
x4

4!
. . .

.

2
15

x5 . . .

1
3

x3 1
6

x5 . . .

1
3

x3 1
30

x5 . . .

x
1
2

x3
1

24
x5 . . .

1
1
2

x2 1
24

x4 . . . x
1
6

x3 1
120

x5 . . .

x
1
3

x3 2
15

x5 . . .
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EJEMPLO 8 Una serie de potencia para sen2 x

Hallar la serie de potencia para 

Solución Reescribir como sigue.

Ahora, usar la serie para el cos 

Esta serie converge para 

Como se mencionó en la sección precedente, las series de potencia pueden usarse para
obtener tablas de valores de funciones trascendentes. También son útiles para estimar los
valores de integrales definidas para las que no pueden encontrarse las antiderivadas o pri-
mitivas. El ejemplo siguiente demuestra este uso.

EJEMPLO 9 Aproximación de una integral definida mediante 
una serie de potencia

Usar una serie de potencia para aproximar

con un error menor que 0.01.

Solución Sustituyendo por en la serie para se obtiene lo siguiente.

Sumando los primeros cuatro términos, se tiene

lo cual, por el criterio de la serie alternada o alternante, tiene un error menor que
1

216 	 0.005.

�1

0
e�x2

dx 	 0.74

� 1 �
1
3

�
1

10
�

1
42

�
1

216
� . . .

�1

0
e�x2

dx � x �
x3

3
�

x5

5 � 2!
�

x7

7 � 3!
�

x9

9 � 4!
� . . .�

1

0

e�x2
� 1 � x2 �

x4

2!
�

x6

3!
�

x8

4!
� . . .

ex�x2x

�1

0
e�x2

dx

�� < x < �.

�
2
2!

x2 �
23

4!
x4 �

25

6!
x6 �

27

8!
x8 � . . .

�
1
2

cos 2x � �
1
2

�
2
2!

x2 �
23

4!
x4 �

25

6!
x6 �

27

8!
x8 � . . .

cos 2x � 1 �
22

2!
x2 �

24

4!
x4 �

26

6!
x6 �

28

8!
x8 � . . .

cos x � 1 �
x2

2!
�

x4

4!
�

x6

6!
�

x8

8!
� . . .

x.

sen2 x

f x sen2 x.

sen2 x
1 cos 2x

2
1
2

cos 2x

2

sen2 x
1
2

1
2

cos 2x
1
2

1
2

2
2!

x2 23

4!
x4 25

6!
x6 27

8!
x8 . . .
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9.10 Ejercicios

En los ejercicios 1 a 12, usar la definición para encontrar la serie
de Taylor (centrada en c) para la función.

11. (primeros tres términos distintos de cero)

12. (primeros tres términos distintos de cero)

En los ejercicios 13 a 16, demostrar que la serie de Maclaurin
para la función converge a la función para toda x.

En los ejercicios 17 a 26, usar la serie binomial para encontrar
la serie de Maclaurin para la función.

En los ejercicios 27 a 40, encontrar la serie de Maclaurin para la
función. (Usar la tabla de series de potencia para las funciones
elementales.)

Sugerencia: Integrar la serie para 

En los ejercicios 41 a 44, encontrar la serie de Maclaurin para la
función. (Ver ejemplo 7.)

En los ejercicios 45 y 46, usar una serie de potencia y el hecho de
que para verificar la fórmula.

En los ejercicios 47 a 52, encontrar los primeros cuatro términos
distintos de cero de la serie de Maclaurin para la función, mul-
tiplicando o dividiendo las series de potencia apropiadas. Usar la
tabla de series de potencia para las funciones elementales de la
página 684. Usar una herramienta de graficación para repre-
sentar gráficamente la función y su aproximación polinomial
correspondiente.

En los ejercicios 53 a 56, relacionar el polinomio con su gráfica.
[Las gráficas se etiquetan a), b), c) y d).] Obtener el factor común
de cada polinomio e identificar la función aproximada por el
polinomio de Taylor restante.

a) b)

c) d)

53. 54.

55. 56. y � x2 � x3 � x 4y � x � x2 �
x3

2!

y � x �
x3

2!
�

x5

4!
y � x2 �

x 4

3!

x

2

4

4
−2

−4

−4

y

x

2

4

2 4
−2

−4

−4

y

x

42−2

−4

−4

y

x

2

4

2 4

−4

−4

y

i 2 � �1

1
�x2 � 1

.��

c � 0f �x� � tan x,

c � 0f �x� � sec x,

1. 2.

3. 4.

5. 6.

7.

8.

9.

10. c 0f x ln x2 1 ,

c 0f x sen 3x,

c 1f x ex,

c 1f x ln x,

c 2f x
1

1 x
,c 1f x

1
x
,

c
4

f x sen x,c
4

f x cos x,

c 0f x e3x,c 0f x e2x,

13. 14.

15. 16. f x cosh xf x senh x

f x e 2xf x cos x

17. 18.

19. 20.

21. 22.

23. 24.

25. 26. f x 1 x3f x 1 x2

f x 4 1 xf x 1 x

f x
1

2 x 3f x
1

4 x2

f x
1

1 x2
f x

1

1 x

f x
1

1 x 4f x
1

1 x 2

27. 28.

29. 30.

31. 32.

33. 34.

35.

36.

37.

38.

39.

40. f x senh 1 x ln x x2 1

f x cos2 x

f x e x e x 2 cosh x

f x
1
2 ex e x senh x

g x 2 sen x3

f x cos x3 2

f x cos xf x cos 4x

f x sen xg x sen 3x

f x ln 1 x2f x ln 1 x

g x e 3xf x ex2 2

41. 42.

43. 44. f x

arcsen x,
x

1,

x 0

x 0
g x

sen x ,
x

1,

x 0

x 0

h x x cos xf x x sen x

45.

46. g x
1
2 eix e ix cos x

g x
1
2i

eix e ix sen x

47. 48.

49. 50.

51. 52. f x
ex

1 x
g x

sen x

1 x

f x ex ln 1 xh x cos x ln 1 x

g x ex cos xf x ex sen x
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En los ejercicios 57 y 58, encontrar una serie de Maclaurin para

57.

58.

En los ejercicios 59 a 62, verificar la suma. Entonces usar una he-
rramienta de graficación para aproximar la suma con un error
menor que 0.0001.

En los ejercicios 63 a 66, usar la representación en series de la
función f para encontrar (si existe).

En los ejercicios 67 a 74, usar una serie de potencia para apro-
ximar el valor de la integral con un error menor que 0.0001. (En
los ejercicios 69 y 71, asumir que el integrando se define como 1
cuando )

Área En los ejercicios 75 y 76, usar una serie de potencia para
aproximar el área de la región. Usar una herramienta de grafi-
cación para verificar el resultado.

75. 76.

Probabilidad En los ejercicios 77 y 78, aproximar la probabili-
dad normal con un error menor que 0.0001, donde la probabi-
lidad está dada por

77.

78.

En los ejercicios 79 a 82, usar un sistema algebraico por compu-
tadora para encontrar el polinomio de Taylor de quinto grado
(centrado en ) para la función. Representar gráficamente la
función y el polinomio. Usar la gráfica para determinar el inter-
valo más grande en que el polinomio es una aproximación razo-
nable de la función.

c

P�1 < x < 2�
P�0 < x < 1�

a b

f(x) =
2π

1
e−x2/2

x

y

P�a < x < b� �
1

�2�
�b

a

e�x2�2 dx.

0.5 1 1.5

0.5

1.0

1.5

x

y

π
8

π
4

3π
8

5π
8

x

y

1
4

1
2

3
4

�1

0.5
 cos�x dx���2

0

�x cos x dx

x � 0.

lím
x→0

f x

f �x� � �x

0

�1 � t3 dt

f �x� � �x

0

�e�t 2
� 1� dt

f 
x�.

Desarrollo de conceptos

83. Enunciar los pasos para encontrar una serie de Taylor.

84. Si es una función par, ¿qué debe ser verdad acerca de los
coeficientes en la serie de Maclaurin

Explicar el razonamiento.

85. Definir la serie binomial. ¿Cuál es su radio de conver-
gencia?

f �x� � �
�

n�0
anxn?

an

f

59.

60.

61.

62.
n 1

1 n 1 1
n!

e 1
e

n 0

2n

n!
e2

n 0
1 n

1
2n 1 !

sen 1

n 1

1 n 1 1
n

ln 2

63. 64.

65. 66. f x
ln x 1

x
f x

ex 1
x

f x
sen x

x
f x

1 cos x

x

67. 68.

69. 70.

71. 72.

73. 74.
0.2

0

1 x2 dx

0.3

0.1

1 x3 dx

1 2

0

arctan x2 dx

1 2

0

arctan x

x
dx

1

0

cos x2 dx

1

0

sen x

x
dx

1 4

0
x ln x 1 dx

1

0
e x3

dx

79.

80.

81.

82. c 1h x 3 x arctan x,

c 1g x x ln x,

c 0f x sen
x

2
ln 1 x ,

c 0f x x cos 2x,

Para discusión

86. Explicar cómo usar la serie

para encontrar la serie para cada función. No hallar la serie.

a)

b)

c)

d) f �x� � e2x � e�2x

f �x� � xex

f �x� � e3x

f �x� � e �x

g�x� � ex � �
�

n�0

xn

n!

CAS
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87. Movimiento de un proyectil Un proyectil disparado desde el
suelo sigue la trayectoria dada por

donde  es la velocidad inicial, es el ángulo de proyección,
es la aceleración debida a la gravedad y es el factor de retar-

do causado por la resistencia del aire. Usando la representación
de series de potencia

verificar que la trayectoria se puede reescribir como

88. Movimiento de un proyectil Usar el resultado del ejercicio 87
para determinar la serie para la trayectoria de un proyectil lan-
zado desde el nivel del suelo con un ángulo de una
velocidad inicial de pies por segundo y un factor de 
retardo 

89. Investigación Considerar la función f definida por

a) Dibujar una gráfica de la función.

b) Usar la forma alternativa de la definición de la derivada (sec-
ción 2.1) y la regla de L’Hôpital para mostrar que
[Continuando este proceso, puede mostrarse que 0
para ]

c) Usando el resultado en el apartado b), encontrar la serie de
Maclaurin para f. ¿Converge la serie a f?

90. Investigación

a) Hallar la serie de potencia centrada en 0 para la función

b) Usar una herramienta de graficación para representar grá-
ficamente f y el polinomio de Taylor de grado ocho 
para 

c) Completar la tabla, donde

y

d) Describir la relación entre las gráficas de y y los resul-
tados dados en la tabla en el apartado c).

91. Demostrar que para todo x real.

92. Encontrar la serie de Maclaurin para

y determinar su radio de convergencia. Usar los primeros cuatro
términos de la serie para aproximar 

En los ejercicios 93 a 96, evaluar el coeficiente binomial usando
la fórmula

donde k es un número real, n es un entero positivo, y

93. 94.

95. 96.

97. Escribir la serie de potencia para  en términos de los
coeficientes binomiales.

98. Demostrar que e es irracional. Sugerencia: Asumir que

es racional (p y q son enteros) y considerar

99. Mostrar que la serie de Maclaurin para la función

es

donde es el n-ésimo número de Fibonacci con  
y para

Sugerencia: Escribir

y multiplicar cada lado de esta ecuación por 1 � x � x2.�

x

1 � x � x2 � a0 � a1x � a2 x2 � . . .

�
n ≥ 3.Fn � Fn�2 � Fn�1,

F1 � F2 � 1Fn

�
�

n�1
Fn x n

g�x� �
x

1 � x � x2

e � 1 � 1 �
1
2!

� . . . �
1
n!

� . . . .�
e � p�q



�1 � x�k

��1�3
5 ��0.5

4 �
��2

2 ��5
3�

�k
0 � 1.

�k
n �

k
k � 1�
k � 2�
k � 3� . . . 
k � n � 1�
n!

ln 3.

f �x� � ln 
1 � x

1 � x

lím
n→

xn

n!
0

P8f

G�x� � �x

0

P8�t� dt.F�x� � �x

0

ln�t2 � 1�
t2 dt

f.
P8�x�

f �x� �
ln�x2 � 1�

x2 .

n > 1.
f �n��0� �

f
�0� � 0.

f �x� � �e�1�x2,
0,

 x 	 0
x � 0.

k �
1
16.

v0 � 64
� � 60,

y � �tan ��x �
gx2
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Preparación del examen Putman

100. Asumir que y para todo x en un
intervalo de longitud por lo menos 2. Mostrar que

en el intervalo.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. ©
The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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9 Ejercicios de repaso

En los ejercicios 1 y 2, escribir una expresión para el término 

n-ésimo de la sucesión.

En los ejercicios 3 a 6, relacionar la sucesión con su gráfica. [Las

gráficas se etiquetan a), b), c) y d).]

a) b)

c) d)

3. 4.

5. 6.

En los ejercicios 7 y 8, usar una calculadora para representar

gráficamente los primeros 10 términos de la sucesión. Usar la

gráfica para hacer una inferencia acerca de la convergencia o

divergencia de la sucesión. Verificar su inferencia analíticamente

y, si la sucesión converge, encontrar su límite.

En los ejercicios 9 a 18, determinar la convergencia o divergen-

cia de la sucesión con el término n-ésimo dado. Si la sucesión

converge, encontrar su límite. (b y c son números reales posi-

tivos.)

19. Interés compuesto Se hace un depósito de $8 000 en una
cuenta que gana 5% de interés compuesto trimestral. El balance
en la cuenta después de n trimestres es

a) Calcular los primeros ocho términos de la sucesión 

b) Hallar el balance de la cuenta después de 10 años calculando
el término 40 de la sucesión.

20. Depreciación Una compañía compra una nueva máquina por
$175,000. Durante los siguientes 5 años la máquina perderá valor
a un ritmo o velocidad de 30% por año. (Es decir, al final de cada
año, el valor perdido será 70% de lo que era al principio del año.)

a) Hallar una fórmula para el término n-ésimo de la sucesión
que da el valor V de la máquina en t años después de que fue
comprada.

b) Hallar el valor perdido de la máquina después de 5 años.

Análisis numérico, gráfico y analítico En los ejercicios 21 a 24,

a) usar una herramienta de graficación para encontrar la suma

parcial indicada y completar la tabla, y b) usar una herra-

mienta de graficación para representar los primeros 10 términos

de la sucesión de sumas parciales.

21. 22.

23. 24.

En los ejercicios 25 a 28, encontrar la suma de la serie conver-

gente.

En los ejercicios 29 y 30, a) escribir el decimal repetido como una

serie geométrica y b) escribir su suma como la razón de dos enteros.

En los ejercicios 31 a 34, determinar la convergencia o divergen-

cia de la serie.
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35. Distancia Una pelota se deja caer de una altura de 8 metros.
Cada vez que se deja caer h metros rebota hasta una altura de
0.7h. Encontrar la distancia total recorrida por la pelota.

36. Salario Se tiene un trabajo en el que gana el primer año un
sueldo de $42,000. Durante los siguientes 39 años, se recibirá
5.5% de aumento cada año. ¿Cuál sería la compensación total en
un periodo de 40 años?

37. Interés compuesto Se hace un depósito de $300 al final de
cada mes durante 2 años en una cuenta que paga 6% de interés
compuesto continuo. Determinar el saldo de la cuenta al final de
2 años.

38. Interés compuesto Se hace un depósito de $125 al final de
cada mes durante 10 años en una cuenta que paga 3.5% mensual
compuesto. Determinar el equilibrio en la cuenta al final de 10
años.

En los ejercicios 39 a 42, determinar la convergencia o divergen-

cia de la serie.

39. 40.

41. 42.

En los ejercicios 43 a 48, determinar la convergencia o divergen-

cia de la serie.

En los ejercicios 49 a 54, determinar la convergencia o divergen-

cia de la serie.

En los ejercicios 55 a 60, determinar la convergencia o divergen-

cia de la serie.

Análisis gráfico y analítico En los ejercicios 61 y 62, a) verificar

que la serie converge, b) usar una herramienta de graficación

para encontrar la suma parcial indicada y completar la tabla,

c) usar una herramienta de graficación para representar gráfi-

camente los primeros 10 términos de la sucesión de sumas par-

ciales, y d) usar la tabla para estimar la suma de la serie.

61. 62.

63. Redacción Usar una herramienta de graficación para comple-
tar la tabla para a) y b) Escribir un párrafo corto
describiendo y comparando los datos en la tabla.

64. Redacción Se dice que los términos de una serie positiva pare-
cen tender a cero muy lentamente cuando n tiende a infinito. (De
hecho, ) Si no se da otra información, ¿se puede con-
cluir que la serie diverge? Apoyar la respuesta con un ejemplo.

En los ejercicios 65 y 66, encontrar el polinomio de Taylor de ter-

cer grado centrado en c.

En los ejercicios 67 a 70, usar un polinomio de Taylor para

aproximar la función con un error menor que 0.001.

71. Un polinomio de Taylor centrado en 0 se usará para aproximar la
función coseno. Encontrar el grado del polinomio requerido para
obtener la exactitud deseada en cada intervalo.

Error máximo Intervalo

a) 0.001

b) 0.001

c) 0.0001

d) 0.0001

72. Usar una herramienta de graficación para representar gráfica-
mente la función coseno y los polinomios de Taylor del ejerci-
cio 71.
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En los ejercicios 73 a 78, encontrar el intervalo de convergencia

de la serie de potencias. (Asegurarse de incluir una verificación

para la convergencia en los puntos terminales del intervalo.)

73. 74.

75. 76.

77. 78.

En los ejercicios 79 y 80, demostrar que la función representada por

la serie de potencia es una solución de la ecuación diferencial.

79.

80.

En los ejercicios 81 y 82, encontrar una serie geométrica de po-

tencia centrada en 0 para la función.

81.

82.

83. Encontrar una serie de potencia para la derivada de la función
del ejercicio 81.

84. Encontrar una serie de potencia para la integral de la función del
ejercicio 82.

En los ejercicios 85 y 86, encontrar una función representada

por la serie y dar el dominio de la función.

85.

86.

En los ejercicios 87 a 94, encontrar la serie de potencia para la

función centrada en 

88.

89. 90.

(primeros tres términos)

91. 92.

93. 94.

En los ejercicios 95 a 100, encontrar la suma de las series con-

vergentes utilizando una función muy conocida. Identificar la

función y explicar cómo se obtuvo la suma.

95. 96.

97.

98.

99.

100.

101. Redacción Una de las series en los ejercicios 45 y 57 con-
verge a su suma a un ritmo o velocidad más lento que la otra
serie. ¿Cuál es? Explicar por qué esta serie converge tan despa-
cio. Usar una herramienta de graficación para ilustrar el ritmo
o velocidad de convergencia.

102. Usar la serie binomial para encontrar la serie de Maclaurin 

para

103. Construyendo series de Maclaurin Determinar los prime-
ros cuatro términos de la serie de Maclaurin para 

a) usando la definición de la serie de Maclaurin y la fórmula
para el coeficiente del término n-ésimo,

b) reemplazando por en la serie para 

c) multiplicando la serie para por ella misma, ya que 

104. Construyendo series de Maclaurin Seguir el patrón del ejer-
cicio 103 para encontrar los primeros cuatro términos de la
serie para sen (Sugerencia:

En los ejercicios 105 a 108, encontrar la representación mediante

una serie de la función definida por la integral.

105.

106.

107.

108.

En los ejercicios 109 y 110, usar una serie de potencia para

encontrar el límite (si existe). Verificar el resultado usando la

regla de L’Hôpital.
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Solución de problemas 693

1. Conjunto de Cantor (Georg Cantor, 1845-1918) es un subcon-
junto del intervalo de la unidad Para construir el conjunto 

Cantor, primero eliminar el tercio central del intervalo,
dejando dos segmentos de la recta. En el segundo paso, eliminar
el tercio central de cada uno de los dos segmentos restantes,
dejando cuatro segmentos de recta. Continuar con este proce-
dimiento indefinidamente, como se muestra en la figura. El con-
junto de Cantor consiste en todos los números que quedan en el
intervalo unidad  .

a) Hallar la longitud total de todos los segmentos de la recta eli-
minados.

b) Dar tres números que están en el conjunto de Cantor.

c) Sea la longitud total de los segmentos de la recta restantes
después de n pasos. Encontrar 

2.   a) Dado que demostrar que {an}

es convergente y que 

b) Sea Escribir los primeros

ocho términos de {an}. Usar el apartado a) para demostrar que

Esto produce una expansión en fracciones

continuas

3. Puede demostrarse que 

[ver ejemplo 3b), sección 9.3]. 

Usar este hecho para demostrar que 

4. Sea un triángulo equilátero con lados de longitud 1. Sea el
número de círculos que pueden empacarse en n hileras dentro del
triángulo. Por ejemplo, y como se mues-
tra en la figura. Sea el área combinada de los círculos.
Encontrar

5. Se apilan bloques idénticos de una unidad de longitud sobre el
borde de una mesa. El centro de gravedad del bloque superior debe
quedar sobre el bloque debajo de él, el centro de gravedad de los
dos bloques superiores debe quedar sobre el bloque debajo de ellos,
y así sucesivamente (ver la figura).

a) Si hay tres bloques, demostrar que es posible apilarlos de
manera que el borde izquierdo del bloque superior se encuen-
tre unidades más allá del borde de la mesa.

b) ¿Es posible apilar los bloques de manera que el borde derecho
del bloque superior se encuentre más allá del borde de la
mesa?

c) ¿Qué tan lejos de la mesa pueden apilarse los bloques?

6. a) Considerar la serie de potencia

en la que los coeficientes 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, .  .  . son pe-
riódicos con periodo Hallar el radio de convergencia
y la suma de esta serie de potencias.

b) Considerar una serie de potencia

en la cual los coeficientes son periódicos, y
Hallar el radio de convergencia y la suma de esta

serie de potencia.

7. ¿Para qué valor de las constantes positivas a y b converge la serie
siguiente absolutamente? ¿Para qué valores converge condicio-
nalmente?

8. a) Hallar una serie de potencia para la función

centrada en 0. Usar esta representación para encontrar la
suma de la serie infinita

b) Derivar la serie de potencia para Usar el resultado
para encontrar la suma de la serie infinita
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9. Hallar si (Sugerencia: No calcular las deri-
vadas.)

10. La gráfica de la función 

se muestra debajo. Usar el criterio de la serie alternada o alter-

nante para demostrar que la integral impropia con-

verge.

11. a) Demostrar que converge si y sólo si 

b) Determinar la convergencia o divergencia de la serie

12. a) Considerar la siguiente sucesión de números definida recur-
siva o recurrentemente.

Escribir las aproximaciones decimales de los primeros seis
términos de esta sucesión. Demostrar que la sucesión con-
verge y encontrar su límite.

b) Considerar la siguiente sucesión recursivamente definida por
y donde 

.  .  .

Demostrar que esta sucesión converge y encuentra su límite.

13. Sea una sucesión de números positivos que satisfacen

Demostrar que la serie 

converge.

14. Considerar la serie infinita 

a) Hallar los primeros cinco términos de la sucesión de sumas
parciales.

b) Demostrar que el criterio del cociente no es concluyente para
esta serie.

c) Usar el criterio de la raíz para probar la convergencia o diver-
gencia de esta serie.

15. Obtener cada identidad usando la serie geométrica apropiada.

a) b)

16. Considerar una población idealizada con la característica
de que cada miembro de la población produce una
descendiente al final de cada periodo. Cada miembro
tiene un ciclo de vida de tres periodos y la población
empieza con 10 miembros recién nacidos. La tabla sigu-
iente muestra la población durante los primeros cinco
periodos.

La sucesión para la población total tiene la propiedad de que

Encontrar la población total durante cada uno de los próximos
cinco periodos.

17. Imaginar que se está apilando un número infinito de esferas de
radios decrecientes, una encima de otra, como se muestra en la
figura. Los radios de las esferas son de 1 metro, metros,

metros, etc. Las esferas están hechas de un material que
pesa 1 newton por metro cúbico.

a) ¿Qué tan alta es esta pila infinita de esferas?

b) ¿Cuál es el área de la superficie total de todas las esferas en
la pila?

c) Mostrar que el peso de la pila es finito.

18. a) Determinar la convergencia o divergencia de la serie

b) Determinar la convergencia o divergencia de la serie
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TEOREMA 1.2 PROPIEDADES DE LOS LÍMITES (PROPIEDADES 2, 3, 4 Y 5) (PÁGINA 59)

Sean b y c números reales, sea n un número entero positivo y f y g funciones con los 
siguientes límites:

2. Suma o diferencia: 

3. Producto:   

4. Cociente:  

5. Potencia:   

DEMOSTRACIÓN  Para demostrar la propiedad 2, se elige  � 0. Puesto que /2 � 0, se 
sabe que existe 1 � 0 tal que 0 � |x � c| � 1 implica que |ƒ(x) �L| � /2. Se sa- 
be también que existe 2 � 0 tal que 0 � |x � c| � 2 implica que |g(x) � K| � /2. Sea 

 el menor de 1 y 2; entonces, 0 � |x � c| �  implica:

Por tanto, aplicando la desigualdad del triángulo se deduce que:

lo que implica que:

La demostración de que:

es semejante.

Para demostrar la propiedad 3, dado que

se puede escribir

Como que el límite de f (x) es L y el límite de g(x) es K, se tiene

A Demostración de teoremas seleccionados

  y lím
xmc

 gSxD � K lím
xmc

 fSxD � L

siempre que

lím
xmc

 F fSxDGn
� L

n

K p 0lím
xmc

 
f SxD
gSxD �

L

K
, 

lím
xmc

 F fSxDgSxDG � LK 

lím
xmc

 F fSxD p gSxDG � L p K 

  y \gSxD � K\ <

d

2
.\ fSxD � L\ <

d

2

\F f SxD � gSxDG � SL � KD\ b \ fSxD � L\ � \gSxD � K\ <

d

2
�

d

2
� d

lím
xmc

 F f SxD � gSxDG � L � K � lím
xmc

 fSxD � lím
xmc

 gSxD.

lím
xmc

  F f SxD � gSxDG � L � K

  y lím
xmc

  gSxD � Klím
xmc

  fSxD � L

fSxDgSxD � F f SxD � LG FgSxD � +G � FLgSxD � + fSxDG � LK.

  y lím
xmc

  FgSxD � KG � 0.lím
xmc

  F fSxD � LG � 0

A-2  
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Sea 0 �  � 1. Entonces existe  � 0 tal que si 0 � |x � c| � , entonces

lo cual implica que

Por tanto,

Además, por la propiedad 1, se tiene:

Por último, por la propiedad 2, se tiene que:

Para demostrar la propiedad 4, obsérvese que basta demostrar que:

Entonces se puede emplear la propiedad 3 para escribir:

Sea  � 0. Como lím
xmc

  gSxD � K,  existe 1 � 0 tal que si

lo cual implica que

Esto es, si 0 � |x � c| � 1,

De manera semejante, existe un 2 � 0 tal que si 0 � |x � c| � 2, entonces

Sea  el menor de 1 y 2. Si 0 � |x � c| � , se tiene

Por tanto, lím
xmc

  
1

gSxD �
1
K

.

Por último, la propiedad 5 se obtiene por inducción matemática empleando la propie-
dad 3. 

  y \gSxD � K � 0\ < d\ fSxD � L � 0\ < d

\F fSxD � LG FgSxD � KG � 0\ � \ f SxD � L\ \gSxD � K\ < dd < d.

lím
xmc

  [ fSxD � LG FgSxD � KG � 0.

  y lím
xmc

  KfSxD � KL.lím
xmc

  LgSxD � LK

 � LK.

 � 0 � LK � KL � LK

 lím
xmc

  f SxDgSxD � lím
xmc

 F fSxD � LG FgSxD � KG � lím
xmc

 LgSxD � lím
xmc

 Kf SxD � lím
xmc

 LK

lím
xmc

  
1

gSxD �
1
K

.

lím
xmc

  
f SxD
gSxD � lím

xmc
 fSxD 1

gSxD � lím
xmc

 f SxD �  lím
xmc

 
1

gSxD �
L

K
.

\K\ � \gSxD � F\K\ � gSxDG\ b \gSxD\ � \\K\ � gSxD\ < \gSxD\ �
\K\
2

.

entonces \gSxD � K\ <
\K\
2

0 < \x � c\ < D1,

1

\K\ �
2

\K\ 
\K\2

2
 d � d.\ 1

gSxD �
1
K\ � \K � gSxD

gSxDK \ �
1

\K\ �
1

\gSxD\ \K � gSxD\  <

o
1

\gSxD\ <

2

\K\
.\K\

2
< \gSxD\

\gSxD � K\ <
\K\2

2
 d.
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TEOREMA 1.4 LÍMITE DE UNA FUNCIÓN RADICAL (PÁGINA 60)

Sea n un entero positivo. El siguiente límite es válido para toda c si n es impar, y para 
toda c � 0 si n es par.

DEMOSTRACIÓN  Considérese el caso en que c � 0 y n es un entero positivo. Para un  � 0 
dado, se necesita encontrar un  � 0 tal que

lo que equivale a decir

Supóngase que d <
n�c,  lo cual implica que 0 <

n�c � d <
n�c.  Sea ahora  el menor 

de los dos números.

Entonces se tiene:

TEOREMA 1.5 LÍMITE DE UNA FUNCIÓN COMPUESTA (PÁGINA 61)

Si f y g son funciones tales que lím
xmc

  gSxD � L  y lím
xmL

  fSxD � fSLD, entonces:

DEMOSTRACIÓN  Para todo  � 0 dado, hay que encontrar un  � 0 tal que:

Como el límite de ƒ(x) cuando x m L es f (L), se sabe que existe 1 � 0 tal que

Además, como el límite de g(x) cuando x m c es L, se sabe que existe  � 0 tal  
que

Por último, haciendo u � g(x), se tiene

siempre que �D < x � c < D.�d <
n�x � n�c < d

lím
xmc

  
n�x � n�c.

siempre que 0 < \x � c\ < D\ n�x � n�c\ < d

y S n�c � dDn

� cc � S n�c � dDn

 �d <
n�x � n�c < d.

 n�c � d <
n�x  <

n�c � d

 S n�c � dDn
< x  < S n�c � dDn

 S n�c � dDn

� c < x � c  < S n�c � dDn

� c

 �Fc � S n�c � dDn
 G < x � c  < S n�c � dDn

� c

 �D < x � c  < D

lím
xmc

  f SgSxDD � f � lím
xmc

  gSxD� � fSLD.

siempre que \u � L\ < D1.\ fSuD � fSLD\ < d

siempre que 0 < \x � c\ < D.\ fSgSxDD � fSLD\ < d

siempre que 0 < \x � c\ < D.\gSxD � L\ < D1

siempre que 0 < \x � c\ < D.\ fSgSxDD � fSLD\ < d
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TEOREMA 1.7  FUNCIONES QUE COINCIDEN TODOS LOS PUNTOS SALVO EN UNO 
(PÁGINA 62)

Sean c un número real y sea ƒ(x) � g(x) para todos los valores de x p c en un inter-
valo abierto que contiene c. Si existe el límite de g(x) cuando x tiende a c, entonces 
también existe el límite de ƒ(x) y

DEMOSTRACIÓN  Sea L el límite de g(x) cuando x m c. Entonces, para todo  � 0 existe un 
 � 0 tal que ƒ(x) � g(x) en los intervalos abiertos (c � , c) y (c, c � ), y

Como ƒ(x) � g(x) para todo x en el intervalo abierto distinto de x � c, se sigue que:

Por tanto, el límite de ƒ(x) cuando x m c es también L. 

TEOREMA 1.8 TEOREMA DEL ENCAJE O DEL EMPAREDADO (PÁGINA 65)

Si h(x) � ƒ(x) � g(x) para todos los valores x en un intervalo abierto que contiene a 
c, excepto posiblemente en c, y si

entonces existe lím
xmc

  fSxD y es igual a L.

DEMOSTRACIÓN  Para  � 0 existen 1 � 0 y 2 � 0 tales que

y

Como h(x) � f(x) � g(x) para todo x en un intervalo abierto que contiene a c, excepto po-
siblemente en c, existe 3 � 0 tal que h(x) � ƒ(x) � g(x) para 0 � |x � c| � 3. Sea  el 
menor de 1, 2 y 3. Entonces, si 0 � |x � c| � , se sigue que |h(x) � L| �  y |g(x) 
� L| � , lo cual implica que

Ahora bien, como h(x) � ƒ(x) � g(x), se sigue que L �  � ƒ(x) � L � , lo cual implica 
que |ƒ(x) � L| � . Por tanto,

lím
xmc

  f SxD � lím
xmc

  gSxD.

siempre que 0 < \x � c\ < D.\gSxD � L\ < d

siempre que 0 < \x � c\ < D.\ fSxD � L\ < d

lím
xmc

  hSxD � L � lím
xmc

 gSxD

siempre que 0 < \x � c\ < D2.\gSxD � L\ < d

siempre que 0 < \x � c\ < D1\hSxD � L\ < d

y

y gSxD < L � d. L � d < hSxD
�d < gSxD � L < d�d < hSxD � L < d

lím
xmc

  fSxD � L.
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TEOREMA 1.11 PROPIEDADES DE CONTINUIDAD (PÁGINA 75)

Si b es un número real y f  y g son continuas en x = c, entonces las siguientes funciones 
también son continuas en c.

1. Múltiplo escalar: bf

2. Suma o diferencia: f ± g

3. Producto: fg

4. Cociente: f

g
,  si g(c) x 0.

DEMOSTRACIÓN  Como f y g son continuas en x = c, se puede escribir

Por la propiedad 1, cuando b es un número real, se sigue del teorema 1.2 que
 

Por tanto, bf es continua en x = c.

Por la propiedad 2, se sigue del teorema 1.2 que

Entonces,  f ± g es continua en x = c.

Por la propiedad 3, se sigue del teorema 1.2 que

En consecuencia, fg es continua en x = c.

Por la propiedad 4, cuando g(c) p 0, se sigue del teorema 1.2 que

En consecuencia, f

g
,  es continua en x = c.

y lím
x�c

 g x g c .lím
x�c

  f x f c

lím
x�c

 bf x lím
x�c

 bf x b lím
x�c

 f x b f c bf c .

 f � g c .

 f c � g c

lím
x�c

 f x � lím
x�c

 g x

 lím
x�c

 f � g x lím
x�c

 f x � g x

 fg c .

 f c g c

lím
x�c

 f x  lím
x�c

 g x

 lím
x�c

 fg x lím
x�c

 f x g x

  
f

g
c .

  
f c

g c

 
lím
x�c  

f x

lím
x�c

 g x
 

 lím
x�c

 
f

g
x lím

x�c
 
f x

g x
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TEOREMA 1.14 ASÍNTOTAS VERTICALES (PÁGINA 85)

Sean f y g funciones continuas en un intervalo abierto que contiene a c. Si ƒ(c) p 0, 
g(c) � 0, y existe un intervalo abierto que contiene a c tal que g(x) p 0 para todo  
x p c en intervalo, entonces la gráfica de la función dada por

tiene una asíntota vertical en x � c.

DEMOSTRACIÓN  Considérese el caso en el que ƒ(c) � 0 y existe una b � c tal que c � x 
� b implica que g(x) � 0. Entonces, para M � 0 se elige un 1 tal que

y un 2 tal que

Ahora sea  el menor de 1 y 2. Entonces deducir que

Por tanto, se sigue que

y la recta x � c es una asíntota vertical de la gráfica de h. 

FÓRMULA ALTERNATIVA PARA LA DERIVADA (PÁGINA 101)

La derivada de f en c está dada por

siempre que este límite exista.

DEMOSTRACIÓN  La derivada de f en c está dada por

Sea x � c � $x. Entonces x m c a medida que $x m  0. Por tanto, sustituyendo c � $x 
por x se tiene:

f�ScD � lím
xmc

  
f SxD � f ScD

x � c

hSxD �
f SxD
gSxD

implica que
f ScD
2

< f SxD <

3f ScD
2

0 < x � c < D1

implica que 0 < gSxD <

fScD
2M

.0 < x � c < D2

implica que
f SxD
gSxD >

fScD
2

 � 2M

fScD� � M.0 < x � c < D

lím
xmc�  

f SxD
gSxD � @

f�ScD � lím
$xm0


fSc � $xD � fScD

$x
. 

f�ScD � lím
$xm0

  
fSc � $xD � fScD

$x
� lím

xmc
  

fSxD � fScD
x � c

.
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TEOREMA 2.10 REGLA DE LA CADENA (PÁGINA 131)

Si y � f(u) es una función derivable de u, y si u � g(x) es una función derivable de x, 
entonces y � f(g(x)) es una función derivable de x y

o lo que es equivalente,

DEMOSTRACIÓN  En la sección 2.4 se hizo h(x) � ƒ(g(x)) y se utilizó la fórmula alternativa 
de la derivada para demostrar que h�(c) � ƒ�(g(c)) g�(c), siempre que g(x) p g(c) para todos 
los valores de x distintos de c. Ahora se da una demostración más general. Se empieza por 
considerar la derivada de f.

Para un valor fijo de x, se define una función  tal que

Como el límite de ($x) cuando $x m 0 no depende del valor de (0), tenemos:

y se puede concluir que  es continua en 0. Además, dado que $y � 0 cuando $x � 0, la 
ecuación:

es válida ya sea que $x sea o no cero. Ahora, haciendo $u � g(x � $x) � g(x), se puede 
usar la continuidad de g para concluir que:

lo que implica

Por último,

y tomando el límite cuando $x m 0, se tiene:

d

dx
F f SgSxDDG � f�SgSxDDg�SxD.

dy

dx
�

dy

du
�

du

dx

f�SxD � lím
$xm0

 
fSx � $xD � fSxD

$x
� lím

$xm0

$y

$x

HS$xD � �0,

$y
� f�SxD,

     

$x

$x � 0

$x p 0.

lím
$xm0  HS$xD � lím

$xm0�
$y

$x
� f�SxD� � 0

$y � $xHS$xD � $xf�SxD

lím
$xm0  $u � lím

$xm0
FgSx � $xD � gSxDG � 0

lím
$xm0  HS$uD � 0.

$x p 0$y � $uHS$uD � $uf�SuD m
$y

$x
�

$u

$x
 HS$uD �

$u

$x
 f�SuD,

 �
du

dx
�

dy

du
.

 �
du

dx
 f�SuD

 
dy

dx
�

du

dx � lím
$xm0  HS$uD� �

du

dx
 f�SuD �

dy

dx
S0D �

du

dx
 f�SuD
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INTERPRETACIÓN DE LA CONCAVIDAD (PÁGINA 190)

1. Sea f derivable en un intervalo abierto I. Si la gráfica de f es cóncava hacia arriba 

en I, entonces su gráfica queda por encima de todas sus rectas tangentes en I.

2. Sea f derivable en el intervalo abierto I. Si la gráfica de f es cóncava hacia abajo 

en I, entonces su gráfica queda por abajo de todas sus rectas tangentes en I.

DEMOSTRACIÓN  Supóngase que f es cóncava hacia arriba en I � (a, b). Entonces f � es 
creciente en (a, b). Sea c un punto dentro del intervalo I � (a, b). La ecuación de la recta 
tangente a la gráfica de f en la c dada es:

Si x está en el intervalo abierto (c, b), la distancia dirigida que va del punto (x, f(x)) (en la 
gráfica de f) al punto (x, g(x)) (en la recta tangente) está dada por:

Además, por el teorema del valor medio, existe un número z en (c, x) tal que

Por tanto, se tiene:

El segundo factor (x � c) es positivo porque c � x. Además, puesto que f a es creciente, 
se sigue que el primer factor [ f  a(z) �f  a(c)] también es positivo. Por consiguiente, d � 0 
y se concluye que la gráfica de f está sobre la recta tangente en x. Si x está en el intervalo 
abierto (a, c), se puede aplicar un argumento similar. Con esto queda demostrado el primer 
enunciado; la demostración del segundo enunciado es semejante.

TEOREMA 3.7 PRUEBA DE LA CONCAVIDAD (PÁGINA 191)

Sea f una función cuya segunda derivada existe en un intervalo abierto I.

1. Si  f q (x) � 0 para todo x en I, entonces la gráfica de f es cóncava hacia arriba en I.

2. Si f  q (x) � 0 para todo x en I, entonces la gráfica de f es cóncava hacia abajo en I.

DEMOSTRACIÓN  Por la propiedad 1, suponer que  f q (x) � 0 para todo x en (a, b). Entonces, 
por el teorema 3.5,  f  a es creciente en [a, b]. Por tanto, por la definición de concavidad, la 
gráfica de f es cóncava hacia arriba en (a, b).

Por la propiedad 2, suponer que f  q (x) � 0 para todo x en (a, b). Entonces, por el teorema 
3.5,  f  a decrece en [a, b]. Por tanto, por la definición de concavidad, la gráfica de f es cóncava 
hacia abajo en (a, b).

gSxD � fScD � f�ScDSx � cD.

 � fSxD � fScD � f�ScDSx � cD.
 d � f SxD � F f ScD � f�ScDSx � cDG

f�SzD �
fSxD � fScD

x � c
.

 � F f�SzD � f�ScDGSx � cD.
 � f�SzDSx � cD � f�ScDSx � cD

 d � fSxD � fScD � f�ScDSx � cD
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TEOREMA 3.10 LÍMITES EN EL INFINITO (PÁGINA 199)

Si r es un número racional positivo y c es cualquier número real, entonces

Además, si xr está definida para x � 0, entonces lím
xm�@

 
c

x r
� 0.

DEMOSTRACIÓN  Se empieza por demostrar que:

Si  � 0, sea M � 1/ . Entonces, para x � M se tiene:

Por tanto, empleando la definición de límite en el infinito, se concluye que el límite de  
l/x, cuando x m @ es 0. Ahora, usando este resultado, y haciendo r � m/n, se puede es-
cribir:

La demostración de la segunda parte del teorema es similar. 

TEOREMA 4.2 FÓRMULAS DE SUMA (PÁGINA 260)

 � 0

 � cS n�0 Dm

 � c� n� lím
xm@

 
1
x�

m

 � c� lím
xm@

 n�1
x�

m

 � c� lím
xm@

 � 1
n�x

�
m

�

 lím
xm@

 
c

x r
� lím

xm@
 

c

xmYn

1. O
n

i �1

c � cn

\1x � 0\ < d.
1
x

< dx > M �
1
d

lím
xm@

 
c

x r
� 0.

lím
xm@

 
1
x

� 0.

4. O
n

i�1
i3 �

n2Sn � 1D2

4

3. O
n

i �1
i2 �

nSn � 1DS2n � 1D
6

2. O
n

i�1

i �
nSn � 1D

2
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DEMOSTRACIÓN  La propiedad 1 es inmediata. Si se suma n veces el número c, se obtiene 
la suma cn.

Para demostrar la propiedad 2, se escribe la suma en orden creciente y en orden decreciente, 
y se suman los términos correspondientes de la siguiente manera:

Por tanto:

La propiedad 3 se demuestra por inducción matemática. En primer lugar, para n � 1 es 
verdadera, ya que:

Suponiendo ahora que el resultado es verdadero para n � k, se comprueba que también es 
verdadero para n � k � 1:

La propiedad 4 se puede demostrar mediante un argumento con inducción matemática. 
 

TEOREMA 4.8 CONSERVACIÓN DE DESIGUALDADES (PÁGINA 278)

1. Si f es integrable y no negativa en el intervalo cerrado [a, b], entonces:

2. Si f y g son integrables en el intervalo cerrado [a, b] y f(x) � g(x) para todas las 
x en [a, b], entonces:

%b

a

 f SxD dx b %b

a

 gSxD dx.

 �
Sk � 1DSk � 2DF2Sk � 1D � 1G

6

 �
k � 1

6
 FS2k � 3DSk � 2DG

 �
k � 1

6
 S2k2 � k � 6k � 6D

 �
kSk � 1DS2k � 1D

6
� Sk � 1D2

O
k�1

i�1
 i 2 � O

k

i�1
 i 2 � Sk � 1D2

0 b %b

a

 f SxD dx.

O
1

i�1
 i 2 � 12 � 1 �

1S1 � 1DS2 � 1D
6

.

 2 O
n

i�1

 i � Sn � 1D � Sn � 1D � Sn � 1D � .  .  . � Sn � 1D � Sn � 1D

 O
n

i�1

i �  n  � Sn � 1D � Sn � 2D � .  .  . �  2  �  1

 O
n

i�1
 i �  1  �  2  �  3  � .  .  . � Sn � 1D �  nm m m m

m m m m m

términosn

O
n

i�1

 i �
nSn � 1D

2
.
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DEMOSTRACIÓN  Para demostrar la propiedad 1 supóngase que ocurre lo contrario, que:

Entonces, sea a � x0 � x1 � x2 � · · · � xn � b una partición de [a, b] y sea

una suma de Riemann. Como ƒ(x) � 0, se sigue que R � 0. Ahora, para ||$|| suficiente-
mente pequeña, se tiene |R � I| � �I/2, lo cual implica que:

lo que no es posible. De esta contradicción se concluye que:

Para demostrar la propiedad 2 del teorema, obsérvese que f(x) � g(x) implica que g(x) � 
f(x) � 0. Por tanto se puede aplicar la propiedad 1 para concluir que:

PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN LOGARITMO NATURAL (PÁGINA 325)

 La función logaritmo natural es inyectiva.

DEMOSTRACIÓN  Recordar de la sección P.3 que la función f es inyectiva si para x1 y x2 en 
su dominio

Sea t f x ln x.  Entonces, para x > 0.f x
1
x

> 0  Así que f es creciente en su dominio 

entero 0, ) y, por tanto, es estrictamente monótona (ver la sección 3.3). Se eligió x1 y 
x2 en el dominio de f de manera que x1 x2. Puesto que f es estrictamente monótona, se 
sigue que 

En cualquier caso, Así que, f x ln xf x1 f x2 .  es inyectiva. Para verificar los lími-

tes, se empieza mostrando que ln 2 1
2. Por el teorema del valor promedio para integrales, 

puede escribirse

donde c está en [1, 2].

 %b

a

 f SxD dx b %b

a

 gSxD dx.

 0 b %
%

b

a

 gSxD dx � %b

a

 fSxD dx

 0 b
b

a

 FgSxD � fSxDG dx

y lím
xm@

 ln x � @lím
xm0�

 ln x � �@

%b

a

 fSxD dx � I < 0.

R � O
n

i�1

 fSciD $xi

0 b %b

a

 f SxD dx.

O
n

i�1
 f SciD $xi � R < I �

I

2
< 0

ln 2
2

1
 
1
x
 dx

1
c

2 1
1
c

o f x1 > f x2 .f x1 < f x2

f x1 f x2 .x1 x2
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Esto implica que

Ahora sea N un número positivo (grande). Como ln x es creciente, se sigue que si  
x � 22N, entonces:

Sin embargo, puesto que ln 2 r 1
2,  se sigue que

Esto verifica el segundo límite. Para verificar el primero, sea z � l/x. Entonces, z m @ cuando 
x m 0� , y se puede escribir:

TEOREMA 5.8  CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD DE LAS FUNCIONES INVERSAS 
(PÁGINA 347)

Sea f una función cuyo dominio es un intervalo I. Si existe la función inversa de f, son 
ciertas las siguientes afirmaciones:

1. Si f es continua en su dominio, entonces f�1 es continua en su dominio.

2. Si f es creciente en su dominio, entonces f�1 es creciente en su dominio.

3. Si f es decreciente en su dominio, entonces f�1 es decreciente en su dominio.

4. Si f es derivable en un intervalo que contiene c y f a(c) p 0, entonces f�1 es deri-
vable en ƒ(c).

DEMOSTRACIÓN  Para demostrar la propiedad 1, se muestra en primer lugar, que si f es 
continua en I y tiene inversa, entonces  f es estrictamente monótona en I. Supóngase que f 
no es estrictamente monótona. En tal caso, existen en I números x1, x2 y x3 tales que x1 � 
x2 � x3, pero ƒ(x2) no está entre ƒ(x1) y ƒ(x3). Sin pérdida de la generalidad, supóngase que 
ƒ(x1) � ƒ(x3) � ƒ(x2). Por el teorema del valor intermedio, existe x0 entre x1 y x2 tal que ƒ(x0) 
� ƒ(x3). Así, f no es inyectiva y no puede tener inversa. Por tanto, f debe ser estrictamente 
monótona.

Puesto que f es continua, el teorema del valor intermedio implica que el conjunto de valores 
de f

forma un intervalo J. Suponer que a es un punto interior de J. De acuerdo con el argumento 
anterior, f�l(a) es un punto interior de I. Sea  � 0. Existe 0 � 1 �  tal que:

( fSxD: x )*

 1 r  ln 2 r
1
2

.

1 r  
1
c

 r
1
2

1 b  c  b 2

ln x > ln 22N � 2N ln 2.

ln x > 2N ln 2 r 2N�1
2� � N.

 � �@

 � � lím
zm@

 ln z

 � lím
zm@

 S�ln zD

lím
xm0�

 ln x � lím
xm0���ln 

1
x�

I1 � S f�1SaD � d1, f
�1SaD � d1D I.
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Como f es estrictamente monótona en I1, el conjunto de valores {ƒ(x): x  I1} forma un 
intervalo J1  J. Sea  � 0 tal que (a � , a � )  J1. Por último, si

Por tanto, ƒ�1
 es continua en a. Una demostración similar puede darse en el caso en que a 

sea un punto terminal.

Para demostrar la propiedad 2, sean y1 y y2 elementos en el dominio de ƒ�1, con y1 � y2. 
Entonces, en el dominio de f existen x1 y x2 tales que

Como f es creciente, ƒ(x1) � ƒ(x2) exactamente cuando x1 � x2. Por consiguiente:

lo cual implica que ƒ�1 es creciente (la propiedad 3 se demuestra de manera similar).

Por último, para demostrar la propiedad 4, considérese el límite

donde a está en el dominio de f�1 y f�1(a) � c. Puesto que f es derivable en un intervalo que 
contiene c, f es continua en ese intervalo y entonces es ƒ�1 en a. Por tanto, y m a implica 
que x m c, y se tiene:

Por tanto, existe (ƒ�1)a(a) y ƒ�1 es derivable en ƒ(c).

TEOREMA 5.9 DERIVADA DE UNA FUNCIÓN INVERSA (PÁGINA 347)

Sea f una función derivable en un intervalo I. Si f tiene una función inversa g, entonces 
g es derivable en todo x en la que ƒ�(g(x)) p 0. Además:

DEMOSTRACIÓN  De la demostración del teorema 5.8, haciendo que a � x, se sabe que g 
es derivable. Empleando la regla de la cadena, se derivan ambos miembros de la ecuación 
x � f(g(x)) para obtener:

Puesto que f a(g(x)) p 0, se puede dividir entre esa cantidad, para obtener:

1 � f�SgSxDD d

dx
FgSxDG.

S f�1D�SaD � lím
yma

 
f�1SyD � f�1SaD

y � a

 �
1

f�ScD.

 �
1

lím
xmc

 
fSxD � fScD

x � c

 � lím
xmc

 
1

� fSxD � fScD
x � c �

 S f�1D�SaD � lím
xmc

 
x � c

f SxD � fScD

f�SgSxDD p 0.g�SxD �
1

f�SgSxDD ,

d

dx
FgSxDG �

1
f�SgSxDD.

fSx1D � y1 < y2 � fSx2D.

f�1Sy1D � x1 < x2 � f�1Sy2D

entonces \ f�1SyD � f�1SaD\ < d1 < d.\y � a\ < D,
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TEOREMA 5.10  OPERACIONES CON FUNCIONES EXPONENCIALES (PROPIEDAD 2) 
(PÁGINA 353)

2. ea

eb
ea b  (Sean a y b cualesquiera números reales.)

DEMOSTRACIÓN  Para comprobar la propiedad 2, se puede escribir

Puesto que la función logaritmo natural es inyectiva, puede concluirse que

TEOREMA 5.15 UN LÍMITE QUE INVOLUCRA AL NÚMERO e (PÁGINA 366)

DEMOSTRACIÓN  Sea y � lím
xm@

 �1 �
1
x�

x

.  Aplicando el logaritmo natural en ambos lados, 
se tiene:

Puesto que la función logaritmo natural es continua, se puede escribir

Haciendo x �
1
t
,   se tiene

Por último, como ln y � 1 se sabe que y � e, y se puede concluir que

TEOREMA 5.16  DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 
(arcsen u y arccos u) (PÁGINA 376)

Sea u una función derivable de x.
     

 � 1.

 �
1
x
  en x � 1

 �
d

dx
 ln x  en x � 1

 � lím
tm0�

 
lnS1 � tD � ln 1

t

 ln y � lím
tm0�

 
lnS1 � tD

t

 ln y � lím
xm@

 �x ln�1 �
1
x�� � lím

xm@
 �ln F1 � S1YxDG

1Yx �.

lím
xm@

 �1 �
1
x�

x

� e.

lím
xm@

 �1 �
1
x�

x

� lím
xm@

 �x � 1
x �

x

� e

ln y � ln� lím
xm@

 �1 �
1
x�

x

�.

ln ea ba b ln
ea

eb
ln ea ln eb

ea

eb
ea b.

d

dx
arccos u

u

1 u2

d

dx
arcsen u

u

1 u2
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DEMOSTRACIÓN  

Método 1: Aplicar el teorema 5.9.

Sea f(x) = sen x y g(x) = arcsen x. Puesto que f es derivable en 2 y 2,  se puede 
aplicar el teorema 5.9.

Si u es una función derivable de x, entonces es posible usar la regla de la cadena para es-
cribir

Método 2: Usar diferenciación implícita.

Sea 0 y .y arccos x,  Así que, cos y = x, y se puede usar diferenciación implícita 
de la siguiente manera:

Si u es una función derivable de x, entonces puede usarse la regla de la cadena para escribir

TEOREMA 8.3 TEOREMA GENERAL DEL VALOR MEDIO (PÁGINA 570)

Si f y g son derivables en un intervalo abierto (a, b) y continuas en [a, b], y si además 
ga(x) p 0 para todo x en (a, b), entonces existe algún punto c en (a, b) tal que:

DEMOSTRACIÓN  Se puede suponer que g(a) p g(b), ya que de otra manera, por el teorema 
de Rolle se sigue que ga(x) � 0 para algún x en (a, b). Ahora, se define h(x) como:

Entonces:

y

y, por el teorema de Rolle existe un punto c en (a, b) tal que

lo cual implica que f�ScD
g�ScD �

fSbD � fSaD
gSbD � gSaD.

f�ScD
g�ScD �

fSbD � fSaD
gSbD � gSaD.

donde u
du

dx
.

d

dx
arcsen u

u

1 u2
,

1

1 x2

1

1 sen2 arcsen x

1
cos arcsen x

g x
1

f g x

 
dy

dx

1
sen y

1

1 cos2 y

1

1 x2

 sen y 
dy

dx
1

 cos y x

donde u
du

dx
.

d

dx
arccos u

u

1 u2
,

hSxD � fSxD � � f SbD � fSaD
gSbD � gSaD� gSxD.

hSaD � fSaD � � f SbD � fSaD
gSbD � gSaD� gSaD �

fSaDgSbD � fSbDgSaD
gSbD � gSaD

hSbD � fSbD � � f SbD � fSaD
gSbD � gSaD� gSbD �

fSaDgSbD � fSbDgSaD
gSbD � gSaD

h�ScD � f�ScD �
fSbD � fSaD
gSbD � gSaD g�ScD � 0
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TEOREMA 8.4 REGLA DE L’HÔPITAL (PÁGINA 570)

Sean  f  y g funciones derivables en un intervalo abierto (a, b) que contiene a c, excepto 
posiblemente en la misma c. Supóngase que g�(x) p 0 para todo x en (a, b), excep-
to posiblemente en la propia c. Si el límite de f(x)/g(x) cuando x tiende a c produce la 
forma indeterminada 0/0, entonces

siempre que el límite de la derecha exista (o sea infinito). Este resultado también es 
válido si el límite de f(x)/g(x) cuando x tiende a c produce cualquiera de las formas 
indeterminadas @/@, (�@)/@, @/(�@), o (�@)/(� @).

Se puede utilizar el teorema del valor medio generalizado para demostrar la regla de 
L’Hôpital. Sólo se da la demostración de uno de los varios casos de esta regla, dejando los 
demás casos en los que x m c� y x m c, como ejercicio para el lector.

DEMOSTRACIÓN  Considérese el caso en el que lím
xmc�

 fSxD � 0 y lím
xmc�

 gSxD � 0.  Se definen 
las siguientes nuevas funciones:

Para todo x, c � x � b, F y G son derivables en (c, x] y continuas en [c, x]. Se puede aplicar 
el teorema del valor medio generalizado, para concluir que en (c, x) existe un número z tal 
que:

Por último, si se hace que x tienda a c por la derecha, x m c�, se tiene que z m c�, ya que 
c � z � x, y

TEOREMA 9.19 TEOREMA DE TAYLOR (PÁGINA 656)

Si una función f es derivable hasta el orden n + 1 en un intervalo I que incluye a c, 
entonces, para todo x en I existe z entre x y c tal que

donde

DEMOSTRACIÓN  Para determinar Rn(x), se fija x en I (x p c) y se escribe RnSxD � f SxD � PnSxD 
donde Pn(x) es el n-ésimo polinomio de Taylor para f(x). Sea ahora g una función de t de-
finida por:

lím
xmc

  
fSxD
gSxD � lím  

xmc

f�SxD
g�SxD

y GSxD � �gSxD,     
0,

x p c

x � c
.FSxD � �fSxD,

0,
     x p c

     x � c

 lím
xmc�

 
fSxD
gSxD � lím

xmc�
 
f�SzD
g�SzD

 
F�SzD
G�SzD �

FSxD � FScD
GSxD � GScD �

f SxD
gSxD.

�
f�SzD
g�SzD

�
FSxD
GSxD

� lím
zmc�

 
f�SzD
g�SzD � lím

xmc�
 
f�SxD
g�SxD.

RnSxD �
f Sn�1DSzD
Sn � 1D! Sx � cDn�1.

� RnSxDf SxD � f ScD � f�ScDSx � cD �
f � ScD
2!

 Sx � cD2
� .  .  . �

f SnDScD
n!

 Sx � cDn

gStD � fSxD � fStD � f�StDSx � tD � .  .  . �
f SnD StD

n!
 Sx � tDn � RnSxD Sx � tDn�1

Sx � cDn�1.
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La razón por la que se define g de esta manera es que la derivación con respecto a t tiene un 
efecto telescópico. Por ejemplo, se tiene:

El resultado es que la derivada g�(t) se simplifica a

para todo t entre c y x. Además, para un x fijo:

y

Por tanto, g satisface las condiciones del teorema de Rolle, y se sigue que existe un número 
z entre c y x tal que g�(z) � 0. Si se sustituye t por z en la ecuación de g�(t) y después se 
despeja Rn(x) se obtiene:

Por último, como g(c) � 0, se tiene:

TEOREMA 9.20 CONVERGENCIA DE UNA SERIE DE POTENCIAS (PÁG. 662)

Para una serie de potencias centrada en c, exactamente uno de los siguientes enun-
ciados es verdadero.

1. La serie converge sólo en c.
2. Existe un número real R � 0 tal que la serie se converge absolutamente para  

  \x � c\ � R y diverge para \x � c\ � R.
3. La serie converge absolutamente para todo x.

El número R es el radio de convergencia de la serie de potencias. Si la serie converge 
sólo en c, el radio de convergencia es R = 0, y si la serie converge para todo x, el radio 
de convergencia es R = @. El conjunto de todos los valores de x para los cuales la serie 
exponencial converge es el intervalo de convergencia de la serie de potencias.

DEMOSTRACIÓN  Con el fin de simplificar la notación, se demostrará el teorema para la 
serie de potencias O an x 

n centrada en x � 0. La demostración para una serie de potencias 
centrada en x � c se deduce con facilidad. Un paso clave en esta demostración usa la pro-
piedad de completitud del conjunto de los números reales: si un conjunto no vacío S de 
números reales tiene una cota superior, entonces debe tener una mínima cota superior (vea 
la página 603).

Se debe mostrar que si una serie de potencias O an x 
n converge en x � d, d p 0, entonces 

converge para todo b que satisface   \b\ � \d\. Como O an x 
n  converge, el lím

nm@
 andn � 0.

 
d

dt
 F�fStD � f�StDSx � tDG � �f�StD � f�StD � f �StDSx � tD

g�StD � �
f Sn�1DStD

n!
 Sx � tDn � Sn � 1DRnSxD Sx � tDn

Sx � cDn�1

gScD � fSxD � FPnSxD � RnSxDG � fSxD � fSxD � 0

gSxD � fSxD � fSxD � 0 � .  .  . � 0 � fSxD � fSxD � 0.

RnSxD �
f Sn�1DSzD
Sn � 1D!  Sx � cDn�1.

g�SzD � �
f Sn�1DSzD

n!
 Sx � zDn � Sn � 1DRnSxD Sx � zDn

Sx � cDn�1 � 0

 fSxD � fScD � f�ScDSx � cD � .  .  . �
f SnDScD

n!
 Sx � cDn � RnSxD.

 0 � f SxD � fScD � f�ScDSx � cD � .  .  . �
f SnDScD

n!
 Sx � cDn � RnSxD

� �f� StDSx � tD.
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Por tanto, existe un N � 0 tal que and
n � 1 para todo n r N. Entonces, para todo n r N:

Así, para \bd\ < 1,\b\ < \d\,  lo cual implica que

es una serie geométrica convergente. Por el criterio de comparación, la serie O anb
n también 

converge.

Del mismo modo, si la serie de potencias O an x 
n diverge en x = b, donde b x 0, entonces 

diverge para todo d que satisface \d\ � \b\. Si O an d 
n convergiera, entonces el argumento 

anterior implicaría que O anb
n también fuera divergente.

Por último, para demostrar el teorema, supóngase que ninguno de los casos 1 y 3 sea 
verdadero. Entonces existen puntos b y d tales que O an x 

n converge en b y diverge en d. Sea 
S = {x: O an x 

n converge}. S no es un conjunto vacío ya que b  S. Si x  S, entonces \x\b 
\d\, lo cual muestra que \d\ es una cota superior del conjunto no vacío S. Por la propiedad 
de completitud, S tiene una mínima cota superior, R.

Ahora, si \x\� R, entonces x  S de manera que O an x 
n diverge. Y si \x\ �R, entonces 

 \x\ no es cota superior de S, por lo que existe b en S que satisface \b\ � \x\. Como b  S, 
O an b 

n converge lo que implica que O an x 
n converge.

 

O \bn

dn\

\anbn\ � \anbn 
dn

dn\ � \and
n\ \bn

dn\ < \bn

dn\.



B Tablas de integración

Fórmulas

1.

2.

Integrales con la forma

3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13. % 
1

u2Sa � buD2 du � �
1
a2� a � 2bu

uSa � buD �
2b

a
 ln\ u

a � bu\� � C

% 
1

u2Sa � buD du � �
1
a �

1
u

�
b

a
 ln\ u

a � bu\� � C

% 
1

uSa � buD2 du �
1
a

 � 1
a � bu

�
1
a

 ln\ u

a � bu\� � C

% 
1

uSa � buD du �
1
a

 ln\ u

a � bu\ � C

n p 1, 2, 3% 
u2

Sa � buDn
 du �

1
b3� �1

Sn � 3DSa � buDn�3 �
2a

Sn � 2DSa � buDn�2 �
a2

Sn � 1DSa � buDn�1� � C,

% 
u2

Sa � buD3 du �
1
b3� 2a

a � bu
�

a2

2Sa � buD2 � ln\a � bu\� � C

% 
u2

Sa � buD2 du �
1
b3�bu �

a2

a � bu
� 2a ln\a � bu\� � C

% 
u2

a � bu
 du �

1
b3  ��bu

2
 S2a � buD � a2 ln\a � bu\� � C

% 
u

Sa � buDn
 du �

1
b2� �1

Sn � 2DSa � buDn�2 �
a

Sn � 1DSa � buDn�1� � C,  n p 1, 2

% 
u

Sa � buD2 du �
1
b2 � a

a � bu
� ln\a � bu\� � C

% 
u

a � bu
 du �

1
b2Sbu � a ln\a � bu\D � C

a � bu

% 
1
u

 du � ln\u\ � C

% un du �
un�1

n � 1
� C,  n p �1

un
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Integrales con la forma

14.

15.

Integrales con la forma

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Integrales con la forma

23.

24.

25.

Integrales con la forma

26.

27.

28. % 
�u2 � a2

u
 du � �u2 � a2 � a ln\a � �u2 � a2

u \ � C

% u2�u2 p a2 du �
1
8
 FuS2u2 p a2D�u2 p a2 � a4 ln\u � �u2 p a2\G � C

% �u2 p a2 du �
1
2

 Su�u2 p a2 p a2 ln\u � �u2 p a2\D � C

�u2 p a2,  a > 0

% 
1

Sa2 p u2Dn
 du �

1
2a2Sn � 1D �

u

Sa2 p u2Dn�1
� S2n � 3D% 

1
Sa2 p u2Dn�1 du�,  n p 1

% 
1

u2 � a2 du � �% 
1

a2 � u2 du �
1

2a
 ln\u � a

u � a\ � C

% 
1

a2 � u2 du �
1
a

 arctan 
u

a
� C

a2 p u2,  a > 0

% 
un

�a � bu
 du �

2
S2n � 1Db �un�a � bu � na % 

un�1

�a � bu
 du�

% 
u

�a � bu
 du �

�2S2a � buD
3b2

�a � bu � C

% 
�a � bu

un
 du �

�1
aSn � 1D �

Sa � buD3Y2

un�1 �
S2n � 5Db

2
 % 

�a � bu

un�1  du�,  n p 1

% 
�a � bu

u
 du � 2�a � bu � a% 

1

u�a � bu
 du

% 
1

un�a � bu
 du �

�1
aSn � 1D �

�a � bu

un�1 �
S2n � 3Db

2
 % 

1

un�1�a � bu
 du�,  n p 1

a < 0
2

��a
 arctan �a � bu

�a
� C,

% 
1

u�a � bu
 du � �

% un�a � bu du �
2

bS2n � 3D�unSa � buD3Y2 � na % un�1�a � bu du�

�a � bu

% 
u

a � bu � cu2 du �
1
2c

 �ln\a � bu � cu2\ � b % 
1

a � bu � cu2 du�

b2
> 4ac

1
�b2 � 4ac

 ln\2cu � b � �b2 � 4ac

2cu � b � �b2 � 4ac\ � C,
% 

1
a � bu � cu2 du � �

a � bu � cu2,  b2 p 4ac

a > 0
1
�a

 ln\�a � bu � �a

�a � bu � �a\ � C,

b2
< 4ac

2
�4ac � b2

 arctan 
2cu � b

�4ac � b2
� C,
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A-22  APÉNDICE B  Tablas de integración

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Integrales con la forma

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45. % 
1

Sa2 � u2D3Y2 du �
u

a2�a2 � u2 � C

% 
1

u2�a2 � u2 du �
��a2 � u2

a2u
� C

% 
u2

�a2 � u2 du �
1
2

 ��u�a2 � u2 � a2 arcsen 
u

a� � C

% 
1

u�a2 � u2 du �
�1
a

 ln\a � �a2 � u2

u \ � C

% 
1

�a2 � u2 du � arcsen 
u

a
� C

% 
�a2 � u2

u2  du �
��a2 � u2

u
� arcsen 

u

a
� C

% 
�a2 � u2

u
 du � �a2 � u2 � a ln\a � �a2 � u2

u \ � C

% u2�a2 � u2 du �
1
8

 �uS2u2 � a2D�a2 � u2 � a4 arcsen 
u

a� � C

% �a2 � u2 du �
1
2

 �u�a2 � u2 � a2 arcsen 
u

a� � C

�a2 � u2,  a > 0

% 
1

Su2 p a2D3Y2 du �
pu

a2�u2 p a2
� C

% 
1

u2�u2 p a2
 du � � 

�u2 p a2

a2u
� C

% 
u2

�u2 p a2 du �
1
2

 Su�u2 p a2 � a2 ln\u � �u2 p a2\D � C

% 
1

u�u2 � a2 du �
1
a

 arcsec \u\
a

� C

% 
1

u�u2 � a2 du �
�1
a

 ln\a � �u2 � a2

u \ � C

% 
1

�u2 p a2 du � ln\u � �u2 p a2\ � C

%�u2 p a2

u2  du �
��u2 p a2

u
� ln\u � �u2 p a2\ � C

% 
�u2 � a2

u
 du � �u2 � a2 � a arcsec \u\

a
� C



Integrales con la forma o 

46. 47.

48. 49.

50. 51.

52. 53.

54. 55.

56. 57.

58.

Integrales con la forma

59. 60.

61.

62. o

63. 64.

65. 66.

67.

68.

69.

70.

71. 72.

73. 74. % 
1

1 p csc u
 du � u � tan u p sec u � C% 

1
1 p sec u

 du � u � cot u �

�

 csc u � C

% 
1

1 p cot u
 du �

1
2

 Su  ln\sen u p cos u\D � C% 
1

1 p tan u
 du �

1
2

 Su p ln\cos u p sen u\D � C 

% cscn u du � �
cscn�2 u cot u

n � 1
�

n � 2
n � 1

 % cscn�2u du,  n p 1

% secn u du �
secn�2 u tan u

n � 1
�

n � 2
n � 1

 % 

 secn�2 u du,  n p 1

%cotn u du �  �
cotn�1u

n � 1
� % Scotn�2 uD du,  n p 1

% tann u du �
tann�1 u

n � 1
� % tann�2 u du,  n p 1

% csc2 u du � �cot u � C% sec2 u du � tan u � C

% cot2 u du � �u � cot u � C% tan2 u du � �u � tan u � C

% csc u du � �ln\csc u � cot u\ � C% csc u du � ln\csc u � cot u\ � C

% sec u du � ln\sec u � tan u\ � C

% cot u du � ln\sen u\ � C% tan u du � �ln\cos u\ � C

tan u, cot u, sec u, csc u

% 
1

sen u cos u
 du � ln\tan u\ � C

% 
1

1 p cos u
 du � �cot u p csc u � C% 

1
1 p sen u

 du � tan u � sec u � C

% un cos u du � un sen u � n %  un�1 sen u du% un sen u du � �un cos u � n% un�1 cos u du

% u cos u du � cos u � u sen u � C% u sen u du � sen u � u cos u � C

% cosn u du �
cosn�1 u sen u

n
�

n � 1
n

 % cosn�2 u du% senn u du � �
senn�1 u cos u

n
�

n � 1
n

 % senn�2 u du

% cos2 u du �
1
2

 Su � sen u cos uD � C% sen2 u du �
1
2

 Su � sen u cos uD � C

% cos u du � sen u � C% sen u du � �cos u � C

cos usen u
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A-24  APÉNDICE B  Tablas de integración

Integrales con funciones trigonométricas inversas

75. 76.

77. 78.

79.

80.

Integrales con la forma

81. 82.

83. 84.

85.

86.

Integrales con la forma

87. 88.

89.

90. 91.

Integrales con funciones hiperbólicas

92. 93.

94. 95.

96. 97.

Integrales con funciones hiperbólicas inversas (en forma logarítmica)

98. 99.

100. % du

u�a2 p u2
� �

1
a

 ln 
a � �a2 p u2

\u\ � C

% du

a2 � u2 �
1

2a
 ln\a � u

a � u\ � C� C% du

�u2 p a2
� lnSu � �u2 p a2 D

%csch u coth u du � �csch u � C%sech u tanh u du � �sech u � C

%csch2 u du � �coth u � C%sech2 u du � tanh u � C

%senh u du � cosh u � C%cosh u du � senh u � C

% Sln uDn du � uSln uDn � n % Sln uDn�1 du% Sln uD2 du � u F2 � 2 ln u � Sln uD2G � C

% un ln u du �
un�1

Sn � 1D2 F�1 � Sn � 1D ln uG � C,  n p �1

% u ln u du �
u2

4
S�1 � 2 ln uD � C% ln u du � uS�1 � ln uD � C

ln u

% eau cos bu du �
eau

a2 � b2 Sa cos bu � b sen buD � C

% eau sen bu du �
eau

a2 � b2 Sa sen bu � b cos buD � C

% 
1

1 � eu
 du � u � lnS1 � euD � C%uneu du � uneu � n% un�1eu du

% ueu du � Su � 1Deu � C% eu du � eu � C

eu

% arccsc u du � u arccsc u � ln\u � �u2 � 1\ � C

% arcsec u du � u arcsec u � ln\u � �u2 � 1\ � C

% arccot u du � u arccot u � ln�1 � u2 � C% arctan u du � u arctan u � ln�1 � u2 � C

% arccos u du � u arccos u � �1 � u2 � C% arcsen u du � u arcsen u � �1 � u2 � C



Soluciones de los ejercicios impares

(página 8)
1. 2. 3. 4.

5.

7.

9.

11.

13.

15. 17.

19. 21.

23. 25. 27.

29.

31.

33. 35.

37.

39.

41. 43.
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A-26  Soluciones de los ejercicios impares

45. 47.

Simetría: respecto al eje y Simetría: ninguna

49. 51.

Simetría: ninguna Simetría: ninguna

53. 55.

Simetría: respecto al origen Simetría: respecto al origen

57. 59.

Simetría: respecto al eje y
Simetría: respecto al eje x

61.

Simetría: respecto al eje x
63. 65. 67.

69.

71. 73.

75. a)
b) El modelo es un buen ajuste para

los datos.

c) 212.9
77. unidades 79.

81. a) Demostración b) Demostración
83. Falso. no es un punto de la gráfica de
85. Verdadero 87.

Sección P.2 (página 16)
1. 3. 5.

7. 9.

11. no está definida. 13.

15. 17.

19. a) b) ft
21. a) b) Menor rapidez de crecimiento 

de la población de 2004 a 2005.

23.

25. 27.

29. 31.

x

1 2 3 4

−1

2

3

4

(0, 0)

y

x

11234
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Soluciones de los ejercicios impares  A-27

33. 35.

37. 39.

41. 43.

45. 47. 49.

51. 53.

55. 57.

59. a) b)

Las rectas en a) no parecen perpendiculares, pero lo son en b) 
debido a que se utiliza una configuración cuadrada. Las rectas 
son perpendiculares.

61. a) b)
63. a) b)
65. a) b)

67. 69.

71. 73. No son colineales, porque 

75. 77.

79.

81. a)
b)

c) Cuando se producen 6 unidades, el salario de ambas opciones 
es de $19.00 por hora. Seleccionar la opción 1 si se producen 
6 unidades. Seleccionar la opción 2 si se producen más de 6 
unidades.

83. a)
b) c) 49 unidades

45 unidades
85. 87. 2 89. 91.

93. Demostración 95. Demostración 97. Demostración 99. Verdadero

Sección P.3 (página 27)
1. a) Dominio de rango de 

Dominio de rango de 
b)
c) d) e) y

3. a) b) c) d)
5. a) 5 b) 0 c) 1 d)
7. a) 1 b) 0 c) 9.

11.

13. Dominio: rango:
15. Dominio: rango:
17. Dominio: Todos los números reales t tales que

donde n es un entero; rango:
19. Dominio: rango:
21. Dominio:
23. Dominio: Todos los números reales x tales que donde

n es un entero
25. Dominio:
27. a) b) 2 c) 6 d)

Dominio: rango: , 1 2, , ;
2t 2 41

, 3 3, 

x 2n ,
0, 1

, 0 0, , 0 0, ;
, 1   1, 

t 4n 2,
0, 0, ;

0, , ;

1 x 1 1 x 1 , x 2

x 1 x 1 x 2 x 1

3x2 3x x x 2, x 01
2

4 2t t 2

7x 117b 4254
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g 3 4f 2 1;
4, 4g:3, 3 ;g:
3, 5f :4, 4 ;f :

2 25 2 212y 5x 169 0
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A-28  Soluciones de los ejercicios impares

29. a) 4 b) 0 c) d)
Dominio: rango:

31. 33.

Dominio: Dominio:
Rango: Rango: 

35. 37.

Dominio: Dominio:
Rango: Rango:

39. El estudiante viaja milla  minuto durante los primeros 4 mi-

41. no es una función de x. 43. es una función de x.
45. no es una función de x. 47. no es una función de x.
49. 50. 51. 52. 53. 54.

55. a) b)

c) d)

e) f )

57. a) Traslación vertical b) Reflexión alrededor del eje x

c) Traslación horizontal

59. a) 0 b) 0 c) d)
e) f )

61. dominio:
dominio:

No, sus dominios son diferentes.
63. dominio:

dominio:
No

65. a) 4 b)
c) Indefinida. La gráfica de g no existe en
d) 3 e) 2
f ) Indefinida. La gráfica de f no existe en

67. Las respuestas varían.
Ejemplo:

69. Par 71. Impar 73. a) b)
75. es par. no es ni par ni impar. es impar.
77. 79.

81. Las respuestas varían. 
Ejemplo de respuesta:

83. Las respuestas varían. 
Ejemplo de respuesta:

85.

87. a)
b) Los cambios en la temperatura ocurren 1 hora más tarde.
c) Las temperaturas son 1° más bajas.
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Soluciones de los ejercicios impares  A-29

89. a) b)

91.

93. Demostración 95. Demostración
97. a)

b)

c)

1
2
3
4
5
6

Las dimensiones de la caja que proporcionan el volumen 
máximo son 

99. Falso. Por ejemplo, si
101. Verdadero 103. Problema Putnam A1, 1988

Sección P.4 (página 34)
1. Trigonométrica 3. Sin relación
5. a) y b) 7. a)

b)

El modelo ajusta bien.
c) 3.63 cm

Lineal aproximadamente
c) 136

9. a)
b)

c)

d)
11. a)

b)

13. a)
b)

c)

d)

e)

15. a)
b) c) 214 hp

17. a) Sí. Al tiempo t hay uno y solo un desplazamiento y.
b) Amplitud: 0.35; periodo: 0.5 c)
d) El modelo parece ajustarse 

bien a los datos.

19. Las respuestas varían. 21. Problema Putnam A2, 2004
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Un mayor consumo de energía per cápita en un país tiende 
a estar relacionado con un mayor producto interno bruto 
per cápita. Los cuatro países que más difieren del modelo 
lineal son Venezuela, Corea del Sur, Hong Kong y Reino 
Unido.

De acuerdo con el modelo, los tiempos requeridos para 
alcanzar velocidades menores de 20 millas por hora son 
todos casi los mismos.

No. De la gráfica en el apartado b) se observa que el mo- 
delo del apartado a) se acerca a los datos más que el modelo 
mostrado en d).
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La gráfica de          debe pasar por el origen y por los 
cuadrantes I y III. Debe ser simétrica con respecto al origen 
y bastante plana en el intervalo (−1, 1). La gráfica 
debe pasar por el origen y por los cuadrantes I y II. Debe ser 
simétrica con respecto al eje y bastante plana en el intervalo 
(−1, 1).

Ejercicios de repaso para el capítulo P (página 37)

1. 3. 5.

7. 9.

11. 13.

15. 17. 19.

21. 23.

25. 27. o

29. a) b)
c) d)

31.

33. No es función 35. Es función

37. a) Indefinida b)
39. a) Dominio: rango:

b) Dominio: rango:
c) Dominio: rango:

41. a) b)

c) d)

43. a)

b)

45. a)
b) Dominio:

c) Área máxima: 
; 6 6 pulg.36 pulg2
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Todas las gráficas pasan por el origen. Las gráficas de 
potencias impares de x son simétricas con respecto al origen 
y las gráficas de potencias pares de x son simétricas con 
respecto al eje y. Conforme las potencias se incrementan las 
gráficas se hacen más planas en el intervalo 
Las gráficas de estas ecuaciones con potencias pares se 
extienden en los cuadrantes I y II. 

1 < x < 1.
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47. a) Grado mínimo: 3; coeficiente dominante: negativo
b) Grado mínimo: 4; coeficiente dominante: positivo
c) Grado mínimo: 2; coeficiente dominante: negativo
d) Grado mínimo: 5; coeficiente dominante: positivo

49. a) Sí. A cada tiempo t le corresponde uno y sólo un desplaza-
miento y.

b) Amplitud: 0.25; Periodo: 1.1 c)
d) El modelo parece ajustarse 

a los datos.

SP Solución de problemas (página 39)
1. a) Centro: radio: 5

b) c) d)
3.

a) b)

c) d)

e) f )

5. a) Dominio:
b) Las dimensiones de 

dan el área máxima de 

c)

7.

9. a) 5, menor b) 3, mayor c) 4.1, menor
d) e) 4; las respuestas varían.

11. Al utilizar la definición de valor absoluto, se puede reescribir la 
ecuación como

Para y se tiene Para cualquier 
se tiene De esta manera, la gráfica de
es como sigue.

13. a)

b)

c) Conforme k se hace muy grande y

El centro del círculo se acerca a (0, 0), y su radio se aproxi-
ma a 0.

15. a) Dominio: rango:

b)

Dominio:
c)

Dominio:
d) La gráfica no es un recta porque 

tiene huecos en y
x 1.
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x 2.9 2.99 2.999

f x 0.0641 0.0627 0.0625

x 3.001 3.01 3.1

f x 0.0625 0.0623 0.0610

x 0.1 0.01 0.001

f x 0.9983 0.99998 1.0000

x 0.001 0.01 0.1

f x 1.0000 0.99998 0.9983

Capítulo 1
Sección 1.1   (página 47)

1. Al aplicar precálculo: 300 pies
3. Al aplicar cálculo: la pendiente de la recta tangente en es 0.16.

5. a) Al aplicar precálculo: 10 unidades cuadradas
b) Cálculo: 5 unidades cuadradas

7. a)

b) c) 2. Utilizar puntos cercanos a P.

9. a) Área 10.417; Área 9.145 b) Utilizar más rectángulos.
11. a) 5.66 b) 6.11 c) Aumentar el número de segmentos.

Sección 1.2   (página 54)
1.

3.

5.

7.

(El límite real es 1.)

9.

11.

13.

(El límite real es 2.)

15. 1 17. 2
19.

21. 0
23.

25. a) 2
b)

c) No existe el valor. La función no está definida en
d) 2

27. existe en todos los puntos de la gráfica excepto en

29. 31.

existe en todos los 

puntos de la gráfica excepto en 

33. a)

0
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16

c 4.
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 f x

x 4.
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sen 2x

x
2.0000

El límite real es
2
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.lím
x�1

 
x4 1
x6 1

0.6666

El límite real es
1
4

.lím
x�1

 
x 2

x2 x 6
0.2500

lím
x�0

 
sen x

x
1.0000

El límite real es 
1
16

.lím
x�3

 
1 x 1 1 4

x 3
0.0625

El límite real es 
1

2 6
.lím

x�0
 

x 6 6
x

0.2041

El límite real es 
1
5

.lím
x�4

 
x 4

x2 3x 4
0.2000

1; 32; 52

�2 2 4 8

6

8

10

P

x

y

x 2

x 3.9 3.99 3.999 4.001 4.01 4.1

f x 0.2041 0.2004 0.2000 0.2000 0.1996 0.1961

x 0.1 0.01 0.001 0.001 0.01 0.1

f x 0.2050 0.2042 0.2041 0.2041 0.2040 0.2033

x 0.9 0.99 0.999 1.001 1.01 1.1

f x 0.2564 0.2506 0.2501 0.2499 0.2494 0.2439

x 0.9 0.99 0.999 1.001 1.01 1.1

f x 0.7340 0.6733 0.6673 0.6660 0.6600 0.6015

x 0.1 0.01 0.001 0.001 0.01 0.1

f x 1.9867 1.9999 2.0000 2.0000 1.9999 1.9867

No existe el límite. La función tiende a 1 por la derecha de 2 pero 
tiende a 1 por la izquierda de 2.

No existe el límite. Cuando x tiende a 0, la función oscila entre 
1 y 1. 

No existe el límite. La función tiende a 1 por la derecha de 1 
pero tiende a 3.5 por la izquierda de 1.
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x 0.001 0.0001 0.00001

f x 2.7196 2.7184 2.7183

x 0.00001 0.0001 0.001

f x 2.7183 2.7181 2.7169

b)

c)

No existe el límite porque los límites por la derecha y por la 
izquierda son diferentes.

35. 37.

39.

41. Con
43. 6 45. 47. 3 49. 0 51. 10 53. 2 55. 4
57. 59.

Dominio: Dominio:
La gráfica tiene un hueco La gráfica tiene un hueco
en en

61.

63. i) Los valores de f se aproxi-
man a diferentes números 
cuando x tiende a c por 
diferentes lados de c.

ii) Los valores de f crecen o 
decrecen indefinidamente 
cuando x tiende a c.

iii) Los valores de f oscilan entre dos números fijos cuando x 
tiende a c.

65. a) cm

b) o aproximadamente

(c)

67.

69.

71. Falso. La existencia o no existencia de en no influye 
en la existencia del límite de cuando

73. Falso. Ver el ejercicio 17.
75. Sí. Cuando x tiende a 0.25 por cualquiera de los lados, se

acerca arbitrariamente a 0.5.

77.

79 a 81. Demostraciones. 83. Las respuestas varían.
85. Problema Putnam B1, 1986.

Sección 1.3   (página 67)
1. 3.

a) 0 b) a) 0 b)
5. 8 7. 9. 0 11. 7 13. 2 15. 1

17. 19. 21. 7 23. a) 4 b) 64 c) 64
25. a) 3 b) 2 c) 2 27. 1 29. 31. 1
33. 35. 37. a) 10 b) 5 c) 6 d)
39. a) 64  b) 2  c) 12  d) 8
41. a) b)

y coinciden excepto en x 0.f x x 1g x
x2 x

x

21

3 211 2
1 2

1 51 2
1

0.52 o 65
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x 9.x 4.

0, 9 9, 5, 4 4, 

lím
x 9

 f x 6lím
x 4

 f x
1
6

0

0

10

10

6 6

0.1667

0.5

3
0.01 5 0.002.L 1.

Con 0.01 3 0.0033.L 8.

1
11 0.0910.4

lím
t 3.5

 C t 12.36

t 3 3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 4

C 11.57 12.36 12.36 12.36 12.36 12.36 12.36

t 2 2.5 2.9 3 3.1 3.5 4

C 10.78 11.57 11.57 11.57 12.36 12.36 12.36

Las respuestas varían. Ejemplo de respuesta: cuando x tiende a 8 
por cualquier lado, f (x) se acerca arbitrariamente a 25.
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x 0.1 0.01 0.001 0 0.001 0.01 0.1

f x 0.1 0.01 0.001 ? 0.001 0.01 0.1

t 0.1 0.01 0 0.01 0.1

f t 2.96 2.9996 ? 2.9996 2.96

x 0.1 0.01 0.001 0.001 0.01 0.1

f x 0.358 0.354 0.354 0.354 0.353 0.349

x 0.1 0.01 0.001

f x 0.263 0.251 0.250

x 0.001 0.01 0.1

f x 0.250 0.249 0.238

43. a) 2 b) 0

y coinciden excepto en

45.

y coinciden excepto en

47. 12

y coinciden excepto en

49. 51. 53. 55. 57.

59. 61. 2 63.

65. 67. 0 69. 0 71. 0 73. 1 75.

77.

La gráfica tiene un hueco en

Las respuestas varían. Ejemplo:

79.

La gráfica tiene un hueco en

Las respuestas varían. Ejemplo:

81.

La gráfica tiene un hueco en

Las respuestas varían. Ejemplo:

83.

La gráfica tiene un hueco en

Las respuestas varían. Ejemplo:

85. 3 87. 89. 4

91. 93.

0 0

95.

0

La gráfica tiene un hueco en

97. coinciden en todos los puntos, excepto en uno si c es un 

para todonúmero real tal que 

99.

101. Las magnitudes de y son 

aproximadamente iguales cuando x 

se encuentra cercana a 0. Por tanto, 

su relación es de 1 aproximadamente.

103. 105.

107. Sea y

y no existen. Sin embargo,

y por tanto existe.

109 a 113. Demostraciones

115. Sea

no existe porque para y para

x 0,  f x 4.

x < 0,  f x 4lím
x�0

 f x

lím
x�0

 f x lím
x�0

 4 4

f x
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Se obtiene una indeterminación cuando al evaluar un límite 

empleando sustitución directa se produce una fracción que no 

tiene significado, como
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117.

119. Verdadero.
121.

123. Demostración.

125. a) Todos los valores 

b)

El dominio no es obvio. El hueco en no se ve de
manera clara en la gráfica.

c) d)

127. La calculadora no fue seleccionada en el modo de radianes.

Sección 1.4   (página 78)
1. a) 3 b) 3 c) 3; es continua sobre
3. a) 0 b) 0 c) 0; Discontinua en 
5. a) b) 3 c) No existe el límite.

Discontinua en 
7. 9.

11. No existe el límite. La función decrece indefinidamente cuando 
x tiende a 3 por la izquierda.

13. 15. 17. 19. 2
21.

23. 8
25. No existe el límite. La función tiende a 5 por la izquierda de 3 

pero tiende a 6 por la derecha de 3.
27. Discontinua en 
29. Discontinua en todos los enteros
31. Continua en 33. Continua en 
35. Discontinuidad no removible en 
37. Continua para todo número real x
39. Discontinuidades no removibles en 
41. Continua para todo número real x

43. Discontinuidad no removible en 
Discontinuidad removible en 

45. Continua para todo número real x
47. Discontinuidad removible en 

Discontinuidad no removible en 
49. Discontinuidad no removible en 
51. Continua para todo número real x
53. Discontinuidad no removible en 
55. Continua para todo número real x
57. Discontinuidades no removibles en los múltiplos enteros de 
59. Discontinuidad no removible en todo entero
61.

Discontinuidad en 

63. 65. 67.

69. Continua para todo número real x
71. Discontinuidades no removibles en 
73. 75.

Discontinuidad no removible 
en todo entero

Discontinuidad no removible
en

77. Continua en 
79. Continua en los intervalos abiertos . . .

. . . 

81.

83. Puesto que es continua en el intervalo y
y por el teorema del valor intermedio existe un 
número real c en tal que

85.

87. 0.68, 0.6823 89. 0.56, 0.5636
91. 93.

95. a) El límite no existe en
b) La función no está definida en
c) El límite existe, pero no es igual al valor de la función en

d) El límite no existe en
97.

99. Verdadero

x c.
x c.

x c.
x c.

f 2 4f 3 11

f c 0.1, 2
f 2 8 3,

f 1 37 121, 2f x

4 4

2

3

2, 6 ,
2, 2 ,6, 2 ,

, 
x 4

2

2

8

10

3 3
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0.5

x 1

a 1,  b 1a 2a 7

x 2

lím
x 0

 f x 0

lím
x 0

 f x 0

8 8

10

50

2

x 2

x 7
x 5

x 2

x 0
x 1

x 2

x 0
1, 47, 7

x 2

5 21 x21

1
10

1
16

x 2
3

x 3
, .f x

1
2

1
2

x 0

2

2

3

2

3

2

2
nx 0,

6

2

3

4

3

2

3

2

Falso. No existe el límite porque de la función tiende a 1 por la 
derecha de 0 y a 1 por la izquierda de 0. (Observar la siguiente 
gráfica.)

Falso. No existe el límite porque la función         tiende a 3 por 
la izquierda de 2 y a 0 por la derecha de 2. (Observar la siguien-
te gráfica.)

No existe el límite. La función decrece indefinidamente cuando 
x tiende a     por la izquierda y crece indefinidamente cuan-
do x tiende a     por la derecha.

La gráfica tiene un hueco en x  0. La 
gráfica parece continua, pero la fun- 
ción no es continua en [ 4, 4]. A partir 
de la gráfica no resulta evidente que la 
función tiene una discontinuidad en 
x  0. 

Puesto que f (x) es continua en el intervalo [0,    ] y f (0) 3 y 
f (   )  8.87, por el teorema del valor intermedio existe un núme-
ro real c en [0,    ]  tal que f (c)  0.

Si f y g son continuas para todos los números reales entonces 
también lo es f  g (teorema 1.11, parte 2). Sin embargo, f  g 
podría no ser continua si g(x)  0. Por ejemplo, sean f (x)  x y 
g(x)  x2  1. Se cumple que f y g son continuas para todos los 
números reales, pero f  g no es continua en x 1.

 f x
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x 30 40 50 60

y 150 66.667 50 42.857

x 3.5 3.1 3.01 3.001

f x 0.31 1.64 16.6 167

x 2.999 2.99 2.9 2.5

f x 167 16.7 1.69 0.36

x 3.5 3.1 3.01 3.001

f x 3.8 16 151 1 501

x 2.999 2.99 2.9 2.5

f x 1 499 149 14 2.3

101.

103.

105.

107 a 109. Demostraciones 111. Las respuestas varían.
113. a) b)

115.

117. Dominio: Sea
119. tiene una discontinuidad no removible en todo número 

121. Problema Putnam B2, 1988

Sección 1.5   (página 88)

1.

3.

5.

7.

9.

11.

13. 15. 17. No hay asíntota vertical.
19. 21. 23.

25. No hay asíntota vertical. 27. No hay asíntota vertical.
29. es un entero.
31. es un entero no cero.
33. Discontinuidad no removible en 
35. Asíntota vertical en 37. 39.

41. 43. 45. 47. 49. 51. 0
53. El límite no existe.
55. 57.

59. Las respuestas varían.

61. Las respuestas varían. Ejemplo:

63. 65.

67. a)

b)

c)

69. a) Dominio:
b)

c)

Entre más se acerca x a las 25 millas/hora, más crece y. 

lím
x�25

 
25x

x 25

x > 25

lím
� 2

 50  s2 

200  pies s

1
3 200  pies s

y

x

1 312

1

2

2

1

3

f x
x 3

x2 4x 12

lím
x 5

 f xlím
x 1

 f x

8 8

0.3

0.3

5

3

4

3

1
2

1
5

x 1
x 1

t n , n
nx

1
2 n,

x 2, x 1t 0x 2, x 1
x 2x 0

lím
x 3

 f xlím
x 3

 f x

lím
x 3

 f xlím
x 3

 f x

lím
x 2

 tan x 4lím
x 2

 tan x 4 ,

lím
x 2

 2
x

x2 4
lím

x 2
 2

x

x2 4
,

lím
x 4

 
1

x 4 2lím
x 4

 
1

x 4 2 ,

lím
x 4

 
1

x 4
lím

x 4
 

1
x 4

,

3

3

3

15

h x

f 0 1 2cc2, 0 0, ;

c 1 5 2

t

20

30

10

40

50

60

105 15 20 25 30

S

2 4 6 8 10 12 14

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

t

C

C

0.40,
0.40 0.05 t 9 ,
0.40 0.05 t 10 ,

 0 < t 10
 t > 10, t no es un entero
 t > 10, t es un entero

lím
t 4

 f t 56lím
t 4

 f t 28;

P x Q xFalso. Una función racional se puede escribir como               , 
donde P y Q son polinomios de grado m y n, respectivamente. 
Puede tener a lo más n discontinuidades.

Al final del día 3 la cantidad de cloro en la piscina es de 28 
onzas, aproximadamente. Al comienzo del día 4, la cantidad de 
cloro en la piscina es de 56 onzas, aproximadamente.

Hay una discontinuidad no removible 
en cada entero mayor o igual que 10.

Al parecer existe una velocidad 
límite, posiblemente debido a 
la resistencia del aire.

entero, excepto en 0.
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0.3 0.6 0.9 1.2 1.5

f 0.47 4.21 18.0 68.6 630.1

x 1.1 1.01 1.001 1.0001

f x 0.5680 0.5764 0.5773 0.5773

x 0.1 0.01 0.001

f x 1.0526 1.0050 1.0005

x 0.001 0.01 0.1

f x 0.9995 0.9950 0.9524

71. a) Dominio:
b)

c)

73. Falso; sea 
75. Falso; sea 

77. Sea y y sea y

pero

79. Dado sea Entonces por el teorema 1.15 

se tiene 

81. Las respuestas varían.

Ejercicios de repaso para el capítulo 1   (página 91)
1. Al aplicar cálculo Estimación: 8.3

3.

La estimación del límite de , cuando x tiende a cero, es 
5. 5; Demostración 7. ; Demostración 9. a) 4 b) 5 11. 16

13. 15. 17. 19. 21. 75
23. 0 25. 27. 29.

31. a)

b)
La gráfica tiene un hueco en 

c)

33. 35. 37. 0
39.

41. Continua para todo número real x

43. Discontinuidad no removible en todo número entero 
Continua en para todo entero 

45. Discontinuidad removible en 
Continua en 

47. Discontinuidad no removible en 
Continua en 

49. Discontinuidad no removible en 
Continua en 

51. Discontinuidad no removible en todo número entero par 
Continua en para todo entero 

53. 55. Demostración
57. a) b) 4 c) No existe el límite.
59. 61. 63. 65.

67. 69. 71. 73.

75. a) $14 117.65 b) $80 000.00 c) $720 000.00 d)

SP Solución de problemas   (página 93)
1. a)

b)

c) 1
3. a)

b)
c)

d)
5. a) b)

c)

d) Es igual a la pendiente de la recta encontrada en b).
7. a) Dominio:

b) c) d)

La gráfica tiene un hueco en 
9. a) b) c) g1, g3, g4g1g1, g4

x 1.

1
12

1
14

12

−0.1

−30

0.5

27, 1 1, 

5
12;

mx

169 x2 12
x 5

y
5
12 x

169
12m

12
5

3.1416 o 

An n 2  sen 2 n

Área (círculo) Área (hexágono) 0.5435
Área (círculo) 3.1416

Área (hexágono) 3 3 2 2.5981

Perímetro PBO 1 x 4 x 1 2 x 4 x2

Perímetro PAO 1 x2 1 2 x2 x 4 x2

4
5

1
3x 10x 0

4
c

1
2

k2k, 2k 2

, 1 1, 
x 1

, 2 2, 
x 2

, 1 1, 
x 1

kk, k 1

139.2 m s

3 3

lím
x 1

 f x 0.5774
x 1.

2

0

1

2

lím
x 1

 f x 0.5773

7
12

1
23 2

11
2

1
46 2.45
3

1.00.f x

9

1

9

11

lím
x c

  
g(x
f x

0.

g x 1.lím
x c

  f x ,

lím
x 0

 
1
x2

1
x 4 lím

x 0
 

x2 1
x 4 0.lím

x 0
 
1
x 4 ,

lím
x 0

 
1
x2c 0.g x

1
x 4,f x

1
x2

f x tan x
f x x2 1 x 1

lím
2

 A

0

0

1.5

100

0, 2A 50 tan 50 ;

x 4 2 1

Perímetro PAO 33.0166 9.0777 3.4142

Perímetro PBO 33.7712 9.5952 3.4142

r x 0.9777 0.9461 1.0000

x 0.1 0.01

Perímetro PAO 2.0955 2.0100

Perímetro PBO 2.0006 2.0000

r x 1.0475 1.0050

n 6 12 24 48 96

An 2.5981 3.0000 3.1058 3.1326 3.1394

No existe el límite. El límite cuando t tiende a 1 por la izquierda es 
2, mientras que el límite cuando t tiende a 1 por la derecha es 1.
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11.

La gráfica tiene un salto en
cada número entero.

a)

b)

c) Existe una discontinuidad en cada entero.
13. a) b) i)  

ii)

iii)

iv)

c) Continua para todos los números reales positivos excepto
y

d) El área bajo la gráfica de  y por arriba del eje tiene

Capítulo 2
Sección 2.1 (página 103)
1. a) b)
3. 5. 7.

9. 11. 13. 15.

17. 19.

21. 23.

25. a) Recta tangente: 27. a)

b) b)

29. a) 31. a)

b) b)

33. 35.

37. 39. b 40. d 41. a 42. c

43.

45. 47.

49.

51. Las respuestas varían.
Ejemplo de respuesta:

53. 55.

57. 59.

61.

63. a)
Para esta función las pendientes de
las rectas tangentes son siempre
distintas para diferentes valores
de

b)
Para esta función las pendientes de
las rectas tangentes son algunas
veces la misma.

−3

−3 3

3

(−1, −1)

(1, 1)(0, 0)

−1

−3 3

3

(−1, 1) (1, 1)

(0, 0)

y 2x 9y 2x 1;

−2−3 1 2 3
−1

−2

3

1

2

3

x

y

f

f x x3

123 2 3
1

2

3

x

y

f

1

2

f x 3x 2
c 6c 1
f x x2f x 5 3x

y x

x

1

2

3

4

2

1

3

4

2 134 2 3 4

y

y

x

12 1 2 3 4

2

1

2

f

246 2 4 6
2

4

6

8

2

4

x

y

f 

2

2

1

3

4

1 22 1 33

f

y

x

g 4 5; g 4 5
3

y
1
2 x

3
2

y 3x 2y 3x 2;y 2x 1

1212

10

(4, 5)

51

3

(1, 1)

y
3
4 x 2y

1
2 x

1
2

5 5

4

(2, 8)

10

1

3 3

8

(1, 4)

y 12x 16y 2x 2

f x
1

2 x 4
f x

1
x 1 2

f x 3x2 12f x 2x 1
h s

2
3f x 10f x 0m 3

m 4m 5

6

5

4

3

2

654321

1

y

x

f (4) � f (1) = 3

(4, 5)

(1, 2)

f (4) = 5

f(1) = 2

f (4) � f (1)
4 � 1

y = (x � 1) + f (1) = x + 1

m1 5 2, m2 2m1 0, m2 5 2

xU

b.a

lím
x�b

 Pa, b x 1

lím
x�b

 Pa, b x 0

lím
x�a

 Pa, b x 0

lím
x�a

 Pa, b x 1

x
b

2

a

1

y

lím
x�1 2

 f x 1lím
x�1

 f x 1,lím
x�1

 f x 1,

f 2.7 1f
1
2 1,f 0 0,f 1 0,

x
1

�2

�3

�4

2

1

3

4

�2 �1�3�4 2 3 4

y

Recta tangente:

Recta tangente: Recta tangente:

Las respuestas varían.
Ejemplo de respuesta:

x.

un valor de 1.
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65. a)

b)
c)

d)
67.

69.

71.

Cuando x tiende a infinito, la gráfica
de f se aproxima a una recta de
pendiente 0. Por tanto
tiende a 0.

73. 6 75. 4 77. no es derivable en 
79.

81.

83. 85.

87.

89. 91.

93. La derivada por la izquierda es y la derivada por la derecha
es 1, por tanto no es derivable en

95. Las derivadas por la izquierda y por la derecha son 0, entonces

97. es derivable en

99. a)
b)

No es derivable en

101. Falso. La pendiente es

103. Falso. Por ejemplo, Existen ambas derivadas por
 la izquierda y por la derecha, pero no son iguales.

105. Demostración.

Sección 2.2 (página 115)
1. a) b) 3 3. 0 5. 7. 9.

11. 1 13. 15. 17.

19. 21. 23.

25.

27.

29.

31. 33. 0 35. 8 37. 3 39.

41. 43. 45.

47. 49. 51.

53.

55. a) 57. a)
b) b)

59. 61. No hay tangentes horizontales.
63. 65.

67. 69.

71. 73.

75. La razón de cambio de es constante y
por tanto es una función constante.f

f

3

3

1

21123

2

x

f

f

y

g x f x

x

y

k 4 27k 3
k 9k 1,, 

1, 2 , 0, 3 , 1, 2

7

1

2

5

(1, 2)

3

1

2 2

(1, 0)

3x 2y 7 02x y 2 0

3

x
5 sen x

4
5s1 5

2
3s1 3

1

2 x

2
x2 33x2 1

x 3 8 x 38x 32t 12 t 4

2x 6 x32

y
1

2x 3 2y
1
2

x 3 2y x 1 2y
x

x

y
18

125x 4y
18
125

x 4y
6

125
x 3y

6
5x 3

y
5
x3y 5x 3y

5
2

x 2y
5

2x2

Simplificar         Derivar         Reescribir       Función  

1
x2 3 cos x2x

1
2

 sen x
2

 cos sen 

3t2 10t 32x 12x24t 3
1 5x 4 55 x67x61

2

f x x .

lím
x 0

 
f 2 x f 2

x
.

m 1
5

1

4 4

d 3 m 1 m2 1

x 2.f

f 1 0.

x 1.f

1
, 0 0, , 5 5, 

6

3

6

5

1

1 11

7

1, 
, 4 4, , 3 3, 

x 7.h x

x 6.f x

x 0.g(x

f x

5

5

2 5

f

f

f 2 0.1f 2.1 3.99;f 2 4;

g x f x

3

1

2 4

g

f

f x x

y

x

234 1 2 3 4

2

3

4

1

2

3

4

f

f 2 2f 1 1,f
1
2

1
2,

f 2 2f 1 1,f
1
2

1
2,f 0 0,

2

6 6

6

no es derivable en 
no es derivable en 
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77.

79. para toda 81.

83.

parece estar cerca de

85. a)

b)
La pendiente (y la ecuación) de la recta secante tiende a la
de la recta tangente en (4, 8), a medida que se toman puntos
más cercanos a (4, 8).

c)

La aproximación se hace menos precisa.
d)

87. Falso. Sean y
89. Falso. 91. Verdadero.
93. Ritmo de cambio o velocidad promedio: 4

95. Ritmo de cambio o velocidad promedio: 

 Ritmos o velocidades instantáneas:

97. a) b)
b)

d) s e)

99.

101. 103.

105. a)
b)
c)

d) e)

f ) La distancia de frenado aumenta con un ritmo o velocidad
mayor.

107. 109. Demostración.
111. a) La razón de cambio del número de galones de gasolina 

vendidos cuando el precio es de $2.979.
b) En general, la razón de cambio cuando p = 2.979 debe ser

negativa. A medida que los precios crecen, las ventas bajan.

113. 115.

117.

119. es derivable para todo entero.
es derivable para todo

Sección 2.3 (página 126)
1. 3.

5. 7.

9. 11.

13.

15. 17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31. 33. 2x2 2x 3 x2 x 3 26s2 s3 2

3
2

x 1 2 1
2

x 3 2 3x 1 2x3 2

1 12 x 3 2 x2 6x 3 x 3 2

x2 1 3 2x 4 3x x2 2x

x2 1 2

3
x 1 2, x 1

x > 0x > 0

y
2

x
,y 2x 1 2y 4x1 2,y

4x3 2

x

y
12
7x3y

12
7

x 3y
6
7

x 2y
6

7x2

y
2x 3

7
y

2
7

x
3
7

y
1
7

x2 3
7

xy
x2 3x

7

Simplificar        Derivar    Reescribir           Función      

f
4

2
8

4f 1
1
4

f x cos x x sen xf x
x2 6x 4

x 3 2

f 0 20
 15x4 8x3 21x2 16x 20

f x x3 4x 6x 2) 3x2 2x 5 3x2 4
x cos x 2 sen x x31 5x3 2 x x3 1 2

1 x2 x2 1 2x2 3 cos x x sen x
1 5t2 2 t2 2x3 6x2 3x 6

x 0.f2 x sen x

x n , nf1 x sen x
a

1
3, b 4

3

9x y 0, 9x 4y 27 0y 2x2 3x 1

V 6 108 cm3 cm

T 100 1.538

T 80 1.314

T 40 0.866

T v 0.0112v 0.418

120

0

0

T
B

R

80

T v 0.0056v2 0.418v 0.02
B v 0.0056v2 0.001v 0.04
R v 0.417v 0.02

Tiempo (en minutos)

D
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 (
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2 4 6 8 10

2
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V
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v

v 10 22 m sv 5 71 m s;

295.242 pies t
1 362
4

9.226

s 2 64 pies ss 1 32 pies s;
48 piesv t 32ts t 16t2 1 362;

f 2 1
4f 1 1;

f 2 4f 1 4;
1
2

dy dx 0
g x x 1.f x x

−2

−2 12
T

f

20

T x 3 x 4 8 3x 4

S x 2.981x 3.924
3.9, 7.7019 ,

−2

−2 12

(4, 8)

20

f 1 1

1.f 1

1.24

3.33

0.77

3.64

x 4y 4 0x.f x 3 cos x 0

5

4

3

1

−1

−2

2

2 3
x

(1, 0)

(2, 4)

y

5

4

3

1

−1

2

2 3
x

(2, 3)

(1, 1)

y

y 4x 4y 2x 1

x 3 2 1 0.5 0.1 0

f 4 x 1 2.828 5.196 6.548 7.702 8

T 4 x 1 2 5 6.5 7.7 8

x 0.1 0.5 1 2 3

f 4 x 8.302 9.546 11.180 14.697 18.520

T 4 x 8.3 9.5 11 14 17

 Ritmos o velocidades instantáneas:

s

s
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t 0 1 2 3 4

s t 0 57.75 99 123.75 132

v t 66 49.5 33 16.5 0

a t 16.5 16.5 16.5 16.5 16.5

35.

37.

39. 41.

43. 45.

47.

49. 51.

53.

55.

57. 59.

61.

63. a) 65. a)
b) b)

67. a) 69.

b)

71. 73. 75.

77. Rectas tangentes:

79. 81. a) b)
83.

85. a) miles de dólares 100 componentes
b) miles de dólares 100 componentes
c) miles de dólares 100 componentes
El costo disminuye al aumentar el tamaño pedido.

87. 89. Demostración

91. a)

b)

c)

representa el valor promedio

d) representa la razón de cambio del valor promedio de
cada millón de computadoras personales por año dado.

93. 95. 97.

99. 101. 103.

105. 0 107.

109. Las respuestas varían. Por ejemplo:

111. 113.

115. 117.

La velocidad del objeto
es decreciente.

119.

La velocidad promedio en el intervalo es 57.75, en 
es 41.25, en es 24.75 y en es 8.25.3, 42, 31, 2

0, 1

a 3 6 m s2

v 3 27 m s

1

2

3

4

1

y

x

f f 

2
2

123 1 2 3 4 5

3

4

5

1

2

3

4

x

y

f

f

2

2

1

112
x

f

y

f 

f 

x

1

1

2

2

3

3 4

4

y

f x x 2 2

10
1 x2x2 cos x x sen x
2 x 1 33 x12x2 12x 6

A t

A

0

8 16

2

A
0.0796t3 2.162t2 15.32t 5.9
0.0546t3 2.529t2 36.89t 186.6

0

8 16

35

v(t)

0

8 16

30

q(t)

v t 0.0796t3 2.162t2 15.32t 5.9
q t 0.0546t3 2.529t2 36.89t 186.6

31.55 bacterias  hora 

$3.80
$10.37
$38.13

18t 5 2 t  cm2 s
q 4 1 3p 1 1f x 2 g x

2 2 4 6

4

6

6

(3, 2)
( 1, 0)

2y + x = 1

2y + x = 7
y

x

f (x) =  x + 1
x 1

2
46

2y x 12y x 7;
0, 0 , 2, 41, 125y 12x 16 0

4

4

4

2y x 4 04x 2y 2 0

6

8 1

8

( 5, 5)

6

1 3

3

(1, 4)

y 4x 25y 3x 1
h t sec t t tan t 1 t2,  1 2

y
2 csc x cot x
1 csc x 2 , 4 3

1 sen  cos 
1 sen 2

2x2 8x 1
x 2 2

x 1
x 2

2 2x 5
x 2 1 x 1 1

x 2 2

4x cos x 2 x2  sen x
2x cos x 2 sen x x2 sen x 2x cos x

x x sec2 x 2 tan xcsc x cot x cos x cos x cot2 x

 
3
2

 sec x tan x sec x

6 cos2 x 6 sen x 6 sen2 x

4 cos2 x

3
2

1 tan x sec x tan2 x

1
4t3 4 6 csc t cot t1 sec2 x tan2 x

t sen t cos t t2t t cos t 2 sen t

x2 c2 2x x2 c2 2x

x2 c2 2

4xc2

x2 c2 2

10x4 8x3 21x2 10x 30
2x3 5x x 3 1

6x2 5 x 3 x 2 2x3 5x 1 x 2

(en miles de millones de dólares)
por cada millón de computadoras
personales.
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121.

123. a)

b)

125.

Regla general:

127.

129.

131. Falso. 133. Verdadero

135. Verdadero 137.

139. no existe 141. Demostración

Sección 2.4 (página 137)

1.

3.

5.

7. 9.

11.

13.

15. 17.

19. 21.

23.

25.

27.

29. 31.

33.

35.

37.

El cero de     corresponde al punto de
la gráfica de la función en el que la
recta tangente es horizontal.

39. no tiene ceros.

41.

Los ceros de     corresponden a los
puntos sobre la gráfica de la función en
los que las rectas tangentes son
horizontales.

43. a) 1 b) 2; La pendiente de en el origen es
45. 47. 49.

51. 53.

55. 57.

59.

61. 63.

65.

67. 69.

71. 73.

75. a) 77. a)
b) b)

79. a) 81. a)
b) b)

83. a) 85. a)

b) b)
c) c)

4

1

2

0, 4
3( (

3

4

2

2

1
2

3
2, ( (

5

y
4
33x y 3 0

s 0 0g 1 2 3

4

4

4

2

0 2

2

(   , 0)

4x y 1 02x y 2 0

2

2 1

14

( 1, 1)

2

6 6

6

(4, 5)

24x y 23 08x 5y 7 0

y 12 sec3 4x tan 4x, 0f t
5

t 1 2, 5

f x
15x2

x3 2 2, 
3
5

s t
t 3

t2 6t 2
, 

6
5

2 sec2 2x cos tan 2x

1
2 x

2x cos 2x 26  sen t 1
cos3 t 1

sen 2  cos 2
1
2

 sen 4

10 tan 5  sec2 58 sec2 x tan x
1 cos2 x sen3 x2 cos 4x

2 2 x cos x 215 s 2 3x4 sen 4x

a.sen ax

y
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y

y �

3

x sen x cos x 1 x2

y

�2

�5 4

y
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4

x 1
x
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y
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�1 5

y

y �

2

1 3x2 4x3 2 2 x x2 1 2

 
1

8 x 2 x 2 2 x

 
1
2

2 2 x1 2 1 2 1 2 1
2

2 x1 2 1 2 1
2

x 1 2

 20x x2 3 9 2 x2 3 5 20x2 x2 3 4 2x
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9 1 2v 2
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2 x 5 x2 10x 2
x2 2 3

x2 1 1 2 1 x 1 2 x2 1 1 2 2x
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1

x2 1 3

x
1
2

1 x2 1 2 2x 1 x2 1 2 1
1 2x2
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f x 3x2 2x 1
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y 2 cos x, y 2 sen x,
 2 2 0

 x3y 2x2y x3 2 x3 2x2 1 x2

y 2 x3,y 1 x2,

f x x n cos x nx n 1  sen x

f x x 4 cos x 4x3 sen xn 4:

f x x3 cos x 3x2 sen xn 3:

f x x2 cos x 2x sen xn 2:

f x x cos x sen xn 1:
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87.

89. 91.

93.

95. 97.

99.

101. 103.

Los ceros de corresponden
a los puntos donde la gráfica de

tiene tangentes horizontales.
105. La razón de cambio de g será tres veces mayor que la razón

de cambio de f.

107. a) b)
c) d)

109. a)

b) no existe porque g no es derivable en 6.
111. a) 1.461 b)
113. 0.2 rad, 115.

117. a)

b)

c) Porque x, el número de unidades producidas en t horas,
no es una función lineal, y por tanto el costo respecto
al tiempo t no es lineal.

119. a) Sí, si para toda entonces
lo cual muestra que también es periódica.

b) Y dado que
es periódica, también lo es

121. a) 0
b)

123. Demostración 125.

127.

129. a)

b) c)
d) La precisión empeora

conforme uno se aleja de

131. Falso. Si entonces
133. Problema Putnam A1, 1967

Sección 2.5 (página 146)
1. 3. 5.

7.

9.

11. 13.

15.

17. a)
b)

c)

d)

19. a)
b)

c)

d)

21. 23. indefinida 25.

27. o 29. 31. 0

33. 35.

37. 39.

41. a) b) Las respuestas varían.

43. 45.

47. 49.

51.

−1

−1 14

9

(9, 4)

2x 3y 30 0
3x 4y36 y3

4 y31
1 x22

< y <

2
,cos2 y,

y 2x 4
y

2
11x

30
11y 3x 6 8 3 3

y x 2y x 7

1
2

x2

x2 1
, 0sen2 x y

3
y

x
, 

1
2

98x

y x2 49 2,
y

x
, 

1
6

y
16x

25y

y  
4x

5 25 x2

16x

25y

y1 =        25 − x2

−6 −2 2 6

6

2

−6

−2

y

x

4
5

y2 = −       25 − x24
5

y2
4
5 25 x2y1

4
5 25 x2;

y
x

y

y  
x

64 x2

x

y

y1 =     64 − x2

−12 −4 4 12

12

4

−12 y2 = −    64 − x2

y

x

y2 64 x2y1 64 x2;

y cos xy 1 x cos xy

cos x tan y 1 x sec2 ycos x 4 sen 2y

6xy 3x2 2y2 4xy 3x2

1 3x2y3 3x3y2 1

y 3x2 2y xy xx y

f x 2 sen 2x 2 cos 2x .f x sen2  2x,

x 6.

P2

−1

−1.5 1.5

3

f

P1

P2

 P2 x 5 3 3 x 6 2 2 3 x 6 2 3

 P1 x 2 3 x 6 2 3

f x cos x sen x sen x , x k

x ±3f x 2x
x2 9
x2 9

,

f x g x

g x 2 tan x sec2 x 2 sec2 x tan x
 f x 2 sec x sec x tan x 2 sec2 x tan x

g .f

g x 2 f 2x .g x f 2x ,
f

f x p

f x ,
x,f x p f x

dC

dt
294.66t2 2 317.2 t 30

x 1.637t3 19.31t2 0.5t 1
0.04224 cm s1.45 rad s

1.016
s 5

1
2

s x f x 2r x 3 f 3x
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f

3

2
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x

f

y
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3

3

2

1

22

2

3

x

f

y
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f x 4x2 cos x2 2 sen x2 , 0
h x 18x 6, 242 cos x2 2x2 sen x2
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x 6 3

2 940 2 7x 23
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, 0
5
6

, 
3 3

2
,

6
, 
3 3

2
,

9

4

9

8

(3, 4)

3x 4y 25 0

x 2 1 0 1 2 3

f x 4 2
3

1
3 1 2 4

g x 4 2
3

1
3 1 2 4

h x 8 4
3

2
3 2 4 8

r x 12 1

s x 1
3 1 2 4

Los ceros de corresponden
a los puntos donde la gráfica de

tiene tangentes horizontales.f

f

Sí, si entonces
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53. En
Recta tangente:
Recta normal:

En

55. pendiente de la recta

Entonces para en el círculo, una ecuación de la
la cual pasa por el origen. Si 

la recta normal es vertical y pasa por el origen.

57. Tangentes horizontales:
Tangentes verticales:

59. 61.

En En
Pendiente de la elipse: Pendiente de la recta: −1
Pendiente de la parábola: 1 Pendiente de la curva

seno: 1En
1

63. Derivadas:

65. a) b)

67. a) b)

69. Las respuestas varían. En la forma explícita de una función,
la variable se escribe explícitamente como una función de x.
En una ecuación implícita, la función está solamente implicada
por una ecuación. Un ejemplo de una función implícita es 
           , cuya forma explícita es 

71. Utilizar el punto de
partida B.

73. a)

b) c)

75. Demostración 77.

79.

81. a)

b) c)

Sección 2.6 (página 154)
1. a) b) 20 3. a) b)
5. a) b) c)
7. a) b) c)
9. En una función lineal, si x cambia a un ritmo constante, así lo

hace y. Sin embargo, a menos que a = 1, y no cambia al mismo
ritmo que x.

11.

13. a) b)
15. a) Demostración

b) Cuando Cuando

c) Si y sonconstantes, es proporcional a cos 

17. a) b)

19. a) b) 21.

23. a) b)

25. a)

b) c)
27. Razón de cambio vertical:

Razón de cambio horizontal:
29. a) b) 30 min
31. 33. a) b)
35. a) 12 s b) m c) 5 120 m s1

2 3

10
3  pies s25

3  pies s50 85 5.42 pies s
750 mi h

3 15 m s

1
5 m s

1
12 rad s527

24  pies 2 s

48
7  pies s3

2 pies s;7
12 pies s;

1
144 m min12.5%

8 405  pies min720 cm2 s144 cm2 s

1 18  cm min2 9  cm min

.dA dtd dts

3
, 

dA

dt

1
8

s2.
6

, 
dA

dt

3
8

s2.

256  cm2 min64  cm2 min
4x3 6x x4 3x2 1

2 cm s4 cm s8 cm s
8 cm s0 cm s8 cm s

3
2

5
8

3
4

28
17, 46

17
4

6
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−6

y 2x 6

y
3

2
x 2 3y

3
2

x 2 3,

6, 86, 8 ,

y4
1
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y3
1
3 7 7 x 23 8 7

y2
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3 7 7 x 23 8 7

y1
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3 7 7 x 8 7 23

8 7
7

, 5
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−10
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y3 y2
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1, 2 :

1
0, 0 :(1, 2 :

6 6

4

(0, 0)

4

x = sen y

x + y = 0

6 6

4

y2 = 4x4

(1, 2)

(1, 2)

2x2 + y2 = 6

0, 5 , 8, 5
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x0 0,
y y0 x0 x,

x0 0,x 0, y 0

y xx2 y2 r 2  y x y 

4x 3y 0
3x 4y 25 0

6

9 9

( 3, 4)

63, 4 :

3x 4y 0
4x 3y 25 0

6

6

9 9

(4, 3)

4, 3 :

Recta tangente:
Recta normal:

recta normal es

Pendiente de la elipse:
Pendiente de la parábola:

 normal.
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x 0 10 25 30 50

y 1 0.6 0 0.2 1

37. Ritmo de evaporación proporcional a

Por tanto

39. 0.6 ohm/s 41.

43.

45. a) b) c) Alrededor de

47. Alrededor de 84.9797 

49. a)  significa que y cambia tres veces más que x.

b) cambia lentamente cuando o cambia
más rápidamente cuando x se acerca a la mitad del
intervalo.

51. 53. Alrededor de

Ejercicios de repaso para el capítulo 2 (página 158)
1. 3.

5. es derivable para toda
7. a) Sí

b) No, porque las derivadas por la
izquierda y por la derecha no son
iguales.

9.

11. a) 13. 8

b)

15. 0 17. 19. 21. 23.

25. 27. 29.

31.

donde las pendientes de las

33. a)
b)

35. 1 354.24 pies o 412.77 m

37. a) b) 50
c)
d)

e)

39. a) b) c) d) 1

41. 43.

45. 47.

49. 51.

53. 55. 57.

59.

61. 63. 65.

67.

69.

71.

73. 75.

77.

79. 81. 83. 0

85. 87.

es diferente de cero para no tiene ceros.
 cualquier

89. a) b)
c)

91. a)

b)

c)

4

8

8

2
2

f

f

( 2, tan        3 (  

y

x

y
3 x 2

6 cos2 3
tan 3

f 2
1

2 3 cos2 3
11.1983

12 1 3 4 5
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2
x 2  cos x sen x
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4

0
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rectas tangentes a la gráfica de f
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x 1.0 0.1 0.001 0 0.001

cos x 0.5403 0.9950 1.000 1 1.000

P2 x 0.5 0.995 1.000 1 1.000

x 0.1 1.0

cos x 0.9950 0.5403

P2 x 0.995 0.5

93. 95.

97.

99.

101. a) b)
c) d)

103. 105.

107.

109. Recta tangente:
Recta normal:

111. a) b) c)
113. 115.

SP Solución de problemas   (página 161)
1. a)

b) Centro:

3. a) b)
c)

es una buena aproximación de para
 valores de x cercanos a 0.

d)

5.

7. a) Graficar: 
como ecuaciones
separadas.

b) Las respuestas varían. Ejemplo de respuesta:

Las intersecciones siempre serán y

y los valores máximos y mínimos de y parecen ser 

c)

9. a) Cuando el hombre se encuentra a 90 pies de la luz, la parte su-
perior de su sombra está a         pies de ella. La parte superior
de la sombra del niño está a        pies de la luz, de manera que
la sombra del hombre se extiende      pies más allá de la som-
bra del niño.

b) Cuando el hombre se encuentra a 60 pies de la luz, la parte su-
perior de su sombra está a 75 pies de ella. La parte superior de
la sombra del niño está a       pies de la luz, de manera que la
sombra del niño se extiende    pies más allá de la sombra del
hombre.

c) pies
d) Sea x la distancia entre el hombre y la luz, y s la distancia en-

tre la luz y la parte superior de su sombra.
Si
Si
Existe una discontinuidad en 

11. Demostración. La gráfica de L es una recta por el origen (0, 0).
13. a)

b) c)

d)
e) Las respuestas varían.

15. a) sería la razón de cambio de la aceleración.
b) La aceleración es constante de manera que no hay

c) : función de posición, : función de velocidad,
: función de aceleración, : función de estremecimiento

Capítulo 3
Sección 3.1 (página 169)

1. 3. 5. no está definida

7. 2, máximo absoluto (y máximo relativo)
9. 1, máximo absoluto (y máximo relativo);

2, mínimo absoluto (y mínimo relativo);
3, máximo absoluto (y máximo relativo)

11. 13. 15.

17. Mínimo: 19. Mínimo:
Máximo: Máximo:

21. Mínimo: 23. Mínimo:
Máximo: Máximo:

25. Mínimo: 27. Mínimo:

Máximos: Máximo:

29. Mínimo:
Máximo:

31. El mínimo valor es para el intervalo
Máximo:

33. Mínimo: 35. Mínimo:
Máximo: Máximos: y

37. a) Mínimo: 39. a) Mínimo:
Máximo: Máximo:

b) Mínimo: b) Máximo:
c) Máximo: c) Mínimo:
d) No hay extremos d) Mínimo: 1, 1

1, 12, 1
3, 30, 3

1, 32, 1
1, 1 ;0, 3 ;

2 , 30, 30, 1
, 31 6, 3 2

2, 2
2 x < 1.2

3, 3
1, 1

0, 1
21, 14  y 1, 14

1, 10, 0

1, 52, 2
0, 01, 5

2

4, 81, 4
1, 12, 1

x 3, , 5 3t 8 3x 2x 0,

f 2f 2 0f 0 0

cb

da

j 0.
j

180 C zC 180 1;S 90 1,

180  cos z180

x 80.
ds dt 25 4.x > 80,

ds dt 50 9.0 < x < 80,

d 80

27
9

777
9

1 7
18

1111
9

112 1
2

a 2
2

, 
a

2
a 2

2
, 

a

2
,

a 2
2

, 
a

2
,

a 2
2

, 
a

2
,

±
1
2a.

a, 0 ,a, 00, 0 ,

3

−2

−3

2

a = 1
a = 2

a = 1
2

y1

y2

1
a x2 a2 x2

1
    a x2 a2 x2

p x 2x3 4x2 5

P3 x x
1
6 x3

f x cos xP2 x

P2 x 1 1
2 x2P1 x 1

x2 y
5
4

2
10, 54 ;

x2 y
1
2

2 1
4r

1
2 ;

38.34 m s2
25 m min

8 unidades s4 unidades sunidades s2 2

−4

−6 6

4

(3, 1)

x 3y 0
3x y 10 0

y sen x sen y
cos x x cos y

y 2 x y

x x 8 y

2x 9y

9x 32y

2x 3y

3 x y2

0.747 h3.240 h
7.284 h18.667 h

18 s 2 3  tan 3 sen 1
8 2t 1 1 t 4

2 csc2 x cot x14 4 cos 2x

z 0.1 0.01 0.0001

sen z
z

0.0174532837 0.0174532924 0.0174532925

cambio en la aceleración.
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41. 43.

Mínimo: Mínimo:
Máximo:

45. Mínimos: y

Máximo:

47. a) b) Mínimo:

49. Máximo:

51. Máximo:
53. Las respuestas varían. Por

ejemplo, la función
        f es continua en (0, 1)
pero no tiene un mínimo
ni un máximo.

55. Las respuestas varían. Por
ejemplo:

57. a) Sí b) No 59. a) No b) Sí
61. Máximo: No. es decreciente para
63.

65. Verdadero. 67. Verdadero 69. Demostración
71. Problema Putnam B3, 2004

Sección 3.2 (página 176)
1. no es continua en

3. no es derivable en

5. 7.

9. 11.

13.

15. No es derivable en 17.

19. 21.

23. No es continua en
25. 27.

El teorema de Rolle no aplica. El teorema de Rolle no aplica.

29. a)
b) Velocidad para alguna t en s

31.

33. La función no es continua en
35. La función no es continua en

37. a) Recta secante: b)
c) Recta tangente: 
d)

39. 41.

43. 45.  no es derivable en
47.

49. a) a c) b)

c)

51. a) a c) b)

c)

53. a) b) 1.5 s
55. No. Por ejemplo,
57. No. no es continua en [0, 1]. De manera que no satisface la

59. De acuerdo con el teorema del valor medio, existe un momento en
el que la velocidad del aeroplano debe ser igual a la velocidad pro-
medio que es de 454.5 mph. La velocidad era de 400 mi/h cuando
el aeroplano aceleró a 454.5 mph y se desaceleró desde esa velo-
cidad.

61. Demostración
63. a)

b) Sí; sí
c) Dado que  el teorema de Rolle aplica en

Como y el teorema de Rolle
no aplica en

d) lím
x�3

  f x 0; lím
x�3

  f x 0
1, 2 .

f 2 3,f 1) 01, 1 .
f 1 f 1 0,

�7

2�2

7

f x

f x x2 en 1, 2 .
14.7 m s

y
1
4x 1

y
1
4x

3
4

1

1 9

Tangente

Secante
f

3

y
1
3 2x 5 2 6

y
2
3 x 1

�1

�0.5 2

1

fTangente

Secante

f 2 0
x

1
2.ff 8 27 1

f 1 3 3f 1 3 3,f 1 2 1

�1

�6 6

7

Tangente
Secante

f

4x 4y 21 0
c

1
2x y 3 0

0, 6 .
0, 6 .

x

y

a b

f(a, f (a))

(c1, f (c1))

(c2, f (c2))

(b, f (b))

Recta tangente

Recta tangente

Recta
secante

1, 2 ; t 3
20

f 1 f 2 38

�0.75

�0.25 0.25

0.75

�1
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hipótesis del teorema de Rolle.



A-48  Soluciones de los ejercicios impares

65. 67. Demostración

69. Demostración

71. 73. 75.

77. Falso. no es continua en 79. Verdadero
81 a 89. Demostraciones

Sección 3.3 (página 186)
1. a) b)
3. Creciente en decreciente en 
5. Creciente en y decreciente en 
7. Creciente en decreciente en 
9. Creciente en decreciente en 

11. Creciente en 

Decreciente en y

13. Creciente en y
Decreciente en 

15. Creciente en y
Decreciente en 

17. a) Número crítico:
b) Creciente en decreciente en 
c) Mínimo relativo: 

19. a) Número crítico:
b) Creciente en decreciente en 
c) Máximo relativo: 

21. a) Números críticos:
b) Creciente en decreciente en 
c) Máximo relativo:  mínimo relativo: 

23. a) Números críticos:
b) Creciente en 

Decreciente en 
c) Máximo relativo: 

Mínimo relativo: 
25. a) Números críticos:

b) Creciente en decreciente en 
c) Máximo relativo: mínimo relativo: 

27. a) Número crítico:
b) Creciente en 
c) No tiene extremos relativos

29. a) Número crítico:
b) Creciente en decreciente en 
c) Mínimo relativo: 

31. a) Número crítico:
b) Creciente en decreciente en 
c) Máximo relativo: 

33. a) Números críticos: discontinuidad en:
b) Creciente en 

Decreciente en 
c)  

35. a) discontinuidades en
b) Creciente en y

Decreciente en y
c) Máximo relativo: 

37. a) Números críticos: discontinuidades en
b) Creciente en 

Decreciente en 
c) Máximo relativo: mínimo relativo:  

39. a) Número crítico:
b) Creciente en decreciente en 
c) No tiene extremos relativos

41. a) Número crítico:
b) Creciente en decreciente en 
c) Máximo relativo: 

43. a) Números críticos:
Creciente en 
Decreciente en 

b) Máximo relativo: 

Mínimo relativo: 
45. a) Números críticos:

Creciente en 
Decreciente en 

b)

47. a) Números críticos:

Creciente en 

Decreciente en 

b) Máximos relativos: 
Mínimos relativos: 

49. a) Números críticos:

Creciente en 

Decreciente en 

b)

51. a)

b) c) Números críticos:

d)

f < 0 en 3, 3 2 2 , 3 2 2, 3

f > 0 en 3 2 2, 3 2 2

x 3 2 2

x
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10 f
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6
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11 63 2,7 6,2,
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x 2
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x 0
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1, 1, 1  y 1, ;
x 1
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4
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f (x) = �x�
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Máximo relativo:
Mínimo relativo:

Número crítico:

Máximo relativo:
Mínimo relativo:

Máximos relativos:

Mínimos relativos:
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53. a)
b) c) Números críticos:

d)

55. a)
b) c) Números críticos:

d) en 

en 

57. es simétrica respecto
al origen.

59.

Ceros:

 es continua en
y tiene huecos en
y

61. 63.

65. a) Creciente en decreciente en
b) Mínimo relativo: 

67. a) Creciente en y
decreciente en y

b) Máximos relativos: y
Mínimo relativo:  

69. a) Números críticos: 
b) Máximo relativo en  mínimo relativo en  

y ni uno ni otro en
71. 73. 75.

77. Las respuestas varían. Ejemplo de respuesta:

79. a)

b) Números críticos: y
c) Máximo relativo: 

Mínimo relativo: 
81. a) velocidad

b)

La velocidad es máxima en

83. a)

b) c) Demostración

85.

87. a)

Número crítico:
Resistencia mínima: Aproximadamente 8.3666 ohms

b)

Resistencia mínima: Aproximadamente 8.3666 ohms
89. a) b) c) d) t 33, 0, 3v t 6 2t

−25

−100 100

125
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f < 0 en 2.2889, 5.0870

f > 0 en 0, 2.2889 , 5.0870, 2
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0 4 3 2 2 3 3 4
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f x 0.5 1 1.5 2 2.5 3

g x 0.48 0.84 1.00 0.91 0.60 0.14
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91. a)

b) y

c) d)

93. Las respuestas varían
95. a) Grado mínimo: 3

b)

c)
97. a) Grado mínimo: 4

b)

c)
99. Verdadero 101. Falso. Sea

103. Falso. Sea Hay un número crítico en x = 0, pero

105 a 107. Demostraciones

Sección 3.4 (página 195)
1. 3.

5. Cóncava hacia arriba: 
7. Cóncava hacia arriba: cóncava hacia abajo: 
9. Cóncava hacia arriba: cóncava hacia abajo: 

11. Cóncava hacia arriba:
Cóncava hacia abajo:

13. Cóncava hacia arriba: 
Cóncava hacia abajo: 

15. Cóncava hacia arriba: 
Cóncava hacia abajo:

17. Cóncava hacia arriba: cóncava hacia abajo:
19. Puntos de inflexión:

Cóncava hacia arriba: 
Cóncava hacia abajo:

21. Punto de inflexión: cóncava hacia abajo:
Cóncava hacia arriba: 

23. Puntos de inflexión:

Cóncava hacia arriba: 

Cóncava hacia abajo:
25. Puntos de inflexión:

Cóncava hacia arriba: cóncava hacia abajo:
27. Cóncava hacia arriba: 
29. Puntos de inflexión:

Cóncava hacia arriba: 

Cóncava hacia abajo:
31. Punto de inflexión:

Cóncava hacia arriba: cóncava hacia abajo:

33. Cóncava hacia arriba: 
Cóncava hacia abajo:

35. Puntos de inflexión:
Cóncava hacia arriba: 
Cóncava hacia abajo:

37. Mínimo relativo: 39. Máximo relativo: 
41. Máximo relativo: mínimo relativo:
43. Mínimo relativo:
45. Máximo relativo: mínimo relativo:
47. Mínimo relativo:
49. Máximo relativo: mínimo relativo:
51. No hay extremos relativos porque f no es creciente
53. a)

b) Máximo relativo:
Mínimo relativo: 
Puntos de inflexión:

c) es creciente cuando es positiva,
y decreciente cuando es negativa.

es cóncava hacia arriba cuando 
es positiva y cóncava hacia abajo 
cuando es negativa.

55. a)

b) Máximo relativo: 
Puntos de inflexión:

c)

57. a) b)

59. Las respuestas varían. Ejemplo:. 61.

pero
no es un punto de inflexión.

x

3 2 1 1 2 3

1

2

3

4

5

6

y
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f x
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f x
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5 13
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no un extremo relativo.

es creciente cuando es positiva,
y decreciente cuando es negativa.

es cóncava hacia arriba cuando 
es positiva y cóncava hacia abajo 
cuando es negativa.f

ff

f

ff
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x 100 101 102 103

f x 2 2.9814 2.9998 3.0000

x 104 105 106

f x 3.0000 3.0000 3.0000

x 100 101 102 103

f x 4.5000 4.9901 4.9999 5.0000

x 104 105 106

f x 5.0000 5.0000 5.0000

x 100 101 102 103

f x 7 2.2632 2.0251 2.0025

x 104 105 106

f x 2.0003 2.0000 2.0000

63. 65.

67. 69. Ejemplo:

71. a) tiene un punto de inflexión en si
es impar y

b) Demostración

73.

75. a) b) A dos millas del aterrizaje

77. 79. unidades

81. a)

b) c) Aproximadamente 1.633 años

83.

Los valores de y y sus
primeras derivadas son iguales cuando

Las aproximaciones empeoran

85.

87. 89. Demostración
91. Verdadero

93. Falso. es cóncava hacia arriba en 
95. Demostración

Sección 3.5 (página 205)
1. f 2. c 3. d 4. a 5. b 6. e

7.

9.

11.

lím
x
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�4

y
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t 0.5 1 1.5 2 2.5 3

S 151.5 555.6 1 097.6 1 666.7 2 193.0 2 647.1

conforme nos alejemos de ese valor.

Los valores de y y sus
primeras derivadas son iguales 

Las aproximaciones cuando x 0.

P2P1f,

empeoran conforme nos alejemos
de ese valor.
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13. a) b) 5 c) 0 15. a) 0 b) 1 c)
17. a) 0 b) c) 19. 4 21. 23. 0

25. 27. 29. 31. 33.

35. 0 37. 0
39. 41.

43. 1 45. 0 47.

49.

51.

La gráfica tiene un hueco en

53. Conforme x crece tiende a 4.

55. Las respuestas varían. Ejemplo: sea

57. a) 5 b)
59. 61.

63. 65.

67. 69.

71. 73.

75.

77. 79.

81. 83.

85. a) c)

b) Demostración La asíntota oblicua

87. 100% 89. lím
t

 E t clím
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x 100 101 102 103 104 105 106

f x 1.000 0.513 0.501 0.500 0.500 0.500 0.500

x 100 101 102 103 104 105 106

f x 0.479 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500 0.500
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91. a) b) Sí.

93. a)
b) c)

d) e) 86
f )   La temperatura limitante es de 86

No. no tiene asíntotas horizontales.

95. a)

b) c)

La distancia se aproxima a 3
cuando m tiende a

97. a) b)

c) d)

99. a) Las respuestas varían. 101–105. Demostraciones

b) Las respuestas varían. 

107. Falso. Sea para todo número real.

Sección 3.6 (página 215)
1. d 2. c 3. a 4. b

5. 7.

9. 11.

13. 15.

17. 19.

21. 23.

25. 27.

29. 31.

33. Mínimo:
Máximo:
Puntos de inflexión:

Asíntota vertical:
Asíntota horizontal:

35.

Punto de inflexión:
Asíntota horizontal: y ±2
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x2
4 2

x1
4 2

,lím
x

 f x 2

lím
m

 d m 3

lím
m

 d m 3

12

2

12

6

d m
3m 3

m2 1

T1

.
T2 0) 25.0T1 0 26.6 ,

10

T2

10 120

90

130

10

10

T1

90

T1 0.003t2 0.68t 26.6

lím
t

 y 3.351

20

0

100

5

(a

.
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37. 39.

41. 43.

45. 47. es decreciente en y
por tanto

49. Los ceros de corresponden a los

51. La gráfica cruza la asíntota horizon-
tal

La gráfica de una función f no cruza
su asíntota vertical          porque no
existe        .  

53. La gráfica  tiene un hueco en
La gráfica cruza la asíntota horizon-
tal

55. La gráfica  tiene un hueco en  
La función racional no se redujo a 
su mínima expresión.

57. La gráfica parece aproximarse a la
recta                      que es la asínto-
ta oblicua.

59. La gráfica parece aproximarse a la
recta               que es la asíntota obli-
cua.

61.

63.

65. a) La gráfica tiene huecos en            y
en
Números críticos por aproximación
visual:

b)

Números o puntos críticos aproximados:

En el apartado a) donde se presentan los números o puntos
críticos los máximos parecen ser enteros, pero al aproximar-
los utilizando     se observa que no son números enteros.

67. Las respuestas varían. Ejemplo:
69. Las respuestas varían. Ejemplo:
71. a) para para 

para 
b) para para 

para 
c)
d) es mínima para

es decreciente a su mayor tasa en
73. Las respuestas varían. Muestra de respuesta: la gráfica tiene una

asíntota vertical en             Si a y b son ambos positivos o ambos
negativos, la gráfica de f tiende a      cuando x tiende a b, y la
gráfica tiene un mínimo en               Si a y b tienen signos opues-
tos, la gráfica de f tiende a         cuando x tiende a b, y la gráfica
tiene un máximo en 

75. a) Si n es par, f es simétrica con respecto al eje y.
Si n es impar, f es simétrica respecto al origen.

b) c)
d) Cuando  la asíntota oblicua es y 2x.n 5,

n 4n 0, 1, 2, 3

x b.

x b.

x b.

x 0.f

x 0.f

0, 
, 0f x < 0

0, f x > 0x 0;f x 0
2, 2f x < 0

, 2 , 2, f x > 0x ±2;f x 0
y 3x2 7x 5 x 3
y 1 x 3

f

1, 0.97, 3, 1.98, 5, 
7

f x
x cos2 x

x2 1 3 2

2  sen x  cos x

x2 1

1
2, 1, 32, 2, 52, 3, 72

x 4.
x 0

4

0.5

0

1.5

x

4

2

4

2

48

y

f

x

8

4

2

4

4

2

y

f

x

4

4

2

4

4 2

2

f

y

x

4

4

2

4

4

2

2

f

y

y 2x,

4

6 6

4

y x 1,

6

3

3

3

x 3.

4

1

2

3

y 0.

x 0.

1

2 2

3

f c

x c

y 4.

9

1

6

9

f

f

f

2

1

2

2
x

f

y

f

f

f 3 > f 5 .
2, 8f

x

6
4
2

8
10

4
2

6
8

y

3
24

x

y

4

4

8

12

16

4 2

x

1

2

1

2

y

242

x

1

2

1

2

3

y

2 2

y

x

4

8

12

16

3 2
22

puntos en los que la gráfica de f tiene
tangentes horizontales. El cero de  
corresponde al punto en el que la grá-
fica de    tiene una tangente horizon-
tal.

La gráfica de una función f no cruza
su asíntota vertical          porque no
existe        .  f c

x c

2 2 2

22.98,  . 
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e)

77. a) b) 2 434
c) El número de bacterias alcanza

su máximo al principio del sép-
timo día.

d) La razón de incremento del nú-
mero de bacterias es mayor en
la primera parte del tercer día.

e)
79.

Sección 3.7 (página 223)
1. a) y b)

El máximo está acotado entre y 60.
c)
d) e) 55 y 55

3. y 5. 21 y 7 7. 54 y 27
9. 11. 13.

15.

17. Dimensiones de la página:

19. 21.

23. a) Demostración b)
c) pulg

25. Porción rectangular:

27. a)

b)
Mínimo cuando 

c)
29. Ancho: longitud:

31. a)

b)

El área máxima del rectángulo es aproximadamente
c)

d) e)

El valor máximo es
aproximadamente 1 592 
cuando

33. 35.

37. No. El volumen cambia porque la forma del contenedor cambia

39. de manera que el sólido es una

41. Lado del cuadrado: lado del triángulo:

43. 45.

47. 49. Una milla del punto más cercano de la costa.
51. Demostración

h 2 pies
4w 20 3 3 pulg, h 20 6 3 pulg

30

9 4 3

10 3

9 4 3
;

h 0,r 3 21 2 1.50

32 r 3 8118 18 36 pulg

x 50.

 0 cuando x 50

0 100

0

2 000

(50, 1591.6)
 
dA

dx

2
100 2x

A 2 100x x2 ,  0 < x < 100
1 592 m2.

y

y

2

x

5 25 2 2;
0, 0 , 2, 0 , 0, 4

x 2.587

10

0

0

(2.587, 4.162)

10

L x2 4
8

x 1
4

x 1 2,  x > 1

16 4 32 4  pies
5 5 5V3 117 pulg3

V2 125 pulg3,V1 99 pulg3 ,
700 350 mx Q0 2

2 30  pulg2 30  pulg

7
2, 7

2

1, 1l w 4 2 piesl w 20 m
S 2S 2

120

0

0

3 500

(55, 3 025)

P x 110 x

x 50

−3−6−9 3 6
−3

3

6

9

12

15

x

yy x 3y x 3,
13 250 7

8

0

1

2 750

−1.5

−3 3

2.5

n = 3

n = 4 n = 5

−1.5

−3 3

2.5

n = 2

n = 0

n = 1

n 0 1 2 3 4 5

M 1 2 3 2 1 0

N 2 3 4 5 2 3

Primer
número x

Segundo
número Producto P

10 110 10 10 110 10 1 000

20 110 20 20 110 20 1 800

30 110 30 30 110 30 2 400

40 110 40 40 110 40 2 800

50 110 50 50 110 50 3 000

60 110 60 60 110 60 3 000

70 110 70 70 110 70 2 800

80 110 80 80 110 80 2 400

90 110 90 90 110 90 1 800

100 110 100 100 110 100 1 000

Longitud x Ancho y Área xy

10 2 100 10 10 2 100 10 573

20 2 100 20 20 2 100 20 1 019

30 2 100 30 30 2 100 30 1 337

40 2 100 40 40 2 100 40 1 528

50 2 100 50 50 2 100 50 1 592

60 2 100 60 60 2 100 60 1 528

 cuando se comprime.

 esfera).
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n xn f xn f xn
f xn

f xn
xn

f xn

f xn

1 2.2000 0.1600 4.4000 0.0364 2.2364

2 2.2364 0.0015 4.4728 0.0003 2.2361

n xn f xn f xn
f xn

f xn
xn

f xn

f xn

1 1.6 0.0292 0.9996 0.0292 1.5708

2 1.5708 0 1 0 1.5708

53. a) Del origen a la intersección en y: 2
Del origen a la intersección en x: 

b)

c) La distancia mínima es 0.9795 cuando 

55.

57. a)

b)

El área transversal máxima es aproximadamente: 83.1 pies2.

c)

d)

El área máxima ocurre cuando 
e)

59. 4 045 unidades 61.

63. 65. Problema Putnam A1, 1986

Sección 3.8 (página 233)
En las respuestas para los ejercicios 1 y 3, los valores en las tablas se
han redondeado por conveniencia. Dado que una calculadora o un
programa hace cálculos internos utilizando más dígitos de los desple-
gados, se pueden producir valores ligeramente diferentes que los mos-
trados en la tabla.

1.

3.

5. 7. 0.682 9. 1.250, 5.000
11. 0.900, 1.100, 1.900 13. 1.935 15. 0.569
17. 4.493 19. a) Demostración b)
21. 23.

25. 0.74 27. Demostración
29. a) b) 1.347 c) 2.532

d)

con el eje x es aproximada-

e) Si la estimación inicial             no es lo suficientemente cer-
cana al deseado cero de la función, la intersección con el eje
x de la correspondiente recta tangente a la función puede
aproximar un segundo cero de la función.

31. Las respuestas varían. Ejemplo de res-
puesta: si f es una función continua
en [a, b] y derivable en (a, b), donde
c pertenece a [a, b] y f (c) = 0, el
método de Newton utiliza las tan-
gentes para aproximar c. Primero
se estima una x

1
 inicial y cercana a

c (ver la gráfica). Luego se determina
x

2
 empleando                   

Se realiza una tercera estimación mediante                                     ).
Se continúa con este proceso hasta que                     tenga la exac-
titud deseada, donde          es la aproximación final de c.xn 1

xn xn 1

x3 x2 f x2 f x2

x2 x1 f x1 f x1 .

x

2

1

−1

−2

−1

y

a

bc

x1
x2

x3

f (x)

x x1

y 1.313x

3.156

4
3.

y 3x 4La intersección de 
con el eje x es 

5

3

1−2 4
x

y

f

y = −3x + 4

y = −1.313x + 3.156

−4 5

−2

4

1 x2 x4 .  .  . 2 x1 x3 .  .  . ;f x1 0
7 2.6465 2.236;

1.587

S3 4.50 millasy
3

10 x;
S1 6.1 millasy

64
141 x;

0 90

0

(60 , 83.1)

100

60 .
 0 cuando 60 , 180 , 300

 
dA

d
64 2 cos 1 cos 1

A 64 1 cos sen , 0 < < 90

F kW k2 1; arctan k

x 0.7967.
1

(0.7967, 0.9795)

3

24

d x2 2 2 sen x 2

2

x

3

1

2

1

y

4 4 2

Base 1 Base 2 Altitud Área

8 8 16 cos 10 8 sen 10  22.1

8 8 16 cos 20 8 sen 20  42.5

8 8 16 cos 30 8 sen 30  59.7

8 8 16 cos 40 8 sen 40  72.7

8 8 16 cos 50 8 sen 50  80.5

8 8 16 cos 60 8 sen 60  83.1

Base 1 Base 2 Altitud Área

8 8 16 cos 70 8 sen 70  80.7

8 8 16 cos 80 8 sen 80  74.0

8 8 16 cos 90 8 sen 90  64.0
La intersección de 

mente 2.404.



Soluciones de los ejercicios impares  A-57

33. 0.860 35.

37. 39. 15.1, 26.8 41. Falso:
43. Verdadero 45. 0.217

Sección 3.9 (página 240)
1.

3.

5.

7. 9.

11. 13. 15.

17. 19.

21. a) 0.9 b) 1.04 23. a) 1.05 b) 0.98

25. a) 8.035 b) 7.95 27. 29.

31. a) b)

33. a) b) c) 0.75%, 0.5%

35. 37. a) b) 216 s 3.6 min
39. a) b) 41. 6 407 pies

43.

Calculadora: 9.97

45.

Calculadora: 4.998

47.

49. El valor de dy se aproxima al valor de       cuando        decrece.

51. a)

b)

53. Verdadero 55. Verdadero

Ejercicios de repaso para el capítulo 3 (página 242)
1. Sea    una función definida en c. Si                  o si     está indefi-

nida en c, entonces c es un número crítico de f.

3. Máximo: 5. Máximo:

Mínimo: Mínimo:
7. 9. No es continua en 

11. a) b) no es derivable en 

13. 15.

17. 19.

21. Número crítico: 
Creciente en decreciente en 

23. Números críticos: 

Creciente en decreciente en 

25. Número crítico: 
Creciente en decreciente en 

27. Máximo relativo:  

Mínimo relativo:  

29. Mínimo relativo:  
31. a) b) Demostración

c) Periodo: frecuencia: 66;
y

1
4 pulg; v 4 pulg s

2, 12

15
6

, 
5 15

9

15
6

, 
5 15

9

0, 11, ;
x 1

1, 73, 1 , 7
3, ;

x 1, 73

, 3
2

3
2, ;
x

3
2

c
x1 x2

2
f 0 1

x 5.ff
2 744
729

3
7

x 4.f

x

2 104 6

2

4

6

2

6

4

y

2, 2f 0 f 4
2.73, 0.885

2, 25
4

2 , 17.570, 0

x

4

4

3

21

4

4 3 1

2

3

f c( ) = 0f c( ) está
indefinida.

y

f c 0 ff

f 0.05 tan 0 s2 0  0.05 0 1 0.05
f x tan x; dy s2 x dx

f 4.02 4
1

2 4
0.02 2

1
4

0.02

dy
1

2 x
 dxf x x;

xy

 y 2 x 4
 y 2 1

4 x

6

2

6

(0, 2)y
f

6 y f 0 f 0 x 0

f 624 4 625
1

4 625 3 4 1 4.998

f x 4 x, dy
1

4x3 4 dx

f 99.4 100
1

2 100
 0.6 9.97

f x x, dy
1

2 x
 dx

2.16%0.87%

1
4%80  cm3

�1.28  pulg 2�5.12  pulg3

1.25%5
6%

�8  pulg2�5
8 pulg2

 sen
6 x 1

2
 dx3 sen 2x  dx

1 2x2

1 x2
 dx

3
2x 1 2 dx6x dx

dy 0.040y 0.039;dy 0.3y 0.331;

T x cos 2 x 2 sen 2

T x 80x 128

T x 4x 4

sea f x
x2 1
x 1

.x 1.563 millas

x

1

1

2

(0.860, 0.561)

3

y

2

1.939, 0.240

x 1.9 1.99 2 2.01 2.1

f x 3.610 3.960 4 4.040 4.410

T x 3.600 3.960 4 4.040 4.400

x 1.9 1.99 2 2.01 2.1

f x 24.761 31.208 32 32.808 40.841

T x 24.000 31.200 32 32.800 40.000

x 1.9 1.99 2 2.01 2.1

f x 0.946 0.913 0.909 0.905 0.863

T x 0.951 0.913 0.909 0.905 0.868

no es derivable en 
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x 0 0.5 1 2

1 x 1 1.2247 1.4142 1.7321

1
2 x 1 1 1.25 1.5 2

33. cóncava hacia arriba:  
cóncava  hacia abajo:  

35. cóncava hacia arriba:  

cóncava  hacia abajo:  
37. Mínimo relativo:  
39. Máximos relativos:  

Mínimo relativo:  
41. 43. Creciente y cóncava hacia abajo 

45. a)
b)

c) Máximo en 2005; mínimo en 1972 d) 2005
47. 8 49. 51. 53. 0 55. 6
57. Asíntota vertical: asíntota horizontal: 
59. Asíntota vertical: asíntota horizontal: 
61.

Asíntota vertical: 
Mínimo relativo:  
Máximo relativo:

63. Asíntota horizontal: 
Mínimo relativo:  

Máximo relativo:

65. 67.

69. 71.

73. 75.

77. 79.

81. 83. a) y b) máximo:
Mínimo:

85. P.M.; km
87. 89. Demostración 91. 14.05 pies
93. pies 95. mi h
97. 99.

101.

103.

SP  Solución de problemas   (página 245)
1. Las opciones para a pueden variar.

a) Un mínimo relativo en  
para

b) Un máximo relativo en  
para

c) Dos mínimos relativos para  
cuando

d) Si hay tres puntos críticos; 
si sólo hay un punto críti-
co.

3. Todas las c, donde c es un número real. 5 a 7. Demostraciones 
9. Alrededor de 9.19 pies

11. Mínimo: no hay máximo.
13. a) a c) Demostraciones 
15. a)

b) Demostración

2 1 d;

a 0,
a < 0,

x ± a 2
a < 0

a < 0
0, 1

a 0
0, 1

x

5
4

y

6
7
8

3
2

−1
−2

2−2

a = −3

a = −2

a = −1

a = 1 a = 3 a = 2 a = 0

dV

V
100 0.83%dV 8.1  cm3,

dS

S
100 0.56%dS 1.8  cm2,

dy 1 cos x x sen x  dx

1.164, 1.4531.532, 0.347, 1.879
v 54.773(32 3 22 3 3 2 21.07

0, 0 , 5, 0 , 0, 10
d 64t 4.92 4:55

1, 1
1, 3

x
2

2

2

(0, 1)

y

3

(2 , 2   + 1)

2 2

2
3(

( (

(, 

, 

(0, 9)

( 3, 0) (3, 0)

10

x

42

5

24

y

x

21

x = 0

5

10

1

5

2
( 1, 6)

(1, 6)

y

x

(0, 4)

123 1 2 3
1

1

2

5

4

, 3
3

3 ((

y

, 3
3

3 ((

y

x

x = 2

y = 3
12 1 3 4 5 6

2

4

5

6

1

2

2

5
3
   , 0( (

5
2

   0, ( (

( 3, 0)

( 1, 1.59)

(0, 0)
x

2112

1

2

3

4

45

3

y

x

(1, 0)

(3, 0)

, 1.1111
5( (

(1.71, 0.60)

(2.69, 0.46)

2 4 6

2

4

2

4

y

8
x

4 62

6

4

26

2

8

8

8

y

( 4, 0) (4, 0)

(0, 0)

2, 82 ))

2, 82 ))

x

(2, 4)

(4, 0)(0, 0)

5

4

2

3

5321

1

y

2.155, 0.077

0.155, 1.077

y 0
2 5

1.4

0.2

3, 108
3, 108
x 0

5 5

200

200

y 2x 4;
y 2x 0;

2
3

0

0 40

500

D 0.00430t4 0.2856t3 5.833t2 26.85t 87.1

x

2 3 4 5

5

2

6

(0, 0)

(6, 0)

3

7

1

4

1

y

7

(3, f (3))

(5, f (5))

0, 0
2 2, 1 22 2, 1 2 ,

9, 0
3 2, 20, 2 ,

2, 3 2 ;3 2, 3 2 ;2, 2 ,
, 3)

3, ;3, 54);
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v 20 40 60 80 100

s 5.56 11.11 16.67 22.22 27.78

d 5.1 13.7 27.2 44.2 66.4

17. a)

b) La distancia entre la parte posterior del primer vehículo y la
parte delantera del segundo es d(s), la distancia de frenado
segura. El primer vehículo pasa por el punto dado en 5.5/s
segundos, y el segundo necesita            segundos más. Por 
tanto,  

c)

d) 1.719 s; 33.714 km h e) 10.597 m
19. a)

b)

Capítulo 4
Sección 4.1 (página 255)
1 a 3. Demostraciones 5. 7.

9.

11.

13.

15. 17. 19.

21. 23. 25.

27.

29.

31. 33. 35.

37. 39. 41.

43.

45. Las respuestas varían.
Ejemplo:

47.

49.

51. a) Las respuestas varían.
Ejemplo:

53. a) Las respuestas varían.
Ejemplo:

b) b)

55. a) b)

c)

57. 59.

61. 63.

65. a) b) 69 cm

67. Cuando se evalúa la integral                se encuentra una función
F(x) que es una antiderivada de f(x). Por tanto no existe diferen-
cia. 

69.

71. 62.25 pies 73.

75.

77. 7.1 m 79. 320 m; 
81. a)

b) c)
83.

85. a) b) 190 m
87. a) 300 pies b)

89. a) Aeroplano A:

Aeroplano B: sB

49 275
68

t2 250t 17

sA

625
2

t2 150t 10

60 pies s 41 mi h
1.18 m s 2

a t 1 2t3 2 ; x t 2 t 2
30, 1 , 3, 5

v t 3t2 12t 9; a t 6t 12
32 m s

f t 4.9t 2 v0t C2 4.9t 2 v0 t s0

v t 9.8t C1 9.8t v0

v0 187.617 pies s

x

1 223 3

1

2

3

2

3f

f

f

y

 f x  dx,

h t
3
4 t 2 5t 12

f x 4 x 3xf x x2 x 4
h t 2t 4 5t 11f x 3x2 8

15

8

15

12

y x2 6

3

9

3

9

6

1

6

7

4 8

2

6

y sen x 4y
1
4 x2 x 2

3

2

6

4

y

x

x

y

3 5

3

5

y x2 x 1

y

x

f

13 1 2
2

4

4

6

8
f(x) =    x3 + 2x + 31

3

f(x) =    x3 + 2x
1
3y

x

123 1 2 3

2

3

5

f(x) = 4x + 2

f

f(x) = 4x

csc x C

tan y Ctan cos Ct csc t C

5 sen x 4 cos x Cx C
2
7 y7 2 C

x3 1
2 x2 2x C

2
3 x3 2 12x1 2 C

2
3 x1 2 x 18 C

1 4x4 C
3
5 x 5 3 C

2
5 x 5 2 x2 x C

1
6 x6 x Cx2 x3 C

1
2 x2 7x C

1
4x2 C

1
2

x 2

2
C

1
2

x 3 dx
1

2x3 dx

2

x
C

x 1 2

1 2
Cx 3 2 dx

1

x x
 dx

3
4

x 4 3 C
x 4 3

4 3
Cx1 3 dx3 x dx

Simplificar     Integrar       Reescribir     Integral original

y
2
5 x 5 2 Cy 3t3 C

5

3

3

3

(0, 0)
P(x)

f (x)

P x x x2

s 9.365 m s;

s 9.365 m s

30

0

0

10

T d s s 5.5 s.
d s s

d s 0.071s2 0.389s 0.727

Las respuestas varían.
Ejemplo:



A-60  Soluciones de los ejercicios impares

n 5 10 50 100

s n 1.6 1.8 1.96 1.98

S n 2.4 2.2 2.04 2.02

b) c)

Sí, para
91. Verdadero 93. Verdadero
95. Falso. f tiene un número infinito de antiderivadas, cada una de

ellas difieren por una constante.
97. 99. Demostración 

Sección 4.2 (página 267)

1. 75 3. 5. 7. 9.

11. 13. 15. 84

17. 1 200 19. 2 470 21. 12 040 23. 2 930
25. a) b)

27.

29.

31.

33. El área de la región sombreada cae entre 12.5 y 16.5 unidades
cuadradas.

35. El área de la región sombreada cae entre 7 y 11 unidades cuadra-
das.

37. 39. 9 41. 43.

45. 47.

49. 51.

53.

55. a) b)

c)

d)

e)

f )

57. 59.

61. 63.

65. 67.

69. 71.

73. 75. 0.34569
8

x
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y

8
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2
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y
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x
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y
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y

x
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12

18

24
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y

x
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5
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10
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A 34A 54

x
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3

1

1

yy
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4
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A
7
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lím
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i 2 n 2 n 2lím
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n

i 1
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i 1
i 2 n 2 n

S n
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i 1
 f xi  x

n

i 1
i 1 2 n 2 n

s n
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i 1
 f xi 1  x

x 2 0 n 2 n

x

31

3

2

1

y

lím
n�

 3n 1 n 3

lím
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1
6

2n3 3n2 n

n3

1
3

lím
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12 n 1

n
12

n 10 000: � S 1.99999998n 10 000: � S 1.0002
n 1 000:� S 1.999998n 1 000:� S 1.002
n 100:� S 1.9998n 100:� S 1.02
n 10:� S 1.98n 10:� S 1.2
2 n 1 n 1 n2n 2 n

A s 0.646A s 0.518
A S 0.746A S 0.76881

4

0.7908 < área de región < 1.1835
55 < área de región < 74.5
13 < área de región < 15

Área 17.25Área 21.75

y
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Soluciones de los ejercicios impares  A-61

n 4 8 20 100 200

s n 15.333 17.368 18.459 18.995 19.060

S n 21.733 20.568 19.739 19.251 19.188

M n 19.403 19.201 19.137 19.125 19.125

n 4 8 12 16 20

Área
aproximada

5.3838 5.3523 5.3439 5.3403 5.3384

n 4 8 12 16 20

2.2223 2.2387 2.2418 2.2430 2.2435

77.

79.

81. b

83. Se puede utilizar la recta y = x
acotada por x = a y x = b. La
suma de las áreas de los rectán-
gulos inscritos en la siguiente
figura es la suma inferior.

La suma de las áreas de los
rectángulos circunscritos en
la siguiente figura es la
suma superior.

Los rectángulos de la primera gráfica no incluyen totalmente el
área de la región, mientras que los rectángulos de la segunda grá-
fica abarcan un área mayor a la de la región. El valor exacto del
área se encuentra entre estas dos sumas.

85. a) b)

c) d) Demostración

e)

f ) Como f es una función creciente, s(n) es siempre creciente y
S(n) es siempre decreciente.

87. Verdadero

89. Supóngase que la figura tiene n filas y n + 1 columnas. Las estre-
llas de la izquierda suman                                 al igual que las es-
trellas de la derecha. Hay                 estrellas en total. Por tanto
                                                          de manera que  

91. a)
b) c)

93. Demostración

Sección 4.3 (página 278)

1. 3. 32 5. 0 7. 9.

11. 13. 15.

17. 19. 21.

23. 25.

27. 29.

31. 33. 35. 48 37.

39. 16 41. a) 13 b) c) 0 d) 30
43. a) 8 b) c) d) 30 45.

47. a) b) 4 c) d)
e) f )

49. a) 14 b) 4 c) 8 d) 0 51. 81

53.

55. No. Hay una discontinuidad en  57. a 59. dx 4.

n

i 1
 f xi  x >

5

1
 f x  dx

23 25 2
3 21 2

48, 88412
10

A 49 2

126y

x

−2−4−6−8 2 4 6 8

−4

2

4
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8

10

12
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A 1A 14

1 Triángulo

1−1
x

yy
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−1 1 2 3
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4

8

12
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A 8A 12
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4

2

42

y
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5
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3

2

42 31

1
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y

2

0
 y3 dy

2

0
 cos x dx

5

5
 25 x2  dx

4

4
 4 x  dx

4

0
 5 dx

3

0
 x2 4 dx

5

1
 3x 10  dx

10
32 3 3.464

76 897.5 pies2

0

0 350
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y 4.09 10 5 x3 0.016x2 2.67x 452.9

1 2 .  .  . 

n n n 1 2.
2 1 2 .  .  . n n n 1

n n 1
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M 4 6 112
315
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2 3
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15s 4 46
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A-62  Soluciones de los ejercicios impares

n 4 8 12 16 20

L n 3.6830 3.9956 4.0707 4.1016 4.1177

M n 4.3082 4.2076 4.1838 4.1740 4.1690

R n 3.6830 3.9956 4.0707 4.1016 4.1177

n 4 8 12 16 20

L n 0.5890 0.6872 0.7199 0.7363 0.7461

M n 0.7854 0.7854 0.7854 0.7854 0.7854

R n 0.9817 0.8836 0.8508 0.8345 0.8247

61.

63.

65. Verdadero 67. Verdadero

69. Falso: 71. 272 73. Demostración

75. No. No importa lo pequeño que sean los intervalos, la cantidad
de números  racionales e irracionales en cada intervalo es infinita
y 

77. y maximizan la integral. 79.

Sección 4.4 (página 293)
1. 3.

Positiva Cero

5. 12 7. 9. 11. 13. 15. 17.

19. 21. 23. 25. 27.

29. 31. 33. 0 35. 37. 1 39.

41. 20 43. 45.

47. 49.

51. Valor promedio 53.

55. 57. 540 pies

59. a) 8 b) c)
61. a) b) 827 N
63.

65. a)
b) c) 2 475.6 m

67. 69.

71.

73. a)
b) Creciente: decreciente:
c) Se presenta un máximo en  
d)

75. 77. 79.

81. 83. 85. 87. 8
89. 91.

93. 95. a)
b)

Se presenta un extremo de     
en

97. a) pies a la derecha b) 99. a) 0 pies b)
101. a) 2 pies a la derecha b) 2 pies 103. 28 unidades 105. 8 190 L
107. tiene una discontinuidad no removible en
109. tiene una discontinuidad no removible en 
111. 113. Verdadero

115.

Debido a que es constante.

117. a) 0 b) 0 c) d) 0

Sección 4.5 (página 306)

1.

3.

5.

7. No 9. Sí 11.

13. 15.

17. 19.

21. 23.

25. 27.

29. 31. 2x C
1
4 1 1 t 4 C

1 x2 C1 3 1 x3 C

1 4 1 x2 2 C
15
8 1 x2 4 3 C

1
3 t2 2 3 2 C

1
15 x3 1 5 C

1
12 x4 3 3 C

2
3 25 x2 3 2 C

1
5 1 6x 5 C

sec2 x dxtan x tan2 x sec2 x dx

2x dxx2 1 
x

x2 1
 dx

16x dx8x2 1 8x2 1 2 16x  dx

du g x  dxu g x
f g x g x  dx

        

xf x
x

0  f t  dt

f xf x 0,

f x
1

1 x 2 1
1
x2

1
x2 1

0

2 63.7%
x 2.f x s2 x

x 0.f x x 2

63
2  pies 113

10  pies 3
2

x 2.
g

C 10 $338 394
C 5 $214 721
C 1 $137 000
C x 1 000 12x 5 4 125

x

y

1

1 2 3 4

2

−2

−1

f g

3x2 sen x 6cos x sen x
x cos xx4 1x2 2x

tan x 13
4 x 4 3 121

2 x2 2x

2 4 6 8

2

4

6

8

10

x

y

x 4.
4, 80, 4 ;

g 8 5g 6 8,g 4 9,g 2 7,g 0 0,

F 8 sen 8 sen 1 0.1479
F 5 sen 5 sen 1 1.8004
F 2 sen 2 sen 1 0.0678
F x sen x sen 1

F 8 35
2F 8 72

F 5 16F 5 15
F 2 10F 2 6
F x 20 x 20F x 2x2 7x

70

−10

−10

90

v 0.00086t3 0.0782t2 0.208t 0.10
0.5318 L

1 500 3F x 500 s2 x

10
3

7
1  f x) dx 20;4

3

x 0.690, x 2.451
2

x 3 2 2 0.6300x ± 3 ±1.7321

1
46

±arccos 2 ±0.48171 444
225 6.4178

3 3 2 2 1.889932
3

52
3

1
62 3 34

264
3

25
2

27
20

1
18

42
3

1
2

1
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10
32

−5

−5 5

5

−2

−5 5

5

1
3b 1a 1

f ci 0 o f ci 1.
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 x  dx 2
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Valor promedio 

valor promedio 



Soluciones de los ejercicios impares  A-63

33.

35.

37.

39. 41.

43. a) Las respuestas varían.
Ejemplo:

45. a)

b) b)

47. 49. 51.

53. o o 

55. 57. o 

59. 61.

63. 65.

67.

69.

71.

73. o 

75. 0 77. 79. 2 81. 83. 85.

87. 89.

91. 93. 4 95.

97. 99.

101. 9.21

103. 105. 107. a) b) c) d) 64

109.

111. Si entonces y

113. 16 115. $250 000
117. a) Mínimo relativo:  o julio

Mínimo relativo:  o febrero
b) 36.68 pulg c) 3.99 pulg

119. a) Flujo máximo:
en

b) 1 272 miles de galones
121. a) b)
123. a) $9.17 b) $3.14
125. a) b) g es no negativa porque la gráfica

de f es positiva al principio, y por
lo general tiene más secciones po-
sitivas que negativas.

c) Los puntos de g que corresponden a extremos de f son puntos
de inflexión de g.

d) No, algunos ceros de f como                  no corresponden a ex-
tremos de g. La gráfica de g sigue creciendo después de que
               porque f sigue estando por arriba del eje x.

e)

La gráfica de h es la de g trasladada
dos unidades hacia abajo.

127. a) Demostración b) Demostración

129. Falso. 

131. Verdadero 133. Verdadero 135 a 137. Demostraciones
139. Problema Putnam A1, 1958

Sección 4.6 (página 316)

1. 2.7500 2.6667 2.6667
3. 4.2500 4.0000 4.0000
5. 20.2222 20.0000 20.0000
7. 12.6640 12.6667 12.6667
9. 0.3352 0.3334 0.3333

11. 3.2833 3.2396 3.2413
13. 0.3415 0.3720 0.3927
15. 0.5495 0.5483 0.5493
17. 0.0975 0.0977 0.0977
19. 0.1940 0.1860 0.1858
21. Trapezoidal: Polinomios lineales (1er. grado)

De Simpson: Polinomios cuadráticos (2o. grado)
23. a) 1.500 b) 0.000 25. a) 0.01 b) 0.0005
27. a) 0.1615 b) 0.0066 29. a) b)
31. a) b) 33. a) b)
35. a) b) 37. a) b)
39. a) 24.5 b) 25.67 41. Las respuestas varían.

n 48n 643n 12n 130
n 16n 287n 8n 77
n 26n 366

Calculadora De SimpsonTrapezoidal

Exacta    De SimpsonTrapezoidal

 2x 1 2 dx
1
6 2x 1 3 C

0 9.4

−4

4

x 2

0 9.4

−4

f

g

4

b 58.6%P0.50, 0.75 35.3%

t 9.36.R 61.713

0 24

0

70

1.3, 5.1
6.7, 0.7

x 5 x2 3 dx
1
2 5 x2 3 2x  dx

1
2 u3 du.

du 2x dxu 5 x2,

2
3

0
 4x2 6  dx 36

64
3

128
3

64
3

2
3

272
15

−1

−1 5

6

0

0 8

15144
5

−0.5

−1 7

214
3

2 3 11 209 28

f x 2x2 1 3f x 2x3 1 3 3

3 3 44
15

1
212 8

9 2

x 2 x 1 C1x 1 2 x 1 C

2x 1 15 3x2 2x 13 C

1
8

2
5 2x 1 5 2 4

3 2x 1 3 2 6 2x 1 1/2 C

2
105 1 x 3 2 15x2 12x 8 C

2
3 1 x 3 2 4

5 1 x 5 2 2
7 1 x 7 2 C

2
5 x 6 5 2 4 x 6 3 2 C

2
5 x 6 3 2 x 4 C

f x
1

12 4x2 10 3 8f x
1
2 cos 4x 1

f x 2 cos x 2 4cot x x C

1
2 sec2 x C1

1
2 tan2 x C

1
5 tan5 x C

1
8 cos 4x C2

1
4 cos2 2x C1

1
4 sen 2 2x C

sen 1 C
1
4 cos 4x Ccos x C

6

−3

−6

5

−2 2

−1

2

y
1
2 sen x 2 1y

1
3 4 x2 3 2 2

−4 4

−4

4

x

y

x

y

−2 2

−1

3

1 2 x2 2x 3 C2x2 4 16 x2 C

6y3 2 2
5 y5 2 C

2
5 y3 2 15 y C

1
4 t4 4t2 C

2
5x5 2 10

3 x3 2 16x1 2 C
1
15 x 6x2 50x 240 C

Las respuestas varían.
Ejemplo:

x 2,



A-64  Soluciones de los ejercicios impares

n L n M n R n T n S n

4 0.8739 0.7960 0.6239 0.7489 0.7709

8 0.8350 0.7892 0.7100 0.7725 0.7803

10 0.8261 0.7881 0.7261 0.7761 0.7818

12 0.8200 0.7875 0.7367 0.7783 0.7826

16 0.8121 0.7867 0.7496 0.7808 0.7836

20 0.8071 0.7864 0.7571 0.7821 0.7841

43.

45. 0.701 47. 17.476
49. a) Regla trapezoidal: 12.518;  regla de Simpson: 12.592

b)

51. 53. 55. 2.477

Ejercicios de repaso para el capítulo 4 (página 318)

1. 3.

5. 7.

9.

11. a) Las respuestas varían.
Ejemplo:

b)

13. 15. a) 3 s; 144 pies b) c) 108 pies

17. 19. 420 21. 3 310

23. a) b) c)

25.

27. 29.

31. 33. 35.

37. 39. a) 17 b) 7 c) 9 d) 84

41. 56 43. 0 45. 47.

49. 51.

53. 55.

57. 59. Valor promedio 

61. 63.

65. 67.

69.

71. 73.

75.

77. 79. 2 81. 83. 2

85. a) b)

−3 3

2

y
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3

y
1
3 9 x2 3 2 5

28 1521 4

1
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1 sec x 3 C

2 1 sen C
1
4 sen4 x C

1
30 1 3x2 5 C

1
30 3x2 1 5 C
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5x5 9x3 27x C
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A 16
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1
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1 2−1−3 3

y
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−1 1 2 3 4 5
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2
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A 12A 15
9.038 < área de región < 13.038
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i 1
 4i 2

n

i 1
 i3
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i 1
 2i 1
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n 1
 

1
3n

3
2 s240 pies s

2 6

6

2

x

y

1

8
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4

y x2 4x 2
y 1 3x2

x2 9 cos x Cx2 2 4 x2 C

4
3 x3 1

2 x2 3x C

x

f

f
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2

0

 y dx 12.521
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Las respuestas varían.
Ejemplo:



Soluciones de los ejercicios impares  A-65

x 0.5 1.5 2 2.5

x
1 1/t  dt 0.6932 0.4055 0.6932 0.9163

x 3 3.5 4

x
1 1/t  dt 1.0987 1.2529 1.3865

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8

F x 0 1
2 2 7

2 4 7
2 2 1

4
3

87.

89. a)
b) 2.22 pulg

91. Regla trapezoidal: 0.285 93. Regla trapezoidal: 0.637
Regla de Simpson: 0.284 0.685
Calculadora: 0.284 0.704

SP  Solución de problemas   (página 321)

1. a) b)
c) d) Demostración

3. a)

b) c)
5. a)

b)

c) Máximos relativos en  
Mínimos relativos en  

d) Puntos de inflexión en 
7. a)

b) Base altura 

c) Demostración

Área
9. a)

b)

c) d)

11. Demostración 13. 15.

17. a) Demostración b) Demostración c) Demostración
19. a)

b)
21.

Capítulo 5
Sección 5.1 (página 331)

1.

3. a) 3.8067 b)

5. a) b)

7. b 8. d 9. a 10. c

11. 13.

Dominio: Dominio:
15. 17.

Dominio: Dominio:
19. a) 1.7917 b) c) 4.3944 d) 0.5493
21. 23.

25. 27.

29.

31. 33. 35.

37. a) b)

39. 41. 43. y 3x 3ln 4 1.3863

 g x

 2 ln x ln 4

 f x ln 
x2

4
ln x2 ln 4

0

−3

9

f = g

3

ln 9 x2 1ln 3
x x 3 2

x2 1
ln 

x 2
x 2

ln z 2 ln z 1

1
2 ln x 1 ln xln x 1

2 ln x2 5

ln x ln y ln zln x ln 4
0.4055

x > 2x > 1

y

x

−3 1 2 3
−1

−2

−3

1

2

3

−2
x

4

1

2

−1

−2

3

y

x > 0x > 0

2

1

x

321

−1

y

x

5421 3

3

2

1

−2

−3

−1

y

ln 0.8
0.8

1
 
1
t
 dt 0.22310.2231

ln 45
45

1

 
1
t
 dt 3.8067

a 4, b 4
S 4 1

3 f 0 4 f 1 2 f 2 4 f 3 f 4 5.42
R n , I, T n , L n

1
1

0

 1 x4 dx 22
3

x 2x 4, 8

x

y

1

42 5 6 7 8 9

2
3
4
5

−2
−3
−4
−5

−1

f

(0, 0)

(6, 2)
(8, 3)

(2, −2)

36

Área 2
3 bh

2
3 6 9 36

96,

−4 −2 −1 1

1
2
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4
5
6
7

10

2 4 5

y

x

x 1, 3, 5, 7
x 2, 2 2
x 2, 6

2 3 5 6 7 2 21 2 3
0.25

0.25

0.50

0.75

1.00

x

y

x

y

1

1 3

2

2

1

16 1516n4 16 15n4

lím
n

 
32
n5

n

i 1
i 4 64

n4

n

i 1
i3 32

n3

n

i 1
i2

x 2.718
L 1 1L x 1 x,L 1 0

12
0  2.880 2.125 sen 0.578t 0.745  dt 36.63 pulg

468
7

Regla de Simpson:
Calculadora:



A-66  Soluciones de los ejercicios impares

45. 47. 49. 51.

53. 55. 57.

59. 61. 63.

65. 67. 69.

71. 73.

75.

77. a) 79. a)
b) b)

81. a) 83.

b)

85. 87.

89.

91. Mínimo relativo:  
93. Mínimo relativo:  
95. Mínimo relativo:  punto de inflexión:
97.

Los valores de f  y      y      y sus pri-
meras derivadas coinciden en 

99. 101.

103. 105.

107. El dominio de la función logaritmo natural es             y el rango
es                    La función es continua, creciente e inyectiva, y su
gráfica es cóncava hacia abajo. Además, si a y b son números po-
sitivos y n es racional, entonces  

y

109. a) Sí. Si la gráfica de g es creciente, entonces        Como
 entonces se sabe que                 de modo
que                  Por tanto, la gráfica de f es creciente.

b) No. Sea                         (positiva y cóncava hacia arriba) y
sea       (no cóncava hacia arriba).

111. Falso;

113. Falso; es una constante, de manera que 

115. a) b) 30 años; $503 434.80
c) 20 años; $386 685.60

d) Cuando
Cuando

e) Una mensualidad mayor tiene dos ventajas: el plazo es más
breve y la cantidad pagada es menor.

117. a) c)

b)

Las respuestas varían.

119. a) b) Cuando

Cuando

c)

121. a) b)

Para Para

crece lentamente para valores grandes de x.

Sección 5.2 (página 340)
1. 3. 5.

7. 9.

11. 13.

15. 17.

19. 21.

23. 25.

27.

29. 31.

33. 35.

37. 39.

41. 43.

La gráfica tiene un hueco
en x 2.

−10 10

−10

(1, 0)

10

−10

−6 6

10

(1, 2)

y 3 ln 2 x Cy 4 ln x C

ln sec x 1 Cln 1 sen t C
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3 ln sen 
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Cx 6 x 18 ln x 3 C

2x ln 1 2x C

2 ln x 1 2 x 1 C2 x 1 C

1
3 ln x 3 C

1
3 x3 2x ln x2 2 C

1
3 x3 5 ln x 3 C

1
2 x2 4x 6 ln x 1 C

1
3 ln x3 3x2 9x Cx2 2 ln x 4 C

ln x4 3x C
1
2 ln x2 3 C

1
2 ln 2x 5 Cln x 1 C5 ln x C

f x ln x

g crece más rápidamente
que f para valores grandes
de x.

g x  > f x .x > 256,g x  > f x .x > 4,

0 20 000

0

g

f

15

0

0

500

g

f

25

lím
x 10

 
dy

dx
0

dy dx 19 9.
x 9,

dy dx 3.
x 5,

0

0

10

20

T 70 0.97 lb pulg 2

lím
p

  T p 0T 10 4.75 lb pulg 2

0 100

0

30

0

0

100

350

dt dx 0.0287.x 1 611.19,
dt dx 0.0805.x 1 398.43,

0

1 000 3 000

50

d

dx
ln 0.

ln x ln 25 ln 25x.

g x ln x2 1
f x x2 1

f x > 0.
f x g x f xf x > 0,

g x > 0.

ln a b ln a ln b.ln an n ln a
ln a b ln a

ln b, 

ln 1 0,

, .
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2x2 2x 1 x 1
x 1 3 2

3x3 15x2 8x

2 x 1 3 3x 2

2x2 1 x2 1x 0.567
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1 5
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P2 x x 1 1
2 x 1 2P1 x x 1;
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e 1, e 1
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xy y x 2 x2 2 x 0

y x 1
y 1 6x2

1 y
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3

2
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2xy 3 2y2y x 1
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2

, ln (( 3
24

1 2

3
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(1, 3)

y
1
3 x
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1
2 ln 3

25x y 2 0
ln 2x 1 x

3 cos x
sen x 1 sen x 2

tan x
sen x

cos x 1

cot x
x2 1
x2

4
x x2 4

1
1 x2

2
x ln x2

1
x ln x

1 2 ln t
t3

1 x2

x x2 1
2x2 1

x x2 1
2 t 1

4 ln x 3 x2 x1 xy 4x 4

g crece más rápidamente
que f para valores grandes
de x.



Soluciones de los ejercicios impares  A-67

45. 47.

49. a) b)

51. a) b)

53. 55. 57.

59. 61.

63. 65.

67. 69. 71. d 73. 75.

77.

79.

81. Regla trapezoidal: 20.2 83. 5.3368
Regla de Simpson: 19.4667 5.3632

85. Regla de las potencias. 87. Regla de los logaritmos.

89. 91. Demostración
93.

95.

97. 1 99.

101.

103. 105. Falso. 107. Verdadero
109. a) b) Las respuestas varían.

Ejemplo:

c) Las respuestas varían.
111. Demostración

Sección 5.3 (página 349)
1. a)

b)

3. a)
b)

5. a)

b)

7. a)

b)

9. c 10. b 11. a 12. d

13.

Inyectiva, existe la inversa.

15.

No inyectiva, no existe la inversa.

−1.5

−

1.5

2 2

5

−1

−10 2

7

x

2

1

1

3

2 3−1

f = g

y

g f x
1

1 x
xf g x

1
1 x

x;
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2
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42 6 8 10 12
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g f x x 4
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4 x

f g x x2 4 4 x;
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2

1

3

2 3−3

−3

−2
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f

1

y

g f x 3 x3 xf g x 3 x
3

x;

x

2

3

1

2 31−3

g

f

y

g f x 5x 1 1] 5 x

f g x 5 x 1 5 1 x

−10 10

−10

10

y 2 e ln x ln 4 4 x−10 10

−10

10

1
2 ln x ln x1 2$168.27

P 3 7715P t 1 000 12 ln 1 0.25t 1 ;
1 e 1 0.582

 ln sec x tan x C

ln sec x tan x C ln
sec2 x tan2 x
sec x tan x

C

ln cos x C ln 1 cos x C ln sec x C

x 2

12 ln 2 3 5.03

15
2 8 ln 2 13.045

1
2 ln 26 ln 31 x1 x

ln 2 1
2

2
0.174ln

x 1

x 1
2 x C

2 x ln 1 x Cln
2 sen 2
1 sen 1

1.929

ln 3 1.0997
3

5
3 ln 13 4.275

8

−1
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8

y ln x x 3

8
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−2

−3

1

2

3

4

5

x

y
(1, 4)

−3 6

−3

3

y ln
x 2

2
1

x

3

−3

4−2

(0, 1)
y

−3 3

−3

(0, 2) 4

f x 2 ln x 3x 2s
1
2 ln cos 2 C

Regla trapezoidal: 
Regla de Simpson:



A-68  Soluciones de los ejercicios impares

x 0 1 2 4

f x 1 2 3 4

x 1 2 3 4

f 1 x 0 1 2 4

17. 19.

Inyectiva, existe la inversa. Inyectiva, existe la inversa.

21.

Inyectiva, existe la inversa.

23. a) 25. a)
b) b)

c) y son simétricas c)

d) Dominio de  y d)
todos los números reales.
Rango de y
todos los números reales.

27. a) 29. a)

b) b)

c) c)

d) d)

31. a) 33. a)
b) b)

c) c)

d) d)

35. a)
b)

c) y son simétricas respecto a 
d) Dominio de f : todos los números reales.

Dominio de 
Rango de
Rango de todos los números reales.

37.

39. a) Demostración
b)

: costo total.
: número de libras del bien menos costos  

c) d) 20 lb

41. Existe la inversa. 43. No existe la inversa.
45. Existe la inversa. 47. en 
49. en 

51. en 

53.

La gráfica de       es una reflexión de
la gráfica de f respecto de la recta

55. a) y b) 57. a) y b)

c) c)

59. Inyectiva 61. Inyectiva

63. (La respuesta no es única)
65. (La respuesta no es única)
67. Existe la inversa. El volumen es una función creciente, y por tanto

es inyectiva. La función inversa proporciona el tiempo t correspon-
diente al volumen V.

69. No existe la inversa. 71. 73.

75. 77. 79. 1 1322 3 3
1 51 27

x  �  0f 1 x x 3,
x  �  0f 1 x x 3,

x  �  0f 1 x 2 x,x  �  0f 1 x x2 2,

f es inyectiva y tiene
una función inversa

6 6

4
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g 1

4

5 10

4

f

f 1

6

y x.

f 1
f

33

2

f 1

2

f 1 x
1 1 16x2 2x ,
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  si x 0
  si x 0

0, f x sen x  <  0

0, f x 8 x3  <  0
4, f x 2 x 4   >  0
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7 80 x
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respecto a 
y son simétricas

Dominio de  y
todos los números reales.
Rango de y
todos los números reales.

f 1:f

f 1:f

y x.
f 1f

respecto a 

y son simétricas
y x.

f 1f

respecto a 
y son simétricas

y x.
f 1f

respecto a 

Dominio de  y

Rango de y f 1:f

f 1:f Dominio de  y

Rango de y f 1:f

f 1:f

y son simétricas
y x.

f 1f

respecto a 
y son simétricas

y x.
f 1f

respecto a 
Dominio de  y f 1:f Dominio de  y f 1:f

todos los números reales.

todos los números reales.
Rango de y f 1:f Rango de y f 1:f

g no es inyectiva y no tiene
una función inversa



Soluciones de los ejercicios impares  A-69

81. a) Dominio de b) Rango de
Dominio de Rango de

c) d)

83. a) b)

c) d)

85. 87. 32 89. 600
91. 93.

95. Sea      una función inyectiva. Despejar x en función de y.
Intercambiar x y y para obtener                    Sea el rango de f  el
dominio de      . Verificar que y
Ejemplo:

97. Muchos valores de x dan el mismo valor de y. Por ejemplo,
             La gráfica no es continua en
donde n es un entero.

99. 101. Falso. Sea 103. Verdadero
105. a) b)

 no pasa la prueba de la recta horizontal.
107 a 109. Demostraciones 111. Demostración; cóncava hacia arriba. 

113. Demostración; 

115. a) Demostración b)

c) o 

Sección 5.4 (página 358)
1. 3. 5. 7.

9. 11. 13.

15.

17. 19.

21.

23. a) b)

Traslación de dos unidades
a la derecha

Reflexión respecto al eje x
y un encogimiento vertical.

c)
Reflexión respecto al eje x y una
traslación de tres unidades hacia
arriba.

25. c 26. d 27. a 28. b

29. 31.

33.

35. 37. a) b)

39. 41. 43. 45.

47. 49.

51. 53.

55. 57. 59.

61. 63. 65.

67. 69.

71. 73.

75.

77.

 0 0
3ex cos 2 x sen 2 x 0
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A-70  Soluciones de los ejercicios impares

79. Mínimo relativo: 

81. Máximo relativo:

Puntos de inflexión:

83. Mínimo relativo: 
Máximo relativo: 
Puntos de inflexión:

85. Máximo relativo: 
Punto de inflexión:

87.

89.

91. a) c)

b) Cuando

Cuando

93. a) c)

b) d)

95.

Los valores de                 y de sus pri-
meras derivadas coinciden en 

y

97.

Fórmula de Stirling:

99. 101. 103.

105.

107.

109. 111.

113. 115.

117. 119. 121.

123. 125.

127. 129.

131. a) b)

133. 135.

137. Regla del punto medio: 92.190; regla trapezoidal: 93.837;
regla de Simpson: 92.7385

139. La probabilidad de que una batería dada dure entre 48 y 60 me-
ses es aproximadamente de 47.72%.

141. a)

b) donde es la constante de pro-

143.

El dominio de       y su rango                        es
continua, creciente, inyectiva y cóncava hacia arriba en todo su
dominio.

es es 

145. a) Regla del logaritmo b) Sustitución

147.

149. 151. Demostración

Sección 5.5 (página 368)
1. 3. 0 5. a) b)

7. a) b) 1
2

3
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log3 1 3 1log2 8 33
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Soluciones de los ejercicios impares  A-71

t 1 10 20 30

P $95 122.94 $60 653.07 $36 787.94 $22 313.02

t 40 50

P $13 533.53 $8 208.50

n 1 2 4 12

A $4 321.94 $4 399.79 $4 440.21 $4 467.74

n 365 Continua

A $4 481.23 $4 481.69

n 1 2 4 12

A $1 410.60 $1 414.78 $1 416.91 $1 418.34

n 365 Continua

A $1 419.04 $1 419.07

9. 11.

13. 15. d 16. c 17. b 18. a

19. a) b) 21. a) b)
23. a) b) 25. 1.965 27.

29. 31. 33.000 33. 11.845
35. 37.

39. 41. 43.

45. 47.

49.

51. 53.

55. 57.

59.

61. 63.

65. 67.

69.

71. 73. 75.

77. 79.

81. 83.

85. 87.

89. a) b)

91. a) b) c)
d) e) 10 f )

93. a) b) c) d) 0
95. a) $40.64 b)

c)
97.

99.

101.

103.

105. c

107. a)

b)

109. a) b) 16.7%
c)

huevos
d)

huevos

111. a)
b) c) Cuando d     0.8, la razón

de crecimiento es 41.99.
Cuando la razón
de crecimiento es 160.21. 

d 1.5,

0

0

2

120

B 4.75 6.774 d

x 27.75 o 27 750

x 38.8 o 38 800

0

0

100

100

dV

dt
0.040t 60:

dV

dt
0.073;t 20:

6.7 millones de pies3 acre
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C 1 0.051P, C 8 0.072P
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t 1 10 20 30

P $95 132.82 $60 716.10 $36 864.45 $22 382.66

t 40 50

P $13 589.88 $8 251.24



A-72  Soluciones de los ejercicios impares

x 1 0.8 0.6 0.4 0.2

y 1.57 0.93 0.64 0.41 0.20

x 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y 0 0.20 0.41 0.64 0.93 1.57

113. a) 5.67; 5.67; 5.67
b) c) No porque

115. 117. 119.

121. Falso: es un número irracional. 123.Verdadero 125.Verdadero
127. a)

b) No. y
c)

129. Demostración

131. a)

b) i) 1 cuando ii) iii)
c)

133. Problema Putnam A15, 1940

Sección 5.6 (página 379)
1. a)

b) c)

d) Intersección:
Simetría: respecto al origen

3.

5. 7. 9. 11. 13. 2.50
15. 17. a) b)
19. a) b) 21. 23. 25.

27. 29.

31. 33.

35. a) b) Demostración
c) Asíntotas horizontales:

37. 39.

41. a) y b) Demostraciones 43.

45. 47.

49.

51. 53. 55.

57. 59. 61.

63.

65. 67.

69.

71.

73. Máximo relativo: 
Mínimo relativo: 

75. Máximo relativo: 
77. 79.

Máximo: Máximo:

Mínimo: Mínimo:

Punto de inflexión: Asíntota:

81.

83.

85. Si los dominios no estuvieran restringidos, las funciones tri-
gonométricas no serían inyectivas y por tanto no tendrían in-
versas.

87. Si si

89. a)
no existe

b)
91. Falso. El rango de arccos es 93. Verdadero 95. Verdadero
97. a)

b)
99. a) s

b) 0.1116 rad st 2:0.0520 rad s;t 1:
t 4h t 16t 2 256;

58.824 rad hx 3:16 rad h;x 10:
arccot x 5

0, .
sen 1 x sen 1
arcsen arcsen 1
arcsen arcsen 0.5 0.551

y arctan 
1
x

.x < 0,y arccot x arctan 
1
x
;x > 0,

y x 2
y 2 x 8 1 2 2 16

y
2

1, 0

1
2

, 00, 
2

1
2

, 2, 
2

2 1 1 2
x

y

( 

( ( 

( 1
2

, 

1
2

, 0 

2

2

2

y

1 1 2 3
x

))2, 
2

))0,  
2

(1, 0)

2, 2.214
1.272, 3.747

1.272, 0.606

1.0

0.5

1.0

1.5

1.5

0.5 1.0 1.5

y

x

f

P1

P2

P2 x
6

2 3
3

x
1
2

2 3
9

x
1
2

2

P1 x
6

2 3
3

x
1
2

1.0 0.5 1.0 1.5

1.0

1.5

0.5

1.0

1.5

x

y

f

P1 = P2

P1 x x; P2 x x

y 2 4 x 4y
1
4 x 2 4

y
1
3 4 3x 2 3

2 1 x2 2x2 16 x2arcsen x
1 1 x42 arccos xt 1 t2

3x 1 9x2 arcsen 3x x2 1 9x2

ex 1 e2x3 4 x2

2 2x x2

x
1
3x

1
3 sen 1

2 1.207

y 1, y 12

2

2

2

f = g

x2 2 xx2 9 3
x2 1 x1 4x2

1 x1 x2 xx
13
53

5 33 5arccos 1 1.269 0.66
4636

3 2, 61 2, 3 ,2 2, 3 4 ,

0, 0 ;

11

2

2

x

1 1

y

2

2

e, e
0.31473.1774c ec 0,

dy

dx

y2 yx ln y
x2 xy ln x

g x xxx x 1 x ln x 2 x ln x 1
f x xx2

x 2x ln x
g x x xx

f x xx x x x2

2 32
29 512

23 2 26 64
e

e2ey 1 200 0.6t 

f t g t h t .

5

1

1

6

las integrales definidas de dos 
funciones sobre un intervalo
dado pueden ser iguales aun
cuando las funciones sean
diferentes.
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101. 103. a) y b) Demostraciones
105.

107. a) b) La gráfica es una recta hori-

zontal en

c) Demostración

109.

111. a) b) Demostración

Sección 5.7 (página 387)

1. 3. 5.

7. 9.

11. 13.

15. 17.

19. 21.

23. 25.

27. 29.

31. 33.

35. 37. 39.

41.

43. 45.

47. 49.

51. 53.

55. a y b 57. a, b y c

59. No. Esta integral no corresponde a ninguna de las reglas básicas
de integración.

61.

63. a) b)

65. a) b)

67. 69.

71. 73. 75.

77. a) Demostración b)

79. a) b) 0.5708
c)

81. a) representa el valor promedio de sobre el intervalo
Máximo en

b) Máximo en

83. Falso. 

85. Verdadero 87 a 89. Demostraciones
91. a)

b) pies

c)

d) e) 1 088 pies
f ) Cuando se considera la resis-

sistencia con el aire, la altura
máxima del objeto no es tan
grande.

6.86 s

Sección 5.8 (página 398)
1. a) 10.018 b) 3. a) b)
5. a) 1.317 b) 0.962 7 a 15. Demostraciones

17.

19. 21. 23.

25. 27. 29. sech tsenh2  
xcsch x

coth x10x sech 5x2 tanh 5x23 cosh 3x

coth x 13 3sech x 2 13 13;
csch x 2 3;tanh x 3 13 13;cosh x 13 2;

13
12

4
30.964

t0

0

0

7

500

v t
32
k

  tan arctan 500 k

32
32k t

s t 16t2 500t; 3 906.25

0 20

0

550

v t 32t 500

dx

3x 9x2 16

1
12

 arcsec 
3x

4
C

x 1.
x 1.x, x 2 .

f xF x

2 2

1 2

1

2

y

x

ln 6 2 9 4 3 36

3 283

−3

−1

3

3

−6 12

−8

4

4

−4

−4

4

x 2
y

1
2 arcsec x 2 1,

−1 1 4

−2

−3

−4

1

2

3

4

x

y

8−8

3

2
−

3

2

y 3 arctan x

x

y

5

5

−5

−5
(0, 0)

y arcsen x 2

62 et 3 2 3 arctan et 3 3 C

1
2 arctan x2 1 C4 2 3 1

6 1.059

x2 4x Carcsen x 2 2 C

ln x2 6x 13 3 arctan x 3 2 C

21
32

2 0.3084

arctan 5
4

0.588
1
5

 arctan 
3
5

0.108

1
2 3 2 0.1346

68 arcsen x 3 3 6x x2 C

1
2 ln x2 1 3 arctan x C2 arcsen x C

1
2 x2 1

2 ln x2 1 Carcsen
tan x

5
C

1
4

 arctan e2x 2 C
1

10
 arctan 

t2

5
C

1
2 arcsen t 2 Carcsen x 1 C

arcsec 2x C
7
4

 arctan 
x

4
Carcsen 

x

3
C

x

y

246 2 4 6

2

2
3

c 2

2
.

1 1

1

2

y

x

k 1 o k 1
50 2 70.71 pies
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31. 33.

35. Máximos relativos: mínimo relativo: 
37. Máximo relativo: 

Mínimo relativo: 
39.

por tanto,

41.

43. a) b) 33.146 unidades; 25 unidades
c)

45. 47.

49. 51.

53. 55.

57. 59. 61.

63. 65. 67. 69.

71. 73. 75. Las respuestas varían.

77. 79. 81. 1 83. 0 85. 1

87. 89.

91.

93. 95.

97. 99. 101.

103.

105. 107.

109. a) (b)

111. kg 113. 115 a 123.  Demostraciones
125. Problema Putnam 8, 1939

Ejercicios de repaso para el capítulo 5 (página 401)
1. Asíntota vertical:

3.

5. 7.

9. 11.

13. 15.

17. 19.

21. 23.

25. a)
b) c) Demostración

d) Dominio de y todos los números reales.
Rango de y todos los números reales.

27. a)
b) c) Demostración

d) Dominio de
Dominio de
Rango de 
Rango de  

29. a)
b) c) Demostración

d) y
y

31. 33.

35. a)
b) c) Demostración

d)

37. 39.

41. 43.

45. 47. y x 2y ln xy 4x 4
x 2 x exe2x e 2x e2x e 2x

tet t 2

x

2

2

2

2

4

6

4

y

y > 0

> 0

33

2

f

2

f 1

f 1 x e2x

3 41 3 3 3
2

0.160

f 1:f

f 1:f

5

2

4

f

4

f 1

f 1 x x3 1
y 1f 1:

y 0f:
x 0f 1:

x 1f :

3 6

2

f

4

f 1

x    0f 1 x x2 1,

f 1:f

f 1:f

11 10

7

f

f 1

7

f 1 x 2x 6
ln 2 33 ln 2

ln 1 cos x C
1
7 ln 7x 2 C

y x 1
dy

dx

1
b2 b

ab

a bx

x

a bx

1 2 ln x 2 ln x1 2x

e4 1 53.598ln 3 3 4 x2 x

1
5 ln 2x 1 ln 2x 1 ln 4x 2 1

x 0y

x

1 1 2 3 4 5
1

2

3

4

5

6

x = 0

a2 x2 x
52
31

senh 1 3ln 3 2

5
2 ln 17 4 5.2378 arctan e2 2 5.207

x2

2
4x

10
3

 ln
x 5
x 1

C

1
4

 arcsen
4x 1

9
C

ln 7
12

ln
3 5

2

1

2 6
 ln

2 x 1 3

2 x 1 3
C

1
4

 ln
x 4

x
C

2 senh 1 x C 2 ln x 1 x C

ln e2x 1 1 x C
3

18
 ln 

1 3x

1 3x
C

cosh x, sech x

2 senh 1 2x
2 csch 1 x

x 1 x2

sec x
1

2 x 1 x
3 9x2 14

1
5 ln 3ln 5 41

2 arctan x 2 C

csch 1 x Ccoth x2 2 C

ln senh x C
1
3 cosh3 x 1 C

1
2 cosh 1 2x C

1
2 senh 2x C

m senh 1 1.175

2010

10

20

30

10

y

x

f

P1

P2

3

2

3

2

P1 x x; P2 x x

y y 0.
y a cosh x; y a senh x; y a cosh x;y a senh x;

1.20, 0.66
1.20, 0.66

0, 1, cosh ;
y 1 2xy 2x 2

Dominio de todos los números reales.
Rango de todos los números reales.

Dominio de
Dominio de  
Rango de 
Rango de  f 1:

f:
f 1:

xf :
todos los números reales.

todos los números reales.
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49. 51.

53. 55.

57.

59.

61. 63.

65. 67.

69. 71.

73. a) Dominio:
b) c)

Asíntota vertical:
75. 77. a) b)

79. 81. 83.

85. 87.

89. 91.

93.

95.

97.

SP Solución de problemas   (página 403)
1.

3. a) b) 1 c) Demostración

5. y
intersecan la recta:

7.

9. a) Área de la región

Área de la región

b)
c) 1.2958 d) 0.6818

11. Demostración 13.

15. a) i) ii)

iii)

b) Patrón:

c) El patrón implica que

Capítulo 6
Sección 6.1 (página 411)

1 a 11. Demostraciones 13. No es solución 15. Solución
17. Solución 19. Solución 21. No es solución
23. Solución 25. No es solución 27. No es solución
29. 31. 4y2 x3y 3e x 2

ex 1
x

1!
x2

2!
x3

3!
.  .  ..

y
−5 3

−1

y4

4

y4 1
x

1!
x2

2!
x3

3!
x4

4!

yn 1
x

1!
x2

2!
.  .  . xn

n!
.  .  .

y

−2 2

−1

y3

4

y

−2 2

−1

y2

4

−2 2

−1

y

y1

4

2 ln 32 0.8109

1
24 3 2 12 3 2 2 0.1346

B 12 0.2618

A 3 2 2 0.1589
e 1

0 < a < e1 e

y x;
y 1.2xy 0.5x

−2−3−4 1 2 3 4

−2

2

3

4

5

6

a = 0.5

a = 1.2

a = 2
y = x

x

y

1

0

−1

2

a 4.7648; 1.7263 o 98.9

1
3 tanh x3 C

y x
2

1 4x2 tanh 1 2x
2x

1 4x2 tanh 1 2x

y A sen t k m

2
3 3 2 1.8261

4 arctan x 2 2 C

1
2 arcsen x2 C

1
2 arctan e2x C

arcsen x 2x

x x2 1
arcsec x1 x2 3 2

3 21 2

x

2−2−4−6

−2

−4

4

y

h 18 000

t 0

−2 000

−20

20 000

100

0 h < 18 000
5 x 1 2 2 ln 5 C1 ln 3 2 2x

x2x 1 2 ln x 2 1 x3x 1 ln 3

x

1 432 5 6 7

4

3

2

1

y

−2

−1

−3

−4

x

1 432−2

−2

−1−3−4

4

5

6

3

2

y

1
2 e 16 1 0.500

   8a 6b 2 a 3b 10a  cos 3x 0

 ex 6a 8b 2 3a b 10b  sen 3x

y 2y 10y

 y ex 6a 8b  sen 3x 8a 6b  cos 3x

 y ex 3a b  sen 3x a 3b  cos 3x

 y e x a cos 3x b sen 3x

ln e2 e 1 2.4081
2e1 x2

C

e4x 3e2x 3 3ex C1 e 3 6 0.158
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x 4 2 0 2 4 8

y 2 0 4 4 6 8

dy/dx 2 2 2 0 0 2 2 8

x 4 2 0 2 4 8

y 2 0 4 4 6 8

dy/dx 4 Indef. 0 1 4
3

2

33.

35. 37.

39. 41.

43. 45.

47.

49.

51.

53.

55.

57. b 58. c 59. d 60. a

61. 63.

c) Como c) Como 

como como 

65. a) b)

Como Como 

67. a) y b) 69.

71.

73.

75.

77.

79.

8

2

2

8

12 48

2

12

6 6

4

12

x , 
y

x , 
y

6
1

2

3

1

2

3

x

y

(2, 1)

6
1

2

3

1

2

3

x

y

(1, 0)

y

x ,
y

x ,
y ;

x ,
y ;

x ,

4

3

5

x

y

(2, 2)

4

8

5

y

x

(4, 2)

2

y
1
2ex2

C

y
2
5 x 6 5 2 4 x 6 3 2 C

y
1
2 cos 2x C

y x ln x2 Cy
1
2 ln 1 x2 C

2x3 Cy 2x
1
2 x3

y 2 sen 3x
1
3 cos 3xy 3e 2x

3 3

2

C = 4

2

3 3

2

C = 4

2

3 3

2

C = 1

2

3 3

2

C = 1

2

3 3

2

C = 0

2

x 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

exacta
y x

3.0000 3.6642 4.4755 5.4664 6.6766 8.1548

h 0.2
y x

3.0000 3.6000 4.3200 5.1840 6.2208 7.4650

h 0.1
y x

3.0000 3.6300 4.3923 5.3147 6.4308 7.7812

n 0 1 2 3 4 5 6

xn 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

yn 1 1.1 1.212 1.339 1.488 1.670 1.900

n 7 8 9 10

xn 0.7 0.8 0.9 1.0

yn 2.213 2.684 3.540 5.958

n 0 1 2 3 4 5 6

xn 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

yn 3 2.7 2.438 2.209 2.010 1.839 1.693

n 7 8 9 10

xn 0.35 0.4 0.45 0.5

yn 1.569 1.464 1.378 1.308

n 0 1 2 3 4 5 6

xn 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

yn 2 2.2 2.43 2.693 2.992 3.332 3.715

n 7 8 9 10

xn 0.7 0.8 0.9 1.0

yn 4.146 4.631 5.174 5.781

a) y b)

a) y b)

a) y b) a) y b)

entonces

entonces

entonces

entonces

entonces entonces
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81.

83. a)
b)
c) Método de Euler:

Solución exacta:

Las aproximaciones mejoran al usar h = 0.05.
85. La solución general es una familia de curvas que satisface la ecua-

ción diferencial. Una solución particular es un miembro de la fa-
milia que satisface las condiciones dadas.

87. Comenzar con un punto            que satisfaga la condición inicial
                   Después utilizar el tamaño del paso requerido h para
calcular el punto           Continuar
generando la secuencia de puntos o 

89. Falso:             es una solución de                         pero
no es solución.

91. Verdadero
93. a)

b) Dado que r     0.5, si h se reduce a la mitad el error también
se reduce a la mitad.

c) De nuevo, el error se reducirá a la mitad.
95. a) b)

97. 99. Problema Putnam 3, sesión matutina, 1954

Sección 6.2 (página 420)
1. 3. 5.

7. 9.

11. 13.

15. a) b)

17. 19.

21.

23.

25.

27.

29. es el valor inicial de y, y k es la constante de proporcionalidad.
31. Cuadrantes I y III;           es positiva cuando ambas x y y son

positivas (cuadrante I) o cuando ambas son negativas (cuadrante
III).

33. Cantidad después de 1 000 años: 12.96 g
Cantidad después de 10 000 años: 0.26 g

35. Cantidad inicial: 7.63 g
Cantidad después de 1 000 años: 4.95 g

37. Cantidad después de 1 000 años: 4.43 g
Cantidad después de 10 000 años: 1.49 g

39. Cantidad inicial: 2.16 g
Cantidad después de 10 000 años: 1.62 g

41. 95.76%
43. Tiempo necesario para duplicarlo: 11.55 años; cantidad después

de 10 años: $7 288.48
45. Tasa anual: 8.94%; cantidad después de 10 años: $1 833.67
47. Tasa anual: 9.50%; tiempo necesario para duplicarlo: 7.30 años
49. $224 174.18 51. $61 377.75
53. a) 10.24 años b) 9.93 años c) 9.90 años d) 9.90 años
55. a) 8.50 años b) 8.18 años c) 8.16 años d) 8.15 años
57. a) b) 2.19 millones

c) Dado que la población es decreciente.
59. a) b) 8.11 millones

c) Dado que la población es creciente.
61. a) b) 40.41 millones

c) Dado que la población es creciente.
63. a) b) 6.3 h
65. a) b) 36 díasN 30 1 e 0.0502t 

N 100.1596 1.2455 t

k > 0,
P 23.55e0.036t

k > 0,
P 5.66e0.024t

k < 0,
P 2.40e 0.006t

dy dx

C

y 5 5 2 1 4e ln 2 5 4 t 6.2872e 0.2291t

y 1 2 e ln 10 5 t 1 2 e0.4605t

 V 6 9 882
 V 20 000e 1 4 ln 5 8 t 20 000e 0.1175t

 dV dt kV

 y 8 37.5
 y 6e 1 4 ln 5 2 x 6e0.2291x

 dy dx ky

10

−1

−1

(0, 10)

16

4

−1

−4

(0, 10)

16

y 10e t 2y
1
4t 2 10

−6 6

−1

7

y 6 6e x 2 2

x

5 1

9

5

y

(0, 0)

N k 2 500 s 2 CQ k t C

dN ds k 500 sdQ dt k t2

y C 1 x2y Ce 2x3 2 3

y 2 5x2 Cy Ce x 3y
1
2 x2 3x C

4

lím
t

 I t 2

3 3

3

3

t

I

y x3 1xy 3y 0,y x3

xn 1, yn 1 .
xn h, yn hF xn, yn

x1, y1 x0 h, y0 hF x0, y0 .
y x0 y0.

x0, y0

y 3 87.1729
y 2 97.0158 ;y 1 113.2441 ;

y 3 86.8863
y 2 96.6998 ;y 1 112.9828 ;
y 3) 87.1729y 2) 97.0158 ;y 1 113.2441 ;
y(3) 86.5954y 2) 96.3770 ;y 1) 112.7141 ;

x 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

exacta
y x

0.0000 0.2200 0.4801 0.7807 1.1231 1.5097

h 0.2
y x

0.0000 0.2000 0.4360 0.7074 1.0140 1.3561

h 0.1
y x

0.0000 0.2095 0.4568 0.7418 1.0649 1.4273

x 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y 4 2.6813 1.7973 1.2048 0.8076 0.5413

y1 4 2.56 1.6384 1.0486 0.6711 0.4295

y2 4 2.4 1.44 0.864 0.5184 0.3110

e1 0 0.1213 0.1589 0.1562 0.1365 0.1118

e2 0 0.2813 0.3573 0.3408 0.2892 0.2303

r 0.4312 0.4447 0.4583 0.4720 0.4855



A-78  Soluciones de los ejercicios impares

67. a)
b)
c) d) 2011

es una mejor aproximación.
69. a) 20 dB b) 70 dB c) 95 dB d) 120 dB
71. 73.

75. Falso. La razón de crecimiento           es proporcional a y.
77. Verdadero.

Sección 6.3 (página 431)
1. 3. 5.

7. 9.

11. 13.

15. 17.

19. 21. 23.

25. 27. 29.

31. Homogénea de grado 3 33. Homogénea de grado 3
35. No homogénea 37. Homogénea de grado 0
39. 41.

43. 45. 47.

49. 51.

53. a) b) c)
55. a) b) c)
57. 97.9% de la cantidad original
59. a) b) a c) Demostración
60. a) b) b c) Demostración
61. a) b) c c) Demostración
62. a) b) d c) Demostración
63. a)

b) 1.31 años; 1.16 años; 1.05 años c) 1 200 lb

65. Círculos: 67. Parábolas:
Rectas: Elipses:
Las gráficas varían. Las gráficas varían.

69. Curvas:
Elipses:
Las gráficas varían.

71. d 72. a 73. b 74. c

75. a) 0.75 b) 2 100 c) 70 d) 4.49 años
e)

77. a) 3 b) 100
c) d) 50

79. 81.

83. a) b) 70 panteras c) 7.37 años

d) 65.6 e) 100 años
85. Las respuestas varían.
87. Dos familias de curvas son mutuamente ortogonales si cada cur-

va de la primer familia interseca a cada curva de la segunda fa-
milia en ángulos rectos.

89. Demostración
91. Falso. es separable, pero  no es una solución.
93. Falso: 95. Problema Putnam A2, 1988

Sección 6.4 (página 440)
1. Lineal; se puede escribir en la forma
3. No lineal; no se puede escribir en la forma
5. 7.

9. 11.

13.

15. a) Las respuestas varían. c)

b)

17. 19.

21. 23. y 2 x ln x 12xxy 4
y sen x x 1  cos xy 1 4 etan x

y
1
2 ex e x

x

−4

−3

4

5

y

−6

−2

6

6

y ex3
x C

y x3 3x C 3 x 1y 1 Cesen x

y 16 Ce xy 2x2 x C x

dy dx P x y Q x

dy dx P x y Q x
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x 4 2 0 2 4 8

y 2 0 4 4 6 8

dy/dx 10 4 4 0 2 8

25.

27. a) $4 212 796.94 b) $31 424 909.75

29. a) b) c)

31. Demostración
33. a) b) c) 0

35. a) b)

c)

37.

39. 41.

43. c 44. d 45. a 46. b

47. 49.

51. 53.

55. a) c)

b)

57. a)

b)

c)

59. 61.

63. 65.

67. 69.

71. Falso. es lineal.

Ejercicios de repaso para el capítulo 6 (página 443)

1. Sí 3. 5.

7. 9.

11.

13. 15.

17. a) y b) 19.

21. 23.

25. 27. 29.

31. a) b) 20 965 unidades
c)

33. 37.5 años 35.

37. 39.

41. Demostración; 
43. Las gráficas varían.

45. a) 0.55 b) 5 250 c) 150 d) 6.41 años

e)

47.

49. a) b) 17 118 truchas c) 4.94 años

51. 53.

55.

57.

59. 61.

63.

65. Las respuestas varían. Muestra de respuesta:

67. Las respuestas varían. Muestra de respuesta:
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SP Solución de problemas   (página 445)
1. a)

b) Las explicaciones varían.

3. a)
b) 2.7 meses
c) d)

e) Las ventas disminuirán hacia la recta
5. Demostración; La gráfica de la función de logística es sólo un 

desplazamiento de la gráfica de la tangente hiperbólica.
7.

9.

11. a)
b) c) Cuando entonces

y

13. a) b)

Capítulo  7
Sección 7.1   (página 454)

1. 3.

5.

7. 9.

11. 13.

15. d

17. a) b) c) Integrando con respecto a y; las respuestas 
varían.

19. 21.

2

23. 25.

27. 29.

1

31. 33.
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35. 37. a)

b)

39. a) 41. a)

b) b) 8
43. a) 45. a)

b) b)
47. 49.

51. 53. a)

b) 4
55. a) 57. a)

b) b) La función es difícil de 
integrar.

c)

59. a) b) Las intersecciones son difíciles 
de encontrar.

c)

61.

a) b)

c)

63.

a) b)

c)

65. 14 67. 16

69. Las respuestas varían. Ejemplos de respuesta:
a) b)

71. 73.
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75.

77. Las respuestas varían. Ejemplo: en

79. La oferta 2 es mejor porque el salario acumulado (área bajo la 
curva) es mayor.

81. a) La integral                                           significa que de 0 a 
5 segundos el primer carro viajó 10 metros más que el 
segundo.
La integral                                             significa que de 0 a 
10 segundos el primer carro viajó 30 metros más que el 
segundo.
La integral                                              significa que de 20 
a 30  segundos el segundo carro viajó 5 metros más que el 
primero.

b) No. No se sabe cuándo inician ambos autos o la distancia 
inicial entre ellos.

c) El auto con velocidad     va a la cabeza por 30 metros.
d) El carro 1 está a la cabeza por 8 metros.

83. 85.

87. Las respuestas varían. Ejemplo de muestra: 

89. a) b)
c) 3.2, 6.4, 3.2; el área entre los dos puntos de inflexión es la 

suma de las áreas entre las otras dos regiones.
91. $6.825 miles de millones
93. a)

b) c)

d)

95.

97. a) b) c) 60 310 lb
99. Verdadero

101. Falso. Sean                 y                           . f y g se intersecan en
(1, 1), el punto medio de [0, 2], pero

103.

105. Problema Putnam A1, 1993

Sección 7.2   (página 465)

1. 3.

5. 7.

9.

11. a) b) c)
d)

13. a) b) 15.

17. 19. 21.

23. 25. 27.

29. 31. 33.

35. 37. 39. 15.4115
41. 43. 45. 47.

49. a) El área parece acercarse a 1 de manera que volumen (área 
cuadrada        ) es casi 3.

51. Una curva seno en                girada alrededor del eje x.
53. La parábola                        es la traslación horizontal de la pará-

bola                    , de manera que sus volúmenes son iguales.
55. a) El enunciado es verdadero. Las explicaciones varían.

b) El enunciado es falso. Las explicaciones varían.
57. 59. Demostración 61.

63. 65. a) b)

67. a)
b) c)

69. a) ii); cilindro circular recto de radio r y altura h.
b) iv); elipsoide cuya elipse subyacente tiene la ecuación 

c) iii); esfera de radio r.
d) i); cono circular recto de radio r y altura h.
e) v); toroide con radio transversal r y demás radios R.

71. a) b) 73. 75.

77. 19.7443 79. a) b) Como
entonces

Sección 7.3   (página 474)

1. 3.

5. 7. 2
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9.

11.

13.

15.

17.

19.

21. 23. 25.

27. Métodos de las capas; es mucho más sencillo expresar x en tér-
minos de y que a la inversa.

29. a) b) c)
31. a) b) c)
33. a) 35. a)

b) 1.506 b) 187.25
37. d 39. a, c, b

41. Ambas integrales dan el volumen del sólido generado por la 
rotación de la región limitada por las gráficas de    
           y            alrededor del eje x.

43. a) Los rectángulos serían verticales.
b) Los rectángulos serían horizontales.

45. Diámetro 47.

49. a) Región acotada por 
b) Girada alrededor del eje y.

51. a) Región acotada por 
b) Girada alrededor de 

53. a) Demostración b) i) ii)
55. Demostración
57. a) b)

c)

d)

e) La gráfica se aproxima a la recta            cuando n tiende a    .
59. a) y b) 61.

63. a) b) c)

Sección 7.4   (página 485)

1. a) y b) 17 3. 5.

7. 9. 309.3195
11.

13. 15.

17. a) 19. a)

b) b)

c) c)
21. a) 23. a)

b) b)

c)

c)
25. a)

b)

c)

27. b 29. a) 64.125 b) 64.525 c) 64.666 d) 64.672
31. 33.

35.

37.

39.

41.

43.

45.

47. 14.424
49. Una curva rectificable es una curva con longitud de arco finita.
51.
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La fórmula de integración para el área de revolución se deduce 
de la fórmula para el área lateral de un cono circular recto. La 
fórmula es                   donde                          que es el radio pro-
medio del tronco y L es la longitud del segmento de recta del tronco. 
El elemento representativo es 
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53. a) b)
c)

55. 57.

59. a) Las respuestas varían. Ejemplo de respuesta: 5 207.62 pulg
b) Las respuestas varían. Ejemplo de respuesta: 1 168.64 pulg
c)

d)

61. a) b)

c)

d) Porque en 

se tiene  y

De esta manera,

63. a) b)

c) No se puede evaluar esta integral definida porque el integran-
do no está definido en           . La regla de Simpson no puede 
aplicarse por la misma razón.

65. Objeto volador:     unidades

Perseguidor:

67. 69. Demostración 71. Demostración

Sección 7.5   (página 495)
1. 2 000 pies-lb 3. 896 N-m
5. 7. 8 750 N-cm 87.5 N-m
9. 160 pulg-lb pies-lb 11. 37.125 pies-lb

13. a) 487.805 millas-tons pies-lb
b) 1 395.349 millas-tons pies-lb

15. a) millas-tons pies-lb
b) millas-tons pies-lb

17. a) 2 496 pies-lb b) 9 984 pies-lb 19. 470 400 N-m
21. 2 995.2 pies-lb 23. 20 217.6 pies-lb 25. 2 457 pies-lb
27. 600 pies-lb 29. 450 pies-lb 31. 168.75 pies-lb

33. Si un objeto se mueve una distancia D en la dirección en la que 
una fuerza constante es aplicada, entonces el trabajo W hecho 
por la fuerza se define como

35. La situación en a) requiere más trabajo. No hay trabajo requeri-
do para el apartado b) porque la distancia es 0.

37. a) 54 pies-lb b) 160 pies-lb c) 9 pies-lb d) 18 pies-lb
39. pies-lb 41.

43. 3 249.4 pies-lb 45. 10 330.3 pies-lb

Sección 7.6   (página 506)
1. 3. 5. a) b)
7. ft 9. 11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31. 33.

35. 37.

39.

41. a) b) por simetría

c)

porque es una
función impar.

d) porque el área es 
mayor para 
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43. a)
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45. 47.

49. 51.

53.

55. El centro de masa donde:
1. es la masa total del sistema.
2. es el momento alrede-

dor del eje y.
3. es el momento alrede-

dor del eje x.
57. Ver teorema 7.1 en la página 505. 59.

61.

contrae hacia los segmentos de recta para

y para

Sección 7.7   (página 513)
1. 1 497.6 lb 3. 4 992 lb 5. 748.8 lb 7. 1 123.2 lb
9. 748.8 lb 11. 1 064.96 lb 13. 117 600 N

15. 2 381 400 N 17. 2 814 lb 19. 6 753.6 lb 21. 94.5 lb
23. Demostración 25. Demostración 27. 960 lb
29. Las respuestas varían. Ejemplo de respuesta (utilizando la regla 

de Simpson): 3 010.8 lb
31. 8 213.0 lb

33.

35. Porque se mide la fuerza total contra una región entre dos pro-
fundidades.

Ejercicios de repaso para el capítulo 7   (página 515)
1. 3.

5. 7.

9. 11.

13.

15.

17.

19. a) 9 920 b)
21. a) b) c) d)
23. a) b) 25.

27.

29. a) b) c) 31. pies

33. 35. 4 018.2 pies
37. 39.

41. 43. 200 pies-lb
45. 47. 49.

51.

53. superficie del líquido; peso por volumen cúbico.

(área)(profundidad del centroide)

x

( ,   )x  yd
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D

g
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y
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SP Solución de problemas   (página 517)
1. 3 3.

5.

7. 9.

11. 89.3%

13. a)

b)

c)

15. Excedente del consumidor: 1 600; excedente del productor: 400
17. Muro en el extremo bajo: 9 984 lb

Muro en el extremo profundo: 39 936 lb
Muro lateral: 19 968 lb + 26 624 lb = 46 592 lb

Capítulo 8
Sección 8.1 (página 524)
1. b 3. c

5. 7. 9.

11. 13. 15.

17. 19.

21. 23.

25. 27.

29. 31.

33. 35. 37.

39.

41.

43. 45.

47. 49.

51.

53. a) b)

55.

a) b)

57. 59.

61. 63.

65. 67. 69. 8 71.

73. 75.

77.

79. 81.

Las gráficas varían.
Ejemplo:

Una gráfica es una traslación
vertical de la otra.

83. Regla de las potencias:

85. Regla de los logaritmos:

87.

89.

91.

Negativa; hay más área por debajo del
eje x que por arriba.

93. a

95. a) b)

321−1−2−3

−3

−2

−1

1

2

3

x

y

y =    2x

x

y

−1−2−3 1 2 3
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0 5
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5
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1
2

1

2
 ln csc x

4
cot x

4
Ca 2, b

4
;

u x2 1 
du

u
ln u C;

u x2 1, n 3 un du
un 1

n 1
C;

−6

6

−
7

22

C = 2

C = 0
−7 5

−1

1

C = 0

C = −0.2

tan sec C
1
3 arctan 1

3 x 2 C

4
3 1.333

3
2 ln 34

9
2
3 arctan 5

3 2.6818 6 5 8.82

181
2 1 e 1 0.3161

2

y
1
2 arctan tan x 2 Cr 10 arcsen et C
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Las gráficas varían.
Ejemplo:

Una gráfica es una traslación
vertical de la otra.
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c)

97. a) b)

99.

101.

103. 105.

107. a)
b)
c)

d)

Se expandiría
109. Demostración

Sección 8.2   (página 533)
1. 3.

5. 7.

9. 11.

13.

15. 17.

19. 21.

23. 25.
27.

29.

31.

33.

35.

37. 39.

41.

43.

45. a) b)

47. 49.

51.

53.

55.

57.

59.

61.

63.

65. 67.

69. 71.

73. 75. Regla del producto
77. Para que la técnica de integración por partes sea eficiente, la 

parte más complicada del integrando se asigna como dv y como
u la parte del integrando cuya derivada es una función más sim-
ple que u. Si se elige                  entonces du no es una función
más simple.

79. a)

b) Las gráficas varían. Ejemplo: c) Una gráfica es una tras-
lación vertical de la otra.

81. a)
b) Las gráficas varían. Ejemplo: c) Una gráfica es una tras-

lación vertical de la otra.

83. 85.

87.

89 a 93. Demostraciones
95. 97.

99. 101.

103. a) 1 b) c)

d)

105. En el ejemplo 6, se mostró que el centroide de una región equi-
valente fue               Por simetría, el centroide de esta región
es 

107. 109. $931 2657 10 1 e 4 0.223

8, 1 .

e2 1
4

, 
e 2

2
2.097, 0.359

1
2 e2 1 13.177e 2 2.257

1 2
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8
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0 1.5
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1
9 x3 3 ln x 1 Cn 2:

1
4 x2 2 ln x 1 Cn 1:
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n xn yn

0 0 0

1 0.1 0

2 0.2 0.0060

3 0.3 0.0293

4 0.4 0.0801

40 4.0 1.0210

n xn yn

0 0 0

1 0.05 0

2 0.10 7.4875 10 4

3 0.15 0.0037

4 0.20 0.0104

80 4.00 1.3181

111. Demostración 113.

115. Capas:

Discos:

Ambos  métodos  dan  el  mismo  volumen  porque                    
si entonces y si en-

117. a)

b)

c) Se obtienen los siguientes puntos.

d)  Se obtienen los siguientes puntos.

119. La gráfica de                    está por debajo de la gráfica de
en 

Sección 8.3   (página 542)
1. c 2. a 3. d 4. b 5.

7. 9.

11.

13.

15.

17. 19.

21. 23. 25.

27.

29.

31.

33. 35.

37. 39.

41.

43.

45.

47. a) b)

49. 51.

53. 55.

57. 59.

61.

63. 65.

67. 69. 71. 73. 4

75.

Las gráficas varían. Ejemplo:

77.

Las gráficas varían. Ejemplo:

79. 81. 83.

Las gráficas varían. Ejemplo:

2−2

−5

5

C = 0
C = 2

3 162 2 7sec5 x 5 C

−3 3

−3

3 C = 1

C = −1

3
2 sec x tan x ln sec x tan x 4 C
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1
16 6x 8 sen x sen 2x C
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12 8 sen 2 sen 4 32 C 

ln sec x tan x sen x C
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1
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y
1
4 3 sen 2x 6x cos 2x
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85. a) Conservar uno de los factores seno y convertir los demás
factores en cosenos. Después, expandir e integrar.

b) Conservar uno de los factores coseno y convertir los demás
en senos. Después, expandir e integrar.

c) Utilizar varias veces las fórmulas de reducción de potencias
hasta convertir el integrando a potencias impares del coseno.
Después continuar como en el apartado b).

87. a) b)

c) d)
Las respuestas son todas las mismas, sólo se escriben en dife-
rentes formas. Utilizando identidades trigonométricas, se puede
reescribir cada respuesta en la misma forma.

89. a)
b) c) Demostración

91. 93. 1 95.

97. a) b) 99 a 101. Demostraciones

103.

105.

107. a)
b)
c) La diferencia máxima se encuen-

tra en              o a principios del
verano.

109. Demostración

Sección 8.4    (página 551)
1. 3. 5.

7.

9.

11.

13. 15.

17.

19.

21. 23.

25. 27.

29. 31.

33. 35.

37.

39.

41.

43.

45.

47. a) y b)

49.

51.

53.

55.

57.

59. a) Sea donde

b) Sea donde

c) Sea si y

si donde
o 

61. Sustitución trigonométrica: 63. Verdadero

65. Falso:

67. 69. a) b) c)

71. 73.

75. Longitud de un arco de la curva seno:

Longitud de un arco de la curva coseno:

77. a) b) 200

c)

79. 81.

83. a) lb b) lb
85. Demostración 87.

89. Problema Putnam A5, 2005

Sección 8.5    (página 561)

1. 3. 5.

7. 9.

11.

13. 5 ln x 2 ln x 2 3 ln x C

3
2 ln 2x 1 2 ln x 1 C

ln x 1 x 4 C
1
6 ln x 3 x 3 C

A

x

B

x 6
A

x

Bx C

x2 10
A

x

B

x 8

12 9 2 25 arcsen 3 5 10.050
62.4 d187.2

32 102 2 ln 3 2 2 13.9890, 0.422

100 2 50 ln 2 1 2 1 229.559

−25 250
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5 2 1
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r 2 1 425 1 45 2ab
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arcsen x 4 Cx2 36 C
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1
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1
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1
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1
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1
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a) y b)

a) y b)
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15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29. 31.

33.

35.

37.

39.

41. 43.

45. 47.

49. 51 a 53. Demostraciones

55. 57. Primero dividir entre

59. 61.

63. o 

65.

67. 69.

Sección 8.6    (página 567)
1.

3.

5.

7.

9. 11.

13.

15.

17. a) y b)

19.

21. 23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.

41.

43. 45.

47. 49. 51 a 55. Demostraciones

57.

59.

61.

63. 65.

67. 69. 71.

73. a)

 x3 ln x dx
1
4 x 4 ln x 1

16 x 4 C

 x2 ln x dx
1
3 x3 ln x 1

9 x3 C

 x ln x dx
1
2 x2 ln x 1
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4 32 cos C
1
2 ln 3 2 cos C
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2 tan 2 3 5

2 tan 2 3 5
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, 2
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y csc 2 2

88

2
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C
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a) y b)
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b)

75. Falso. Se tuvieron que hacer antes sustituciones para reescribir

77. 79. 1 919.145 pies-lb
81. a)

lb
b)

83. a) 85. Problema Putnam A3, 1980
b)

Sección 8.7    (página 576)
1.

3.

0

5. 7. 9. 11. 4 13. 0 15. 2
17. 19. 21. 23. 1 25. 27.

29. 0 31. 1 33. 0 35. 0 37.

39. 41. 1 43.

45. a) No indeterminada 47. a)
b) b) 1
c) c)

49. a) No indeterminada 51. a)
b) 0 b) 1
c) c)

53. a) b) 55. a) b) 3
c) c)

57. a) b) 1 59. a) b)
c) c)

61. a) b) 63. a)
c)

b)

65. a) 67.

b)
69. Las respuestas varían. Ejemplos:

a)
b)
c)

71.

73. 0 75. 0 77. 0
79. Asíntota horizontal: 81. Asíntota horizontal:

Máximo relativo: Máximo relativo:

83. El límite no es de la forma o 
85.

87.

89. a)

Aplicando dos veces la regla de L’Hôpital se obtiene el límite
original, de manera que la regla no aplica.

b) 1
c) 
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6 6
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2
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5
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1
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3
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3
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1

8

k 30 ln 7 15.42
0, 1.19
W 11 840 ln 10 3 21 530.4
V 80 ln 10 3 145.5 pies 3

32 2

 x n ln x dx x n 1 ln x n 1 x n 1 n 1 2 C

x 1 10 102 103 104 105

f x 0.9900 90,483.7 3.7 109 4.5 1010 0 0

x 10 102 104 106 108 1010

ln x 4

x
2.811 4.498 0.720 0.036 0.001 0.000

x 0.1 0.01 0.001 0.001 0.01 0.1

f x 1.3177 1.3332 1.3333 1.3333 1.3332 1.3177

la integral en una forma que aparece en la tabla.

El límite no es de la forma o .0 0
El límite no es de la forma o .0 0
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91. Cuando las gráficas se acer-

Utilizando la regla de L’Hôpital,

93. 95. Demostración 97. 99.

101. Falso: La regla de L’Hôpital no aplica 103. Verdadero
porque

105. 107. 109. 111. Demostración
113. 115. a) b) 0

117. Demostración
119. a) a c) 2

121. a) b)

c) No

123. Problema Putnam A1, 1956

Sección 8.8    (página 587)
1. Impropia; 3. No impropia; continua en
5. No impropia; continua en
7. Impropia; límites infinitos de integración
9. Discontinuidad infinita en 4

11. Discontinuidad infinita en diverge
13. Límite de integración infinito;
15. Discontinuidad infinita en diverge
17. Límite de integración infinito; converge a 1 19.

21. Diverge 23. Diverge 25. 2 27.

29. 31. 33. 35. Diverge

37. Diverge 39. 6 41. 43. Diverge 45.

47. 49. 0 51. 53.

55. 57. Demostración 59. Diverge 61. Converge
63. Converge 65. Diverge 67. Diverge 69. Converge
71. Una integral con límites de integración infinitos, una integral con

una discontinuidad infinita en o entre los límites de integración
73. La integral impropia diverge. 75. 77.

79. a) 1 b) c)
81.

Perímetro

83. 85. a) millas-ton b) 4 000 mi
87. a) Demostración b) c)
89. a) $757 992.41 b) $837 995.15 c) $1 066 666.67

91.

93. Falso. Sea 95. Verdadero
97. a) y b) Demostraciones

c) La definición de integral impropia no es

no obstante que la integral diverge al reescribirla se encuen-
tra que la integral converge.

99. a) converge si y diverge si

b) c) Converge

101. a) b) Demostración
c)

103. 105. 107.

109.

111. a) b)
c) 0.2525; igual por simetría

113.

115.

117.

119. a) b) Demostración

Ejercicios de repaso para el capítulo 8   (página 591)
1. 3.

5. 7.

9.

11.

13.

15.

17.

19.

21. 23.

25. 27.

29. 31.
1
3 x2 4 1 2 x2 8 C

3 4 x2 x C3 16 1
2 1.0890

tan sec C
2
3 tan3 x 2 3 tan x 2 C

sen x 1 cos2 x 1 2 3 C

1
16 8x2 1  arcsen 2x 2x 1 4x2 C

1
2 x2 cos 2x

1
2 x sen 2x

1
4 cos 2x C

2
15 x 1 3 2 3x 2 C

1
13 e2x 2 sen 3x 3 cos 3x C

1
9 e3x 3x 1 C

100 arcsen x 10 Cln 2 1
2 1.1931

1
2 ln x2 49 C

1
3 x2 36 3 2 C 

3
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n 1 2 3 4

An $10 045.83 $10 091.88 $10 138.13 $10 184.60

n 5 6 7

An $10 231.28 $10 278.17 $10 325.28

n 8 9 10

An $10 372.60 $10 420.14 $10 467.90

33. a), b) y c)
35.

37.

39.

41. 43.

45.

47. 49. Demostración

51.

53.

55. 57.

59.

61. 63.

65. 67. 69.

71. 73. 3.82 75. 0 77. 79. 1
81. 83. Converge; 85. Diverge
87. Converge; 1 89. Converge; 
91. a) $6 321 205.59 b) $10 000 000
93. a) 0.4581 b) 0.0135

SP Solución de problemas   (página 593)
1. a) b) Demostración 3. 5. Demostración

7. a) b)

c)

9. 11. Demostración 13.

15. a) b) 0 c)
La forma es una indeterminación.

.
17.

19. Demostración 21.

Capítulo 9
Sección 9.1 (página 604)
1. 3, 9, 27, 81, 243 3.

5. 7. 9.

11. 13.

15. c 16. a 17. d 18. b 19. b 20. c

21. a 22. d 23. 14, 17; sumar 3 al término precedente
25. 80, 160; multiplicar por 2 el término precedente
27. multiplicar por el término precedente
29. 31. 33.

35. 5 37. 2 39. 0
41. 43.

Converge a 1 Diverge

45. Converge a 47. Converge a 0
49. Diverge 51. Converge a 53.

55. 57. 59.

61. Diverge 63. 65.

67. 69. Converge a 71.

73. Las respuestas varían. Ejemplo de respuesta:
75. Las respuestas varían. Ejemplo de respuesta:
77. Las respuestas varían. Ejemplo de respuesta:
79. Las respuestas varían. Ejemplo de respuesta:
81. Las respuestas varían. Ejemplo de respuesta:
83. Las respuestas varían. Ejemplo de respuesta:

85. Las respuestas varían. Ejemplo de respuesta:
87. Monótona; acotada 89. Monótona; acotada
91. No monótona; acotada 93. Monótona; acotada
95. No monótona; acotada 97. No monótona; acotada

99. a) b)

Así, converge.

Límite 

101. a)

Así, converge.
b)

Límite

103. tiene un límite porque es acotada y monótona; pues

105. a) No; no existe.

b)

107. No. Una secesión se dice convergente cuando sus términos se
aproximan a un número real.

109. La gráfica de la izquierda representa una sucesión con signos
alternantes porque los términos alternan de estar por arriba a
estar por debajo del eje x.

lím
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2 L 4.2 an 4,
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9 , 77
16, 121

251, 1
4, 19, 1

16, 1
251, 0, 1, 0, 1

1
4, 1

16, 1
64, 1

256, 1
1 024
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1 12
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31 000 e0.09 1 094.17
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1
2 ln 4 2 0.961

1
5y x ln x2 x 2x ln x 1 C

5
2 ln x 5 x 5 C
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4
3 x3 4 3x1 4 3 arctan x1 4 C

1
8 sen 2 2  cos 2 C
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1
2 ln x2 4x 8 arctan x 2 2 C
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25 4 4 5x ln 4 5x C

x
64
11 ln x 8 9

11 ln x 3 C

1
4 6 ln x 1 ln x2 1 6 arctan x C

6 ln x 3 5 ln x 4 C
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3 4 x2 x2 8 C

Converge a 0
Converge a 0

Converge a 0
Converge a 0

Converge a 0
Converge a 0Converge a 0

Converge a 1
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n 5 10 20 50 100

Sn 8.1902 13.0264 17.5685 19.8969 19.9995

n 5 10 20 50 100

Sn 2.7976 3.1643 3.3936 3.5513 3.6078

n 5 10 20 50 100

Sn 13.3203 13.3333 13.3333 13.3333 13.3333

Año 1 2

Presupuesto $3 600 000 000 $2 880 000 000

Año 3 4

Presupuesto $2 304 000 000 $1 843 200 000

111. a)
b)

c) Converge a 0
113. a)

b) $11 522.4 miles de millones
115. a) b) Decreciente

c) Los factoriales crecen más rápidamente que las exponen-
ciales.

117. 1, 1.4142, 1.4422, 1.4142, 1.3797, 1.3480; Converge a 1 
119. Verdadero 121. Verdadero 123. Verdadero
125. a)

b) 1, 2, 1.5, 1.6667, 1.6, 1.6250, 1.6154, 1.6190,
1.6176, 1.6182

c) Demostración d)
127. a) 1.4142, 1.8478, 1.9616, 1.9904, 1.9976

b) c)

129. a) Demostración b) Demostración

c)

131. a) Demostración b) Demostración
133. a) Demostración

b) c) Demostración d) Demostración

e)

135. Demostración
137. Las respuestas varían. Ejemplo de respuesta: 
139. Demostración 141. Problema Putnam A1, 1900

Sección 9.2   (página 614)
1. 1, 1.25, 1.361, 1.424, 1.464
3.

5. 3, 4.5, 5.25, 5.625, 5.8125
7. converge, diverge

9. Serie geométrica:
11. Serie geométrica: 13.

15. 17. 19. c; 3

20. b; 3 21. a; 3 22. d; 3 23. f ; 24. e; 
25. Serie geométrica:
27. Serie geométrica:

29. Serie telescópica: converge a 1. 

31. a)

b)

c) d) Los términos de la serie decrecen
en magnitud, de manera relativa-
mente lenta y la sucesión de sumas
parciales tiende a la suma de la se-
rie de manera relativamente lenta.

33. a) 20

b)

c) d)

35. a)
b)

c) d)

37. 2 39. 41. 43. 4 45. 47. 49.

51. 53. a) b)

55. a) b)

57. a) b) 59. Diverge 61. Diverge

63. Converge 65. Converge 67. Diverge
69. Converge 71. Diverge 73. Diverge 75. Diverge
77. Ver definiciones en la página 608.
79. Las series dadas por

 es una serie geométrica con radio Cuando las se-

ries convergen a la suma

81. Las series en a) y en b) son la misma. La serie en c) es diferente
a menos que            sea constante.

83. 85.

87.

89. 91. c 3 1 2x x 1 , 1 1, ;x:
1 < x < 1; 1 1 x

0 < x < 2; x 1 2 x2 < x < 2; x 2 x

a1 a2
.  .  . a

n 0
ar n

a

1 r
.

0 < r < 1,r.

. . ., a 0
n 0

ar n a ar ar2 . . . ar n

5
66n 0

 
3
40

0.01 n

9
11n 0

 
81
100

0.01 n

4
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4
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0.1 n
sen 1

1 sen 1

1
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9
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9

3
4

3
4

110

0

15

40
3

0

0

11

22

0

0

5

11

11
3

an  1 n 1 n 1 ;

r 0.9  <  1
r

5
6  <  1

5
3

34
9

lím
n→

 an

1
2 0lím

n→
 an 1 0

lím
n→

 an 1 0r 1.055  >  1
r

7
6  >  1

 anan

3, 1.5, 5.25, 4.875, 10.3125

an 1 n

100 100!
100

0.3799

50 50!
50

0.3897;

20 20!
20

0.4152;

x

y

2 3 4

0.5

1.0

1.5

2.0

n + 1...

y = lnx

lím
n→

 an 1 1 4k 2

lím
n→

 an 2an 2 an 1

1 5 2 1.6180

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144

a9 a10 1 562 500 567

0

4 000

8

10 000

an 5.364n2 608.04n 4 998.3

$4 500 000 000 0.8 n

Los términos de la serie decrecen
en magnitud, de manera relativa-
mente lenta y la sucesión de sumas
parciales tiende a la suma de la se-
rie de manera relativamente lenta.

Los términos de la serie decrecen
en magnitud, de manera relativa-
mente rápida y la sucesión de su-
mas parciales tiende a la suma de
la serie de manera relativamente
rápida.
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n 5 10 20 50 100

Sn 1.4636 1.5498 1.5962 1.6251 1.635

n 5 10 20 50 100

Sn 3.7488 3.75 3.75 3.75 3.75

93. Ningún enunciado es verdadero. La fórmula es válida para

95. a) b)
c) Las respuestas varían.

97. Asíntota horizontal:
La suma horizontal es la suma de
las series.

99. Los términos requeridos para las dos series son n = 100 y n = 5,
respectivamente. La segunda serie converge a un ritmo más alto.

101. unidades

103. Suma millones

105. 152.42 pies 107.

109. a)

b) No c) 2
111. a) b)
113. Los $2 000 000 de la lotería tienen un valor presente de

$1 146 992.12. Después de aumentar el interés sobre el periodo
de 20 años, logra su valor completo.

115. a) $5 368,709.11 b) $10 737 418.23 c) $21 474 836.47
117. a) $14 773.59 b) $14 779.65
119. a) $91 373.09 b) $91 503.32 121. $4 751 275.79

123. Falso. pero diverge.

125. Falso. La fórmula requiere que la serie

 geométrica inicie en
127. Verdadero 129. Demostración

131. Las respuestas varían. Ejemplo:

133 a 137. Demostraciones
139. a)

b)

c) y La suma de todas las regio-

nes sombreadas es el área del cuadrado, 1.
141. vida media de la droga

número de dosis iguales
número de unidades de la droga

intervalos de tiempo iguales
La cantidad total de la droga en el sistema del paciente en el mo-
mento que se da la última dosis es

donde Un intervalo de tiempo después de que

y así sucesivamente, porque cuando
143. Problema Putnam A1, 1966

Sección 9.3    (página 622)
1. Diverge 3. Converge 5. Converge 7. Converge
9. Diverge 11. Diverge 13. Diverge 15. Converge

17. Converge 19. Converge 21. Diverge
23. Diverge 25. Diverge 27. no es positiva para 
29. no es siempre decreciente 31. Converge 33. Diverge
35. Diverge 37. Diverge 39. Converge 41. Converge
43. c; diverge 44. f; diverge 45. b; converge
46. a; diverge 47. d; converge 48. e; converge
49. a)

Las sumas parciales se aproximan
a la suma 3.75 muy rápidamente.

b)

Las sumas parciales se aproximan
a la suma                          más len-
tamente que la serie en el aparta-
do a).

51. Ver el teorema 9.10 en la página 619. Las respuestas varían. Por
ejemplo, la convergencia o la divergencia pueden determinarse
para la serie
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A-96  Soluciones de los ejercicios impares

53. No. Porque diverge, también diverge. La conver-

55.

57. 59. 61. 63. Diverge
65. Converge 67. Demostración
69. 71. 73.

75. 77. 79.

81. a) converge por el criterio de la serie p porque

diverge por el criterio de la integral porque 

diverge.

b)

c)
83. a) Sea es positiva, continua y decreciente en 

Así,
b)
También, para Así,

y la sucesión         es acotada.
c)

Así,
d) Porque la sucesión es acotada y monótona, converge a un lí-

mite
e) 0.5822

85. a) Diverge b) Diverge

c) converge para

87. Diverge 89. Converge 91. Converge 93. Diverge
95. Diverge 97. Converge

Sección 9.4    (página 630)
1. a)

b) Converge

c) Las magnitudes de los términos son menores que las magnitudes
de los términos de la serie p. Por tanto, las series convergen.

d) A menores magnitudes de los términos, menores magnitudes
de los términos de la sucesión de sumas parciales.

3. Converge 5. Diverge 7. Converge 9. Diverge
11. Converge 13. Converge 15. Diverge 17. Diverge
19. Converge 21. Converge 23. Converge
25. Diverge 27. Diverge 29. Diverge; criterio de la serie p

31. Converge; criterio de la comparación directa con

33. Diverge; criterio del n-ésimo término 35. Converge; criterio de

37.

 pero es finito.

La serie diverge por el criterio de la comparación en el límite.
39. Diverge 41. Converge

43.

Así, diverge.

45. Diverge 47. Converge
49. La convergencia o divergencia depende de la forma del término

general de la serie y no necesariamente de la magnitud de los tér-
minos.

51. Ver el teorema 9.13 en la página 628. Las repuestas varían. Por ejem-

diverge porque y

diverge p(serie   ).

53. a) Demostración
b)

c) 0.1226 d) 0.0277
55. Falso. Sea y

57. Verdadero 59. Verdadero 61. Demostración 63.

65 a 71. Demostraciones 73.  Problema Putnam B4, 1988

Sección 9.5    (página 638)
1. d 2. f 3. a 4. b 5. e 6. c
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gencia o divergencia de una serie no está determinada por el pri-
mer número finito de términos de la serie.

la integral

plo,



Soluciones de los ejercicios impares  A-97

7. a)

b) c) Los puntos están alternados a los la-
dos de la recta horizontal  
que representa la suma de la serie.
Las distancias entre puntos sucesi-
vos y la recta decrecen.

d) La distancia en el apartado c) es siempre menor que la magni-
tud del siguiente término de la serie.

9. a)

b) c) Los puntos están alternados a los la-
dos de la recta horizontal
que representa la suma de la serie.
Las distancias entre puntos sucesi-
vos y la recta decrecen.

d)

11. Converge 13. Converge 15. Diverge
17. Converge 19. Diverge 21. Converge 23. Diverge
25. Diverge 27. Diverge 29. Converge
31. Converge 33. Converge 35. Converge
37. 39.

41. a) 7 términos (note que la suma empieza con b) 0.368
43. a) b) 0.842
45. a) 1 000 términos b) 0.693 47. 10 49. 7
51. Converge absolutamente 53. Converge absolutamente
55. Converge absolutamente 57. Converge condicionalmente
59. Diverge 61. Converge condicionalmente
63. Converge absolutamente 65. Converge absolutamente
67. Converge condicionalmente 69. Converge absolutamente
71. Una serie alternante es una serie cuyos términos alternan en el signo.
73.

75. Graficar b). La suma parcial alterna por arriba y por abajo de la rec-
ta horizontal que representa la suma.

77. Verdadero 79.

81. Demostración; el recíproco es falso. Por ejemplo: Sea

83. converge, por tanto, también converge

85. a) No; no se satisface para toda n. Por ejemplo,
b) Sí; 0.5

87. Converge; criterio de la serie p 
89. Diverge; criterio del término n-ésimo 
91. Converge; criterio de la serie geométrica

93. Converge; criterio de la integral
95. Converge; criterio de la serie alternante
97. El primer término de la serie es 0, no 1. No se pueden reagrupar

los términos de la serie arbitrariamente.
99. Problema Putnam 2, sesión vespertina, 1954

Sección 9.6    (página 647)
1 a 3. Demostraciones 5. d 6. c 7. f 8. b 9. a 10. e

11. a) Demostración
b)

c) d) 19.26

e) Entre más rápidamente tienden a cero los términos de la se-
rie, más rápidamente tiende la sucesión de las sumas parcia-
les a la suma de la serie.

13. Converge 15. Diverge 17. Diverge
19. Converge 21. Diverge 23. Converge
25. Diverge 27. Converge 29. Converge
31. Diverge 33. Converge 35. Converge
37. Converge 39. Diverge 41. Converge
43. Diverge 45. Converge 47. Converge
49. Converge 51. Converge; criterio de la serie alternante
53. Converge; criterio de la serie p
55. Diverge; criterio del término n-ésimo
57. Diverge; criterio de la serie geométrica
59. Converge; criterio de comparación de límites con
61. Converge; criterio de comparación directa con
63. Converge; criterio del radio 65. Converge; criterio del radio
67. Converge; criterio del radio 69. a y c 71. a y b

73. 75. a) 9 b)

77. Diverge; 

79. Converge; 

81. Diverge; lím 83. Converge 85. Converge
87. 89. 91.

93. Ver el teorema 9.17 en la página 641.

95. No; la serie diverge.

97. Absolutamente; por el teorema 9.17 99 a 105. Demostraciones
107. a) Diverge b) Converge c) Converge

d) Converge para todos los enteros
109. Las respuestas varían.
111. Problema Putnam 7, sesión matutina, 1951

Sección 9.7    (página 658)
1. d 2. c 3. a 4. b
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2.3713 S 2.49370.7305 S 0.7361
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0 11

1.1

y 4

0.6

0 11

1.1

n 1 2 3 4 5

Sn 1.0000 0.6667 0.8667 0.7238 0.8349

n 6 7 8 9 10

Sn 0.7440 0.8209 0.7543 0.8131 0.7605

n 1 2 3 4 5

Sn 1.0000 0.7500 0.8611 0.7986 0.8386

n 6 7 8 9 10

Sn 0.8108 0.8312 0.8156 0.8280 0.8180

n 5 10 15 20 25

Sn 9.2104 16.7598 18.8016 19.1878 19.2491

La distancia en el apartado c) es siempre menor que la magni-
tud del siguiente término de la serie.

3 términos (note que la suma empieza con n 0.



A-98  Soluciones de los ejercicios impares

x 0.75 0.50 0.25 0 0.25

f x 0.848 0.524 0.253 0 0.253

P3 x 0.820 0.521 0.253 0 0.253

x 0.50 0.75

f x 0.524 0.848

P3 x 0.521 0.820

x 0 0.25 0.50 0.75 1.00

sen x 0 0.2474 0.4794 0.6816 0.8415

P1 x 0 0.25 0.50 0.75 1.00

P3 x 0 0.2474 0.4792 0.6797 0.8333

P5 x 0 0.2474 0.4794 0.6817 0.8417

x 0 0.8 0.9 1 1.1

f x Error 4.4721 4.2164 4.0000 3.8139

P2 x 7.5000 4.4600 4.2150 4.0000 3.8150

x 1.2 2

f x 3.6515 2.8284

P2 x 3.6600 3.5000

5. 7.

es el polinomio de Taylor

9.

11. a) b)

c)

13.

15.

17. 19.

21. 23.

25.

27.

29.

31. a)

b)

33. a)

b) c) Como la distancia aumenta,
la aproximación polinómica
se vuelve menos exacta.

35. a)

b)

c)

37. 39.

41. 4.3984 43. 0.7419 45.

47. 49. 3 51. 5

53. 55.

57. 59.

61. La gráfica de la aproximación polinómica P y la función elemen-
tal f pasan por el punto               y la pendiente de la gráfica de P
es igual a la pendiente de la grafica de f en el punto              Si P
es de grado n, entonces las primeras n derivadas de f y P coinci-
den en c. Esto permite que la gráfica de P se parezca a la gráfica
de f cerca del punto

63. Ver las definiciones del n-ésimo polinomio de Taylor y del n-ési-
mo polinomio de Maclaurin en la página 652.

c, f c .

c, f c .
c, f c ,

0.9467 < x < 0.94670.3936  <  x  <  0
e 1.3 0.01684n 16;ln 1.5 0.4055n 9;
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Soluciones de los ejercicios impares  A-99

x 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

S2 0.000 0.180 0.320 0.420 0.480 0.500

ln x 1 0.000 0.182 0.336 0.470 0.588 0.693

S3 0.000 0.183 0.341 0.492 0.651 0.833

65. Conforme el grado del polinomio aumenta, la gráfica del polino-
mio de Taylor se vuelve una mejor aproximación de la función
dentro del intervalo de convergencia. En consecuencia, la exacti-
tud se incrementa.

67. a)

b)
c)

69. a)

b)
c) No. Las traslaciones horizontales en el resultado del apartado

a) sólo son posibles en                        (donde n es un número
entero) porque el periodo de f es 8.

71. Demostración
73. Cuando nos alejamos del valor x = c, el polinomio de Taylor se

vuelve menos exacto.

Sección 9.8    (página 668)
1. 0 3. 2 5. 7. 9.

11. 13. 15. 17.

19. 21. 23. 25.

27. 29. 31. 33.

35. 37. 39.

41. 43.

45. a) b) c) d)
47. a) b) c) d)
49. c; 50. a; 
51. b; diverge 52. d; alternante
53. b 54. c 55. d 56. a

57. Una serie de la forma 

se llama una serie de potencias centrada en c, donde c es una cons-
tante.

59. 1. Un solo punto 2. Un intervalo centrado en c
3. Toda la recta real

61. Las respuestas varían.
63. a) Para ; para

b) Demostración c) Demostración d)
65 a 69. Demostraciones
71. a) Demostración b) Demostración

c) d) 0.92

73. 75.

77. a) b)

c) Las series alternantes convergen más rápidamente. Las sumas
parciales de las series de términos positivos se aproximan a la
suma por abajo. Las sumas parciales de las series alternantes se
alternan a los lados de la recta horizontal que representa la suma.

d)

79. Falso. Sea 81. Verdadero 83. Demostración
85. a) b)
87. Demostración

Sección 9.9    (página 676)

1. 3. 5. 7.

9. 11.

13. 15.

17. 19. 21.

23. 25.
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A-100  Soluciones de los ejercicios impares

29. a) b)
c)
d) el error es aproximada-

31. c 32. d 33. a 34. b 35. 0.245 37. 0.125

39. 41.

43. Porque la probabilidad de obtener una cara en un solo

45. Como se sustituye en la serie geomé-

trica.

47. Como se sustituye en la serie geo-

métrica y se multiplica por 5.
49. Demostración 51. a) Demostración b) 3.14

53. ver ejercicio 21.

55. ver ejercicio 53.

57. ver ejercicio 56.
59. es una función impar (simétrica respecto al ori-

61. La serie en el ejercicio 56 converge a su suma a un ritmo más lento
porque sus términos tienden a cero a un ritmo mucho más lento.

63. La serie converge en el intervalo              y quizás también en uno
o en ambos puntos terminales.

65. 67.

Sección 9.10    (página 687)

1. 3.

5. 7.

9. 11.

13 a 15. Demostraciones 17.

19.

21.

23.

25.

27. 29. 31.

33. 35. 37.

39. 41.

43. 45. Demostración

47.

49.

51.

53. c; 54. d; 55. a; 

56. b; 57.

59. 0.6931 61. 63. 0 65. 1 67. 0.8075
69. 0.9461 71. 0.4872 73. 0.2010 75. 0.7040
77. 0.3412
79.

81.

83. Ver los “Pasos para encontrar una serie de Taylor” en página
682.

85. La serie binomial está dada por

El radio de convergencia es
87. Demostración
89. a) b) Demostración

c)
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Soluciones de los ejercicios impares  A-101

n 5 10 15 20 25

Sn 2.8752 3.6366 3.7377 3.7488 3.7499

91. Demostración 93. 10 95.

97. 99. Demostración

Ejercicios de repaso del capítulo 9   (página 690)
1. 3. a 4. c 5. d 6. b

7.

Converge a 5

9. Converge a 3 11. Diverge 13. Converge a 0
15. Converge a 0 17. Converge a 0
19. a)

b) $13 148.96
21. a)

b)

23. a)

b)

25. 3 27. 5.5 29. a) b)

31. Diverge 33. Diverge 35. 37. $7 630.70
39. Converge 41. Diverge 43. Diverge
45. Converge 47. Diverge 49. Converge
51. Converge 53. Diverge 55. Diverge
57. Converge 59. Diverge
61. a) Demostración

b)

c) d) 3.75

63. a)

b)

La serie en el apartado b) converge más rápidamente. Esto es evi-
dente en las integrales que dan los restos de las sumas parciales.

65. 67. 0.996 69. 0.559
71. a) 4 b) 6 c) 5 d) 10 73.

75. 77. Sólo converge en 79. Demostración

81. 83.

85. 87.

89. 91.

93.

95. 97. 99.

101. La serie en el ejercicio 45 converge a su suma a un ritmo más
bajo porque sus términos tienden a 0 a un ritmo más bajo.

103. a) a c)

105. 107. 109. 0

SP Solución de problemas    (página 693)
1. a) 1 b) Las respuestas varían. Ejemplo: c) 0
3. Demostración 5. a) Demostración b) Sí c) Cualquier distancia
7. Para a = b, la serie converge condicionalmente. Para ningún va-

lor de a y b la serie converge absolutamente.
9. 665 280 11. a) Demostración b) Diverge

13. Demostración 15. a) Demostración b) Demostración
17. a) La altura es infinita b) El área de la superficie es infinita

c) Demostración

0, 13, 23
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An $8 100.00 $8 201.25 $8 303.77 $8 407.56

n 5 6 7 8

An $8 512.66 $8 619.07 $8 726.80 $8 835.89

n 5 10 15 20 25

Sn 13.2 113.3 873.8 6 648.5 50 500.3

n 5 10 15 20 25

Sn 0.4597 0.4597 0.4597 0.4597 0.4597

N 5 10 20 30 40

N

n 1
 
1
n5 1.0367 1.0369 1.0369 1.0369 1.0369

N
 
1
x5 dx 0.0004 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

N 5 10 20 30 40

N

n 1
 
1
n2 1.4636 1.5498 1.5962 1.6122 1.6202

N
 
1
x2 dx 0.2000 0.1000 0.0500 0.0333 0.0250
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 trigonométricas, 519, 536
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