TEMA 5. DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

INTRODUCCION

Este tema es fundamental en estadistica, ya que combina conceptos de estadistica descriptiva y probabilidad.
Las distribuciones de probabilidad son modelos tedricos que describen como se espera que se comporten los
datos, en lugar de solo describir datos que ya han ocurrido. Son la base para la estadistica inferencial, donde se
usan datos de muestra para generalizar sobre una poblacién.

CONTENIDO

5.1.  Conceptos Basicos: Variable aleatoria: discreta y continua.

5.2. Distribuciones de probabilidad de variable discreta: Funcidn probabilidad. Construccién y representacion
tabular, grafica y analitica de una distribucion de probabilidad de variable discreta; valor esperado y varianza de
probabilidad. Modelos de probabilidad de variable discreta y sus aplicaciones en el area de la Administraciéon de
empresas. Ensayo Bernoulli, Distribuciéon Binomial, Distribucién de Poisson.

5.3. Distribuciones de probabilidad de variable continua: Funcidon Densidad de probabilidad. Construccién y
representacién tabular, grafica y formula matematica; valor esperado y varianza de probabilidad. Modelos de
probabilidad de variable continua y sus aplicaciones. Distribucion Normal. Aproximacién de los modelos
Binomial y Poisson a la Distribucion Normal. Otros modelos de probabilidad de variable continua aplicables a la
Administracién de empresas.

5.4. Uso de herramientas tecnoldgicas: Uso de software para determinar probabilidades con el computador,
usando los modelos de probabilidad estudiados, asi como para conocer otros modelos

DESARROLLO

5.1. Conceptos Basicos
Variable aleatoria

Es una variable cuyo valor numérico es el resultado de un experimento aleatorio. Pueden ser de dos tipos:
1. Discreta: Toma valores que son contables, usualmente niUmeros enteros.

Eiemplo: Niumero de clientes que llegan a una tienda en una hora, nimero de productos defectuosos en un
lote.

2. Continua: Toma cualquier valor dentro de un rango dado.

Eiemplo: La altura de los empleados en una empresa, el tiempo que un cliente espera en la fila.
5.2 Distribuciones de probabilidad de variable discreta: Funcién de probabilidad

Construccidn y representacion tabular, grafica y analitica de una distribucion de probabilidad de variable
discreta



Una Distribucion de Probabilidad es una lista de todos los resultados posibles de algin experimento aleatorio y

de la probabilidad relacionada con cada resultado.

Las distribuciones de probabilidad son similares a las distribuciones de frecuencia, pero representan
probabilidades tedricas de una poblacidn, mientras que las distribuciones de frecuencia representan
probabilidades empiricas de muestras. Se usan para describir la probabilidad de cada valor de una variable

aleatoria.

Suponga el caso en el que se lanzan tres monedas, entonces se puede definir X como la variable aleatoria que

representa el nUmero de veces que sale “Cara”. Asi, X puede tomar los valores 0, 1, 2, 3. Las probabilidades de

la variable X se indican a continuacion:

Espacio muestral: Q = {CCC, CCS, CSC, CSS, SCC, SCS, SSC, SSS}

Evento X = 0: {SSS}
Evento X = 1: {CSS, SCS, SSC}
Evento X = 2: {CCS, CSC, SCC}
Evento X = 3: {CCC}

(casos posibles)

(casos favorables)

Aplicando la definicion clasica de probabilidad, P(X=x) = k/n. Por lo tanto:

P(X=0) = 1/8
P(X=1) = 3/8
P(X=2) = 3/8
P(X=3) = 1/8

justamente 1.

Vale la pena notar que cada una de las
probabilidades es menor que 1. También
puede verse que la suma de todas ellas es

Finalmente, la representacidn tabular de la distribucién de probabilidad de X, en este caso, es:

X

0

1

2

3

P(X)

1/8

3/8

3/8

1/8

La Grafica correspondiente a la distribucidn anterior es la siguiente:
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En un histograma de probabilidad, el area de cada barra es igual a la probabilidad de x.

Las distribuciones de probabilidad también pueden definirse analiticamente mediante una funcién matematica
llamada funcion de probabilidad en el caso que la variable aleatoria sea discreta. La funcién de probabilidad
asigna una probabilidad a cada valor posible de la variable aleatoria discreta. Asi, para el ejemplo que venimos
trabajando, la funcién de probabilidad es:

2 2

P(x) = (i) (l)x (1)3_x parax=0,1,2,3

Valor esperado y varianza de probabilidad

El valor esperado es la media aritmética de una distribucidn de probabilidad y se calcula mediante la siguiente
formula:

r = EX) = Z[(x)P(x;)]

Mientras que la varianza de una distribucién de probabilidad es el promedio de las desviaciones al cuadrado
respecto a la media. Para obtener su valor se utiliza la férmula siguiente:

o? = Z[(x, — u)? P(x))

Siguiendo con el ejemplo de lanzar la moneda tres veces, donde X representa el nimero de Caras que se obtiene,
la siguiente tabla muestra como se calculan el valor esperado y la varianza de dicha distribucién:

X Plx) x * P(x) (x - w)? * P(x)

o | 1/8 0*1/8=0 (0-3/2)>*1/8=9/32
1 3/8 1*3/8=3/8 (1-3/2)2*3/8=3/32
2 3/8 2*3/8=6/8 (2-3/2)2*3/8=3/32

3 1/8 3*1/8=3/8 (3-3/2)2*1/8=9/32

N 1 u=12/8=3/2 0?=24/32=3/4

Desviacion Estandar (o): Es la raiz cuadrada de la varianza y mide la dispersién en las mismas unidades que la
variable aleatoria.

Ejemplo: Si continuamos con los datos del ejemplo anterior, la desviacion estandar es:

o=Vo?2=V0.75 = 0.866 = 0.87



Modelos de probabilidad de variable discreta

El Ensayo de Bernoulli, llamado asi en honor al matematico suizo Jacob Bernoulli (1654 — 1705), es un
procedimiento aleatorio en el que sélo se tienen dos resultados posibles: éxito o fracaso. Estos resultados son
independientes y sus probabilidades complementarias. En la Distribucién de Bernoulli, la funcién de densidad
viene dada por:

P(x) =p g™

En este modelo, p es la probabilidad de éxito y g = 1-p es la probabilidad de fracaso. La media p = p, y la
desviacidn estandar viene dada por o = Vpqg. Este modelo puede considerarse como un caso particular del
modelo binomial que se verd a continuacion.

La Distribucion Binomial, corresponde a una variable aleatoria de n ensayos de Bernoulli, donde la probabilidad

de cada resultado se mantiene constante de un ensayo al siguiente.

La funcion de distribucién asociada a la variable de Bernoulli, viene dada por:

P(x) = (Pp*(1 —p)" %,
Donde, x es el niumero de éxitos (x=1, 2, ..., n);
p es la probabilidad de éxito; y
n es el nimero de ensayos.

Su valor esperado viene dado por L = np; y su varianza se calcula mediante 02 = np(1-p).

Este modelo de probabilidad representa situaciones como la del ejemplo que hemos examinado antes en
relacion al lanzamiento de una moneda tres veces.

Para aplicar el modelo anterior, sélo debemos identificar que las pruebas correspondan a ensayos de Bernoulli,
cuantas veces se realiza y determinar la probabilidad de éxito de las pruebas. Para el ejemplo en cuestion, esto
se haria de la siguiente forma:

Ensayo de Bernoulli: Lanzar la moneda.
Cudntas veces se realiza: n=3.
Variable x: numero de caras que se obtienen al lanzar tres veces la moneda.

Probabilidad de éxito: p = %.



Con estos datos, ya podremos calcular cualquier probabilidad de la variable X, como por ejemplo P(X=2), la
probabilidad de obtener 2 caras, sustituyendo directamente estos valores en la férmula de la Distribucion
Binomial y realizando las operaciones matematicas correspondientes:

P(x=2) = (z)pm —p)*2= 3(%) = 3(%)2(1-%)*2=3(1/8) = 3/8

(Practica: obtener las probabilidades faltantes, calcular la media y la varianza de esta distribucion).

Otro ejemplo: La probabilidad de que un cliente compre un producto es de 0.3. Si 10 clientes entran en la
tienda, écual es la probabilidad de que exactamente 3 compren el producto?

Se tiene: n =10, x = 3, p = 0.3 y g= 0.7. Entonces al sustituir en la férmula de la binomial obtenemos la
probabilidad buscada:

P(3) = (130) 0.330.77 = 2.668

La Distribucidon de Poisson, ideada por el matematico francés Simeon Poisson (1781 —1840), mide la probabilidad
de un evento aleatorio sobre algln intervalo de tiempo o espacio. Tiene por condicién que se cumplan los dos

supuestos siguientes:

1) La probabilidad de ocurrencia del evento es constante para dos intervalos cualesquiera de tiempo o
espacio A

2) La ocurrencia del evento en un intervalo es independiente de la ocurrencia de otro intervalo
cualquiera.

La funcidn de probabilidad de Poisson viene dada por la siguiente expresién:

En donde, x es el nimero de eventos: x=0, 1, 2, ...
K es el nimero promedio de ocurrencias por unidad de tiempo o espacio, y
e =2.71828 es la base del logaritmo natural.

En la distribucidn de Poisson, la varianza o2 es igual que la media p y se denota por el pardmetro A.



Eiemplo: Si en promedio llegan 2 clientes por hora a un negocio, écual es la probabilidad de que lleguen 4
clientes en una hora?

En este caso se tiene que A = 2, x = 4. Por lo tanto, la probabilidad de que lleguen 4 clientes es:

P(4) = (e22%) / 4! = 0.0902

Otro ejemplo: Si el 2% de los libros encuadernados en el taller de restauracion de la biblioteca tienen
encuadernacién defectuosa. Obtener la probabilidad de que 5 de 400 libros encuadernados en este taller
tengan encuadernaciones defectuosas.

Para resolver este problema usamos la distribucidn de Poisson definiendo X como el nimero de libros que tienen
encuadernacion defectuosa. Conociendo que el 2% de los libros encuadernados quedan defectuosos, entonces
se espera que en 400 libros halla en promedio 8 libros con encuadernacidon defectuosa (i = 8). Por lo tanto, la
probabilidad de que 5 libros (X = 5) tengan encuadernacion defectuosa es:

5.3. Distribuciones de probabilidad de variable continua: Funciéon Densidad de probabilidad

Funcion de Densidad de Probabilidad: Es una funcién que define la forma de la distribucion de probabilidad
para una variable continua. El drea bajo la curva de la funcién en un intervalo dado representa la probabilidad
de que la variable tome un valor en ese intervalo. La probabilidad en un punto especifico es cero para una
variable continua. A continuacidn, se presenta la mas emblematica de las distribuciones de probabilidad
continuas que se conoce como la distribucién Normal.

Modelos de probabilidad de variable continua y sus aplicaciones

Distribucion Normal

La Distribucion Normal: Es la mds importante de las distribuciones de probabilidad. Muchas variables aleatorias
continuas tienen distribuciones que se aproximan a una distribucidn normal. La distribucién normal se define
por su media (W) y su desviacién estandar (o).

Construccion y representacion tabular, grafica y formula matematica

Analiticamente, se define mediante una férmula matematica.

e
y=Ffx = . — para todo real x

oV2m

La funcién de densidad Normal se representa graficamente con una curva continua en forma de campana:



Valor esperado y varianza de probabilidad

Se calculan mediante integrales de la funcidon de densidad, lo cual esta fuera del alcance de este curso
introductorio, pero se pueden calcular usando software estadistico.

La Distribucion Normal Estandar

La distribucidn normal estandar es una distribucion normal que tiene una media de 0 y una desviacidn estandar
de 1y la probabilidad se calcula encontrando el area bajo la curva de la funcién de densidad. La regla empirica
indica que los intervalos de 1, 2 y 3 desviaciones estandar alrededor de la media contendran 68, 95 y 99.7% de
los datos, respectivamente.
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Ejemplo:

El tiempo que un cliente espera en la fila de un supermercado se distribuye normalmente con una media de
5 minutos y una desviacidn estandar de 1 minuto. ¢Cual es la probabilidad de que un cliente espere entre 4
y 6 minutos? Para esto, se utilizan tablas o software que calculan las probabilidades bajo la curva normal.

Aproximacion de los modelos Binomial y Poisson a la Distribucién Normal.

La distribucién normal puede utilizarse para aproximar la distribucién binomial cuando np y nq son mayores o
iguales a 5. También se puede aproximar la distribucidon de Poisson a la normal para valores grandes de A.

Este tipo de aproximacion es muy Util cuando los célculos directos son complejos o engorrosos, por ejemplo, en
los casos en que se requieran muchos calculos de factorial con la distribucién binomial.

Para utilizar la distribucién normal como aproximacion se calcula la media y la desviacion estandar de la
distribucién binomial o de Poisson y se trabaja con ellas como si la distribucién fuera normal, haciendo las
correcciones por continuidad, que transforman un valor discreto en un intervalo continuo.

Otros modelos de probabilidad de variable continua aplicables a la Administracién de empresas.

Existen otros modelos como la distribucién exponencial, uniforme, etc., que pueden ser de utilidad, pero para
los propésitos de esta guia no se entrard en detalles.



5.4 Uso de herramientas tecnoldgicas

Software Estadistico: Programas como Minitab, Excel, STATDISK y calculadoras TI-83/84 son herramientas muy
utiles para calcular probabilidades y visualizar distribuciones.

Estos programas permiten:

v/ Generar nimeros aleatorios de diferentes distribuciones.
Calcular probabilidades para distribuciones discretas y continuas.
Graficar distribuciones de probabilidad.

Calcular estadisticos descriptivos.

Realizar simulaciones de procesos aleatorios.
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Ejercicios propuestos
Variables aleatorias: Clasifique las siguientes variables como discretas o continuas:

a) Numero de llamadas recibidas en un call center por hora.

b) Tiempo de espera de un cliente en un banco.

c¢) Numero de autos vendidos por un concesionario en un mes.
d) Peso de un paquete enviado por mensajeria.

Calculo de la varianza: Para el experimento aleatorio de lanzar tres monedas, calcule la varianza a partir de la
tabla de distribucion de la variable aleatoria correspondiente, agregando dos columnas auxiliares, una para x*y
otra para [x? P(x)] y obteniendo las sumatorias respectivas para utilizarlas en la formula: 0% = % [x* P(x)] - 12
Compare el resultado obtenido con el indicado en el ejemplo de la teoria explicada en la seccién 5.3.

Distribucion binomial: La probabilidad de que un articulo sea defectuoso es de 0.05. Si se inspeccionan 20
articulos, calcule:

a) La probabilidad de que exactamente 2 sean defectuosos.
b) La probabilidad de que al menos 3 sean defectuosos.
c) La mediay desviacidn estandar del nimero de articulos defectuosos.

Distribucion de Poisson: En promedio, llegan 5 solicitudes de informacion a una oficina cada hora. Calcule:

a) La probabilidad de que lleguen exactamente 3 solicitudes en una hora.
b) La probabilidad de que lleguen mas de 6 solicitudes en una hora.

Distribucion Normal: Las ventas diarias de una tienda se distribuyen normalmente con una media de $500 y
una desviacion estandar de S50. Calcule:

a) La probabilidad de que las ventas diarias estén entre $450 y $550.
b) Elvalor de las ventas diarias que separa al 10% de las ventas mas bajas.

Herramientas tecnoldgicas: Utilice Excel o una calculadora con funciones estadisticas para:

a) Generar 100 numeros aleatorios de una distribucidn normal con media 10 y desviacion estandar 2.
b) Calcular la probabilidad de obtener 5 éxitos en 10 ensayos binomiales con p=0.4.
c) Graficar la distribucion de Poisson con A = 3.



Conclusién Este tema proporciona las herramientas necesarias para comprender y modelar la incertidumbre en
los negocios. Es clave para la toma de decisiones basadas en datos y para el andlisis estadistico en administracion
y otras areas. El uso de la tecnologia es fundamental para trabajar con distribuciones de probabilidad y realizar
analisis mas profundos.

TABLA DE LA DISTRIBUCION Z

Areas de la distribucién normal estandar

Las entradas de esta tabla son las probabilidades de que una variable aleatoria,
coin una distribuciin normmal estandar, tome un valor entre O y 2; la probabili-
dad estd representada por el drea sombreada bajo la curva de la figura
slguiente. Las dreas para valores negativos de 2 se obtienen por simetria.
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