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TEOREMA DE CHEBYSHEV 
 
Si una variable aleatoria tiene una varianza o desviación estándar pequeña, esperaríamos que la 
mayoría de los valores se agrupen alrededor de la media. Por lo tanto, la probabilidad de que una 
variable aleatoria tome un valor dentro de cierto intervalo alrededor de la media es mayor que para 
una variable aleatoria similar con una desviación estándar mayor. Si pensamos en la probabilidad en 
términos de área, esperaríamos una distribución continua con un valor grande de σ (desviación 
estándar) para indicar una variabilidad mayor y, por lo tanto, esperaríamos que el área este más 
extendida, como en la figura 1(a). Una distribución con una desviación estándar pequeña debería 
tener la mayor parte de su área cercana a μ (media), como en la figura 1(b). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1: Variabilidad de observaciones continúas alrededor de la media. 
 
Podemos argumentar lo mismo para una distribución discreta. En el histograma de probabilidad de la 
figura 2(b) el área se extiende mucho más que en la figura 2(a), lo cual indica una distribución más 
variable de mediciones o resultados. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 2: Variabilidad de observaciones discretas alrededor de la media. 

 
La desigualdad de Chebyshev es una importante herramienta teórica. Entre otras aplicaciones 
constituirá un medio para comprender cómo la varianza mide la variabilidad de una dada variable 
aleatoria, con respecto a su media. 
La proporción de cualquier distribución que esté a menos de k desviaciones estándar de la media es 
por lo menos: 
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Donde k es cualquier número positivo mayor que 1. Este teorema es válido para todas las 
distribuciones de datos. 
Este teorema establece que a menos de dos desviaciones estándar de la media (k=2) siempre se 
encontrará por lo menos el 75% o más de los datos (3/4 partes de los datos). Estableciendo de esta 
manera  que la variable aleatoria X  tiene una probabilidad de al menos 1-1/22 = 3/4 de caer dentro de 
dos desviaciones estándar a partir de la media; es decir, que tres cuartas partes o más de las 

observaciones de cualquier distribución se localizan en el intervalo μ  2σ. De manera similar, el 
teorema afirma que al menos ocho novenos de las observaciones de cualquier distribución caen en el 

intervalo μ  3σ. 
El matemático ruso P. L. Chebyshev (1821-1894) descubrió que la fracción del área entre cualesquiera 
dos valores simétricos alrededor de la media está relacionada con la desviación estándar. Como el 
área bajo una curva de distribución de probabilidad, o la de un histograma de probabilidad, suma 1, el 
área entre cualesquiera dos números es la probabilidad de que la variable aleatoria tome un valor 
entre estos numeros. 
Este teorema  lleva el nombre del matemático ruso que la descubrió. Su nombre aparece en una 
variedad de formas en la literatura: Chebyshev, Chebychev, Tchebyshev, etc. 
El teorema de Chebyshev tiene validez para cualquier distribución de observaciones, por lo cual los 
resultados generalmente son débiles. El valor que proporciona el teorema es solo un límite inferior, es 
decir, sabemos que la probabilidad de una variable aleatoria que cae dentro de dos desviaciones 
estándar de la media no puede ser menor que 3/4, pero nunca sabemos cuánto podría ser en realidad. 
Solo cuando conocemos la distribución de probabilidad podemos determinar probabilidades exactas. 
Por esta razón llamamos al teorema resultado de distribución libre. Cuando se supongan 
distribuciones específicas, los resultados serán menos conservadores. El uso del teorema de 
Chebyshev se restringe a situaciones donde se desconoce la forma de la distribución. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 3. Cálculo de k del teorema de Chebyshev 
 
 
 
 
 
Ejemplo 1: P&P Airlines, tomo una muestra de 50 días, la cual arrojo una media de 78.7 pasajeros por 
día, con una desviación estándar de 12.14. Para programar los tiempos para una nueva ruta que abrió 
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P&P, la gerencia desea saber con qué frecuencia los pasajeros están dentro de K = dos desviaciones 
estándar de la media, y cuál es dicho intervalo. 
Solución: 
Si se transportan dos desviaciones estándar (2 X 12.14) = 24.28 pasajeros por encima y por debajo de 
la media de 78.7, se tendrá un intervalo de (78.7 -24.28) =54.42 a (78.7 + 24.28) = 102.98 pasajeros. 
Se puede estar seguro de que por lo menos: 
1 – 1/(2)2 = 75% del tiempo, el número de pasajeros diarios estuvo entre 54 y 103. 
Interpretación: 
En por lo menos el 75% de los días (es decir, 75% de 50 es igual a 37 días), el número de pasajeros 
estuvo entre 54 y 103. Esto proporciona a la gerencia de P&P una valiosa información sobre para 
cuántos pasajeros deben prepararse en términos de operaciones en vuelo. 
 
Ejemplo 2: Supóngase que las puntuaciones de un examen de ingreso de 150 aspirantes al programa 
de Administración de una universidad tuvieron un promedio de 70 puntos y una desviación estándar 
de 5 puntos. ¿Cuantos aspirantes tuvieron puntuaciones entre 60 y 80? ¿Cuantos entre 58 y 82? 
Solución: 
Como no conocemos “k”, tenemos que hallarla usando la siguiente formula: 

Z = (Xi –      ) /  ,  donde: 
Xi: es uno de los valores del intervalo 
    : Es la media 

: es la desviación 
Se puede tomar cualquiera de los dos límites del intervalo dado. En este caso usamos el limite inferior 
del intervalo (60,80): 
Z = (60 – 70) / 5 = -2 
Si usamos el límite superior: 
Z = (80 – 70) / 5 = 2 
Luego en la fórmula de Chebyshev, sustituimos “k” por el valor obtenido de “Z”: 
1 – 1/ (-2)2 = 0,75 
Si lo multiplicamos por 100 nos da el porcentaje: 75%. 
El 75% de 150 es 112,5. Como el resultado no da exacto, podemos aproximarlo a 112 o 113 y concluir 
que entre 112 y 113 aspirantes obtuvieron puntuaciones entre 60 y 80 puntos. 
 
Con el segundo intervalo. 
Z = (58 – 70) / 5 = -2,4 
Si usamos el límite superior: 
Z = (82 – 70) / 5 = 2,4 
Luego en la fórmula de Chebyshev, sustituimos “k” por el valor obtenido de “Z”: 
1 – 1/ (-2,4)2 = 0,826 
Si lo multiplicamos por 100 nos da el porcentaje: 82,6%. 
El 82,6% de 150 es 123,9. Como el resultado no da exacto y el decimal es mayor que 5, podemos 
aproximarlo a 124 y concluir que entre 124 aspirantes obtuvieron puntuaciones entre 58 y 82 puntos. 
 
REGLA PRÁCTICA O EMPÍRICA 
Una distribución normal es una distribución de datos continuos (no discretos) que produce una curva 
simétrica en forma de campana. Si los datos están distribuidos normalmente, una gráfica de la 
frecuencia con la cual ocurre cada observación tomará la forma de campana. Las observaciones en 
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cada extremo ocurrirán relativamente de forma poco frecuente, pero las observaciones que están 
más cerca de la mitad ocurrirán con una frecuencia alta, por tanto se produce la curva simétrica en 
forma de campana. En una distribución normal, la media, la mediana y la moda son todas iguales. 
Es de importancia que la mitad de las observaciones está por encima de la media y la mitad está por 
debajo. Esto significa que la mitad del área que está bajo la curva está a la izquierda de la media y la 
otra mitad del área que está debajo de la curva está a la derecha de la media. 
La regla empírica dice que si se incluyen todas las observaciones que están a una desviación estándar 
de la media (una desviación estándar por encima de la media y una desviación estándar por debajo de 
la media) estas serán el 68.3% de todas las observaciones. Es decir, que no importa cuál es la media ni 
cuál es la desviación estándar, se puede estar seguro de que el 68.3% de las observaciones quedan a 
una desviación estándar de la media si las observaciones están distribuidas normalmente. 
Podemos medir aún con más precisión el porcentaje de observaciones que caen dentro de un rango 
específico de una curva simétrica con forma de campana, como la mostrada en la figura 4. En estos 
casos, podemos decir que la regla empírica especifica: 
1. Aproximadamente 68% de los valores de la población cae dentro de ±1 desviación estándar a partir 
de la media. 
2. Aproximadamente 95% de los valores estará dentro de ±2 desviaciones estándar a partir de la 
media. 
3. Aproximadamente 99% de los valores estará en el intervalo que va desde 3 desviaciones estándar a 
la izquierda de la media hasta 3 desviaciones estándar a la derecha de la media. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 4. Distribución normal 

 
Nota: en algunos textos los valores de los porcentajes son: 68,3%, 95,5% y 99,7%. 
Es importante recordar que la regla empírica describe el área total bajo la curva normal que se 
encuentra dentro de un rango dado. Si las observaciones están altamente dispersas, la curva en forma 
de campana se aplanará y se esparcirá. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 5. Comparación entre la regla empírica y el teorema de Chebyshev 
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Ejemplo 1. Se asume que 1.000 esquiadores de slalom bajan una pendiente empinada en Vail. Los 
tiempos para todos los esquiadores parecen estar distribuidos normalmente, con una media de μ = 10 

minutos y una desviación estándar de = 2 minutos. Describa la distribución. 
Solución. 
Debido a que el promedio de los esquiadores se toma 10 minutos para completar el trayecto, mover 
una desviación estándar (es decir, 2 minutos) por encima y por debajo de esta media de 10 produce 
un rango de 8 a 12 minutos. Así, de acuerdo con la regla empírica, 683 (68.3% de 1,000) esquiadores 
se tomaron entre 8 y 12 minutos para bajar la montaña. Dos desviaciones estándar (4 minutos) por 
encima y por debajo de la media de 10 da un rango de 6 a 14 minutos, que representa el 95% (950 de 
1.000) y Tres desviaciones estándar (6 minutos) da un rango de 4 a 16 minutos, que representa el 99% 
(990 de 1.000). De acuerdo con la regla empírica, 990 de los 1.000 esquiadores se tomaron entre 4 y 
16 minutos para terminar el trayecto. Así, sólo 10 de los 1.000 esquiadores fueron o muy buenos 
esquiadores y tomaron menos de 4 minutos o eran muy malos y se tomaron más de 16 minutos. Una 
observación de más de tres desviaciones estándar de la media (por encima o por debajo de ésta) es 
raro que ocurra y se da 1 % del tiempo si los datos están distribuidos normalmente. 
 
Ejemplo 2. Un conjunto de 60 observaciones tiene una media de 66,8, una varianza de 12,60 y una 
forma de distribución desconocida. 
a) ¿Entre qué valores deberán caer al menos 75% de las observaciones, de acuerdo con el teorema de 
Chebyshev? 
b) Si la distribución es simétrica y con forma de campana, aproximadamente cuántas observaciones 
deberán encontrarse en el intervalo 59,7-73,9? 
 
Solución: 
Como no se conoce la desviación estándar, se calcula usando la varianza: 

 = √𝜎2    

 =  √12,6 = 3,55 
a ) El 75% de las observaciones deberá caer entre       - 2 y       + 2: 
66,8 – 2(3,55) y 66,8 + 2(3,55), eso daría 59,7 y 73,9. 
Se multiplico la desviación por 2, porque el teorema dice que es a partir de 2 desviaciones que se 
toman en cuenta cuando no se conoce la distribución. La cual representa un 75%. 
b ) Como este intervalo corresponde al segundo de la regla práctica, ya que al multiplicar la desviación 
estándar por 2 y después réstarla y sumarla nos daría como límite inferior 59,7 y como límite superior 
73,9. Por lo tanto el 95% de las observaciones se encuentra entre 59,7 y 73,9. 
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TABLAS DE CONTINGENCIA  
 

 
1. TABLAS DE CONTINGENCIA 

2  

2  se pronuncia chi-cuadrado ó ji-cuadrado. 
 
Un método útil para clasificar los datos obtenidos en un recuento es mediante las tablas de 
contingencia, tablas en cuyas celdas figuran probabilidades, y en la cual podemos determinar unas 
probabilidades conociendo otras de la tabla. 
Cuando tenemos la información de 2 variables de tipo cualitativo o de una variable cualitativa y otra 
cuantitativa, se dispone de una tabla de contingencia. Nos limitaremos al caso de 2 variables. Es una 
tabla de doble entrada en la que en las filas se ubican las modalidades de una de las variables 
(atributos ) y en las columnas las del otro; en las celdas resultantes del cruce de las filas y las 
columnas se incluye el número de elementos de la distribución que presentan ambas modalidades 
Las tablas de contingencia se emplean para registrar y analizar la relación entre dos o más variables, 
habitualmente de naturaleza cualitativa (nominales u ordinales). 

La distribución ji_cuadrada nos permite probar, si dos o más proporciones de población pueden ser 
consideradas iguales. 

Si clasificamos a una población en diferentes categorías con respecto a dos atributos (edad, y 
desempeño en el trabajo), podemos utilizar una prueba ji_cuadrada, para comprobar si los dos 

atributos son independientes entre sí. la distribución Ji cuadrada, se denota por la letra griega (Ji), 

elevada al cuadrado: 2. 

A medida que aumentan los grados de libertad la curva se va haciendo más simétrica y su cola 
derecha se va extendiendo. 

PRECAUCIONES QUE SE DEBEN TOMAR CUANDO SE USE UNA PRUEBA JI_CUADRADA 

Para utilizar una prueba de hipótesis ji_cuadrada, debemos tener un tamaño de muestra lo 
suficientemente grande para garantizar la similitud entre la distribución teórica correcta y nuestra 

distribución de muestreo de 2, estadística ji_cuadrada. Cuando las frecuencias esperadas son muy 

pequeñas el valor de 2 estará sobrestimado y se tendrá como resultado demasiados rechazos de la 
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hipótesis nula, para evitar incurrir en inferencias incorrectas de la prueba de hipótesis ji_cuadrada. 
Siga la regla general que dice que una frecuencia esperada de menos de cinco en una celda de una 
tabla de contingencia es demasiado pequeña para utilizarse. 

Si el valor de ji_cuadrada hubiera sido cero, hubiésemos tenido que ser cuidadosos al preguntar si 
absolutamente no existen diferencias entre las frecuencias observadas y las esperadas. Si tenemos 
fuertes creencias de que debería existir alguna diferencia tendríamos que examinar tanto la forma en 
que recabamos datos o la manera como iniciamos las mediciones o ambas cosas para tener la certeza 
de que las diferencias existentes no fueron minimizadas o pasadas por alto al recolectar los datos de 
muestra. 

PROPIEDADES DE LAS DISTRIBUCIONES JI_CUADRADAS 

1.-Los valores de 2 son mayores o iguales que O 

2.-EI área bajo una curva ji_cuadrada y sobre el eje horizontal es 1. 

3.-Las distribuciones 2 no son simétricas, tienen colas estrechas que se extienden a la derecha; están 
sesgadas a la derecha.  

    4.-La media de la distribución son sus grados de libertad. 

 

La tabla ji- cuadrada ( 2 )  se utiliza principalmente: 

 

• Para probar si una serie de datos observada, concuerda con el modelo (serie esperada) de la 
información.  

• Para probar las diferencias entre las proporciones de varios grupos (tabla de contingencia).  
 
Para todos los casos, 
Ho: No hay diferencia o no hay dependencia entre variables 
H1: Hay diferencia o si hay dependencia entre variables 
 
INDEPENDENCIA ENTRE VARIABLES 
Cuando no se da ningún tipo de relación entre 2 variables o atributos, diremos que son 
independientes. Dos variables X e Y, son independientes entre si, cuando una de ellas no influye en la 
distribución de la otra condicionada por el valor que adopte la primera. Por el contrario existirá 
dependencia cuando los valores de una distribución condicionan a los de la otra. 
 
NIVEL DE SIGNIFICANCIA 
Cuando se plantea aplicar una prueba estadística, debe definirse previamente un nivel de significación 
o nivel alfa. Esto significa que arbitrariamente se decide con qué probabilidad de error se rechazará la 
hipótesis nula. El valor más usado es el de 0,05 y casi todos los que trabajan en investigación, saben 
que si el valor cae bajo 0,05 la asociación o diferencia encontrada “es significativa”. El nivel alfa define 
una región de rechazo en la curva de distribución de probabilidades para el problema en estudio. Se 
fundamenta en que es improbable que se obtenga un valor en esa región y, por lo tanto, permite el 
rechazo de la hipótesis nula.  
El valor 0,05 quiere decir que se ha decidido previamente que se rechazará la hipótesis nula cuando el 
valor de probabilidad asociado a la estadística respectiva sea inferior a 0,05. En términos prácticos 
esto quiere decir que si repetimos 100 veces el mismo experimento, se rechazará la hipótesis nula en 
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forma errónea 5 veces. Las pruebas de significación estadística que acompañan el análisis basan su 
examen en comparar los resultados observados con los esperados (bajo el supuesto de que no hay 
asociación). Cuanto mayor sea la diferencia entre la distribución observada y la esperada, menos 
razonable es suponer que la distribución observada sea solo producto del azar. 
 

PASOS PARA REALIZAR LA TABLA DE CONTINGENCIAS 2  

 
1) Plantear las hipótesis: 

Ho: = p1 = p2 = p … =pk  o no hay dependencia entre las variables, es decir, son   independientes 
una de la otra.                 

H1: al menos dos proporciones son diferentes o hay dependencia entre las variables, es decir, 
una variable depende de otra. 

2) Construir una tabla que contenga los valores observados. 
3) Sumar los totales de los renglones y columnas de los valores observados. (La suma de los 

renglones (filas) y columnas se les llama Valores marginales, porque están al margen de la 
tabla). 

4) Debajo de cada valor observado poner el valor esperado utilizando la fórmula: 
 

( )
n

columnaésimajdetotalrenglónésimoidetotal
Eij

−−
=  

      5)  Calcular el valor del estadístico de prueba 2  usando la fórmula: 

𝜒2 = ∑
(𝑂𝑖𝑗 − 𝐸𝑖𝑗)

2

𝐸𝑖𝑗
 

dónde: 
 
Oij = Valor observado de la celda i,j. 
Eij = Valor esperado de la celda i,j 

6)  Determinar los grados de libertad mediante: 

( )( )11 −−= crgl  

               Dónde:  
               r = número de renglones o filas 
               c = número de columnas 

7) Calcular el valor crítico en la tabla  2 , usando los grados de libertad y el nivel de significancia 

 (él  se puede dar en forma porcentual o no porcentual, ejemplo: 5% o 0,05). 
8) Criterio de decisión: si el valor del estadístico de prueba > valor crítico rechazamos Ho 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

2
(;gl)                 valor critico 
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Ejemplo:  Al final de un semestre, las calificaciones de matemáticas fueron tabuladas en la siguiente 
tabla de contingencia de 23  para estudiar la relación entre la asistencia a clase y la calificación 
obtenida. 
 
 

Ausencias Aprobado 
No 
aprobado 

 0 - 3 135 110 

 4 - 6 36 4 

 7 - 45 9 6 

Con 05.0=  
 
H0 : la tasa de aprobación no depende de la asistencia 

H1 : la tasa de aprobación depende de la asistencia 

 
Se calcula el total en cada fila y columna. 
Nùmero de ausencias Aprobado No aprobado Total

0-3 135 110 245

4-6 36 4 40

7-45 9 6 15

Total 180 120 300  
 
 
 
 
 
Las variables que se van a estudiar son: las inasistencias o número de ausencias y la tasa de 
aprobación (aprobados y no aprobados). 
 
Los valores Oij = 135, 110, 36, 4, 9 y 6 corresponden a los valores observados, los valores esperados se 
colocan en las celdas con paréntesis, para calcular los  utilizamos la fórmula: 
 

( )
n

columnaésimajdetotalrenglónésimoidetotal
Eij

−−
=           donde n = 300 

 
Nùmero de ausencias Aprobado No aprobado Total

0-3 135 110 245

(147) (98)

4-6 36 4 40

(24) (16)

7-45 9 6 15

(9) (6)

Total 180 120 300  
 
Cálculo del valor esperado: 

VALORES OBSERVADOS 

Filas o 

renglones 

Columnas 
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Valor esperado para la fila 1 y columna 1: 
E11= (180*245)/300 = 147 
Valor esperado para la fila 1 y columna 2: 
E12 = (245*120)/300 = 98 
Valor esperado para la fila 2 y columna 1: 
E21 = (40*180)/300 = 24 
Valor esperado para la fila 2 y columna 2: 
E22 = (40*120)/300 = 16 
Valor esperado para la fila 3 y columna 1: 
E31 = (180*15)/300 = 9 
Valor esperado para la fila 3 y columna 2: 
E32 = (15*120)/300 = 6 
 

Calculamos el valor del estadístico de prueba 2  usando la fórmula: 

𝜒2 = ∑
(𝑂𝑖𝑗 − 𝐸𝑖𝑗)

2

𝐸𝑖𝑗
 

La tabla siguiente nos ayuda a organizar los cálculos para el estadístico. 
 

Celda Oij Eij (Oij-Eij)^2 (Oij -Eij)^2/Eij

(1,1) 135 147 144 0.98

(1,2) 110 98 144 1.47

(2,1) 36 24 144 6.00

(2,2) 4 16 144 9.00

(3,1) 9 9 0 0.00

(3,2) 6 6 0 0.00

17.45  
  Tabla.    Cálculos para el estadístico Chi cuadrada 
 
Un ejemplo de cómo se obtuvieron los valore de la última  columna de la tabla anterior: 

2 = (135 - 147)2 / 147 + (110 – 98)2 / 98 + (36 – 24)2 / 24 + (4 – 16)2 / 16 + (9 – 9)2 / 9 + (6 – 6)2 / 6 

2 = 144 / 147 + 144 / 98 + 144 / 24 + 144 / 16 + 0 + 0 

2 = 0,98 + 1,47 + 6 + 9 + 0 + 0 = 17,45 
 
Para determinar el valor crítico del estadístico de prueba procedemos de la siguiente manera: 

Determinar los grados de libertad usando la fórmula: ( )( )11 −−= crgl , donde “r” es el número de 

filas y “c” el número de columnas: 
 
Calculo de los grados de libertad: 
gl = (3-1)(2-1) = 2 

El valor crítico del estadístico ji-cuadrada para 05.0=  y g.l. = 2 se denota )2(2

05.0  o 2
(0,05;2). En la  

tabla ji- cuadrada encontramos que vale 5,991, el valor del estadístico de prueba es 2 = 17,45.  
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Conclusión: Como este estadístico está localizado en la región de rechazo (a la derecha del valor 
crítico), rechazamos Ho por lo cual aceptamos la hipótesis alternativa H1: La tasa de aprobación si 
depende de las asistencias. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Alfa () = 0,05 

Grados de 

 libertad = 2 

2
(0,05;2)                 5,991 

Estadístico de prueba= 17,45 
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Ejercicio 1. Los datos de 3 proveedores en relación a partes defectuosas es como sigue: 
Probar a un 5% y 10% de significancia si los defectos dependen del tipo de proveedor.  
 

Proveedor Buenos 
Con 

Defectos 
menores 

Con 
defectos 
graves 

A 90 3 7 

B 170 18 7 

C 135 6 9 

 
 

Compare  resultado del estadistico de prueba con el siguiente y has tu conclusión para los dos niveles 

de significancia (): 
Estadistico de prueba = 7,712 
 
 

Ejercicio 2. Un estudio que se realizó con 81 personas referente a la relación entre la cantidad de 
violencia vista en la televisión y la edad del televidente produjo los siguientes resultados. 
 

Edades 
Genero 

16 - 34 35 - 55 Mayor a 55 

Poca violencia 8 12 21 

Mucha violencia 18 15 7 

 
¿Indican los datos que ver violencia en la televisión depende de la edad del televidente, a 
un nivel de significación del 5%? 
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